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Introduction

Du concept général aux K-groupes

Les groupes de rang de Morley fini forment un sujet issu de la logique ma-
thématique et ayant des liens étroits avec la géométrie algébrique. Ils sont munis
d’une dimension abstraite appelée rang de Morley; un groupe algébrique défini
sur un corps algébriquement clos, par exemple, est un groupe de rang de Morley
fini, dont le rang de Morley est la dimension de Zariski. De ce fait, les groupes
de rang de Morley fini généralisent la notion de groupe algébrique sur un corps
algébriquement clos. Cherlin et Zil’ber ont d’ailleurs conjecturé (I'un indépendam-
ment de 'autre) qu'un groupe infini simple de rang de Morley fini est isomorphe
a un groupe algébrique sur un corps algébriquement clos : c’est la “Conjeture de
Cherlin-Zil’ber” ou Conjecture d’Algébricité. Cette conjecture constitue la princi-
pale motivation de I’é¢tude des groupes de rang de Morley fini. Elle est cependant
ménacée par une éventuelle existence des mauvais groupes.

Un mauvais groupe est un groupe connexe non résoluble de rang de Morley fini,
dont tout sous-groupe définissable connexe et propre est nilpotent. Un mauvais
corps est un corps de rang de Morley fini de la forme < K, +,-,T > ou T est un
sous-groupe infini définissable propre du groupe multiplicatif K*. Ces structures
conférent aux groupes de rang de Morley fini, des propriétés non algébriques. Un
groupe de rang de Morley fini qui n’interpréte pas de telles pathologies est dit
ordinaire.

Dans sa démarche en vue de repondre a la Conjecture de Cherlin-Zil’ber,
Borovik, s’inspirant de la classification des groupes simples finis, va initier un
plan d’attaque essentiellement basé sur un raisonnement inductif; on étudie un
contre-exemple minimal a la conjecture : un K*-groupe simple. Un K*-groupe est
un groupe de rang de Morley fini dont tout sous-groupe définissable propre est un
K-groupe. Un K-groupe est un groupe de rang de Morley fini dont toute section
infinie définissable et simple est isomorphe a un groupe algébrique sur un corps
algébriquement clos. Le traitement inductif des K*-groupes est donc directement
induit de celui des K-groupes. De par ce fait, les K-groupes occupent une place
trés importante dans la classification des groupes infinis simples de rang de Morley
fini, et une partie de cette thése est consacrée a leur étude (Chapitre 4).
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Des K-groupes aux groupes définissablement linéaires

La propriété la plus fondamentale des K-groupes est donnée par le Fait 4.10.
Il y est dit que le quotient H/o(H), d'un K-groupe connexe non résoluble H par
son radical résoluble o(H) (Définition 1.25) est isomorphe a un produit direct de
groupes algébriques simples (sans centre) sur des corps algébriquement clos. Si le
traitement des K*-groupes est induit par celui des K-groupes, ce résultat suggére
pour le traitement des K-groupes, une analyse des sous-groupes définissables d’un
groupe algébrique (simple) linéaire. Des telles études ont été faites par Poizat dans
|33], puis par Mustafin dans [32]. Dans le chapitre 3, nous poursuivons ce travail
en généralisant certains résultats de [32]. Par ailleurs, on pousse I’analyse dans
le contexte du Fait 4.10 en étudiant les sous-groupes définissables d’'un produit
direct de groupes algébriques linéaires sur des corps de rang de Morley fini; de
tels sous-groupes sont dit définissablement linéaires.

L’étude des groupes définissablement linéaires permet d’apporter des informa-
tions sur les propriétés des K-groupes. Les sections définissables de tels groupes
sont dites définissablement affines, et permettent plus aisément que les groupes
définissablement linéaires, d’effectuer un traitement inductif.

Des groupes définissablement linéaires aux Uk-groupes

L’étude des groupes définissablement linéaires peut se révéler quelque peu
délicate, du fait de la présence de plusieurs corps. L’utilisation des Uyk-groupes
(Définition 2.13), et particuliérement des Uk-groupes homogénes (Définition 2.22),
pour K un corps de rang de Morley fini et de caractéristique zéro constitue un
moyen d’étude trés éfficace.

Contenu de la thése

Dans le chapitre 1, tout en rappelant les définitions des deux notions de base de
notre étude que sont les groupes de rang de Morley fini et les groupes algébriques
linéaires, nous dressons une liste de propriétés et résultats connus les concernant
que nous utilisons tout au long de cette thése. Signalons toutefois que cette liste
n’est pas exhaustive car certains résultats connus, du fait de leur utilisation bien
précise, ne seront mentionnés que dans les chapitres ou ils sont sollicités. Tous les
résultats connus sont écrits comme faits, et ceux dont les démonstrations n’ont
pas été trouvées ailleurs sont redémontrés.

Dans le chapitre 2, nous poursuivons notre outillage en présentant dans la
premiére section la notion d’unipotence en caractéristique nulle dans les groupes
de rang de Morley fini introduite par Burdges et explicitée par les Uy ,.-groupes. Les
faits que nous citons dans ce cas, sont donnés en remplacant 'opérateur d’origine
Uy, au profit de 'opérateur Uk, ou K est un corps de rang de Morley fini donné.
Bien entendu cela est possible car un Ugk-groupe est un Uy ,-groupe.

2
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Dans la seconde section, nous donnons une généralisation de cette approche,
en définissant une nouvelle notion d’unipotence qui prend en compte toutes les
caractéristiques : c’est ’objet de la théorie des U,-groupes. Il s’agira par la suite
de vérifier que certains résultats importants donnés en caractéristique zéro restent
valables pour cette nouvelle approche.

Le chapitre 3 est consacré a I'étude des groupes de rang de Morley fini, défi-
nissablement linéaires. Les travaux de Mustafin [32] et de Frécon [22], occupent
une place importante dans ce chapitre. Une partie de ce qui est fait ici suit ou
généralise certains résultats établis par ces derniers. C’est le cas par exemple au
théoréme 3.20 ol nous décrivons la structure du quotient H/o(H), d’'un groupe
H définissablement linéaire sur des corps de caractéristique nulle, par son radi-
cal résoluble; ou encore & la Proposition 3.25 ol nous établissons un résultat de
conjugaison des sous-groupes de Borel.

En outre, la décomposition de Jordan que Mustafin généralise aux sous-groupes
définissables d’un groupe algébrique linéaire sur un corps de rang de Morley fini
et de caractéristique zéro (Fait 3.37), combinée & I’étude des Uk-groupes, permet
pour un groupe connexe GG de rang de Morley fini et définissablement affine sur des
corps de caractéristique nulle, un choix particulier d’une pair (U, V) de groupes
définissablement linéaires sur ces mémes corps telle que G ~ U/V ( Proposition
3.44).

Le chapitre 4 constitue le coeur de cette thése; on y traite de 'étude des K-
groupes. Dans ce chapitre nous établissons certaines propriétés algébriques des K-
groupes. D’autres résultats de structure sur ces groupes sont fournis. Notamment
a la Proposition 4.20, o un résultat du méme type que le Fait 4.10 est donné et
qui dit que le quotient d’'un K-groupe connexe non résoluble de rang de Morley
fini H par son radical unipotent U(H) (Définition 2.31) est isomorphe a un produit
central de groupes algébriques simples (sans centre) sur des corps algébriquement
clos et d'un groupe abélien connexe. Le théoréme 4.35, quant a lui, donne la
structure des K-groupes connexes parfaits.

Nous analysons aussi les K-groupes définissablement linéaires. Cette analyse
viendra compléter celle effectuée dans le Chapitre 3. Nous montrons que les K-
groupes définissablement linéaires sur un corps de rang de Morley fini de carac-
téristique nulle conservent de nombreuses propriétés algébriques, et en particulier
nous montrons dans cette configuration, un analogue du théoréme de Levi sur la
décomposition d’un groupe algébrique (Théoréme 4.47).

Dans la derniére partie du chapitre, nous discutons de la linéarité des K-
groupes. Sous certaines hypothéses bien précises, nous conjecturons qu'un K-
groupe se décompose en un produit central de groupes définissablement linéaires,
les uns sur des corps de caractéristique nulle, les autres sur des corps de caractéris-
tiques non nulles (Conjecture 4.57). Une étude menée autour de cette conjecture
va nous amener a rédiger une nouvelle conjecture (Conjecture 4.59), qui si elle
est vraie, impliquerait la premiére. On montre toutefois que ces conjectures sont

3
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vraies dans le cas résoluble (théorémes 4.60 et 4.61).

Les trois derniers chapitres traitent de sujets indépendants les uns des autres.
Le chapitre 5 s’inspire des articles [14] et [15] : dans un univers de rang de Morley
fini, nous étudions une action définissable et non triviale de G ~ SLy(K) avec
K un corps de caractéristique p > 0, sur un groupe abélien V. Dans les articles
sus-mentionnés, Cherlin et Deloro se sont interessé aux cas ot le rang de Morley
de V est petit. Dans notre étude aucune restriction de genre n’est imposée. Nous
montrons que pour 7" un tore maximal de G, si Cy(T') = 0, alors tout sous-groupe
T-minimal de V' est de rang de Morley rk(KK) (Proposition 5.31). Ce résultat a
une portée sur la structure V'; en effet, il permet d’avoir une décomposition de
V' en somme directe de sous-groupe N(7')-minimaux, ou N(7') est le normalisa-
teur de 7' (Théoréme 5.34). De plus, chaque sous-groupe N (7')-minimal est muni
d’une structure d’espace vectoriel (sur un corps bien précis) sur lequel N(7T') agit
linéairement.

Dans le chapitre 6, nous nous proposons d’étudier dans quelles conditions le
quotient G/Z(G) d’un groupe algébrique linéaire G sur un corps algébriquement
clos IF de caractéristique non nulle par son centre, est définissablement linéaire
dans une structure interprétable du pur corps . Une utilisation des Ugk-groupes
est également requise pour cette étude.

Nous finissons par un chapitre trés court ol nous montrons que sous certaines
hypothéses, le groupe des automorphismes définissables de certains K*-groupes
simples est interprétable (Théoréme 7.4).



Chapitre 1

Outils

Ce premier chapitre est consacré a un rappel de notions que nous utilisons
dans cette thése. Ces notions concernent aussi bien les groupes de rang de Morley
fini, que les groupes algébriques linéaires.

Comme références principales, nous utilisons [6] pour les groupe de rang de
Morley fini, et [25] pour les groupes algébriques linéaires. Nous prévenons le lec-
teur que les résultats et théorémes cités tout au long de cette thése, et mentionnés
comme faits, seront en général fournis sans preuve; libre au lecteur de se référer
aux sources indiquées pour consulter lesdites preuves.

Les notations que nous adopterons sont essentiellement celles utilisées dans le
livre [6].

Soit GG un groupe; on désigne par 1 son élément neutre.

Soient z,y € G, on note x¥ = y~'xy le conjugué de x par y et [z, y] = 7'y tay
le commutateur de z et y; si A est un sous-ensemble de G, on note z* I'ensemble
{z%:a € A}. Pour X,Y deux sous-ensembles de GG, on note [ X, Y], le sous-groupe
de G engendré par I'ensemble {[z,y] : z € X,y € Y}.

On définit par induction les suites, dérivée (G™), 5o et centrale descendante
(G™)p>0 de G, de la fagon qui suit :

G'=GY =G, "V =g, ¢, G =[G, G).

On désigne par G = G = G* le sous-groupe dérivé de G : on dit que G est par-
fait si G = G'. On note G, le plus petit sous-groupe par l'inclusion de la série
dérivee (G™), 5o de G; G est un groupe parfait. On dit que G est résoluble
(resp. nilpotent) s’il existe un entier n tel que G™ = 1 (resp G™ = 1) et si n est le
plus petit entier pour cette condition, on dit que G est résoluble (resp. nilpotent)
de classe n.

On note Z,(G) les termes de la suite centrale ascendante de GG, définie par
induction comme il suit :

Zo(G)=1, Zpi1={9€G:9,G] € Z,(G)}.
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On désigne par Z(G) = Z1(G) le centre de G. 1l existe une limite o de n (o peut
étre 'infini) pour laquelle Z,(G) = Z,11(G) et on note Z(G) = Z,(G), c’est
I'hypercentre de G. Si G = Z,(G), on dit que G est hypercentral.

Si tout élément de G est d’ordre fini inférieur & n, on dit que G est d’ezposant
borné, et si n est le plus petit entier pour cette condition, on dit que G est d’ex-
posant n et on note exp(G) = n.

On dit aussi qu'un élément d’ordre fini de G est de torsion. Dans le méme sens,
on dit qu’un sous-groupe de G est de torsion si tous ses éléments sont de torsion ; il
est dit sans torsion s’il ne posséde que I’élément neutre comme élément de torsion.

1.1 Groupes de rang de Morley fini

1.1.1 Définitions

La définition originelle des groupes de rang de Morley fini que I'on peut re-
trouver dans [31] est purement modéle-théorique et utilise une formulation que
nous éviterons de reproduire. Ici nous allons plutot définir un groupe de rang de
Morley fini & partir des structures rangées, et ce grace & un théoréme de Poizat.

Fait 1.1. - (Poizat, [34]) Un groupe est rangé si et seulement si il est de rang
de Morley fini.

Il est donc essentiel de rappeler ce que nous entendons par “structure rangée”.

Univers rangée

Un univers est une collection non vide U d’ensembles dits U-interprétables
ou simplement interprétables, satisfaisant les axiomes ci-dessous. Une application
entre deux ensembles interprétables de U est dite interprétable si son graphe 1'est.

Al. (Cléture par opérations booléennes) Soient A, B € U, alors les ensembles
ANB, AUB et A\ B appartiennent également a U.

A2. (Cloture par produits) Soient A, B € U, alors leur produit cartésien A x B €
U.

A3. (Sous-ensembles finis) Si A € U et a € A, alors {a} € U.

Ad. (Factorisation) Si E(xz,y) est une relation d’équivalence interprétable sur
un ensemble A € U (i.e. Vensemble E = {(z,y) € A? : E(x,y)} € U,

alors I'ensemble A/FE des classes d’équivalence et la surjection canonique
A — A/F sont définissables dans interprétables.

Si L est un langage du premier ordre et M une L-structure, on note Uz (M)
la famille des ensembles interprétables dans M ; c¢’est un univers. Les ensembles
interprétables de U (M) sont aussi dits définissables. Pour plus de précisions sur
ces notions, nous invitons le lecteur a consulter [31] ou [6].
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1.1 Groupes de rang de Morley fini

Deéfinition 1.2. - Soit &/ un univers, une fonction rk : Y — N est appelée fonction
de rang si pour tout A et B dans U \ {0}, elle satisfait les axiomes suivants :

Bl. (Monotonicité du rang). rk(A) > n+1 si et seulement si il existe une infinité
de sous-ensembles interprétables non vides de A, deux-a-deux disjoints et de
rangs au moins n.

B2. (Définissabilité du rang). Pour toute fonction interprétable f : A — B,
I'ensemble {b € B : rk(f~'(b)) = n} est interprétable pour chaque n € N.

B3. (Additivité du rang). Pour toute fonction interprétable surjective f : A — B,
si Vb € B,rk(f~*(b)) = n, alors rk(A) = rk(B) + n.

B4. (Elimination des quanteurs infinis). Pour toute fonction f : A — B inter-
prétable, il existe m € N tel que pour tout b € B f~1(b) soit infini dés qu’il
contient m éléments au moins.

Un univers 4 qui admet une fonction de rang est dit rangé. Dans ce cas la
fonction de rang est unique d’aprés I'axiome B1. Si M est une L-structure, on dit
que M est une structure rangée si Uy (M) est un univers range.

Une structure définissable dans un univers (ou structure) rangé(e) est rangée.
En particulier un groupe (resp. un corps, resp. un anneau), définissable dans une
structure rangée est un groupe (resp. un corps, resp. un anneau) rangé. Par ailleurs
un groupe G (resp. un corps K) considéré avec sa seule structure de groupe (resp.
de corps) est dit pur groupe (resp. pur corps).

Considérons le pur corps algébriquement clos K ; un résultat de Tarski ( 6, Fait
3.6]) permet de dire que les ensembles définissables dans le pur corps K sont les
ensembles constructibles sur K. Rappelons qu'un ensemble constructible sur K
est une combinaison booléenne de fermés de Zariski. Un autre résultat de Poizat
sur I’élimanation des imaginaires ( |6, Fait 3.7]) permet de conclure que la famille
des ensembles constructibles sur K, noté U(K) est un univers; et le fait qu’il soit
rangé se démontre en géometrie algébrique (cf. [25]) et dans ce cas la fonction de
rang correspond a la dimension de Zariski. Cet exemple permet d’établir le lien
entre les groupes algébriques et les groupes de rang de Morley fini. Rappelons
que la motivation principale de 'étude des groupes de rang de Morley fini est
d’apporter une réponse a la conjecture de Cherlin-Zil’ber.

Conjecture 1.3. - Un groupe simple infini de rang de Morley fini est algébrique
sur un corps algébriquement clos.

Toutefois, tout groupe de rang de Morley fini n’est pas algébrique. Il suffit par
exemple de considérer le produit direct de deux groupes algébriques sur des corps
algébriquement clos de caractéristiques différentes, qui est un groupe rangé sans
étre algébrique.



CHAPITRE 1 : Outils

A partir de maintenant et ce jusqu’a la fin de ce mémoire, nous admettons
qu’une structure rangée est une structure de rang de Morley fini dont le rang de
Morley est sa fonction de rang notée rk.

Fait 1.4. - (Macintyre, [30]) Un corps infini de rang de Morley fini est algébri-
quement clos.

Fait 1.5. - [4, Lemme 4.3] Un corps de rang de Morley fini n’admet pas de
sous-anneau infini définissable et propre.

Fait 1.6. - (Cherlin, [13]) Un anneau infini intégre de rang de Morley fini est
un corps algébriquement clos.

1.1.2 Propriétés de base
rang et degré de Morley

Fixons M une structure de rang de Morley fini. Par convention nous posons
rk(0) = —1.

Fait 1.7. - [6, Lemmes 4.8, 4.9, 4.10] Si A et B sont deux ensembles définis-
sables non vides de M. Alors :
(i) rk(A) > 1 si et seulement si A est infini. En d’autres termes un ensemble
définissable de rang zéro est fini.
(1) Si A C B alors rk(A) < rk(B).
(ii) rk(AU B) = maz(rk(A),rk(B)).

Un ensemble définissable non vide A est de degré de Morley 1 si pour tout
sous-ensemble définissable B de A on a rk(B) < rk(A) ou rk(A\ B) < rk(A).
On dira que A est de degré de Morley d si A est I'union disjointe de d sous-
ensembles définissables de degré de Morley 1 et de méme rang rk(A), et on notera
deg(A) = d. En particulier, le degré d’un ensemble fini est son nombre d’éléments.

Fait 1.8. - [6, Lemmes 4.14, 4.15, 4.16]
(i) Tout ensemble définissable non vide a un degré.
(i1) Soient A et B deux ensembles définissables. Supposons que rk(A) > rk(B).
Alors deg(AU B) = deg(A).
(11i) Soit f : A — B une bijection définissable entre deuxr ensembles définis-
sables A et B. Alors rk(A) = rk(B) et deg(A) = deg(B).

Le fait suivant donne le rang et le degré du produit cartésien de deux ensembles
définissables.

Fait 1.9. - [6, Lemme 4.18, Proposition 4.20] Soient A et B deuz ensembles
définissables non vides. Alors rk(A x B) = rk(A) + rk(B) et deg(A x B) =
deg(A)deg(B).
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1.1 Groupes de rang de Morley fini

Le Fait 1.9 combiné a 'axiome B3 permet de dire que si on considére I’ensemble
des cosets a gauche (resp. a droite) G/H d’un sous-groupe définissable H d’un
groupe de rang de Morley fini G, alors rk(G) = rk(G/H) +rk(H) : ¢’est I’égalité
de Lascar.

Fait 1.10. - [6, Lemme 5.1] Soient G un groupe de rang de Morley fini et
K < H des sous-groupes définissables de G. Alors
(1) [H : K] =00 si et seulement si rk(K) < rk(H).
(i1) [H : K] < oo si et seulement si rk(K) = rk(H); et dans ce cas on a
deg(H) = [H : K]deg(K).
(iii) H = K si et seulement si rk(H) = rk(K) et deg(H) = deg(K).

Condition de chaine descendante et connexité

On dit qu’un groupe G satisfait la condition de chaine descendante sur les sous-
groupes définissables si toute chaine descendante de sous-groupes définissables est
stationnaire.

Fait 1.11. - [6, Théoréme 5.2] Un groupe de rang de Morley fini satisfait la
condition de chaine descendante sur ses sous-groupes définissables.

Ce résultat permet d’affirmer que 'intersection d’une infinité de sous-groupes
définissables est toujours définissable. C’est une propriété équivalante a celle don-
née par la noetherienneté, pour l'intersection des sous-groupes fermés d’une variété
algébrique.

Ainsi, si X est un sous-ensemble d’un groupe G de rang de Morley fini, alors
son centralisateur Co(X) est définissable et on a Cq(X) = Cg(xy, ..., 2,) pour des
éléments xq, ..., x, € G. En particulier un groupe de rang de Morley fini satisfait
la condition de chaine descendante sur les centralisateurs.

Soient G un groupe de rang de Morley fini et H un sous-groupe définissable
de G. L’intersection des sous-groupes définissables d’indice fini de H noté H°,
est appelée composante connexre de H. On dit que H est connexe si H = H°.
D’aprés la condition de chaine descendantes sur les sous-groupes définissables, H°
est un sous-groupe définissable et d’indice fini dans H. D’aprés le Fait 1.10(ii) on
ark(H) = rk(H°). La composante connexe d’'un groupe fini G est son élément
neutre.

Un sous-groupe H d’un groupe G est caractéristique dans G s’il est stable par
tout automorphisme de G. Si G est de rang de Morley fini et H est définissable,
on dit que H est définissablement caractéristique dans G si H est stable par tout
automorphisme définissable de G.

Fait 1.12. - [6, Lemmes 5.7, 5.8] Le sous-groupe H® est définissablement ca-
ractéristique et d’indice fini dans H.



CHAPITRE 1 : Outils

Soient G un groupe de rang de Morley fini, S un sous-groupe définissable de
G et X un ensemble définissable. On dit que S agit définissablement sur X si
I'application (s, x) — sz est une application définissable de S x X dans X.

Fait 1.13. - [6, Lemme 5.9] Soient G un groupe connexe de rang de Morley
fini et X un ensemble fini. supposons que G agit définissablement sur X. Alors G
agit trivialement sur X, i.e hx = x pour tout h € G et x € X.

Fait 1.14. - (Cherlin, [11]) Un groupe de rang de Morley fini G est conneze si
et seulement si deg(G) = 1.

Les groupes divisibles et infinis simples, de rang de Morley fini sont connexes.

Fait 1.15. - [6, Exercice 11] Soient G un groupe de rang de morley fini et H
un sous-groupe définissable normal de G. Alors (G/H)° = G°H/H. De plus, st H
et G/H sont connexes, alors G l’est aussi.

Le Fait 1.15 permet de dire que I'image d’un groupe connexe par un morphisme
définissable est connexe.

Fait 1.16. - [6, Exercice 10| Soit G un groupe de rang de Morley fini. Alors
G° contient tous les sous-groupes définissables connexes de G.

Ce résultat permet en particulier de dire que les groupes additif K, et multi-
plicatif K* d’un corps infini K de rang de Morley fini sont connexes. En effet, le
groupe additif de K est stable par multiplication des éléments non nuls de K. Il
vient d’aprés les Faits 1.15 et 1.16 que sa composante connexe (K )° est un idéal
du corps K. Comme K est infini, on en déduit que cet idéal est K, et donc K
est connexe. Le Fait 1.14 permet de conlure que le groupe multiplicatif K* est
aussi connexe.

Theoréme des Indécomposables de Zilber et conséquences

Un sous-ensemble définissable X de G est dit indécomposable si pour tout
sous-groupe définissable ) de G tel que X C ¢;Q U ... U g,Q, il existe ¢ tel que
X C ¢;,Q. En particulier, un sous-groupe définissable de G est indécomposable si
et seulement si il est connexe.

Le Fait 1.17 est 'un des plus importants sur ’étude des groupes de rang de
Morley fini, il est di a Zilber : c’est le Théoréme des indécomposables de Zil’ber.

Fait 1.17. - (Zil’ber, [6, Théoréme 5.26]) Soient G un groupe de rang de Mor-
ley fini, I un ensemble et (H;);c; une famille de sous-ensembles indécomposables
de G. Si chaque H; contient [’élément neutre de G, alors le groupe H engendré

par les H; pour tout i € I est définissable et connexe. De plus, il existe un m-uple
i1,y im de I tel que H = Ay, .. Ay, pour m < 2FG+1 9,
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1.1 Groupes de rang de Morley fini

Les faits qui suivent sont des conséquences du Théoréme des Indécomposables
de Zil’ber.

Fait 1.18. - [6, Corollaire 5.29] Soit G un groupe de rang de Morley fini. Alors
le groupe engendré par un ensemble de sous-groupes définissables et connexes de
G est définissable et connexe, et c’est le produit d’un nombre fini d’entre eux.

Fait 1.19. - [6, Corollaire 5.29] Soient G un groupe de rang de Morely fini et
H un sous-groupe définissable connexe de G. Soit X C G un sous-ensemble de G.
Alors le sous-groupe [H, X| est définissable et conneze.

Fait 1.20. - [6, Corollaire 5.32] Soit G un groupe de rang de Morley fini. Alors
les sous-groupes G™ et G\ sont définissable pour tout n.

Cloture définissable

Soient G un groupe de rang de Morley fini et X C G un sous-ensemble de G. On
appelle clotire définissable de X et on note d(X) l'intersection des sous-groupes
définissables de G' contenant X. Par la condition de chaine descendante d(X) est
définissable. Si X = {xy,...,x,} on note d(xy,...,x,) plutot que d({z1,...,z,}).
Aussi, on notera d(X,Y’) pour d(X UY) avec X et Y deux sous-ensembles de G.

Fait 1.21. - [6, Lemmes 5.35, 5.36, 5.37] Soit G un groupe de rang de Morley
fini.

(1) Siles éléments de X commutent entre eux, alors d(X) est abélien.

(i1) Si A< B <G et A est dindice fini dans B, alors d(A) est d’indice fini
dans d(B). De plus si A <1 B, alors d(A) <d(B) et d(B) = d(A)B.

(iii) Si B <G est définissable et si B C X C G, alors d(X/B) = d(X)/B.

(iv) Si A, B < G, alors [d(A),d(B)] < d([A, B]).

Fait 1.22. - [6, Corollaire 5.38] Soit G un groupe de rang de Morley fini. Si
H < G est résoluble (resp. nilpotent) de classe n, alors d(H) est résoluble (resp.
nilpotent) de classe exactement n.

1.1.3 Sous-groupes minimaux et Théorémes d’algébricité

Un sous-groupe A d’un groupe G de rang de Morley fini est dit S-minimal,
pour S un sous-ensemble de G, si A est infini, définissable, normalisé par S et
minimal pour ces conditions.

Soit G un groupe de rang de Morley fini. Le fait suivant indique que les sous-
groupes normaux minimaux de G, lorsqu’il en existe, sont définissables.

Fait 1.23. - (Belegradek, [5]) Soit G un groupe de rang de Morley fini.
(i) Les sous-groupes normauz minimauz de G, s’il en existe, sont définissables.
(i) Si1# H <G estinfini et HNG® £ Z(G)°, alors H contient un sous-
groupe G-minimal de G.
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CHAPITRE 1 : Outils

Il s’ensuit qu'un groupe normal minimal d’un groupe de rang de Morley fini
G est soit fini, soit G-minimal.

Fait 1.24.- [6, Proposition 7.7] Soit A un sous-groupe G-minimal d’un groupe
conneze de rang de Morley fini. Alors soit A est abélien, soit Z(A) est fini et
AJZ(A) est simple.

Définition 1.25. — Soit G un groupe de rang de Morley fini. On définit o(G)
comme étant le sous-groupe engendré par tous les sous-groupes résolubles normaux
de G. On appelle o(G) le radical résoluble de G.

Fait 1.26. - (Belegradek, [5]) Soit G un groupe rang de Morley fini. Alors son
radical résoluble o(G) est définissable et résoluble.

Remarque 1.27. - Soient G un groupe de rang de Morley fini et N un sous-groupe
définissable normal résoluble, alors o(G/N) = o(G)/N.

Soitt G un groupe de rang de Morley fini. On note S(G) le sous-groupe de
G engendré par ses sous-groupes normaux minimaux. Alors S(G) est un sous-
groupe caractéristique de GG. Cependant il n’est toujours pas définissable. Il suffit
de considérer le groupe multiplicatif C* dont le socle est &,Z/pZ ou p parcourt
I’ensemble des nombres premiers.

Fait 1.28. - [6, Théoréme 7.8] Soit G un groupe connexe de rang de Morley
fini. Supposons que o(G) = 1. Alors S(G) est un sous-groupe définissable de G. De
plus, S(G) est est une somme directe finie de sous-groupes simples G-minimauz.

Fait 1.29. - (Poizat, |34, Corollaire 3.3]) Soit K un corps de rang de Morley
fini et de caractéristique zéro. Alors IK, n’admet pas de sous-groupe définissable
propre.

Notation 1.30. — Dans ce qui va suivre, pour deux objets définissables A et B,
Iécriture “A =%/ B” signifie que A et B sont définissablement isomorphes.

Fait 1.31. - (Zil’ber, [6, Théoréme 9.1]) Soit G = A x H un groupe de rang
de Morley fini, ou A et H sont deux sous-groupes définissables infinis et abéliens
tels que A est H-minimal. Supposons que Cy(A) = 1. Alors G interpréte un corps

algébriquement clos K tel que A =29 K, et H =% T, pour T un sous-groupe
définissable de IK*. De plus

ngef{<é ‘f) |teT,ae]K};

et il existel € N tel que K=T+ ...+ T (I fois).
12



1.1 Groupes de rang de Morley fini

Fait 1.32. - [6, Théoréme 9.4| Soient G = A x H un groupe de rang de Morley
fini ou
A=A @ . DA,

H est abélien et définissable, chaque A; est abélien et H-minimal. Supposons de
plus que Cy(A) =1 et H/Cy(A;) est infini pour tout i. Alors l'anneau d’endo-
morphismes R = Z(H) /anngm)(A) est interprétable dans G et isomorphe a une
somme directe de corps algébriquement clos. Plus précisement :

Soit M; = anng(A;) et définissons la relation d’équivalence suivante sur l'en-
semble {1,...,n} :

i~ & M= M;.

Soient [i| = {Jj1, ..., jn,} la classe de i et My = M;, K = R/Mp, By = ®jei ;-

Nous avons R = @& K, H < R, A = (K[i])+; G<AxR = Dy Bl ¥ K[*i] et

( 1 0 ... 0 Cle
01 ... 0 aj
ByxKy=4q1: 1t 1 | ey €4, =Ky Be K]
0 1 CLji
\ 00 ... 0 p )

Fait 1.33.- (Wagner, [26]) Dans un univers de rang de Morley fini, considérons
les objets définissables suivants : un groupe abélien A sans torsion, un groupe infini
S et une action de S sur A tels que A soit S-minimal. Alors il existe un sous-
groupe Ay < A et un corps K tels que Ay = Ky définissablement, et S s’injecte
définissablement dans G L,,(IK) pour m un entier strictement positif.

1.1.4 Groupes nilpotents et résolubles

Cette sous-section donne quelques résultats basiques concernant les groupes
résolubles et nilpotents de rang de Morley fini.

Fait 1.34. - [6, Théoréme 9.8] Soit A x G un groupe résoluble connexe de rang
de Morley fini, ou A est abélien définissable, G est définissable et connexe. St un
sous-groupe B de A est G-minimal ou G -minimal, alors G centralise B.

Fait 1.35. - (Nesin, [28, Lemme 17]) Soit G un groupe conneze de rang de
Morley fini, résoluble de classe 2 et sans centre. Soient x € G et R Uanneau des
endomorphisme de G engendré par un complémentaire T de G dans G. Alors
R/ann(x) est un anneau interprétable.

Définition 1.36. — Soit G un groupe de rang de Morley fini. On appelle sous-
groupe de Borel de G, tout sous-groupe définissable connexe résoluble maximal de

G.

Fait 1.37. - [6, Lemme 6.1] Soit G un groupe conneze de rang de Morley fini.
Si Z(QG) est fini, alors G/Z(G) est sans centre.
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Fait 1.38.- [6, Lemme 6.2] Soit G un groupe infini nilpotent de rang de Morley
fini. Alors Z(G) est infini.

Fait 1.39. - [6, Lemme 6.3] Soit G un groupe nilpotent de rang de Morley
fini. Si H < G est un sous-groupe définissable d’indice infini, alors No(H)/H est

Fait 1.40. - (Reineke, [6, Théoréme 6.4]) Dans un groupe de rang de Morley
fini, un sous-groupe infini définissable minimal A est abélien. De plus, soit A est
divisible soit A est un p-groupe abélien élémentaire pour p un entier premier.

Ce qui est aussi important a retenir dans le Fait 1.40 c’est qu’un groupe infini
de rang de Morley fini posséde des sous-groupes infinis minimaux |6, Corollaire
6.5].

Fait 1.41. - (Macintyre, [29], [6, Théoréme 6.7]) Soit G un groupe abélien
de rang de Morley fini. Alors G = D@ B ot D est un sous-groupe divisible, et B
un sous-groupe d’exposant borné.

Fait 1.42. - [6, Corollaire 6.11] Soit G un groupe nilpotent de rang de Morley
fini. Alors G = N @ U ou U est la torsion de G et N un sous-groupe divisible
sans torsion.

Notation 1.43. — Soient G un groupe, et A et B deux sous-groupe de G. On dit
que G est le produit central de A et B si G = AB et si A et B se centralise, et
on note G = Ax B.

Fait 1.44. - [6, Corollaire 6.12] Soit G un groupe nilpotent de rang de Morley
fini. Alors G est le produit central G =D xC et D =T x N ou

(i) D est définissable conneze caractéristique et divisible,

(i1) C est définissable caractéristique et d’exposant borné,

(11i) N est un sous-groupe divisible sans torsion de D, et

(111) la torsion T de D est abélienne, divisible et centrale dans G
De plus st G connexe, alors C peut étre choisi connexe et caractéristique.

En particulier un groupe nilpotent connexe de rang de Morley fini ayant un
nombre fini d’éléments d’ordre fini est divisible.

Définition 1.45. — Soit G un groupe de rang de Morley fini. On appelle sous-
groupe de Fitting de G et on note F(G), le sous-groupe engendré par tous les
sous-groupes nilpotent normaux de G.

Fait 1.46. - (Nesin, [27]) Soit G un groupe de rang de Morley fini. Alors son
sous-groupe de Fitling F(G) est définissable et résoluble.

Fait 1.47. - (Nesin, [28], [6, Théoréme 9.21]) Soit G un groupe résoluble
connezxe de rang de Morley fini. Alors G/F(G)° (et donc aussi G/F(Q)) est un
groupe abélien divisible.
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Fait 1.48. - [6, Corollary 9.9] Soit G un groupe connexe résoluble de rang de
Morley fini. Alors G’ est nilpotent.

Fait 1.49.- [36, page 129] Si un groupe G a un sous-groupe normal et nilpotent
H tel que G/H' soit nilpotent, alors G est nilpotent.

1.1.5 Sous-groupes de Hall

Soient G' un groupe et m un ensemble de nombres premiers. Un sous-groupe
H de G est w-sous-groupe de Hall de G si H est un m-sous-groupe maximal de G.
Si m = {p} ol p est un entier premier, alors on dit que H est un p-sous-groupe de
Sylow de G.

Fait 1.50. - [7], [6, Théoréme 9.29] Soit G un groupe conneze résoluble de
rang de Morley fini. Alors les m-sous-groupes de Hall de G sont connexres pour
tout ensemble d’entiers premiers .

Le résultat suivant établit la conjugaison des sous-groupes de Hall dans les
groupes de rang de Morley résolubles.

Fait 1.51. - [6, Théoréme 9.35] Soit m un ensemble d’entiers premiers. Alors
deux quelconque m-sous-groupes de Hall d’un groupe résoluble G de rang de Morley
fini sont conjugués.

Fait 1.52. - [1] Soient G un groupe résoluble de rang de Morley fini, N Q G, et
H un m-sous-groupe de Hall de G pour m un ensemble d’entiers premiers. Alors
(i) HN N est un m-sous-groupe de Hall de N, et les w-sous-groupes de Hall
de N sont de cette forme;
(ii) Si N est définissable, alors HN/N est un mw-sous-groupe de Hall de G/N
et tous les m-sous-groupes de Hall de G/N sont de cette forme.

1.1.6 Sous-groupes de Carter

Définition 1.53. — Un sous-groupe C' d’un groupe de rang de Morley fini est dit
sous-groupe de Carter s’il est connexe nilpotent définissable et d’indice fini dans
son normalisateur.

Un sous-groupe de Carter peut étre vu comme un analogue dans les groupes
de rang de Morley fini, au sous-groupe de Cartan d’'un groupe algébrique, qui lui
est la composante connexe du centralisateur d’un tore maximal. L’existence des
sous-groupes de Carter a été dans un premier temps prouvée dans tout groupe
résoluble de rang de Morley fini [38]. Ce dernier article concerne une classe bien
plus large de groupes de rang de Morley fini. Le Fait 1.54 assure l'existence des
sous-groupes de Carter dans tout groupe de rang de Moley fini.

Fait 1.54. - (Frécon et Jaligot, [19]) Tout groupe de rang de Morley fini a un
sous-groupe de Carter.
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Contrairement aux sous-groupes de Cartan, la conjugaison des sous-groupes
de Carter n’a pas encore été prouvée dans tout groupe de rang de Morley fini. Ce-
pendant le théoréme suivant assure déja cette propriété dans tout groupe résoluble
de rang de Morley fini.

Fait 1.55. - (Wagner, [38]) Soit G un groupe résoluble connexe de rang de
Morley fini. Alors G a un sous-groupe de Carter C' et deux tels sous-groupes sont
conjugués. De plus, si G a un sous-groupe definissable normal L tel que G/L est
nilpotent, alors G = LC.

D’autre part la conjugaison des sous-groupes de Carter est établie dans les
K*-groupes de rang de morley fini (Définition 4.2).

Fait 1.56. - (Frécon, [21, Théoréme 1.2]) Les sous-groupes de Carter sont
conjugués dans tout K*-groupe de rang de Morley fini.

Fait 1.57. - [23, Corollaire 7.7] Soient G un groupe de rang de Morley fini,
connexe et résoluble de classe 2 et C' un sous-groupe de Carter de G. Alors il existe
un entier k tel que G = G* x C.

1.1.7 Centralisateurs généralisés

Définition 1.58. - Soient G un groupe et H un sous-groupe de GG. Le centralisa-
teur généralisé Ep(g) d’un élément g € Ng(H) est I'union Eg(g) = U, en(ady) (1)
ou ad, désigne I'application

ad, : H —
r = [r,g]

Le centralisateur généralisé Ey(A) d’un sous-ensemble A de Ng(H) est Uintersec-

tion des Ey(a) pour a € A.

Fait 1.59. - (Frécon, [23, Proposition 5.16]) Soient G un groupe de rang de
Morley fini conneze et résoluble et g un élément de G. Alors Eg(g) est un sous-
groupe définissable conneze de G et il existe k € N tel que (ady)*(Eq(g)) = 1.

Fait 1.60. - [23, Corollaire 5.17] Soient G un groupe de rang de Morley fini
conneze et résoluble et H un sous-ensemble qui engendre un sous-groupe loca-
lement nilpotent. Alors Eq(H) = Eg(d(H)) est un sous-groupe définissable et
connexe et H est contenu dans F(Eq(H)). En particulier d(H) est nilpotent et
l’ensemble des sous-groupes nilpotents de G est inductif.

Fait 1.61. - (Frécon, [23, Théoréme 1.1|) Soient G un groupe de rang de
Morley fini conneze résoluble et H un sous-groupe nilpotent. Alors Eq(H) contient
un sous-groupe de carter de G.
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1.1.8 Pseudo-tores

Un tore décent est un groupe abélien divisible de rang de Morley fini qui est
égal a la cloture définissable de sa torsion.

Les tores décents ont étés définis par G. Cherlin et peuvent étre présentés
comme les analogues, dans les groupes de rang de Morley fini, des tores algé-
briques.

D’apreés le Fait 1.21, il vient que :
Corollaire 1.62. — Tout quotient d’un tore décent est un tore décent.

Définition 1.63. - Un groupe abélien divisible T de rang de Morley fini est appelé
pseudo-tore si aucun quotient définissable de T' n’est définissablement isomorphe
a K., pour K un corps interprétable.

Un tore décent est donc un pseudo-tore. L’étude des pseudo-tores est concen-
trée dans [20]. Le Fait 1.64 assure la conjugaison des pseudo-tores dans les groupes
de rang de Morley fini.

Fait 1.64. - (Frécon, [20]) Les pseudo-tores mazimauz d’un groupe G de rang
de Morley fini sont conjugués dans G.

Les résultats ci-aprés sont extraits de [20].

Fait 1.65. - [20, Corollaire 2.13| Soient G un groupe de rang de Morley fini,
N un sous-groupe normal deéfinissable de G et T un pseudo-tore mazimal de G.
Alors TN/N est un pseudo-tore mazimal de G/N et tout pseudo-tore de G/N est
de cette forme.

Fait 1.66. - [20, Corollaire 2.8] Soit G un groupe nilpotent de rang de Morley
fini. Alors G a un unique pseudo-tore mazximal.

Fait 1.67. - [20, Corollaire 2.10] Soit G un groupe de rang de Morley fini.
Alors chaque pseudo-tore de G est contenu dans un sous-groupe de Carter de G.

Le Fait 1.68 donne la rigidité des pseudo-tores dans les groupes de rang de
Morley fini.

Fait 1.68. - [20, Proposition 2.7] Soit G un groupe conneze de rang de Morely
fini agissant par conjugaison sur un pseudo-tore T. Alors G centralise T'.

Corollaire 1.69. — Soit G un groupe connexe de rang de Morley fini et H un
sous-groupe normal nilpotent de G. Alors tout pseudo-tore de H est central dans
G. De plus si G est de centre fini et H est divisible, alors H est sans torsion.

PREUVE — D’aprés le Fait 1.66, le groupe H a un unique pseudo-tore maximal
T. Alors T est normal dans GG. On déduit Comme G d’aprés le Fait 1.68 que
T < Z(G). Ainsi si Z(G) est fini, alors 7" = 1 par connexité de 7. En particulier,
si H est divisible, alors H est sans torsion. [
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1.2 Groupes algébriques linéaires

Pour I'étude des groupes de rang de Morley fini définissablement linéaires qui
sera traitée plus tard, il convient dans un premier temps de rappeler quelques
définitions et propriétés sur les groupes algébriques linéaires.

Un groupe algébrique linéaire ou “affine” sur un corps algébriquement clos IF
est un ensemble de zéros d’un systéme d’équations polynomiales sur I appelé
fermé de Zariski, muni d’une structure de groupe dont le produit et I'inverse sont
toutes des applications rationnelles sur IF. Pour plus de précisions concernant cette
définition, le lecteur peut se référer a [25].

Il convient toutefois de noter qu'un groupe algébrique G, linéaire sur un corps
algébriquement clos I est un groupe de rang de Morley fini; le rang de Morley
étant la dimension de Zariski, se référer a [34] pour plus de détails. Ainsi, un
sous-groupe fermé de G peut étre vu comme un sous-groupe définissable dans sa
structure algébrique. Les groupes de rang de Morley fini généralisent de ce fait la
notion de groupe algébrique sur un corps algébriquement clos.

Ici tous les groupes algébriques linéaires seront toujours considérés définis sur
un cops algébriquement clos.

Fait 1.70. - [25, Corollaire 8.2] Soient G un groupe algébrique, H un sous-
groupe fermé. Alors Ng(H) et Cq(H) sont des sous-groupes fermés, de méme
Cq(z) pour tout x € G.

Fait 1.71. - [25, Théoréme 11.5] Soient G un groupe algébrique linéaire, et H
un sous-groupe fermé normal de G. Alors G/H est un groupe algébrique linéaire.

Il est important de préciser que la “connexité” considérée dans cette sous-
section correspond & la connexité prise dans la structure algébrique.

Fait 1.72. - [25, Théoréme 20.5] Soit K un corps algébriquement clos de
caractéristique arbitraire. A isomorphisme algébrique pres, les groupes K, et IK*,
sont les seuls groupes algébriques linéaires connexes de dimension un sur IK .

Fait 1.73. - [25, Exercice 11, P.101] Un groupe algébrique unipotent de di-
mension un sur un corps algébriquement clos K est isomorphe a K, .

PREUVE — Soit GG un groupe algébrique unipotent de dimension un, sur un
corps algébriquement clos K. Alors d’aprés le Fait 1.72, G est isomorphe, soit K,
soit a IK*. Or K, est unipotent et IK* est un tore, d’ott G est isomorphe & K,. [

Tous les groupes algébriques mentionnés dans toute la suite de cette section
seront considérés linéaires.
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1.2.1 Groupes algébriques linéaires résolubles

Dans cette sous-section, il sera essentiellement question dans un premier temps
de rappeler la structure des groupes algébriques linéaires résolubles, puis de don-
ner quelques propriétés relatives aux sous-groupes de Borel.

Rappelons la décomposition de Jordan : si G est un groupe algébrique linéaire
sur un corps algébriquement clos I, et si x est un élément de G, on a z = x4
ou x, et xy sont deux éléments de G qui commutent, x, est unipotent et x, est
semi-simple. Il y a unicité de cette décomposition de z [25, Lemme 15.1 B|. Rap-
pelons aussi qu'un élément semi-simple de G, est un élément diagonalisable ou G
est vu comme sous-groupe de G L, (F), pour un certain entier positif n.

Soit G un groupe algébrique linéaire. L’ensemble de ses éléments unipotents
sera noté G,, et '’ensemble de ses éléments semi-simples sera noté Gg. Les en-
sembles G et GG, ne sont pas nécessairement de sous-groupes de G. Par contre
G, est un ensemble fermé, alors que G ne 'est généralement pas.

Fait 1.74. - [25, Proposotion 19.2] Soit G un groupe algébrique résoluble
connexe. Alors G est nilpotent si et seulement si G est un sous-groupe, et dans
ce cas Gy est fermé, et on a G = G, X G.

Définition 1.75. — Soit G un groupe algébrique linéaire sur un corps algébri-
quement clos IF. Un tore de G est un sous-groupe fermé de G algébriquement
isomorphe a (IF*)™ pour un certain entier m > 1.

En particulier si G est un groupe algébrique nilpotent connexe, alors G est
I'unique tore maximal de G.

Le Fait 1.76 donne la rigidité des tores dans les groupes algébriques linéaires.

Fait 1.76. - [25, Corollaire 16.3] Soit G un groupe algébrique connexe et T un
tore normal dans G. Alors T est central dans G.

Fait 1.77. - [25, Théoréme]| Soit G un groupe algébrique résoluble connexe.
Alors G, est un sous-groupe normal fermé conneze de G contenant G'. De plus les
tore maximaux de G sont conjugués et si T est un tore mazimal, alors G = G, xT.

Fait 1.78.- [25, Corollaire 19.3] Soit G un groupe algébrique résoluble connexe.
Alors chaque élément semi-simple (resp. unipotent) de G est contenu dans un tore
mazimal (resp. sous-groupe unipotent connexe mazimal).

Fait 1.79. - Soient G un groupe algébrique résoluble connexe et H un sous-groupe
de G formé d’éléments semi-simples. Alors H est contenu dans un tore de G.

PREUVE — On procéde par induction sur la dimension de G. Comme G est
résoluble connexe, on a G = G, xT ol T est un tore maximal. Alors H < G < G,
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et on a H = 1. Donc H est abélien. Si H < Z(G), alors H < Cq(T), et TH est
formé d’éléments semi-simples d’aprés la décomposition de Jordan. Or G = G, % T,
donc on a H < T. On peut donc supposer H £ Z(G). Soit h € H tel que
Cq(h) < G, alors on a H < Cg(h) car H abélien. Par induction, H est contenu
dans un tore S de Cg(h)° qui est aussi un tore de G. On conclut. O

Définition 1.80. - Soit G un groupe algébrique linéaire sur un corps algébri-
quement clos. Un sous-groupe de Borel de G est un sous-groupe fermé résoluble
connexe maximal de G.

Le Fait 1.81 établit la conjugaison des sous-groupes de Borel dans les groupes
algébriques linéaires.

Fait 1.81. - [25, Théoréme 21.3] Les sous-groupes de Borel d’un groupe algé-
brique linéaire G sont conjugués.

Fait 1.82. - [25, Corollaire 21.3.A] Les tore mazimauz de G (resp. les sous-
groupes unipotents connexes mazimauz) sont aussi ceur de sous-groupes de Borel,
et sont tous conjugués.

Fait 1.83. - [25, Proposotion 21.4 B] Soient G un groupe algébrique conneze
et B un sous-groupe de Borel de G. St B est nilpotent, alors G = B.

Fait 1.84.- [25, Corollaire 22.2 B] Soit G un groupe algébrique conneze, alors
Z(G) = Z(B) pour tout sous-groupe de Borel B de G.

Fait 1.85.- [25, Exercice 1 p.142] Soit H un groupe algébrique connezxe. Alors
Z(H)4 est Uintersection de tous les tores mazimauz de H.

PREUVE — D’aprés le Fait 1.84 on a Z(H), = Z(B)s ot B est un sous-groupe
de Borel de H. Alors d’aprés les Faits 1.78 et 1.82, tout élément de semi-simple
de Z(H) est contenu dans un tore maximal de G, et par conjugaison de ceux-ci,
on en déduit que Z(H)s est contenu dans tout tore maximal de H. Inversement,
considérons [ l'intersection des tores maximaux de H. Alors I est un sous-groupe
normal de H. Soit B = U x T un sous-groupe de Borel de H ou T est un tore
maximal de H. Comme [ est normal dans H, alors [B,I] < UNT =1etona
I < Z(B)=Z(H); on conclut. O

Fait 1.86. - [25, Théoréme 23.1] Soit G un groupe algébrique connexe. Alors
B = Ng(B) pour tout B sous-groupe de Borel de G.

Nous essaierons dans la suite de généraliser certains de ces résultats aux K-
groupes connexes (Définition 4.1).
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1.2.2 Groupes algébriques semi-simples et réductifs

Définition 1.87. - Soit L un groupe algébrique linéaire. On appelle radical ré-
soluble (resp. unipotent) de L, le plus grand sous-groupe normal fermé connexe
résoluble (resp. unipotent) de L et on le note R(L) (resp. R,(L)).

Un groupe algébrique linéaire connexe L est dit semi-simple (resp. réductif) si
L#1et R(L)=1 (resp. R,(L) =1).

Remarque 1.88. -
1. Tout groupe semi-simple est réductif.
2. Pour tout groupe algébrique linéaire L, le quotient L/R(L) (resp. L/ R, (L))
est semi-simple (resp. réductif).

3. Si L est un groupe algébrique linéaire semi-simple, alors L' = L.

Fait 1.89. - [25, Lemme 19.5] Soit L un groupe algébrique réductif. Alors
R(L) = Z(L)° est un tore.

Fait 1.90. - [25, Théoréme 30.2] Soit L un groupe algébrique linéaire. Alors
il existe un sous-groupe réductif Ry, de L tel que L = R,(L) x Ry, ou R,(L) est le
radical unipotent de L. De plus, le sous-groupe Ry, est appelé sous-groupe de Levi,
il est unique a conjugaison pres.

Remarque 1.91. — D’aprés cette décomposition, on peut constater que L' n’ad-
met pas de tore normal non trivial. En effet, comme L = R, (L) x Ry, alors L’ est
un sous-groupe de R,(L) x R}, et si T est un tore normal de L', alors T est un
tore normal de R;. Or R} est semi-simple, on conclut alors.

Si L est un groupe algébrique réductif, alors on peut dire grace au Fait 1.88 et
a la Remarque 1.91 que L est un groupe algébrique semi-simple. En particulier
on a la décomposition suivante

L=51%..x8,xZ(L)°
avec S1, ...,.S, des groupes algébriques quasi-simples et Z(L)° un tore.

Définition 1.92. - On dit qu'un groupe algébrique G est simple si G n’admet
pas de sous-groupe fermé normal connexe propre non trivial.

Pour la suite, un groupe algébrique simple “au sens algébrique” sera dit quasi-
simple, et simple s’il 'est en tant que groupe abstrait.

Fait 1.93. - [25, Corollaire 27.5] Soit G un groupe algébrique semi-simple,
alors G se décompose sous la forme d’un produit central G = Gy % ... x G,,, ot les
G; sont des sous-groupes algébrique quasi-simples.

Fait 1.94. - Soit G un groupe algébrique réductif. Alors G est engendré par ses
tores maximauz.
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PREUVE — D’aprés le fait 1.89 et la remarque 1.88, G/Z(G)° est semi-simple
et se décompose donc en un produit central de sous-groupes algébriques quasi-
simples. Comme Z(G)° est un tore normal de G, il est contenu dans tout tore
maximal de G. En particulier, un tore maximal de G/Z(G)° est de la forme
T/Z(G)° o T est un tore maximal de G. On peut donc supposer que Z(G)° =1
et G est un groupe algébrique semi-simple. Si H est le sous-groupe de GG engendré
par les tores de G, alors H est fermé, connexe et normal dans G. De plus, G/H
n’a pas de tore non trivial, donc G/H est nilpotent (Faits 1.77 et 1.83). Or G
étant semi-simple, on a G’ = G et G/H = G'H/H, ce qui donne G = H ; d’oil le
résultat. [J

Fait 1.95. - Soient G un groupe algébrique connexe et H un sous-groupe quel-
conque de G. Alors |G, H] est engendré par les unipotents.

PREUVE — En effet, quitte & quotienter G par le sous-groupe de |G, H] engen-
dré par les unipotents, on peut supposer que [G, H| est un tore. Alors [G, H]| est
un tore normal de G contenu dans G, et d’aprés la Remarque 1.91, on conclut. [

Corollaire 1.96. — Soit H un groupe connexe algébrique linéaire. Alors le sous-
groupe [F(H), H| est unipotent.

PREUVE — Comme [F(H), H]| est nilpotent, on conclut d’apreés la Fait 1.95. [

Finissons ces rappels avec un outil de raisonnement que nous aurons a utiliser
fréquemment, a savoir “'argument de Frattini”.

Contexte : Soient un groupe G, et H un sous-groupe de GG. Supposons que H
admet la propriété de conjugaison sur une famille de sous-groupes (A;);c; stable
par les automorphismes intérieurs de G. Alors G = H Ng(A;) pour tout i : on dira
qu’on applique l"argument de Frattina.
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Chapitre 2

Unipotence dans les groupes de
rang de Morley fini

Il est connu que l'unipotence et la semi-simplicité sont des concepts fonda-
mentaux dans I'étude des groupes algébriques linéaires. Plus particuliérement, les
notions de tore maximal et de radical unipotent sont essentielles & ’analyse des
groupes algébriques. Dans le contexte des groupes de rang de Morley fini, et en vue
d’apporter des réponses a la conjecture de Cherlin-Zil’ber dans une moindre me-
sure, certains travaux ont été menés dans 'optique de fournir des analogues a ces
notions algébriques. Si un sous-groupe de Carter peut se présenter de facon assez
satisfaisante comme un analogue au tore maximal algébrique, il est encore diffi-
cile de définir une approche intrinséque du radical unipotent ou tout simplement
d’un sous-groupe unipotent dans les groupes de rang de Morley fini. Toutefois,
plusieurs propositions ont été avancées, chacune présentant ses avantages.

En effet la premiére approche de I'unipotence dans les groupes de rang de
Morley fini nous est due & Altseimer et Berkman a travers les notions de quasiu-
nipotence, et en particulier de sous-groupes p-unipotents, pour p un nombre entier
premier.

Définition 2.1. - Soit G un groupe résoluble connexe de rang de Morley fini.
Un sous-groupe p-unipotent de G est un p-sous-groupe définissable connexe et
d’exposant borné.

La quasiunipotence se revéle étre une bonne approche de I'unipotence dans les
groupe de rang de Morley fini. Le probléme de cette approche est qu’elle ne prend
pas en compte la caractéristique nulle, car les groupes p-unipotents définissent
I'unipotence en caractéristique p positive. C’est ainsi qu’intervient 'unipotence
de Burdges, explicitée par les notions de Uy ,.-groupes et de Up-groupes (Définition
2.13) : c’est la 0-unipotence, ou unipotence en “caractéristique zéro”. Pour cela,
Burdges commence par définir la notion de groupes abéliens indécomposables sur
les groupes abéliens de rang de Morley fini (Définition 2.2).

Cependant la O-unipotence présente une limite : elle ne se conserve pas par
passage aux sous-groupes définissables propres. Pour remédier & cela, Frécon va
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introduire dans [17], une notion d*homogénéité* sur ces groupes au travers des
Uy r-groupes homogénes (Définition 2.22). Puis de la, sera définie une nouvelle
forme d’unipotence explicitée par la notion de U-groupe (Définition 2.31). 11 est
connu que le sous-groupe dérivé d’un groupe algébrique résoluble connexe est un
groupe unipotent. Justement, I'intérét de cette notion de U-groupe est qu’elle four-
nit un analogue a ce résultat dans les groupes de rang de Morley fini. D’ailleurs
un groupe de rang de Morley fini G posséde un plus grang U-sous-groupe U(G)
normal (Fait 2.37) que l'on va considérer comme le radical unipotent de G' par
rapport cette nouvelle unipotence. Cependant cette notion d’unipotence en ca-
ractéristique zéro se heurte a ’existence probable de mauvais groupes comme en
témoigne le Fait 2.24.

Dans la premiére section de ce chapitre nous donnerons un rappel de notions
et résultats sur I'unipotence en caractéristique zéro dans les groupes de rang de
Morley fini, puis en établirons quelques autres. Mais tout ceci sera fait en utilisant
Iopérateur d’unipotence Uk ou K est un corps de rang de Morley fini de caracté-
ristque zéro. Bien entendu il sera justifié que cet opérateur satisfait les propriétés
de 'opérateur d’unipotence Uy, introduit par Burdges. L’interét de cette initiative
réside bien siir dans I'existence d’un corps interprétable de caractéristique zéro,
et cela sera utile pour ’étude des groupes définissablement linéaires sur des corps
de caractéristique zéro dévéloppée dans le Chapitre 3.

Dans la seconde section, nous définirons une nouvelle forme d’unipotence dans
les groupes de rang de Morley fini qui intégre aussi bien la caractéristique nulle
que positive. L’objectif de cette démarche, nous le faisons remarquer, a été d’ap-
porter une réponse quant a la généralisation des travaux de Frécon sur la clas-
sifications des groupes algébriques abstraitement isomorphes en caractéristique
zéro [18]. Cette approche sera basée sur une nouvelle définition, plus générale, de
sous-groupe indécomposable. Nous définirons ainsi une nouvelle notion, celle de
U.-groupes (Définition 2.53), oul T peut étre vu comme un représentant d’une classe
d’équivalence pour une relation d’équivalence définie sur des sous-groupes indé-
composables, d’out « la théorie des U,-groupes». Enfin, nous réécrirons quelques
résultats établies par I'unipotence en caractéristique zéro donnés dans la section
2.1. Les démonstrations de ces résultats seront le plus souvent calquées sur celles
fournies en caractéristique zéro.

2.1 Unipotence dans les groupes de rang de Mor-
ley fini en caractéristique zéro

Dans cette section nous rappelons quelques notions d’unipotence dans les
groupes de rang de Morley fini “en caractéristique zéro” traitées par Burdges
dans [8] et [9], et Frécon dans [17| principalement, qui seront utiles pour la suite
de la theése.
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2.1 Unipotence dans les groupes de rang de Morley fini en caractéristique zéro

2.1.1 Ugk-groupes
Groupes abéliens indécomposables

Définition 2.2. — Un groupe abélien connexe A de rang de Morley fini est dit
indécomposable s’il ne peut s’écrire comme la somme de deux sous-groupes défi-
nissables propres.

Exemple 2.3. -

1. Les sous-groupes infinis minimaux de rang de Morley fini sont indécompo-
sables.

2. Pour K un corps infini de rang de Morley fini et de caractéristique zéro, le
groupe additif I, est indécomposable.

Fait 2.4. - (Burdges, [8, Lemme 2.4]) Tout groupe conneze abélien G de rang
de Morley fini est engendré par des sous-groupes indécomposables.

Définition 2.5. - Pour tout groupe abélien connexe A de rang de Morley fini,
le radical J(A) de A est le plus grand sous-groupe définissable propre sans sous-
groupe définissable propre B tel que A = J(A)B.

En particulier, si A est un groupe abélien indécomposable alors J(A) est

I'unique sous-groupe définissable connexe maximal propre de A, et si A est de
rang de Morley 1, alors J(A) = 1. De plus on définit J(1) = 1.

Les deux faits suivants donnent le Push-Forward et le Pull-Back sur les groupes
abéliens indécomposables.

Fait 2.6. - [8, Lemme 2.9] Soient G un groupe de rang de Morley fini, A un
sous-groupe abélien indécomposable de G et f : G — H un morphisme définissable.
Alors f(A) est un indécomposable de H et J(f(A)) = f(J(A)).

Fait 2.7. - (Frécon, [20, Lemme 2.2]) Soient G un groupe de rang de Morley
fini et H un sous-groupe définissable normal de G. Si B est un sous-groupe abélien
indécomposable divisible de G/H, alors il existe un sous-groupe indécomposable A

de G tel que B = AH/H.

Les résultats qui suivent sont une contribution de Cherlin, et concourent a
généraliser le Fait 2.4.

Lemme 2.8. - (Cherlin) Soit G un groupe résoluble connexe de rang de Morley
fini. Supposons que pour tout p, tout sous-groupe p-unipotent de G est abélien.
Alors G est engendré par des sous-groupes abélien indécomposables.

Notons que Baudisch a construit des groupes p-unipotents de classe 2 tel que
tout sous-groupe abélien connexe est central.

Nous donnerons la preuve du Lemme 2.8 plus bas, nous commencons d’abord
par donner un corollaire.

Les conditions du lemme s’appliquent si G est nilpotent et divisible. Nous
pouvons conforter cette remarque par ce qui suit.
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Lemme 2.9. - (Cherlin) Soit G un groupe résoluble p-divisible de rang de Morley
fini. Alors G ne contient pas de sous-groupe p-unipotent non trivial.

PREUVE — On procéde par induction sur le rang de Morley.

Montrons que U, (G), le sous-groupe engendré par les sous-groupes p-unipotents
de G, est trivial. Supposons le contraire. Soit A < Z(U,(G)) un sous-groupe dé-
finissable connexe minimal non trivial de G. Par induction sur le rang , on a
Uy,(G/A) =1, donc A = U,(G) est G-minimal.

Comme G/Cs(A) s'injecte définissablement dans le groupe multiplicatif d’un
corps de caractéristique p (Fait 1.31), alors G/Cg(A) ne contient pas d’élément
d’ordre p. 1l s’ensuit que Cg(A) est p-divisible. Ainsi on peut supposer que A =
U,(G) est central dans G. Nous avons la factorisation [4, Proposition 9.4]

G=U,(G)*H

ou H est un sous-groupe connexe maximal dont toute section abélien définissable
et connexe est p-divisible. Soit p™ P'exposant de U,(G). Alors toutes les puissances
p"-iémes des éléments de G sont dans H. Mais H N U,(G) est fini, donc cela
contredit la p-divisibilité. [

Corollaire 2.10. — Soit G un groupe résoluble divisible de rang de Morley fini.
Alors G est engendré par ses sous-groupes abéliens indécomposables.

PREUVE DU LEMME 2.8- On procéde par induction sur le rang de Morley.

Soit A un sous-groupe minimal normal connexe non trivial de G. Par hypothése
d’induction, G est engendré par les sous-groupes définissables B tels que B/A est
un groupe abélien indécomposable.

Ainsi on peut supposer que G/A est abélien indécomposable. Soit J < G la
préimage dans G de J(G/A). Par induction, J est engendré par ses sous-groupes
abéliens indécomposables. Supposons d’abord que dans une extension élémentaire
de G, il n’y a pas d’élément g d’ordre infini modulo J. Soit A; = Z(Cx(g)). Par
maximalité de J, on a G = JA,. Il s’ensuit qu’il existe un élément g € G avec les
meémes propriétés : G = JA . Alors G = JA;, et A;, est abélien, ce qui prouve
notre assertion.

On peut donc supposer que G/J est d’exposant borné. Si Cg(A) < G, alors
Ca(A)° < J. Dans G/Cg(A), 'image de G modulo 'image de J est un groupe
d’exposant borné. Comme G/Cg(A) s’injecte définissablement dans le groupe mul-
tiplicatif d’un corps, il vient que J est d’indice fini dans G, ce qui constitue une
contradiction.

Ainsi A < Z(G). Comme G/A est abélien, le groupe G est nilpotent. Alors
G = Uy(G) * D, avec D un sous-groupe p-divisible, et comme U,(G) = 1 par
hypothése, alors G est p-divisible. Ainsi G/J est p-divisible, et d’exposant borné,
donc trivial. La encore nous avons une contradiction. [J
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Uv,-groupes et Uk-groupes

Etant donné un groupe abélien A, on définit le rang de Morley pré-réduit de
A comme étant la valeur :

7(A) :==rk(A/J(A))

Un groupe abélien indécomposable A tel que A/J(A) est sans torsion est appelé
0-tndécomposable.

Définition 2.11. - Soit G un groupe de rang de Morley fini. Pour tout » > 1, on
définit le sous-groupe

Uor(G) = (A < G| Aest 0-indécomposable, 7(A) = r)

On dit que G est Uy .-groupe si G = Uy ,(G). Posons 7(G) = max{r|U,(G) # 1}
et Up(G) = Uy, (G). On dit que G est un Uy-groupe si G = Uy(G).

Soit A un O-indécomposable. Si on a 7(A) = r, alors on dit que A est un
Uyp,r-indécomposable.

Fait 2.12. - Soit A un groupe indécomposable abélien divisible. Alors soit A est un
pseudo-tore, soit A/J(A) est définissablement isomorphe a K, pour IX un corps
interprétable de caractéristique zéro.

PREUVE — Si A n’est pas un pseudo-tore, alors il existe un sous-groupe défi-
nissable B tel que A/B =9/ K, pour K un corps interprétable. Comme A est
divisible, alors K, est divisible et KK est de caractéristique zéro. En particulier,
K, est sans torsion et donc A/B aussi. Il s’ensuit que B est divisible, et donc
connexe. En particulier on a B < J(A) et J(A)/B est un sous-groupe définissable
propre de A/B. D’aprés le Fait 1.29 A/B =%/ K, n’a pas de sous-groupe défi-
nissable propre non trivial, alors on a J(A)/B = 1, autrement dit B = J(A). On
conclut. [

Définition 2.13. — Soient G un groupe de rang de Morley fini et KK un corps
interprétable de caractéristique zéro, on définit le groupe

Uk(G) = (A < G|A 0-indécomposable et A/J(A) =%/ K,).
On dit que G est un Uk-groupe si G = Uk(G).

Pour IK un corps interprétable de caractéristique zéro fixé, un 0-indécomposable
A tel que A/J(A) 2%f K, sera dit Uk-indécomposable.

Exemple 2.14. -
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1. Si F est un corps algébriquement clos de caractéristique nulle, un groupe
algébrique unipotent U sur I est un Up-groupe dans un langage induit par
celui du pur corps . Les Up-sous-groupes indécomposables dans ce cas sont
les sous-groupes d(u) pour u € U, et on a d(u) =%/ [, définissablement
dés que u # 1.

2. Un groupe algébrique simple sur un corps algébriquement clos I est un
Ug-groupe car étant engendré par ses éléments unipotents.

Soient G un groupe de rang de Morley fini et K un corps interprétable de carac-
téristique zéro. Posons rk(IK) = r. Alors un Uk-indécomposable est en particulier
un Uy, -indécomposable. Ainsi, un Ugk-sous-groupe de G est aussi un Up,-sous-
groupe.

Le Fait 2.15 donne le Push-forward et le Pull-back des Uk-groupes.

Fait 2.15. - [8, Lemme 2.11] Soit f : G — H un morphisme definissable entre
deux groupes de rang de Morley fini. Alors pour tout corps interprétable I de
caractéristique nulle,

(1) (Push forward) f(Ux(G)) < Uk(f(G)) est un Uk-groupe.

(11) (Pull back) Si Ux(H) < f(G) alors f(Ux(G)) = Ux(H).

Le Fait 2.16 est trés important pour la suite car il donne une structuration des

groupes nilpotent de rang de Morley fini qui vient compléter celle établie au Fait
1.44.

Fait 2.16. - (Frécon, Burdges [21, Fait 3.10]) Soient G un groupe nilpotent
divisible de rang de Morley fini, et T' son pseudo-tore mazimal. Alors G interpréte
des corps Kq,...,K,, de caractéristique zéro, tels que

G=TxUg (G)x..xUg,(G).

Uk-sous-groupes de Sylow

La notion de Ugk-sous-groupe de Sylow sera principalement utilisé dans la
preuve du Théoréme 4.47.

Définition 2.17. — Soit G un groupe de rang de Morley fini. Un Uk-sous-groupe
de Sylow de G est un Uk-sous-groupe nilpotent maximal.

Fait 2.18. - (Burdges, Frécon [9, Lemme 5.2]) Soient G un groupe de rang
de Morley fini et IKX un corps interprétable de caractéristique nulle. Alors les Uk-
sous-groupes de Sylow de G sont exactement les Uk-sous-groupes nilpotents S tels

que Ug(Ng(S)) = S.

Fait 2.19. - (Burdges, Frécon [9, Théoréme 5.5]|) Soient G un groupe réso-
luble connexe de rang de Morley fini et IX un corps interprétable de caractéristique
nulle. Alors tous les Uk-sous-groupes de Sylow de G sont conjugués.
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Fait 2.20. - (Burdges, Frécon [9, Théoréme 5.7|) Soient G un groupe réso-
luble connexe de rang de Morley fini et QQ un sous-groupe de Carter de G. Alors,
pour tout corps interprétable K de caractéristique nulle, Uk (G')Uk(Q) est un Uk-
sous-groupe de Sylow de G, et tout Ugk-sous-groupe de Sylow de G est de cette
forme.

Fait 2.21. - Soient G un groupe de rang de Morley fini, N un sous-groupe définis-
sable résoluble et normal de G, et IK un corps interprétable de caractéristique nulle.
Si S est un Uk-sous-groupe de Sylow de G, alors SN/N est un Uk-sous-groupe
de Sylow de G/N.

PREUVE — Comme (SN)° est un groupe résoluble connexe de rang de Morley
fini contenant S, alors d’aprés le Fait 2.19 et en utilisant ’argument de Frattini, on
a Ng((SN)°) = Ng(SN°) = Ng(S)N°. Or Ng(S)N° est contenu dans Ng(SN)
et Ng(SN) est contenu dans Ng((SN)°, donc Ng(SN) = Ng(S)N° = Ng(S)N.
Il s’ensuit que

Uk(Nen(SN/N)) = Uk(Na(SN)/N)
— Uk(Na(S)N/N)
—  Uk(Na(S)N/N -
= SN/N

g

2.1.2 ﬁ-groupes

C’est a partir de cette sous-section que les notions essentielles d’unipotence,
fondamentales & notre étude, seront dévéloppées.

Définition 2.22. - Un Uk-groupe homogéne est un Uk-groupe dont tous les sous-
groupes définissables connexes sont des Uk-sous-groupes.

Fait 2.23. - (Frécon, [17, Lemme 3.4]) Une extension d’un Uk-groupe homo-
géne par un Uk-groupe homogoneéne est un Uk-groupe homogéne.

On rappelle qu'un mauvais groupe est un groupe connexe non-résoluble de
rang de Morley fini dont tous les sous-groupes propres définissables connexes sont
nilpotents.

Fait 2.24. - [17, Proposition 3.8] Un Uk-groupe homogéne est soit nilpotent
soit contient un mauvais groupe. En particulier, un Uk-groupe homogéne résoluble
est nilpotent.

On sait qu’un groupe algébrique unipotent sur un corps algébriquement clos
de caractéristique nulle est sans torsion. Le Fait 2.25 assure cette propriété pour
les Uk-groupe homogénes n’admettant pas de mauvais groupes.
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CHAPITRE 2 : Unipotence dans les groupes de rang de Morley fini

Fait 2.25. - [17, Corollaire 3.9] Un Uk-groupe homogéne qui ne contient pas
de mauvais groupe est sans torsion.

Ainsi pour les groupes de rang de Morley fini dont aucune section définissable
n’est un mauvais groupe a ’exemple des K-groupes, un Uk-sous-groupe homogéne
sera toujours nilpotent et sans torsion et méme sans pseudo-tore non trivial.

Le Fait 2.26 aura pour utilité de comprendre l'intersection des Ugk-groupes
homogénes.

Fait 2.26. - ( [21, Corollaire 2.8]) Soit K et I deux corps de rang de Morley
fini de caractéristique zéro. Alors IK et I sont définissablement isomorphes si et
seulement si leurs groupes additifs K, et I, sont définissablement isomorphes.

Le Fait 2.27 est une conséquence du Fait 2.25 et sera trés utilisé par la suite.

Fait 2.27. - ( voir [17, Corollaire 3.12]) Soient K et L deuz sous-groupes
définissable d’un groupe G de rang de Morley fini tels que K est un Ugk-groupe
homogéne et L est un Uy-groupe homogéne, pour K et I deuz corps interprétables
non isomorphes de caractéristique zéro. Alors K N L est fini. De plus si G ne
contient pas de mauvais groupe, alors K N L = 1.

PREUVE — Si le groupe (K NL)° est non trivial, on prend un sous-groupe infini
minimal définissable A dans (K N L)°. Alors A =24/ K, et A =%/ T, ; d’aprés le
Fait 2.26, on conclut. [

Lemme 2.28. — Dans une structure de rang de Morley, on considére des corps
interprétables Ky, ..., K,, de caractéristique zéro tels que K; 2 K; pour tout i # j
et U; un Uk, -groupe homogéne pour i = 1,...,n. Alors toul sous-groupe définissable
conneze U de Uy X ... x U, est de la forme U = (UNUy) x ... x (UNU,).

PREUVE — On peut supposer que pour ¢ = 1, ..., n, la projection de U sur U; est
égale a U;. En particulier, U NU; est normal dans U; X ... x U,,. Quitte a quotienter
Uy X ...x U, par (UNUy) X ... x (UNU,), on peut supposer que U NU; = 1 pour
tout ¢ = 1,...,n. Supposons que U # 1, alors U est infini. Soit A un sous-groupe
définissable infini minimal de U. Alors il existe iy tel que p;,(A) # 1 o p;, est la
projection sur U;,. De plus comme A NU,;, = 1, il existe un j, différent de i, tel
que p;,(A) # 1. Par minimalité de A, on a A ~ p; (A) =%/ (K,,), car p;,(A) est
un Uy, -groupe, et A =~ p; (A) def (K, )4 car p;,(A) est un Uk,,-groupe. Donc
on a (K;,) . =%/ (K;,)+; ce qui absurde. Alors U = 1 et on conclut. [

Fait 2.29. - (Frécon, [17, Théoréme 4.11]) Soient G un groupe connezxe de rang
de Morley fini et KX un corps interprétable de caractéristique nulle. Supposons que
G agit définissablement et par conjugaison sur un Uyk-groupe nilpotent H. Alors
|G, H] est un Uk-groupe homogéne.
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Lemme 2.30. - Soit G un groupe connexe de rang de Morley fini et de centre
fini n’admettant pas de mauvais groupes. Soit IX un corps interprétable de carac-
téristique nulle. Alors tout Uk-sous-groupe normal nilpotent de G est un Uk-sous-
groupe homogéne.

PREUVE — Soit H un Uk-sous-groupe normal nilpotent de G. Comme Z(G)
est fini, alors H est sans pseudo-tore normal non trivial. En particulier, H est sans
torsion et pour tous ses sous-groupes indécomposables A, il y a un corps interpré-
table IL tel que A est un Up-indécomposable. Soit I un autre corps interprétable
de caractéristique nulle. D’apreés le Fait 2.29, [G, U (H)] est un Up-sous-groupe
homogéne et [G, H] est un Ugk-sous-groupe homogéne. En particulier, [G, Uk (H)]
est a la fois un Uk-groupe homogéne et un Up-groupe homogéne. Si I 22 K, alors
d’aprés le Fait 2.27 on a [G,Ur(H)] = 1, d'ou Ur(H) < Z(G). Comme Z(G) est
fini il vient que U, (H) = 1. D’aprés le Fait 2.16, on en déduit que tout sous-groupe
définissable de H est un Ugk-sous-groupe. On conclut. [

Définition 2.31. - Soit G un groupe de rang de Morley fini, on note U(G) le
sous-groupe engendré par tous les Uk-sous-groupes homogénes normaux de G,
pour tout corps interprétable K de caractéristique zéro, et par ses sous-groupes
définissables connexe normaux d’exposant borné. On dit que G est un U-groupe

si G =U(G).

Remarquons que cette notation est différente de celle donnée dans [17]; c’est
le nouveau radical unipotent pour 'unipotence définie a partir des opérateur Uk.
C’est une notation empruntée de [21]. Par ailleurs, comme U(G) < U(G), alors

les résultats obtenus sur les U-groupes restent valables pour les U-groupes.

Fait 2.32.- [17, Proposition 5.3] Un &—groupe est soit nilpotent, soit contient
un mauvais groupe. En particulier, dans tout groupe résoluble de rang de Morley

fini G, U(G) est nilpotent.

Remarque 2.33. - Un ﬁ—groupe sera donc toujours nilpotent dans le contexte
des K-groupes.

Le Fait 2.34 donne une décomposition des ﬁ—groupes et sera également treés
utilisé dans la suite de la theése.

Fait 2.34. - (Frécon, [17, Théoréme 5.3]) Soit G un U-groupe. Alors G a la
décomposition suivante :

G = Bx Uk, (G) * ... x Uk, (G)

pour IK; des corps interprétables de caractéristique zéro, et
(i) B est un sous-groupe définissable conneze définissablement caractéristique
d’exposant borné ;
(i) Uk, (G) est un Uk, -groupe homogéne pour tout i =1,...,n;
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(111) Ux(G) NUL(G) = 1 pour tous corps interprétables K et I de caractéris-
tique zéro tels que K, 29 L.
En particulier, st G ne contient pas de mauvais groupe, alors

G = B x Uk, (G) x ... x Uk, (G)

Remarque 2.35. - D’apres les Faits 2.34 et 2.37, une section G-minimale d’un
U-groupe G est soit d’exposant borné, soit un Ugk-sous-groupe homogéne pour K
un corps interprétable de caractéristique nulle.

Fait 2.36.- [17, Corollaire 5.6] Soit G un groupe de rang de Morley fini. Alors
U(G) est le plus grand U-sous-groupe normal de G. De plus, si G est nilpotent,
alors U(G) est le plus grand U-sous-groupe de G.

Fait 2.37. - [17, Corollaire 5.8]
(i) Tout quotient d’un U- groupe est un U- -groupe.
(i1) Tout sous-groupe connezxe définissable d’un U- -groupe est un U- -groupe.

Fait 2.38. - [17, Proposition 5.7] Soit G un groupe conneze de rang de Morley
fini. Alors G est un ﬁ—groupe si et seulement si :
(i) 1l existe un sous-groupe définissable connexe B de G d’exposant borné et
tel que UB/V B est fini pour toute section abélienne de torsion U/V de G
avec V' définissable ;
(11) Pour tout corps interprétable I, Uk (G) est un Uk-sous-groupe homogéne.

Fait 2.39. - (Frécon, [17, Théoréme 6.10]) Soit G un groupe conneze de rang
de Morley fini. Supposons que G agit définissablement et par conjugaison sur un
groupe résoluble connexe H de rang de Morley fini. Alors |G, H] est un U-groupe.

En particulier, pour tout groupe G résoluble connexe de rang de Morley fini,
G’ est un U-groupe.

Fait 2.40. - [17, Théoréme 6.20] Soit G un groupe connexe résoluble de rang
de Morley fini. Alors F(G)/Z(G) est un U-groupe.

Nous obtenons le méme résultat pour les groupes de rang de Morley fini
connexes et sans sous-groupe infini d’exposant borné.

Proposition 2.41. - Soit G un groupe connezxe de rang de Morley fini. Suppo-
sons que le sous-groupe de Fitting F(G) de G n’admet pas de sous-groupe infini
d’exposant borné. Alors

(i) F(G)/Z(G) est sans torsion et sans pseudo-tore non trivial.

(ii) F(G)]Z(G) est un U-groupe.
En particulier, si G est sans centre, alors F(G) est un ﬁ—groupe.
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PREUVE — On peut supposer F(G) # Z(G). D’aprés le Fait 1.66, le groupe
nilpotent F(G)/Z(G) a un unique pseudo-tore maximal et d’aprés le Fait 1.65,
celui-ci est de la forme TZ(G)/Z(G) ou T est le pseudo-tore maximal de F/(G).
Comme T est définissablement caractéristique dans F'(G), il vient que T est nor-
mal dans G et d’aprés la rigidité des pseudo-tore maximaux (Fait 1.68), T est
central dans G. Ainsi F(G)/Z(G) est sans pseudo-tore non trivial. En parti-
culier le groupe F(G)°Z(G)/Z(G) est sans torsion et d’aprés le Fait 1.42 on a
F(GQ)/Z(G) = F(G)°Z(G)/Z(G) & F/Z(G), ou F/Z(G) est un sous-groupe fini
caractéristique de F'(G)/Z(G) et donc G-normal. Alors par connexité de G, on a
[F,G] < Z(@G). Pour tout g € G Papplication

v Fo—=
T =

est un morphisme définissable dont le noyau Cr(g) contient Z(G). En particulier,
F/Z(G) se surjecte définissablement sur F//Cr(g) et Imy, est un sous-groupe
fini d’ordre divisant |F'/Z(G)| = n. Posons E := (z € Z(G) : 2" = 1). Comme
F(G) est sans sous-groupe infini d’exposant borné, alors E est un sous-groupe
fini contenant Im~y, pour tout ¢ € G. Comme [F,G] = (Imy, : g € G), on
obtient [F, G| < E. Enfin comme E est fini et [F, G] est connexe, on a [F,G] =1,
i.e. ' < Z(@G), d’ou le point (7). Montrons maintenant que F'(G)/Z(G) est un
U-groupe.

Comme F(G)/Z(G) est sans torsion, alors d’aprés le Fait 2.38, il suffit de
montrer que Uk (F(G)/Z(G)) est un Uk-groupe homogéne pour tout corps K
interprétable. Supposons le contraire. Soit I un corps interprétable de caracté-
ristique zéro tel que Uk (F(G)/Z(G)) ne soit pas un Ugk-groupe homogéene. Mais
d’aprés le Push forwards (Fait 2.15(7)), on a

Uk(F(G)/Z(G)) = Ux(F(G)Z(G)/Z(G) =" Uk(F(G))/Ux(F(G)) N Z(G),

alors d’aprés le Fait 2.12, il existe un indécomposable A/(Ux(F(G)) N Z(G)) et
un corps interprétable I de caractéristique zéro non isomorphe a K tel que tel
que A/(Ux(F(G))N Z(G)) soit un Ur-groupe. Puis d’aprés le Fait 2.7, on obtient
un sous-groupe indécomposable Ay de Uk (F(G)) non contenu dans Z(G) tel que
Ay soit un Up-groupe. En particulier Ay est un sous-groupe de Up(Uk(F(Q))).
Mais d’aprés le Fait 2.29, [G,Ur(Uk(F(G)))] est un Ug-groupe homogeéne, et
(G, Ux(F(G))] est un Ug-groupe homogéne. Etant un sous-groupe connexe de
G, Ux(F(G))], [G,Ur(Ux(F(G)))] est donc a la fois un Uk-groupe homogéne et
un Up-groupe homogéne. Alors d’aprés les Faits 2.27 et 2.25, [G, UL (Uk(F(G)))]
est trivial et on a Ur(Uk(F(G))) < Z(G); ce qui est impossible car cela impli-
querait Ay < Z(G). Donc Uk (F(G)) est un Uk-groupe homogéne pour tout corps
interprétable K et on conclut. [J
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2.2 Théorie des U.-groupes

Dans cette section nous présentons la théorie des U,-groupes comme étant une
nouvelle approche de I'unipotence dans les groupes de rang de Morley fini. Cette
approche a l'avantage d’étre valable aussi bien en caractéristique nulle que po-
sitive. En effet nous montrons que si 7 = K, pour K un corps interprétable de
caractéristique zéro, alors on retrouve la notion de Uk-groupe définie dans la pre-
miére section de ce chapitre (Lemme 2.54). Notre travail ici est donc de vérifier
que certains résultats basiques établis pour les Uy ,-groupes dans [8], [9], [10] et
principalement dans [17], restent valables pour les U,-groupes.

2.2.1 Sous-groupes indécomposables

Nous donnons une nouvelle définition de groupe indécomposable plus générale
que celle donnée dans la premiére section de ce chapitre. Pour éviter toute confu-
sion, les groupes indécomposables définis dans la premiére section seront dans
cette section appelés B-indécomposables ou tout simplement “groupes abéliens
indécomposables”.

Définition 2.42. — Un groupe connexe A de rang de Morley fini est dit indécom-
posable §’il ne peut étre engendré par deux sous-groupes définissables propres, i.e.
A # (By, Bs), pour B et By deux sous-groupes définissables propres de A.

Remarque 2.43. - Un groupe B-indécomposable infini est un indécomposable.

Lemme 2.44. — Soit A un groupe connezxe de rang de Morley fini. Alors A est
indécomposable si et seulement si J(A) est strictement inclu dans A (i.e. A #

J(4))

PREUVE — Si A est indécomposable alors J(A) est strictement inclu dans A
par définition de I'indécomposabilité. Supposons maintenant que A # J(A). Alors
A/J(A) est un infini minimal, donc abélien et connexe. Si A = (B; , Bs) avec
B, i = 1,2, sous-groupes définissables propres de A, alors B;J(A)/J(A) est fini
par minimalité de A/J(A). Il s’ensuit que (B; , By)J(A)/J(A) est aussi fini car
A/ J(A) est abélien, ce qui contredit A # J(A). O

Lemme 2.45. — Soit A un groupe indécomposable de rang de Morley fini. Alors

AJJ(A) est un groupe abélien. De plus si A/ J(A) est divisible, alors A est un
groupe B-indécomposable divisible.

PREUVE — Le groupe quotient A/J(A) est infini minimal, et donc abélien
d’aprés le Fait 1.40. Ainsi, A/J(A) est soit un groupe divisible, soit un groupe
d’exposant borné. Si A/J(A) est divisible, alors d’aprés le Fait 2.7, A est un B-
indécomposable (au sens de Burdges) divisible. [

La Proposition 2.46 généralise le Fait 2.4.
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Proposition 2.46. - Tout groupe connexe G de rang de Morley fini est engendré
par des sous-groupes indécomposables.

PREUVE — On peut supposer G # 1. Soit A; un sous-groupe définissable infini
minimal de G, alors A; est indécomposable, de méme 1’est A pour tout g € G.
Posons V) = (Af; g € G). Alors V; est un sous-groupe définissable connexe normal
de G. Si G = Vi, ¢’est fini. Sinon considérons le groupe infini G/V; de rang de Mor-
ley fini, et By/V; un sous-groupe définissable infini minimal de G/V;. Soit A un
sous-groupe infini définissable de G, minimal pour la condition A;V;/Vi = By /V].
Alors Ay est un sous-groupe indécomposable par minimalité de By/V;. Posons
Vo = (Vi, A; g € G). Alors V, est un sous-groupe définissable connexe normal de
G. Si G = V;, c’est fini, sinon on considére le groupe infini de rang de Morley
fini G/V; et on continue le procédé. On obtient alors une suite croissante de sous-
groupes définissables connexes V; de G, et comme G est de rang de Morley fini, il
va exister n tel que V,, = G. 0O

Nous donnons le Push-forward sur ces groupes indécomposables.

Lemme 2.47. — (Push-forward des indécomposables) Soient G un groupe de rang
de Morley fini et N un sous-groupe normal définissable de G. Si A est un sous-
groupe indécomposable de G, alors AN/N est un sous-groupe indécomposable de
G/N et on a J(AN/N) = J(A)N/N.

PREUVE — On peut supposer A £ N. En particulier A # 1 et J(A) < A
d’aprés le Lemme 2.44. Montrons que AN/N est indécomposable. Supposons que
AN/N = (By, By), avec B; sous-groupe définissable propre de AN/N. Soient
Cy et Cy des sous-groupes définissables propres de A tels que By = C1N/N et
By = C3N/N. Alors AN/N = (Cy,C3)N/N et on a AN = (C4, Cy)N. 1l s’ensuit
que A =AN{(Cy,Cy)N = (C1,C3) (AN N). Comme A est indécomposable, alors
A=ANN, c’est a dire A < N. Ce qui est impossible car contraire au choix de
A. Ainsi AN/N est indécomposable.

Montrons que J(AN/N) = J(A)N/N. On a

J(A)N/N = (B < A| B connexe définissable) N/N
= (BN/N | B < A connexe définissable)

Montrons que BN/N # AN/N pour tout B < A définissable. Supposons que
BN/N = AN/N, alors on a BN = AN. En particulier A est contenu dans BN,
etona A= B(ANN). Comme A est indécomposable et B # A,ona A=ANN
et A est contenu dans N, ce qui constitue une contradiction. Donc AN/N #
BN/N et alors J(A)N/N < J(AN/N). Comme AN/N est indécomposable alors
J(AN/N) < AN/N d’aprés le Lemme 2.44. Posons J/N := J(AN/N). Comme
J(A)N/N < J(AN/N), alors J(A) < J, et donc J(A) < J N A. Donc soit
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(JNA) =J(A),soit (JNA)°=A.Si(JNA)°=J(A) alors

J(A)N/N = (J N APN/N

— (/N A)N/NY

= (JNAN/N)°

= (J/N)° car J/IN < AN/N
=J/N

c’est a dire J(A)N/N = J(AN/N) et on ale résultat. Si (JNA)° = A, alors A < J

et on AN/N < J/N; ce qui est impossible car on a J/N = J(f(A)) < AN/N.
On conclut. [J

Il vient d’aprés le lemme précédent que pour tout groupe indécomposable A,

onaJ(A/J(A)) = 1.
Donnons a présent le Pull-back sur les groupes indécomposables.

Lemme 2.48. - (Pull-back indécomposable) Soient G et N comme dans le Lemme
2.57. Si B est un sous-groupe indécomposable de G/N, alors il eriste un sous-
groupe indécomposable A de G tel que B = AN/N.

PREUVE — Soit B < G tel que B = B/N. Alors B/N = (B/N)° = B°N/N.
Soit. A un sous-groupe définissable connexe de G tel que AN/N = B/N maximal
pour cette condition. Soit U < A un sous-groupe définissable connexe propre de
A. Alors on a UN/N < B/N par maximalité de A, et on obtient

UN/N < J(B/N) < B/N = AN/N
Ce qui implique
J(A)N/N < AN/N
et on a J(A) < A. Donc A est indécomposable d’aprés le Lemme 2.44. [

Remarque 2.49. - Si le sous-groupe indécomposable B du Lemme 2.48 est un B-
indécomposable, alors le sous-groupe indécomposable A n’est pas nécessairement
un B-indécomposable (voir le Fait 2.7).

2.2.2 U.-Groupes
Les m-indécomposables

Dans un univers de rang de Morley fini U, definissons la relation ~ sur I’en-
semble des groupes définissables. Soient H et G deux groupes définissables dans
U, on pose H =~ G si et seulement si il existe un sous-groupe fini I << H et un
sous-groupe fini J < G tels que H/I =%/ G/J.

Lemme 2.50. — La relation = est une relation d’équivalence.

36
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PREUVE — La reflexivité et la symétrie étant évidentes, montrons donc la
transitivité. Soient G, H, F' trois groupes définissables dans U tels que G =~ F et
F~ H. Alors on a :

G/K=* F/I. et  F/M=% H/N

ou L et M des sous-groupes normaux finis de F', et K, N sont des sous-groupes
normaux finis de GG et H respectivement . Notons v et y les isomorphismes dé-
finissables de G/K dans F/L et de F/M dans H/N respectivement. Comme L
et M sont finis, alors ML/L et ML sont finis. Il vient que v~ '(ML/L) est un
sous-groupe normal fini de G/K et on a :

G/K _s; FJL
A/K ~  ML/L

Ce qui implique G/A =%/ F/ML ot A/K =~"Y(ML/L) et A est un sous-groupe
normal fini de G. De méme x (LM /M) est un sous-groupe normal fini de H/N et
on a:
F/M udef H/N
LM/M ~  BJ/N’

Ce qui donne F/LM =%/ H/B ot B/N = x(LM/M) et B est un sous-groupe
normal fini de H. On obtient G/A =%/ /ML =%/ H/B, d'ou G~ H. O

Notation 2.51. - Pour G un groupe de rang de Morley fini, on désignera par 7
un représentant d’une classe d’équivalence de la famille {A : A indécomposable
de G tel que J(A) = 1} modulo la relation ~.

Définition 2.52. - On dit qu’un sous-groupe indécomposable A de G est un
T-indécomposable, si A/ J(A) = T.

Les U,-groupes

Définition 2.53. - Soient G un groupe de rang de Morley fini et 7 un sous-groupe
définissable indécomposable de G tel que J(7) = 1. On définit le groupe

U.(G) = (A < G|A 7-indécomposable).
On dit que G est un U.-groupe si G = U.(G).

Lemme 2.54. — Soit G un groupe de rang de Morley fini. Soient A un sous-
groupe indécomposable de G et IK un corps interprétable de caractéristique zéro.
Alors AJJ(A) =~ K, si et seulement si AJJ(A) =% K, . Dans ce cas, A est un
0-indécomposable.
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PREUVE — I suffit de montrer que si A/J(A) ~ K, alors A/J(A) =%/ K,.
Comme A/J(A) =~ K, alors il existe un sous-groupe définissable normal F' de A
tel que F'/J(A) est fini et A/F =29¢ K. Par connexité de A/J(A) et comme K
est abélien, il vient que A/J(A) est abélien. De plus comme K, est de caracté-
ristique zéro, alors le groupe indécomposable A/J(A) est divisible (Fait 1.44). De
plus, par connexité de A et d’apreés le Fait 1.41, le groupe A/J(A) est sans torsion.
On en déduit que A/J(A) =9/ K, et en particulier A est un 0-indécomposable.

Définition 2.55. — Soient G un groupe de rang de Morley fini et K un corps
interprétable de caractéristique arbitraire, on définit :

Uk(G) = (A | Aindécomposable et A/J(A) ~ K ,)
On dira que G est un Uk-groupe si G = Uk(G).

Remarque 2.56. — Il n’y aucune ambiguité ou de confusion dans les notations
car si K est de caractéristique zéro, on retrouve la notion de Uk-groupe définie
dans la premiére section et ce grace au Lemme 2.54.

C’est donc une notion plus générale de Ugk-groupe qu’on vient de définir et qui
prend en compte la caractéristique nulle et positive. D’ailleurs, c’est cette derniére
notion qui sera utilisée dans le chapitre 6.

Pour 7 = K, un Uk-groupe est un U,.-groupe. Dans ce qui suit, nous allons
donc étendre certaines propriétés établies sur les Uk-groupes (IK de caractéristique
zéro) aux U,-groupes; le but étant d’avoir les méme propriétés dans les deux ca-
ractéristiques.

Etablissons le push forward sur cette classe de groupe.

Lemme 2.57. - (Push forward) Soient G un groupe de rang de Morley fini et N
un sous-groupe définissable normal de G, on considere la surjection canonique f :
G — G/N. Si A est un T-indécomposable, alors f(A) est un T-indécomposable.
En particulier f(U-(G)) < U.(f(G)).

PREUVE — On peut supposer A € N, c’est-a-dire f(A) # 1. D’aprés le Lemme
2.47 f(A) est un groupe indécomposable et f(J(A)) = J(f(A)), montrons donc
F(A)/F(J(A) ~ A[J(A). On a

AN/N _4; AN A A

J(AN/N —  J(AN  AnJ(AN ~ J(A)(ANN)
Si A= J(A)(ANN), alors comme A est indécomposable on a A = ANN d’aprés

le Lemme 2.44. Tl vient que A < N, ce qui est exclu. Dot A # J(A)(ANN), et
par minimalité de A/J(A), J(A)(ANN)/J(A) est fini. Comme

AN/N ~vdef A gdef A/‘](A)

JAN/N ~—  J(A)(ANN) JA(ANN)/J(A)
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2.2 Théorie des U.-groupes

on conclut que f(A)/f(J(A)) =/ JAN/N ~A/J(A). O

(A)N/N
Le Lemme 2.58 donne le Pull-back sur les U,-groupes.

Lemme 2.58. — (Pull back) Soient G, N et 7 comme dans le Lemme 2.57. Alors
on a
U.(G/N)=U,(G)N/N.

PREUVE — Se déduit directement du Lemme 2.48. [

U.-groupes et nilpotence
La proposition qui suit est un analogue au Fait 2.16.

Proposition 2.59. — Soit G un groupe conneze nilpotent de rang de Morley fini.
Alors il existe des groupes indécomposables 11, ..., 7, avec J(1;) = 1 pour tout
1=1,...,n tels que

G=U,(GQ)*..xU, (G).

En fait, pour tous indécomposables 7,7 tels que T % T, on a
[U-(G), U (G)] = L.

PREUVE — 1) Montrons d’abord qu’il existe des groupes indécomposables 7;
avec J(1;) = 1 et tels que G = U, (G)...U,, (G). On peut supposer G # 1. Alors
d’aprés le Lemme 2.46 et le théoréme des indécomposables de Zil’ber (Fait 1.17) il
existe des sous-groupes indécomposables Ay, ..., A, de G tels que G = A, ... A,.
Posons 7; = A;/J(A;). Alors J(1;) = 1 et A; < U, (G) pour tout i; et on a

G = Un (G) s UTn<G)

2) Supposons 7; % 7; pour tout i # j, et montrons que [U.(G),U,, (G)] = 1.
On procéde par induction sur 7k(G). Soit A un sous-groupe G-minimal de Z(G).
Par induction on a [U,,(G/A), U, (G/A)] = 1. Mais d’aprés le Corollaire 2.57 on a

U (G/A), U, (G/A)] = [Un(G)A/A , U (G)A/A] = [Ur(G), Uy, (G)|A/A,

alors [U,(G), U, (G)] < A < Z(G). Soit u € U, (G) ne centralisant pas U, (G),
alors ’application
ad, @ U, (G) — A

J

v = [, v]

Y

est un morphisme surjectif définissable non trivial et on a

U, (G)

~vdef
kerad, ady (U (G))

Comme ad, (U, (G)) est central dans G, alors par G-minimalité de A on a

U, (G)/ker(ad,) =% A,
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et A est un U, -groupe d’aprés le Corollaire 2.58. De méme on montre que A est
un U,,-groupe. Comme A est G-minimal abélien alors J(A) = 1. En particulier
A est indécomposable d’apres le Lemme 2.44. Ceci prouve que A = 7; et A = 75,
contredisant ainsi 7; 2 7;; on conclut. [J

Corollaire 2.60. — Soient G un groupe résoluble de rang de Morley fini, S un
sous-ensemble de G et H un U,-groupe nilpotent normal dans G. Alors [H, S| est
un U, -groupe.

PREUVE — On peut considérer S = {s} et on pose Y = U,([H,s]). Mon-
trons par induction sur la classe de nilpotence de H que Y <1 H. Si H est abé-
lien, c¢’est évident. On peut donc supposer que H est non abélien. Par induction,
YZ(H)/Z(H)<tH/Z(H), et donc Y <1 H. On considére 'application définissable
surjective

f : HIY — [Hs|Y
A S P

Montrons que f est un morphisme. Comme H est connexe nilpotent et normal
dans G, alors le groupe [H, s]/Y est connexe et nilpotent, et d’aprés la Proposition

2.59, on a
[P;_’S] = U, ([H;/—’S]> *...ok Uy, (“;—’S]) ;

pour des groupes indécomposables 71, ..., 7, tels que J(7;) = 1. De plus, d’aprés le
Corollaire 2.58 on a U.([H , s]/Y) = 1. On peut donc supposer 7; % 7 pour tout
i =1,..,n. Comme H est un U.-groupe, alors d’aprés le Lemme 2.57, H/Y est
aussi un U,-groupe et d’aprés la Proposition 2.59 on a

(5 () < (o (2)) -

c’est a dire H/Y centralise [H,s]/Y. Alors f est un morphisme surjectif. Ainsi
[H,s]/Y est un U,-groupe d’aprés le Lemme 2.57, et comme U, ([H,s]/Y) est
trivial, on obtient le résultat. [J

Corollaire 2.61. — Soit G un U,-groupe nilpotent de rang de Morley fini, alors
G’ est un U,-groupe.

2.2.3 U,-Groupes homogénes

Définition 2.62. - Un U.-groupe homogéne est un U,-groupe dont tous les sous-
groupes définissables connexes sont des U, -sous-groupes.

Remarque 2.63. — Les sous-groupes connexes d’un U,-groupe homogéne sont
des U.-groupes homogénes.

Lemme 2.64. — Un quotient définissable d’un U.-groupe homogeéne est un U, -
groupe homogene.
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PREUVE — Soient G un U,-groupe homogéne et H un sous-groupe normal
définissable de G, d’aprés le Lemme 2.57 G/H est un U,-groupe. Soit K un sous-
groupe de G tel que K/H soit un sous-groupe définissable connexe de G/H. En
particulier K° est un U,-groupe puisque G est un U.-groupe homogéne. Ainsi
K/H = K°H/H est un U,-groupe d’aprés le Lemme 2.57. O

Lemme 2.65. - Toute extension d’un U,.-groupe homogéne par un U.-groupe
homogeéne est un U, -groupe homogéne.

PREUVE — Soit G un groupe de rang de Morley fini et H un U,-sous-groupe
homogéne normal de G tel que G/H soit un U,.-groupe homogéne ; montrons que
G est un U,-groupe homogéne. Comme G/H est un U.-groupe (homogéne) alors
G est un U,-groupe d’aprés le Lemme 2.58. Soit L un sous-groupe définissable
connexe de G. Alors LH/H = L/L N H est un sous-groupe définissable connexe
de G/H et donc un U,-groupe. D’aprés le Lemme 2.58, il vient

L=U/(L)YLNH)=U(L(LNH)?

Mais (LN H)® est un sous-groupe définissable connexe de H, alors (LN H)° est un
U.-sous-groupe de L. On en déduit que (LN H)° < U,(L)etona L =U,(L). O

Corollaire 2.66. — Soit G un groupe de rang de Morley fini possédant deux U..-
sous-groupes homogénes A et B tels que G = AB. Supposons que A est normal
dans G, alors G est un U,-groupe homogéne.

PREUVE - G/A = AB/A = B/AN B est un U,-groupe homogéne d’aprés le
Lemme 2.64, et comme A est un U.-groupe homogéne, alors G 'est aussi d’aprés
le Lemme 2.65. [

Lemme 2.67. — Soient G un groupe de rang de Morley fini, H et K deux sous-
groupes définissables de G. On suppose que H est un U.-groupe homogeéne et K
un U_r-groupe homogéne avec T % 7. Alors HN K est fini.

PREUVE — Le sous-groupe (HNK)° de H et K est un sous-groupe définissable
et connexe, donc est a la fois un U,-groupe et un U_s-groupe. Si (H N K)° # 1,
alors il existe un sous-groupe indécomposable A de (H N K)° tel que A/J(A) ~ T
et A/J(A) =~ 7', ainsi par transitivité de ~, on a 7 ~ 7, ce qui est exclu. Dot
(HNK)° =1, cest a dire HN K fini. 0O

Il est nautrel ici de s’interroger sur la nilpotence des U,-groupes homogénes.

Lemme 2.68. — Un U.-groupe homogéne est soit nilpotent, soit contient un mau-
vais groupe. En particulier, un U.-groupe homogéne résoluble est nilpotent.

PREUVE — Soit H un U,-groupe homogéne. Supposons que H n’est pas nil-
potent. Soit F' un sous-groupe définissable connexe non-résoluble de H et minimal
pour ces conditions ; montrons que F' est un mauvais groupe. Il suffit pour cela de
montrer que tout sous-groupe de Borel de F' est nilpotent.
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[¢]

Soit B un sous-groupe de Borel de F'. D’aprés le Fait 1.47, le groupe B/ F(
est abélien divisible. Si B n’est pas nilpotent, alors le groupe quotient B/F(
est infini. Soit A/F(B)° un sous-groupe définissable infini minimal de B/F(B)°.
Alors A/F(B)° est un 7T-indécomposable abélien divisible et d’apreés le Fait 2.12,
soit A/F(B)° est un pseudo-tore, soit A/F(B)° =4/ K, pour K un corps in-
terprétable de caractéristique zéro. Si A/F(B)° = K., alors on peut prendre
T = K, et d’aprés le Fait 2.24, le groupe B est nilpotent ; ce qui est impossible.
Donc A/F(B)° est un pseudo-tore et un 7-indécomposable; en particulier 7 est
un pseudo-tore et tout sous-groupe indécomposable abélien aussi. Ainsi F(B)°
est engendré par des pseudo-tores, et comme il est nilpotent, il est lui méme un
pseudo-tore (Fait 1.66). Par rigité des pseudo-tores (Fait 1.68), il vient que F'(B)°
est central dans B, ce qui entraine a la contradiction B est nilpotent. On en déduit
donc que B est nilpotent et on termine notre preuve. [

B)
B)°

2.2.4 Groupes nilpotents

Lemme 2.69. - Soit G un U,-groupe nilpotent, alors G/Z(G)° est un U.-groupe
homogéne.

PREUVE — Comme G est un U,-groupe, alors G/Z(G)° est un U,-groupe.
De plus G est connexe nilpotent, alors d’aprés la Proposition 2.59 [G, U (G)] =
[U.(G),U.(G)] = 1 pour tout groupe indécomposable 7 tel que 7 % 7 . Alors
U (G) < Z(G)° pour tout 7 tel que 7 5 7. Soit L un sous-groupe définissable de
G tel que L/Z(G)° soit un sous-groupe définissable connexe non tivial de G/Z(G)°.
Alors L est un groupe connexe et nilpotent de rang de Morley fini et d’aprés le
Lemme 2.59 il existe des groupes indécomposables 71, ..., 7,, avec J(1;) = 1 pour

tout 7 tels que
L=U,(L)*..xU,(L).

En particulier on a U, (L) < Z(G)° pour tout i tel que 7 % 7. Ainsi on obtient
L=U,(L)Z(G)°, c’est adire L/Z(G)° est un U,-groupe d’apreés le Corollaire 2.58.
On conclut que G/Z(G)° est un U,-groupe homogéne. [J

Proposition 2.70. - Si G est un U,-groupe nilpotent, alors G' est un U,-groupe
homogéne.

PREUVE — Procédons par induction sur le rang de Morley de GG. Remarquons
que si G est abélien il n’y a rien a démontrer. Supposons donc G non abélien
et soit g € Z»(G) \ Z(G). Alors Papplication v : G — v(G),u — [g,u] est un
homorphisme surjectif de groupes et v(G) = G/Cg(g). Or d’aprés le Lemme 2.69
G/Z(G)° est un U.-groupe homogéne , alors

Z o
v(G) = C'GGEQ) = C’GCZ]);ZG()G)O est un U,-groupe homogéne d’aprés le Lemme 2.64.
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Comme g € Z5(G) \ Z(G) alors v(G) est un sous-groupe infini normal de G et
G/v(G) est un U,-groupe. Par hypothése d’induction on a

G\ GG
= est un U,-groupe homogéne
(v(@) @) i i

et alors G est un U,-groupe homogéne le Lemme 2.65. O

Lemme 2.71. — Soit G un groupe nilpotent de rang de Morley fini. St G a un
U.-sous-groupe homogéne non trivial, alors Z(G)° aussi.

PREUVE — Procédons par induction sur la classe de nilpotence de G. On
peut supposer GG non abélien. Soit U un U,-sous-groupe homogéne de G. Si
UNZ(G) = U, alors on a rien & démontrer. Supposons U N Z(G) # U. Alors
UZ(G)/Z(G) est un U,-sous-groupe homogéne de G/Z(G) d’aprés le Lemme
2.64. Alors I'hypothése d’induction donne un U.-sous-groupe homogéne V/Z(G)
de Z(G/Z(G))° = Z2(G)°Z(G)/Z(G). Soit x € G\ Cg(V). Alors application
§:V/Z(G) = Z(G),v +— [v,x] est un morphisme définissable et

V/Z(G
Imé = [/(—(5) est un U,-groupe homogeéne d’aprés le Lemme 2.64.
er

Comme Im& < Z(G), on a le résultat. O

Lemme 2.72. — Soit G un groupe de rang de Morley fini. Alors
(i) G posséde un plus grand U,-sous-groupe homogéne normal.
(ii) si G est nilpotent, alors G a un plus grand U,-sous-groupe homogéne.

PREUVE — Le point (i) découle du Corollaire 2.66, c’est a dire en prenant le U, -
sous-groupe homogéne engendré par tous les U, -sous-groupes homogénes normaux
de G. Pour (i), en considérant (i) et le Lemme 2.64, on peut supposer que G n’a
pas de U,-sous-groupe homogéne normal. En particulier, Z(G)° ne contient pas
de un U,-sous-groupe homogéne non trivial, et on a le résultat d’aprés le Lemme
2771, O

Proposition 2.73. — Soient G un groupe de rang de Morley fini et A un U.-sous-
groupe abélien G-minimal de G. Alors A est un U,-groupe homogéne.

PREUVE — Soit B un sous-groupe définissable infini minimal de A, alors B est
indécomposable et on a J(B) = 1. En particulier B est un U, -groupe homogéne
pour 7y &~ B. Par G-minimalité de Aona A = (BY | g € G) et d’aprés le Corollaire
2.66, A est un U, -groupe homogéne. Le lemme 2.67 donne le résultat. [

Théoréme 2.74. — Soit G un groupe connexe de rang de Morley fini. On suppose
que G agit définissablement et par conjugaison sur un U.-groupe nilpotent H.
Alors |G, H] est un U,-groupe homogéne.
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PREUVE — Supposons que G est un contre exemple tel que Gg = H x G soit
de rang de Morley minimal.

1) Montrons que H est abélien et n’a pas de U,-sous-groupe homogéne non
trivial.

D’aprés le lemme 2.72(i7), H a un plus grand U,-sous-groupe homogéne A. Si
A # 1, alors [G, H]A/A est un U, -sous-groupe homogéne de H par minimalité
de Gg. Alors [G, H] est un U,-sous-groupe homogéne d’aprés le Lemme 2.65, ce
qui contredit notre supposition. Donc H n’a pas de U,-sous-groupe homogéne non
trivial, et comme H est un U,-groupe nilpotent, alors la Proposition 2.70 donne
H' =1, c’est a dire H abélien.

2)Montrons que G est abélien.

D’aprés le Fait 1.40, G/Cs(H)° a un sous-groupe définissable infini connexe
abélien A/Cq(H)°. Si rk(G) # rk(A/Cq(H)?), alors [A, H| est U,-sous-groupe
homogéne de H par minimalité de Gg. Ce qui implique d’aprés le point(1) de la
preuve que [A, H] = 1, c’est a dire A < Cg(H). Ce qui est absurde car contraire au
choix de A/Cq(H)°. Donc rk(G) = rk(A/Cq(H)°) = rk(A) et rk(Ce(H)°) = 0.
Ce qui donne G = A et Cg(H)® = 1, on conclut que G est abélien.

3)Montrons que [G, H] = H.

Supposons [G, H] # H. Comme G est abélien, alors d’aprés le Corollaire 2.60
le groupe [G, H| est un U,-sous-groupe de H. Par minimalité de Gy et d’aprés
le point (1) on a [G,[G, H]] = 1. Comme G est abelien, on a bien G < H, et
comme H est abélien, on a [Gy, H] = [G, H| et [Gu, |G, H]] = |G, |G, H]] = 1.
Donc [Gy, [Gyr, Gy]] = 1 et Gy est nilpotent. 11 vient

(G, H] = [G,U,(H)] < [Gu,Ur(Gy)] = U (Gp)" d’apres la Proposition 2.59.

Mais d’aprés la Proposition 2.70 U.(Gg)" est un U,-groupe homogéne, alors [G, H]
est un U, -sous-groupe homogéne. Ce qui est impossible, d’ou [G, H| = H.

4)Montrons que H a un unique sous-groupe G-minimal A et que H/A est un
U,-groupe homogene.

Soient A et B deux sous-groupes G-minimaux de H. D’aprés le point (3) et
par minimalité de Gy, H/A = [G, H|A/A est un U,-groupe homogéne. Alors
B/BN A = BA/A est un U,-groupe. D’aprés le Corollaire 2.58 on a B =
U-(B) (AN B). Si A # B, alors par G-minimalité de A (resp. B), AN B est
fini et on a B = U,(B) par connexeité de B. Il s’ensuit d’aprés la Proposition 2.73
que B est un U,-sous-groupe homogéne de H. Ce qui contredit (1), d’on A = B.

5) Montrons que Cg(A) = Co(H) = Co(H/A).
Soit x € G, comme H est abélien, 'application ~, : H — H définie pour tout
h € H par ~,(h) = [z,h] est un endomorphisme de H. Comme H est un U,-
groupe, im(vy,) = H/Cy(x) est un U,-groupe d’aprés le Corollaire 2.60. De plus
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comme G est abélien, G agit par conjugaison sur im(y;). Supposons x € Cg(A).
Comme H/A est un U,-groupe homogéne, alors

n_._HA est U. oupe homogéne
o un U, — grou mogéne.
Cu(r)  Culz)/A sroup &

Donc im(v,) = H/Cg(z) est un U,-sous-groupe homogéne de H et d’apres le
point (1) on a im(vy,) = 1. Donc z € Cg(H), d’ou 'égalité Cq(H) = Ce(A).

Soit x € C(H/A). Alors im(7,) est un sous-groupe de A. Comme im(v,) est
connexe et normalisé par G, alors soit im(v,) = 1, soit im(y,) = A. Siim(y,) = A,
alors d’apreés la Proposition 2.73 A est un U,-sous-groupe homogéne de H, ce qui
contredit (1). Ainsi im(v,) = 1, ¢’est a dire x € Cg(H), d’ou le résultat.

6)Montrons que H/A est G-minimal.

Soit B/A un sous-groupe G-minimal de H/A. Comme H/A est un U,-groupe
homogeéne, alors B/A est un U,-groupe et on a B = U, (B)A d’aprés le Lemme
2.58. Comme U, (B) est G-normal, alors A < U,(B) par unicité du sous-groupe G-
minimal A. Il vient que B = U.(B). Si H # B, alors par minimalité de Gy, |G, B]
est un U,-sous-groupe homogéne de H et d’aprés le point (1) on a [G, B] = 1.
Comme A < B, on a aussi [G, A] =1 et alors G centralise H d’aprés (5). Ce qui
est absurde car contraire au choix de G et H. Ainsi on obtient H = B, et H/A
est G-minimal.

7)Montrons la contradiction de notre supposition.

Soit R le sous-anneau de End(H) engendré par L = G/Cq(H). Alors R est
commutatif car G est abélien. Pour tout v € R, ker(u) et im(u) sont des sous-
groupes définissables et G-normaux de H . En effet, pour tout ¢ € G, on a
ker(u)? = ker(u9) = ker(u), et de méme im(u)? = im(u). Alors d’aprés les points
(4) et (6), soit ker(u)® = 1, soit ker(u) = A, soit ker(u) = H. Si ker(u) = A,
alors le Lemme 2.64 et (4) entrainent que im(u) = H/A est un U,-sous-groupe
homogéne de H et im(u) est un U.-sous-groupe homogéne de H. Ce qui contredit
(1). Alors pour tout u € R, on a soit ker(u)® = 1, soit ker(u) = H.

Si on applique le Fait 1.31 & A x L, alors il existe un entier [ tel que pour tout
u€ R, ua=g1+...+g,avec g; € L. Posons v = g1 +...+g; € R. Alors ker(u—v)
contient A et d’aprés ce qui précéde ker(u —v) = H, ¢’est a dire u = v. Donc
tout élément de R peut étre écrit sous la forme de la somme de [ éléments de L.
En particulier R est de rang de Morley fini. De plus nous avons prouvé que pour
tout u,v € R, on a u = v si et seulement si uj4 = vja. Alors R(A), le sous-anneau
de End(A) engendré par L est définissablement isomorphe a R. En particulier
R(A); = Ry = A d’aprés le Fait 1.31. De méme, comme Cg(H/A) = Cg(H), en
appliquant le Fait 1.17 & H/A x L, on montre que R(H/A); = R, = H/A. On
en déduit que A = H/A, ce qui contredit (1) et (4). On conclut. O
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2.2.5 U*-groupes

Définition 2.75. - Soit G un groupe de rang de Morley fini. On note U*(G), le
sous-groupe de G engendré par tous les U,-sous-groupe homogéne normaux de G

pour tout groupe indécomposable 7 tel que J(7) =1
On dit que G est un U*-groupe si G = U*(G).

Remarque 2.76. — Pour G un groupe rang de Morley fini, U*(G) est un U*-
groupe i.e. U*(G) = U*(U*(Q)).

Proposition 2.77. — 5i G est un U*-groupe, alors il existe des groupes indécom-
posables 1y, ..., 7, avec J(1;) =1 tels que G = U, (G) * ... x U, (G). De plus, pour
tout i = 1,...,n Uy, (G) un Us,-groupe homogene et U, (G) N U, (G) est fini pour
tout 7; % 7.

PREUVE — Montrons que G = U, (G) ... x U,, (G) avec Ty, ..., 7, des groupes
indécomposables tels que J(7;) = 1 pour tout . D’aprés le Lemme 2.72(7), soit
Vi le plus grand U,,-sous-groupe homogéne normal de G. Alors G = V;...V,,. Soit
s € {l,...,n}. Posons Wy =V et

Wi =(Vi|ie{l,. .., k}U{s})aveck=1,..,n.

En particulier W, = W,_4. Soit A un sous-groupe indécomposable de G tel que
A/J(A) = 1,. Considérons [ le plus petit entier tel que A < W,. Supposons que
[ #0. Alors

AJ(ANWi) 2 AW /Wi = Wi /Wi =2V /Vin Wi,

et V; est un U,-groupe homogéne. Ainsi le groupe AW;_1/W,_; est & la fois un
Ts-indécomposable et un 7-indécomposable. Comme Wy = W,_, alors [ # s et on
en déduit que AW,_1/W,;_; est trivial, c’est a dire A < W;_;. Ce qui contredit la
minimalité de [. Donc [ = 0et ona A < Wy = V. [l s’ensuit que U, (G) < V; et on
a méme 'égalité car on a déja V; < U, (G). En particulier U, (G) est homogéne.

Le fait que U, (G) NU,,(G) soit fini pour tout 7; % 7; découle du Lemme 2.67.
Aussi on a [U,(G), U, (G)] < U (G) N U, (G) et par connexité on en déduit que
U (G), U, (G)] = 1 pour tout 7; & 7;. O

Corollaire 2.78. — Soit G un U*-groupe. Alors U, (G) est un U.-groupe homogéne
pour tout groupe indécomposable T tel que J(T) = 1.

Corollaire 2.79. — Soit G un groupe de rang de Morley fini. Alors U*(G) est le
plus grand U*-sous-groupe normal de G. De plus si G est nilpotent alors U*(G)
est le plus grand U*-sous-groupe de G.

PREUVE — Soit H un U*-sous-groupe normal de G. Alors d’aprés la Proposition
2.77 on a
H=U,(H)x..xU, (H)
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ou U, (G) est un U,,-groupe homogéne pour tout i. Comme H est un sous-groupe
normal de G, alors U, (G) I'est aussi pour tout i = 1, ...,n. Ainsi U,,(H) < U*(G)
pour tout i et on obtient H < U*(G). De plus si G est nilpotent, on conclut par
le Lemme 2.72(4i). O

Pour G un groupe de rang de Morley fini, le groupe U*(G) se présente comme
le radical unipotent dans le contexte des U,-groupe. De plus, d’aprés le Lemme
2.68, ce radical est soit nilpotent, soit contient un mauvais groupe. En particulier,
si G est résoluble, alors U*(G) est nilpotent.

Remarque 2.80. — Soit G un groupe connexe de rang de Morley fini. Alors
G est un U*-groupe si et seulement si U,(G) est homogéne pour tout groupe
indécomposable 7 tel que J(7) = 1.

Corollaire 2.81. -
(i) Tout quotient définissable d’un U*-groupe est un U*-groupe,
(i1) Tout sous-groupe définissable conneze d’un U*-groupe est un U*-groupe.

PREUVE — Supposons G un U*-groupe. (i) Soit A un sous-groupe définissable
normal de G. Alors pour tout groupe indécomposable 7 tel que J(7) = 1 on a
U.(G/A) = U.(G)A/A. Mais d’aprés le corollaire 2.78 U.(G) est un U,-groupe
homogeéne, alors on en déduit que U,(G/A) est un U.-groupe homogéne et conclut
d’aprés le Remarque 2.80.

(ii) Soit H un sous-groupe définissable connexe de G. Alors U, (H) < U.(G), et
donc U, (H) est un U,-groupe homogéne d’aprés le Corollaire 2.78 et la Remarque
2.63. On conclut d’aprés la Remarque 2.80. [

Lemme 2.82. — Soit G un groupe connexe de rang de Morley fini. Si G agit
définissablement par conjugaison sur un groupe conneze nilpotent H, alors [G, H|
est un U*-groupe.

PREUVE — Comme H est connexe nilpotent alors d’aprés la Proposition 2.59
ona H=U,(H)x*..xU, (H). Ainsi

G, H] =[G, U, (H)|*...x [G,U, (H)]

et d’aprés le Théoréme 2.74 on a [G, U, (H)| = U,,(|G, H]) pour tout i. D’aprés
la Remarque 2.80 on conclut. [J

Théoréme 2.83. — Soit G un groupe connexe résoluble de rang de Morley fini.
Alors G’ est un U*-groupe.

PREUVE — Soit C un sous-groupe de Carter de G. Alors C" est un U*-groupe
d’aprés le Lemme 2.82. De méme L = [G, F(G)°] est un U*-groupe. D’aprés le
Fait 1.48 il vient que G? < L, et G/L est nilpotent. Puis d’aprés le Fait 1.55 on
obtient G = LC. De plus on a G' /L = C'L/L, d’oti I'égalité G’ = LC'. Comme
G’ est nilpotent, alors d’aprés le Corollaire 2.79 L et C" sont des sous-groupes de
U*(G)etona G =U*(G"). Ainsi G est un U*-groupe. [
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Corollaire 2.84. — Soit G un groupe conneze résoluble de rang de Morley fini.
Alors il eziste des groupes indécomposables T4, ..., T, avec J(1;) = 1 pour tout i tels
que

G =U,(G)x.xU, (G)
De plus U.,(G') N U, (G') est fini pour tout 7; % ;.

PREUVE — G est un U*-groupe d’aprés le Théoréme 2.83, et on le resultat
d’aprés la Proposition 2.77. [
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Chapitre 3

Groupes définissablement linéaires
et définissablement affines

Dans ce chapitre nous faisons une étude générale sur les groupes de rang de
Morley fini, définissablement linéaires (Définition 3.7). Nous commengons par une
étude des quotients définissables de ces groupes. Notamment, le quotient par le
radical résoluble, le quotient par le sous-groupe de Fitting et le quotient par le
centre. Ensuite nous faisons une analyse des Uk-sous-groupes d’un groupe algé-
brique linéaire sur KK oi1 K est un corps de rang de Morley fini et de caractéristique
zéro. Dans la deuxiéme partie de ce chapitre, nous effectuons une étude des groupes
définissablement affines.

Commencons ce chapitre par un petit rappel sur les groupes d’automorphismes
de groupes de rang de Morley fini engendrés par les unipotents.

Notation 3.1. — Soit un groupe H, alors pour h € H, on définit Int, comme
étant 'automorphisme interieur donné par h. Autrement dit Int;(x) = z". On
note Int(H), ensemble des automorphismes intérieurs de H.

Si H est un groupe de rang de Morley fini (resp. algébrique), on note Autqer(H)
(resp. Autyy(H)), 'ensemble des automorphismes définissables (resp. algébriques)
de H.

Fait 3.2.- [6, Théoréme 8.4] Soit G = G X H un groupe de rang de Morley fini,
ot G et H sont des groupes définissables, G est un groupe algébrique simple sur
un corps algébriquement clos et H agissant fidélement sur G. Assimilant H a un
sous-groupe de Aut(G), on a H < Int(G)T', ou T' est le groupe d’automorphismes
de graphes de G relativement au choix d’un tore mazimal et d’un sous-groupe de
Borel de G.

Remarque 3.3. — Comme I' est un groupe fini, si le groupe H du fait 3.2 est
connexe, alors H se plonge définissablement dans G.

Fait 3.4. - [18, Fait 4.6] Soit K un corps algébriquement clos de caractéristique
zéro, et soit G un groupe algébrique linéaire sur IK. St G est engendré par ses
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éléments unipotents, alors il existe un groupe algébrique linéaire de la forme H =
G XA, o A est un sous-groupe algébrique agissant fidélement et par conjugaison
sur G et tel que, pour tout automorphisme algébrique ¢ de G, il exriste a € A
satisfaisant ¢ = Int,.

Le Fait 3.4 est assez particulier, car en d’autres termes, il permet de dire
que tout groupe d’automorphismes algébriques d’un groupe algébrique unipotent
affine sur un corps algébriquement clos de caractéristique zéro est plongé dans un
groupe algébrique linéaire.

Le Fait 3.5 permet d’établir une équivalence entre les automorphismes définis-
sables et les automorphismes algébriques d’un groupe algébrique linéaire unipotent
ou simple sur un corps de caractéristique zéro.

Fait 3.5. - (Frécon, [18, Lemme 4.7]) Soient KK un corps de rang de Morley
fini et de caractéristique zéro, et soit G un groupe algébrique linéaire sur K. Si
G est engendré par ses éléments unipotents alors tout automorphisme définissable
de G est un automorphisme algébrique.

Le Fait 3.6 suivant permet d’étendre le Fait 3.4 aux groupes de rang de Morley
fini.

Fait 3.6. - (Frécon, [18, Corollaire 4.8]) Soit G un groupe de rang de Morley
fini interprétant un corps K de caractéristique zéro. Supposons que G agit défi-
nissablement et fidélement sur un groupe U algébrique linéaire sur K. Si U est
engendré par ses éléments unipotents, alors U x G est définissablement isomorphe
a un sous-groupe définissable d’un groupe algébrique linéaire sur K.

3.1 Groupes définissablement linéaires

Définition 3.7. - Un groupe G de rang de Morley fini est dit définissablement
linéaire, sur un nombre fini de corps interprétables Ky, ...,IK,, si G se plonge
définissablement dans un groupe de la forme GL,,, (IK;) x ... x GL,,, (K,), pour
mi, ..., m, des entiers positifs.

Remarque 3.8. -

1. Les sous-groupes définissables d'un groupe définissablement linéaire sont
également définissablement linéaires.

2. Les groupes algébriques linéaires sont naturellement des groupes définissa-
blement linéaires.

3. Le produit G x H de deux groupes définissablement linéaires G et H est
définissablement linéaire.

Le Fait 3.9 est une version de |22, Lemme 4.16].
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Fait 3.9. - Soient (H;); une famille de sous-groupes normauz définissables d’un
groupe de rang de Morley fini G telle que G /H; soit définissablement linéaire pour
tout 1. Alors il existe iy, ...,1, tels que N;H; = HZ":lHZ-k, et G/(N;H;) se plonge
définissablement dans G/ Ny H; — G/H; x ... x G/ H,,.

Pour tout groupe G de rang de Morley fini, le groupe quotient G/G° est un
groupe algébrique linéaire sur tout corps car groupe fini. D’aprés le Fait 3.9, G
admet donc un plus petit sous-groupe définissable normal tel que le quotient de
G par ce sous-groupe soit définissablement linéaire ; on le note W(G).

Dans [32], Mustafin dresse une étude du cas particulier des groupes définissa-
blement linéaires sur un corps de rang de Morley fini, et dont les résultats vont
constituer une base utile a notre étude. Tout en les rappelant, nous allons géné-
raliser certains de ces résultats.

Fait 3.10. - (Mustafin, [32, Lemme 1.7])Soit K un corps de rang de Morley
fini de caractéristique nulle. Alors, pour tout n € IN, les sous-groupe définissables
de GL,(K) engendrés par des éléments unipotents sont fermés connezes.

Fait 3.11. - [32, Lemme 2.4] Soit G un groupe de rang de rang de Morley fini,
définissablement linéaire sur un corps interprétable K. Alors le quotient G/o(G)
est définissablement linéaire sur K.

Les Faits 3.12 et 3.13 précisent exactement la structure du groupe quotient
G/o(@G) selon la caractéristique du corps K.

Fait 3.12. - (Mustafin, [32, Théoréme 2.6]) Soit G un groupe conneze de rang
de Morley fini définissablement linéaire sur un corps interprétable X de caracté-
ristique non nulle p. Alors G/o(G) est définissablement isomorphe & un produit
direct d’un nombre fini de groupes algébriques simples sur K.

Fait 3.13. - (Mustafin, [32, Théoréme 2.9]) Soit G un groupe conneze de
rang de Morley fini définissablement linéaire sur un corps interprétable IK de ca-
ractéristique nulle. Alors G/o(G) est produit direct d’un groupe définissable sans
unipotents et d’un nombre fini de groupes algébriques simples.

Le fait qui suit découle des Faits 3.12 et 3.13 ci-dessus et donne la conjugaison
des sous-groupes de Borel d'un groupe définissablement linéaire sur un corps de
caractéristique arbitraire.

Fait 3.14. - [32, Proposition 2.11] Soit G un groupe de rang de Morley fini
définissablement linéaire sur un corps interprétable IK de caractéristique arbitraire.
Alors tous les sous-groupes de Borel de G sont conjugués.

Remarque 3.15. — D’aprés le Fait 3.13 on peut également noter que si un groupe
de rang de Morley fini GG, définissablement linéaire sur un corps interprétable de
caractéristique zéro posséde un sous-groupe de Borel nilpotent, alors G est un
mauvais groupe.
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CHAPITRE 3 : Groupes définissablement linéaires et définissablement affines

Dans toute la suite de ce chapitre et sauf mention du contraire, on notera G
la clotire de Zariski d’un sous-groupe G de GL,(IK) ou K est un corps et n est
un entier.

Remarque 3.16. — Si H est un groupe algébrique linéaire sur un corps algébri-
quement clos I, alors les sous-groupes o(H) et F'(H) sont fermés et normaux.
D’aprés le Fait 1.71, on en déduit que les groupes quotients H/F(H) et H/o(H)
sont algébriques linéaires sur .

Le lemme suivant généralise le Fait 3.11.

Lemme 3.17. - Soit G un groupe de rang de Morley fini définissablement linéaire
sur des corps Ky, ..., K,,. Alors G/o(Q) est définissablement linéaire sur ces méme
corps.

PREUVE — Soient Ly, ..., L, des groupes algébriques linéaires sur K, ..., K,
respectivement, tels que G est définissablement isomorphe & un sous-groupe défi-
nissable H de Ly x ... x L,. On peut supposer que pour tout i, L; est la cloture
de Zariski de p;(H) ou p; est la projection sur L; parallélement au produit des
L; pour j # i. Comme o(H) est résoluble normal dans H, alors p;(c(H)) est
résoluble et normal dans p;(H); donc p;(c(H)) est un sous-groupe définissable
normal résoluble de L; et on a p;(c(G)) < o(L;) pour tout 7. On obtient

o(H) <GN(o(Ly) X ... x o(Ly))

Or HN (o(Ly) X ... x 0(Ly)) est un sous-groupe résoluble normal de H, donc on
ac(H)=HnN(o(Ly) x ... x 0(Ly)). Posons R = (c(Ly) X ... x 0(Ly,)). Alors

G/o(G) = Hjo(H) = H/HNR=~ HR/R

et HR/R est un sous-groupe définissable de (L1 X ... x L,)/R et (Ly X ... X L,)/R
est isomorphe définissablement & L /o(L1) X ... X L,,/o(L,). D’aprés la Remarque
3.16 L;/o(L;) est algébrique linéaire sur IK; pour tout ¢ = 1,...,n. On conclut. O

Pour éviter toute confusion, on va utiliser dans le Corollaire 3.19 la notation
H°° pour désigner la composante irréductible de I'identité ou encore composante
Zariski-connexe d’un groupe algébrique H, linéaire sur un corps algébriquement
clos.

Fait 3.18. - [32, Lemme 1.1] Soient L. un corps de rang de Morley fini et G
Zariski-clos et Zariski-conneze sur .. Alors G n’a pas de sous-groupe définissable
propre d’indice.

Corollaire 3.19. - Soient K un corps de rang de Morley fini et H un sous-groupe
définissable de GL,(K). Alors on o H® = H = H ou H (resp. H°) est la

composante connexe de H (resp H) au sens de groupe de rang de Morley fini.
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PREUVE — Comme tout sous-groupe fermé sur K est définissable, alors on a
H° < H”. En particulier H_ est un sous-groupe définisable d’indice fini de "
D’aprés le Fait 3.18, on obtient H ~ = H . D’autre part H° est un sous-groupe de
H;alorsona H° < H = H . Comme H/H? est fini, alors HH°/H° = H/HNH®
est fini. Il s’ensuit que HH° est fermé et on H = HH°; en particulier H/H°
est fini. On en déduit que H  est un sous-groupe H°: d’oit on obtient 1’égalité
H =H '=H. O

Le Corollaire 3.19 est trés important dans la mesure ol nous n’aurons plus
a nous soucier de savoir dans quelle structure, de rang de Morley fini considérée
ou algébrique, sera considérée la connexité d’un groupe définissablement linéaire.
Autrement dit, étant donné un groupe de rang de Morley fini G, définissablement
linéaire sur un corps interprétable donné, les connexités dans la structure de rang
de Morley fini dans laquelle G est considéré et algébrique coincident.

Le Théoreme 3.20 est une généralisation du Fait 3.13.

Théoréme 3.20. - Soit G un groupe connexe de rang de Morley fini tel que
G/o(QG) est définissablement linéaire sur des corps interprétables Ky, ..., K, de
caractéristique nulle. Alors

GJ/o(G)=Hy x ..x H, xC

ot H; est définissablement isomorphe a un produit produit direct de groupes al-
gébriques simples sur IK; et C' est un groupe définissable connexe dont les sous-
groupes définissables résolubles et connexes sont abéliens.

PREUVE — Posons H = G/o(G); on peut supposer H < Ly X ... X L, pour
Ly, ..., L, des groupes algébriques linéaires sur KKy, ..., K,, respectivement. Consi-
dérons p; la projection de H sur L; paralléelement au produit direct des L; avec
j # i. Soit H; le plus grand sous-groupe fermé connexe de H N L;. Alors H; est
H-normal et comme o(H) = 1, on a o(H;) = 1 et alors H; est produit direct de
groupes algébriques simples sur IK; d’aprés le Fait 1.93. Mais H; est aussi p;(H)-
normal, alors d’apreés le Fait 3.2 p;(H)/C; se plonge définissablement dans Int(H;)
ott C; = Cp,(m)(H;). Par connexité de p;(H ), on en déduit que p;(H) = H,;C;. Mais
H;,NC; < Z(H;) < o(H;) est trivial, alors on obtient p;(H) = H; x C;. Comme
H est contenu dans pi(H) X ... X p,(H), on obtient

H=H x..xH,xC

ou C'=HN(C x...x Cy). Aussi, si B est un sous-groupe définissable, résoluble
et connexe de C' < Cp X ... x C,,, alors p;(B) est un sous-groupe définissable,
résoluble et connexe de C; pour tout i, et on a B < pi1(B) X ... X p,(B). Or
d’aprés le Corollaire 3.19, p;(B) est un groupe algébrique résoluble connexe de L;,

donc p;(B) < pi(B) est formé d’éléments unipotents; d’ott p;(B) = 1, et B est
abélien. [J
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Fait 3.21. - (Frécon, [22, Proposition 4.11]) Dans tout groupe G de rang
de Morley fini, si G/o(G) est définissablement linéaire, alors les sous-groupe de
Carter sont conjugués.

Dans la Proposotion 3.25, nous allons étendre ce résultat aux sous-groupes de
Borel.

Fait 3.22. - (Poizat, [33]) Si K un corps de rang de Morley fini et de carac-
téristique p non nulle, alors tout sous-groupe simple définissable de GL,(K) est
définissablement isomorphe a un groupe algébrique sur K.

Le lemme suivant donne une généralisation du Fait 3.22 aux groupes définis-
sablement linéaires sur plusieurs corps de caractéristiques non nulles.

Lemme 3.23. - Soit G un groupe de rang de Morley fini, définissablement linéaire
sur des corps interprétables de caractéristiques non nulles. Alors tout sous-groupe
définissable et simple de G est définissablement isomorphe a un groupe algébrique.

PREUVE — On peut supposer G < Ly X ... X L, avec L; algébrique linéaire sur
un corps IK; de caractéristique non nulle. Considérons p; la projection de G sur L;.
Soit A un sous-groupe simple définissable de GG. Alors il existe un indice 7 tel que
pi(A) # 1 et A =4S p.(A). Comme p;(A) est un sous-groupe simple définissable
de L;, alors p;(A) est définissablement isomorphe & un groupe algébrique sur K;
d’aprés le Fait 3.22, donc il en est de méme pour A. [

En particulier le Lemme 3.23 dit que G est un K-groupe (Définition 4.1). Ainsi,
la structure de G/o(G) est donnée par le Fait 4.10 et les sous-groupes de Borel
de G sont conjugués.

Le Fait 3.24 est un analogue & un fait bien connu [32, page 767| que je vais
redémontrer, faute de n’avoir pas trouvé de référence pour la preuve

Fait 3.24. - Soit G un groupe de rang de Morley fini. Alors Ng(B)° = B pour
tout sous-groupe de Borel B de G.

PREUVE — Supposons le contraire. Soit B un sous-groupe de Borel de G tel que
N (B)° # B. Alors N¢(B)°/B est un groupe infini de rang de Morley fini. Consi-
dérons A/B un sous-groupe infini définissable minimal de Ng(B)°/B. Comme
A/B est abélien (Fait 1.40), alors A est résoluble et on a A° < B. Comme A/B
est connexe, on en déduit que A/B = 1; ce qui est impossible. On conclut. O

C’est en suivant la preuve du Fait 3.21, & une subtilité prés, que nous allons
prouver notre principal résultat de conjugaison des sous-groupes de Borel.

Proposition 3.25. - Soit G un groupe de rang de Morley fini tel que G/o(G) est
définissablement linéaire. Alors les sous-groupes de Borel de G sont conjugués.
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PREUVE — On procéde par induction sur 7k(G) et deg(o(G)). On peut sup-
poser G connexe et non résoluble. Soient By et By deux sous-groupes de Borel
de G. Alors B1o(G)/o(G) et Byo(G)/o(G) sont deux sous-groupes de Borel de
G/o(G). Si o(G) est infini, alors par hypothése d’induction, il existe g € G tel que
Bio(G) = Bjo(G). Comme Byo(G) est résoluble, on a By = (B1o(G))°. De méme
on a B = (Bjo(G))°. Ainsi, on obtient By = (B1o(G))° = (Bjo(G))° = B, et
on en déduit que B; et By sont conjugués. On peut donc supposer que o(G) est
fini. Si 0(G) # 1 on obtient la méme conclusion en appliquant I'induction sur le
degré de o(G). Ainsi on a 0(G) = 1, i.e. G est définissablement linéaire.

Ecrivons G < Ly X ... X L, ol L; est un groupe algébrique linéaire sur un corps
interprétable IK;. Considérons p; la projection sur L; parallélement au produit des
Ly pour k # i, et posons G; = pi(G). En particulier G; est connexe pour tout .
Comme G n’est pas résoluble, il existe j tel que G; n’est pas résoluble. Posons
A = G N (xixGi). Alors GJ/A 2% G et G/A est définissablement linéaire sur
K,. Si A =1, alors on conclut d’aprés le Fait 3.14. On va donc supposer A # 1.

Soit B un sous-groupe de Borel de GG, montrons que BA/A est un sous-groupe
de Borel de G/A. Comme BA/A est résoluble connexe, alors BA/A est contenu
dans un sous-groupe de Borel H/A de G/A. Si A est fini, alors H° est résoluble
et contient B; on a donc H° = B. On obtient bien que BA/A = H/A et BA/A
est un sous-groupe de Borel de G/A. Supposons donc que A est infini. Soit B4 un
sous-groupe de Borel de A. Par induction sur le rang de Morley, les sous-groupes de
Borel de A sont conjugués, alors en appliquant 'argument de Frattini, on obtient
H = ANy (Ba). D’aprés le Fait 3.24 et comme By < (Ny(Ba)°NA)° < Na(Ba)°,
on obtient By = (Ny(B4)°NA)° et (Ny(Ba)°NA)° est un groupe résoluble. Posons
N = Ng(B4)°NA. Comme Ng(B4)° est connexe, il centralise N/N°. Ainsi N est
résoluble. Or H/A = Ny (B4)°/N est résoluble, on en déduit que Ny(B4)° est
résoluble et connexe. Donc Ny (Ba)° est contenu dans un sous-groupe de Borel
By de H. Par hypothése d’induction et comme G/A = G; n’est pas résoluble,
on a H < G et les sous-groupes de Borel de H sont conjugués. Or B et B,
sont deux d’entre eux, alors il existe h € H tel que B = B%. On en déduit que
BAJA = BoAJA = H/A et BA/A est un sous-groupe de Borel de G/A.

Soient By et By sont deux sous-groupes de Borel de G, alors BjA/A et BoA/A
sont deux sous-groupes de Borel de G/A. D’aprés le Fait 3.14 on a BjA = BJA
pour g € G. En particulier By et Bj sont deux sous-groupes de Borel de BjA.
Comme G /A = G, n’est pas résoluble, alors B1A < G et par induction B et By
sont conjugués dans By A. On conclut. O

Fait 3.26. - [22, Lemme 4.10] Si H est un sous-groupe définissable d’un
groupe G de rang de Morely fini tel que G/o(G) est définissablement linéaire,
alors H/o(H) est définissablement linéaire.

Le Fait 3.26 nous intéresse dans la mesure ou les propriétés de conjugaison
des sous-groupes de Carter et des sous-groupes de Borel d'un groupe G de rang
de Morley fini tel que G/o(G) soit définissablement linéaire, établies dans le Fait

35



CHAPITRE 3 : Groupes définissablement linéaires et définissablement affines

3.21 et la Proposition 3.25, restent valables pour ses sous-groupes définissables.
C’est ce que résume le corollaire suivant :

Corollaire 3.27. — Si H est un sous-groupe définissable d’un groupe G de rang
de Morley fini tel que G/o(G) soit définissablement linéaire. Alors tous les sous-
groupes de Carter (resp. de Borel) de H sont conjugués dans H.

La preuve du lemme suivant suit ce qui est fait dans la troisiéme partie de la
preuve la Proposition 3.25.

Lemme 3.28. — Soient G un groupe de rang de Morley fini tel que G/o(G) soit
définissablement linéaire, et H sous-groupe définissable normal de G. Si B est un
sous-groupe de Borel de G, alors BH/H est sous-groupe de Borel de G/H. De
plus, les sous-groupes de Borel de G/H sont de celte forme.

PREUVE — Comme BH/H est résoluble connexe, alors BH/H est contenu dans
un sous-groupe de Borel By/H de G/H. Si H est fini, alors B est résoluble et on
obtient By = B. Donc BH/H = B§H/H = By/H est un sous-groupe de Borel de
G/H. On peut donc supposer que H est infini. Soit By un sous-groupe de Borel de
H. D’aprés le Corollaire 3.27, les sous-groupes de Borel de H sont conjugués, alors
largument de Frattini appliqué a By donne By = HNp,(B). Le Fait 3.24 dit que
By = Ny(Bpg)°; il vient By = (Np,(Bu)°NH)° et (Np,(Bg)°NH)° est résoluble.
Comme Npg,(Bp)° est connexe, il centralise (Np,(By)° N H)/(Np,(Br)° N H)°.
Ainsi, Np,(Bg)° N H est résoluble. Or By/H = Npg,(Bu)°/(Np,(Bu)° N H) est
résoluble, alors Np (Bpy)° est résoluble connexe; en particulier Np,(By)° est
contenu dans un sous-groupe de Borel B; de By et on a By = B1H. D’aprés
le corollaire 3.27, les sous-groupes de Borel de Bj sont conjugués; comme B et
By sont deux d’entre eux, alors il existe b € By tel que B = Bb. On en déduit que
BH/H = BiH/H = By/H, et BH/H est un sous-groupe de Borel de G/H. Par
conjugaison des sous-groupes de Borel de G donnée par la Proposition 3.25, on
conclut que tout sous-groupe de Borel de G/H est de cette forme. O

Fait 3.29. - (Frécon, [22, Théoréme 4.13]) Soit G un groupe connexe de rang
de Morley fini. Si G/o(G) est définissablement linéaire, alors l'intersection des
sous-groupes de Carter de G est égale a 'hypercentre de G.

Lemme 3.30. — Soit G un groupe conneze de rang de Morley fini tel que G/o(G)
est définissablement linéaire. Alors o(G) < B, pour tout sous-groupe de Borel B
de G. En particulier Z(G) < Z(B).

PREUVE — Posons H = G/o(G)°. Alors on a o(H) = Z(H) = o(G)/o(G)°.
Donc H/o(H) = G/o(G) et H/o(H) est définissablement linéaire. Soit B/o(G)°
un sous-groupe de Borel de H. Un tel sous-groupe contient un sous-groupe de
Carter de H. Alors B est un sous-groupe de Borel de G et on a Z(H) < B/o(G)°
d’aprés le Fait 3.29. On en déduit que o(G) < B, et d’aprés la conjugaison des
sous-groupes de Borel donnée par la Proposition 3.25, on conclut. [J
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En dehors du fait que le Lemme 3.30 joue un role important dans le Théoréme
4.19, il permet de retrouver une propriété des groupes algébriques, a savoir que

le radical résoluble d’un groupe algébrique est contenu dans tout sous-groupe de
Borel.

Le lemme suivant généralise le Corollaire 1.96 aux groupes définissables li-
néaires.

Lemme 3.31. — Dans une structure de rang de Morley fini, si L1, ..., L, sont des
groupes algébriques linéaires sur des corps interprétables Ky, ..., IK,, respectivement.
Alors pour tout sous-groupe définissable et connere G de Ly X ... X L,, chaque
projection de [F(G),G] sur L; parallélement au produit des L; pour j # i, est un
groupe unipotent sur IK;. De plus, si tous les corps son t de caractéristique nulle,
on a [F(G),G] =U; x ... x U, ot U; est un sous-groupes unipotent de L.

PREUVE — On peut supposer L; = p;(G) ot p; est la projection sur L;. Comme
dans la preuve du Lemme 3.17, on a

F(G) < F(L) % ... x F(Ly)

Alors
[F(G)vG] g [F(Ll)aLl] X X [F(Ln)v[’n]

et d’aprés le Corollaire 1.96 [F(L;), L;] est unipotent sur IK; pour tout i. En
particulier si les corps sont de caractéristique nulle, alors [F(L;), L;] est un Ug,-

groupe homogéne pour tout i ; d’aprés le Lemme 2.28, on conclut sur la forme de
[F(G),G]. O

Lemme 3.32. - Soit G un groupe de rang de Morley fini définissablement linaire
sur des corps interprétables Ky, ..., K,,. Alors G/F(G) est définissablement linéaire
sur ces meémes corps.

PREUVE — On peut supposer que G est un sous-groupe définissable de L; x
. X Ly ou Ly, ..., L, sont des groupes linéaires sur Ky, ..., IK,, respectivement. Soit
p; la projection sur L; parallélement au produit direct des L; pour j # . On
peut supposer chaque L; est la cloture de Zariski de p;(G). On obtient F(G) =
GNF(Ly) x..x F(Ly,). Sion pose F=F(Ly) X ...x F(L,), on a

G/F(G) 2% GFJF < (Ly X ... x Ly)/F 2 Ly /F(Ly) % ... x L,/ F(Ly)

D’aprés la Remarque 3.16 le groupe L;/F(L;) est algébrique linéaire sur K; pour
tout ¢; on conclut. [

Le lemme suivant est de la méme veine que les Lemmes 3.17 et 3.32.

Lemme 3.33. - Soit G un groupe de rang de Morley fini définissablement linéaire
sur des corps interprétables IKy, ..., IK,,. Alors G/Z(Q) est définissablement linéaire
sur ces meémes corps.

a7



CHAPITRE 3 : Groupes définissablement linéaires et définissablement affines

PREUVE — On supposer que G est un sous-groupe définissable de Ly X ... X L,
ou L; = p;(G) est un groupe algébrique linéaire sur K; comme dans la preuve
précédente. 11 suffit de montrer que Z(G) = G N (Z(Ly) X ... x Z(Ly)).

Pour tout i, p;(Z(G)) est un sous-groupe de Z(p;(G)), donc p;(G) est contenu
dans Cr,(p;(Z(G))). Comme Cr,(p;(Z(G))) est fermé, alors on obtient L; =
pi(G) = CL,(pi(Z(G))). Done pi(Z(G)) < Z(L;) pour tout i et en déduit que
Z(G) =GN (Z(Ly) X ... x Z(Ly)). Ainsi

G/Z(G) 2% GZ(Ly x ... x L,)/Z(Ly % ... x L) = L1/ Z(Ly) X ... X L,/ Z(Ly,)

et comme L;/Z(L;) est algébrique linéaire sur IK; pour tout 4, on conclut. [

3.2 Ugk-groupes définissablement linéaires

Dans le Chapitre 2, nous avons donné une approche de I'unipotence en carac-
téristique nulle dans les groupes de rang de Morley fini, & travers la notion de
Uk-groupe, pour K un corps de caractéristique zéro. Nous avons vu que les Uk-
groupes homogénes sont nilpotents, et donc définissent encore mieux cette notion
d’unipotence. Dans le langage de pur corps I, ou I est un corps algébriquement,
clos de caractéristique zéro, les Up-indécomposables d'un groupe algébrique G sur
I sont isomorphes a . Ainsi les Up-sous-groupes nilpotents en sont des sous-
groupes unipotents et inversement. Dans un groupe GG de rang de Morley fini, ceci
n’est toujours pas vérifie. C’est ce qui conduit Frécon & définir pour tout groupe
de rang de Morley fini G, le sous-groupe

V(G) = (J(A) | Aindécomposable de G).

L’utilité de ce sous-groupe sera de fournir un critére d’'unipotence algébrique
aux Ugk-groupe nilpotents, pour tout corps interprétable IK de caractéristique zéro.
En effet :

Fait 3.34. - (Frécon, [18, Lemme 4.12]) Soient G un groupe nilpotent de rang
de Morley fini, et IK un corps interprétable de caractéristique zéro tels que G est
un Ug-groupe. Alors G est définissablement isomorphe a un groupe algébrique
unipotent sur K si et seulement si V(G) = 1.

De plus, dans ce cas, G est un Uk-groupe homogene.

D’aprés le Fait 3.34, il vient que tout Uk-sous-groupe G-minimal abélien A
d’un groupe G de rang de Morley fini est définissablement isomorphe & un groupe
unipotent sur IK, pour K un corps interprétable de caractéristique zéro; on a
A =def K" pour un entier n > 1. De plus, si G est résoluble, alors A ~def K,
d’apreés le Théoréme de corps de Zil'ber (Fait 1.31).

Remarque 3.35. -
1 D’aprés le Théoréme des Indécomposables de Zilber, V(G) est un sous-
groupe définissable connexe et caractéristique de G, pour tout groupe G de
rang de Morley fini;
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3.2 Uk-groupes définissablement linéaires

2 D’aprés le Fait 2.15 on a V(G/H) = V(G)H/H, pour tout sous-groupe
normal définissable H de G

Fait 3.36. - (Frécon, [18, Proposition 4.9]) Soit G un groupe nilpotent de rang
de Morley fini interpétant un corps F de caractéristique zéro. Alors G a un plus
grand sous-groupe définissable, définissablement isomorphe a un groupe algébrique
unipotent sur IF.

Mustafin dans le fait qui suit, donne une généralisation de la décomposition
de Jordan aux sous-groupes définissables d’un groupe algébrique linéaire sur un
corps de rang de Morley fini et de caractéristique nulle.

Fait 3.37. - (Mustafin, [32, Proposition 1.11])(Décomposition de Musta-
fin)Soient K un corps de rang de Morley fini de caractéristique nulle, et G un
sous-groupe définissable de GL,(K). Alors :
(i) Tout élément g de GL,(K) est produit, de maniére unique, d’un élément
gs semi-simple et d’un élément unipotent g, qui commutent.
(ZZ} Si gh = hg: alors (gh)s = gshs et <gh>u = guhu
(i11) Si g € G, alors gs € G et g, € G.
(iv) Si A est un sous-groupe définissable abélien de G, Ay = {g € Alg = gs}
et A, = {g € Alg = g.} sont des sous-groupes définissables de A et on a
A=A, x A,.
(v) Si f est un homomorphisme définissable de G dans GL,(K), alors pour
tout g € G, f(gs) = f(9)s et f(gu) = [(9)u-

Remarque 3.38. — Le point (iv) du Fait 3.37 peut étre généralisé aux groupes
nilpotents. En d’autres termes, si H est un sous-groupe définissable nilpotent de
GL,(K) ou K est un corps de rang de Morley fini et de caractéristique nulle, alors
H = H, x Hy; avec H, I'’ensemble des éléments unipotents de H et H, I'’ensemble
de ses éléments semi-simples.

En effet, ona H = H, x Hy; donc H, = H, N H et H, = H, N H. Aussi,
pour tout h € H,on a h, € H et hy € H d’aprés le Fait 3.37(¢i7). Donc on a bien
H=H,x H,.

Lemme 3.39. — Soient IK un corps de rang de Morley fini et de caractéristique
nulle. Alors tout Uk-sous-groupe de GL,(K) pour n € IN*, formé d’éléments semi-
simples est trivial.

PREUVE — Il suffit de le montrer pour tout Ugk-groupe indécomposable de
GL,(K). Soit A un Uk-sous-groupe indécomposable de GL,,(K) formé d’éléments
semi-simples. Alors A s’injecte dans (IK*)” pour un entier 7 > 1. Notons p, la
projection de A sur une copie de K*. Alors A/ker(p) =29¢/ p(A) définissablement
et on a

rk(A/ker(p)) < rk(IK*)
Si ker(p) < A, alors ker(p)° < J(A) et on a
rk(A/ker(p)) = rk(A/ker(p)°®) > rk(A/J(A)) = rk(K)
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On obtient
rk(A/ker(p)) = rk(A/ker(p)°) = rk(K*) = rk(Ky) = rk(A/J(A))

d’ou A/ker(p) =4/ K*. En particulier ker(p)° = J(A) et comme ker(p)/ker(p)°
est fini et A/J(A) est sans torsion, on a J(A) = ker(p). Ainsi A/J(A) =/
K, =%/ K* ce qui est absurde. Donc ker(p) = Aet A=1. O

Proposition 3.40. — Soit I un corps de rang de Morley fini de caractéristique
zéro. Soit A un Uk-sous-groupe de GL,(K) pour n € IN*. Alors A est engendré
par ses éléments unipotents. En particulier A est fermé, et si A est nilpotent, alors
A est unipotent sur K.

PREUVE — D’aprés le Lemme 3.39 et le Fait 3.37, tout Ugk-sous-groupe indé-
composable de A est unipotent. On conclut d’apreés le Fait 3.10. [

Proposition 3.41. - Soient G un groupe connexe de rang de Morley fini, défi-
nissablement linéaire sur des corps interprétables de caractéristique nulle et U un
Uk -sous-groupe nilpotent normal, pour IK un corps interprétable de caractéristique
nulle. Alors le groupe UZ(G)/Z(G) est définissablement isomorphe & un groupe
unipotent sur IK.

PREUVE — On peut supposer G < Ly X ... X L, ol L; est un groupe algébrique
linéaire sur un corps K; de caractéristique zéro. On peut aussi supposer K; 2 K;
pour tout ¢ # j. Considérons p;, la projection de G sur L; parallélement au
produit direct des L; pour j # i; on peut alors supposer que L; = p;(G) ou
]TG) est la cloture de Zariski de p;(G). En particulier L; est connexe d’aprés le
Corollaire 3.19. D’aprés le Lemme 3.33, le groupe G/Z(G) est définissablement
linéaire sur les corps KK; et d’aprés la preuve de ce méme lemme, il se plonge
définissablement dans Li/Z(Lq) X ... X L, /Z(L,). D’aprés le Fait 2.15 p;(U) est
un Uk-groupe nilpotent et la décomposition de Mustafin (Remarque 3.38) nous
donne p;(U) = p;(U), xp;(U)s. En particulier p;(U),, est un Uk,-groupe homogeéne,
et le Fait 2.15 affirme que p;(U), =29 p;(U)/p;(U), est aussi un Uk-groupe.

Soit j tel que K; 22 K. Supposons p;(U), # 1 et soit A un Ug-sous-groupe
indécomposable de p;(U),. Comme p;(U), est un Ug,-groupe homogéne, alors A
est un Uk -sous-groupe indécomposable et on a (K;), =% A/J(A) =% K, . Ce
qui est impossible. Donc p;(U), = 1 et p;(U) = p;(U)s. Comme U est normal dans

G, il vient que p;(U) est un tore normal dans L;. Par rigidité des tores normaux
(Fait 1.76), on a p;(U) < Z(L;).

Aussi, si U € Z(G), alors il existe un unique j tel que K; 2% Ket UZ(GQ)/Z(G)
se plonge définissablement dans L;/Z(L;); ce qui montre que UZ(G)/Z(G) est
définissablement linéaire sur K. On conclut avec la Proposition 3.40. [J

3.3 Groupes définissablement affines

Les groupes de rang de Morley fini définissablement affines généralisent la
notion de groupes définissablement linéaires : ce sont les sections définissables
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des groupes définissablement linéaires. De ce fait ils sont plus maniables que les
groupes définissablement linéaires dans les raisonnement par induction.

Définition 3.42. - Un groupe de rang de Morley fini G est dit définissablement
affine sur des corps Ky, ..., K, (interprétables dans G), s’il est définissablement
isomorphe & une section définissable de H; x...x H,, ot H; est un groupe algébrique
linéaire sur IK;.

Remarque 3.43. -
1 Toute section définissable d’un groupe définissablement affine est affine.
2 Tout groupe définissablement linéaire est définissablement affine.

Si G est définissablement affine, on écrit G =%/ U/V ou U est un sous-groupe
définissable de Ly X ... x L,, pour L, ..., L,, des groupes algébriques linéaires sur des
corps interprétables KKy, ..., K, respectivement. Dans cette section , il est essen-
tiellement question de la caractéristique nulle. Dans ce cas précis, notre principal
résultat qui est donné a la Proposition 3.44 va nous fournir un choix particulier
des sous-groupes U et V' mais aussi des groupes algébriques linéaires L;.

Proposition 3.44. - Soit G un groupe conneze de rang de Morley fini, définissa-
blement affine sur des corps interprétables Ky, ..., IK,, de caractéristique nulle tels
que IK; 2 K; pour tout i # j. Alors il existe des groupes L, algébriques linéaires
connezxes sur K; ; un couple (U, V') de sous-groupes définissables de Ly X ... X L,
avec V normal dans U et U connexe, tels que G =% U/V et vérifiant :
(i) VN L; est sans sous-groupe fermé connexe non trivial; en particulier VN L;
est sans unipotents;
(1) Siv eV esttel que p;(v) soit un élément unipotent non trivial de L;, ot
p; est la projection sur L;, alors d(v) N L; = 1;
(iii) V est central dans Ly X ... X Ly ;
(iv) (Ly % ... x L,) NV est fini.

PREUVE — Comme G est définissablement affine sur Ky, ...,IK,, alors on a
G =] U/V on V est un sous-groupe définissable normal de U et U est un sous-
groupe définissable de Ly x ... X L, avec L; groupe algébrique linéaire sur K.
Comme G est connexe, on a

G = Ueviv = uc/ueny

et U° est aussi un sous-groupe définissable de Ly x ... x L,. Quitte a remplacer
U par U° et donc V par U° NV, on peut donc choisir U connexe. Choisissons V'
de rang de Morley minimal. Soit p; la projection de U sur L; parallélement au
produit direct des L; pour j # i. Alors prenons L; = p;(U) la cloture de Zariski
de p;(U). D’aprés le Corollaire 3.19 L; est connexe.

Prouvons (7). Supposons que V N L; posséde un sous-groupe fermé connexe
non trivial, et soit A le plus grand. Alors A est un sous-groupe (algébriquement)
caractéristique de V' N L; et A est p;(U)-normal. Comme A est fermé, A est donc
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L;-normal. Ainsi L;/A est linéaire et U/A est définissablement isomorphe a un
sous-groupe de Ly X ...L; 1 X L;/A X L;11 X ... X L,. De plus, on a

G =Wl y)v =l (U/A)/(V/]A).

Par minimalité de rk(V'), on a rk(A) = 0 et par connexité de A on obtient A = 1.
D’aprés les Faits 3.37 et 3.10 on en déduit que V N L; est formé d’éléments semi-
simples.

Prouvons (ii). Ecrivons v = (v1,...,v,). Alors p;(v) = v; € V' \ {1} et on a
d(v;) 29 (K;)4. De plus, en posant D = d(v) N (Ly X ... X Li_y x {1} x Li;1 X
.. X Ly), on a d(v)/D =% d(v;) =% (K;),. Si d(v) N L; # 1, par minimalité de
d(v)/D =%/ (K;), on a (d(v) N L;)D/D = d(v)/D, et comme L; N D = 1, on
obtient

d(v) N L; 2% (d(v)N L;))D/D = d(v)/D =% (K;),

Ainsi, d(v) N L; est un sous-groupe unipotent de V' N L;, donc fermé connexe non
trivial. Ce qui est impossible d’aprés le point (7). Donc on a bien d(v) N L; = 1.

Prouvons (7iz). Soit C' un sous-groupe de Carter de V. Comme V est défi-
nissablement linéaire, alors d’apres le Fait 3.21 ses sous-groupes de Carter sont
conjugués et en appliquant 'argument de Frattini on obtient

U= Ny(C)V = NV
ot N = Ny(C). 1l vient alors
G=~U/V=NV/V=N/NAV=NAU/NAV

et par minimalité de rk(V'), on obtient V° = (NNV)°. Or (NNV)° = Ny (C)° = C.
On en déduit que V° est nilpotent et on a V° < F(V). D’aprés le Lemme 3.31,
U, F(V)] < [U, F(U)] est définissablement linéaire et contenu dans Uy X ... x U,
avec U; unipotent sur IK;. D’aprés le Lemme 2.28 on a

U, F(V)] = ([U, F(V)] N UL % ... x ([U, F(V)| N U,).

De plus, chaque [U, F(V)] NUj; est un sous-groupe définissable connexe de V N L;
formé d’éléments unipotents, il est donc fermé (Fait 3.10). Ainsi d’aprés le point
(i), [U,F(V)]NnU; = 1 pour tout i et on a [U, (V)] = 1. En particulier V°
centralise U. Comme U est connexe, alors U centralise V/V° et V/V° est abélien.
On en déduit que V est nilpotent et on a V' = F(V). Ainsi V centralise U.
Maintenant [p;(U),p;(V)] = 1 pour tout ¢, donc pour tout v € p;(V) il vient
pi(U) < Cp,(v). Mais Cp,(v) est fermé d’aprés le Fait 1.70, alors L; centralise
pi(V') pour tout i. On conclut donc V' est central dans Ly X ... X L.

Montrons (iv). Supposons que (L; X ... x L) NV est infini. Alors il existe 4 tel
que p;(((Ly % ... x L,) ' NV)°) est infini. Posons H; = p;(((Ly x...x L,,) NV)°). Alors
H; est abélien car V D'est, et d’aprés le Fait 3.37(iv) on a H; = (H;), X (H;)s. En
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particulier (H;), et (H;)s sont des sous-groupes connexes. D’aprés la Remarque
1.91 L;Np;(V), est fini. Comme (H;), est un sous-groupe connexe de L; Np;(V),,
alors (H;), est trivial et on a H; = (H;),.. On en déduit que p;(((L1 x...x L) NV)°)
est unipotent sur IK; pour tout i. En particulier p;(((Ly x ... x L,) NV)°) est un
Uk,-groupe homogeéne pour tout 7; en appliquant le Lemme 2.28, on obtient une
contradiction au point (). [

Corollaire 3.45. — Soit G un groupe résoluble connexe de rang de Morley fini,
définissablement affine sur des corps interprétables de caractéristique zéro. Alors
G’ est définissablement linéaire.

De plus, pour tout corps interprétable I¥ de caractéristique nulle, UF(G/) est
définissablement wsomorphe o un groupe unipotent sur IF.

PREUVE — On fixe des groupes U et V, des corps Ky, ..., K, et des groupes
algébriques linéaires L, ..., L, comme dans la proposition précédente. Comme G
est résoluble alors U est résoluble et donc L; est résoluble aussi. En particulier L,
est unipotent sur KK; pour tout ¢ et d’aprés le Lemme 2.28, on a

UNV=UnNVAL)x..xUNVAL,)

Or d’aprés le point (ii) de la proposition précédente, on a V N L, = 1 pour tout
i. On conclut que U' NV = 1. Par conséquent, on a

G =T yVv ety

d’ott G est définissablement linéaire. B

Comme G est résoluble connexe, alors G est un U-groupe d’aprés le Fait 2.39.
En particulier U]F(G/) est un Up-groupe homogéne d’aprés le Fait 2.34. Comme G’
est définissablement isomorphe a U’, alors U]F(G/) est isomorphe & un sous-groupe
définissable E de U’ et d’aprés le Lemme 2.28 on a

E=(ENL)x..x(ENL)

Comme FE est un Up-groupe homogéne, alors chaque E N L; est a la fois un Up-
groupe homogéne et un Uk, -groupe homogene. Alors d’aprés le Fait 2.27 soit
En L; = 1 pour tout ¢ et on a UF(G') = 1, soit il existe un unique indice ¢ tel que
ENL;#1etonalF =% K; Dans ce dernier cas, on obtient £ < L;, et E est
unipotent sur F 2%/ K, : ce qui achéve la preuve. O

Le Corollaire 3.46 généralise le Lemme 3.31 aux groupes définissablement af-
fines connexes.

Corollaire 3.46. - Soit G un groupe connexe de rang de Morley fini, définissable-
ment affine sur des corps interprétables Ky, ...,K,, de caractéristique nulle. Alors
[F(G), G| est définissablement isomorphe & un produit direct de groupes Uy, ..., U,,
unipotents sur Ky, ..., IK,, respectivement.
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PREUVE — On fixe des groupes U et V donnés par la Proposition 3.44 tels
que G =29/ U/V. D’aprés la Proposition 3.44 (iii) on a V < Z(U). Alors on a
FU/V)=FU)/V et

(G, F(G)] =" [U, F(U)[V/V =% [U, F(U)]/[U, F(U)]nV

Mais d’aprés le Lemme 3.31 et la Proposition 3.44 (i) on a [U, F(U)|NV =1,
alors [G, F(G)] =%/ [U, F(U)] et on déduit le résultat du Lemme 3.31. [

Fait 3.47. - [22, Proposition 4.3| Soit G un groupe de rang de Morley fini dont
la composante connexe est définissablement linéaire sur un nombre fini non nul
n de corps interprétables IKq, ..., IK,,. Alors G est définissablement linéaire sur ces
memes corps.

La Proposition 3.48 est du méme type que le Lemme 3.17.

Proposition 3.48. - Soit G un groupe de rang de Morley fini, définissablement af-
fine sur des corps interprétables Ky, ..., K,, de caractéristique nulle. Alors G/o(G)
est définissablement linéaire sur ces mémes corps.

PREUVE — On peut supposer que G n’est pas résoluble. Supposons que le
résultat est vrai pour tout groupe connexe. Alors G°/0(G°) est définissablement
linéaire. Or 0(G°) = o(G) N G°, il vient que

G0 (G)/o(G) = G°Ja(G°)

et G°0(G)/o(G) est définissablement linéaire. D’aprés le Fait 3.47, on conclut que
G/o(G) est définissablement linéaire. On peut donc supposer G connexe.

Comme G est définissablement affine sur Ky, ..., K,, de caracatéristique nulle,
soient U,V et L; donnés par la Proposition 3.44. Comme V centralise U, alors
V<o) etonaoclU/V)=0cU)/V. Ainsi G/o(G) = U/o(U), et d’aprés le
Lemme 3.17, G/o(G) est définissablement linéaire sur K, ..., K,. O

La Proposition 3.49 est du méme type que le Lemme 3.32.

Proposition 3.49. - Soit G un groupe de rang de Morley fini, définissablement af-
fine sur des corps interprétables Ky, ..., K,, de caractéristique nulle. Alors G/F(G)
est définissablement linéaire sur ces mémes corps.

PREUVE — On peut supposer G n’est pas nilpotent. Comme on a F(G°) =
G° N F(G), il vient G°F(G)/F(G) = G°/F(G°) et d’aprés le Fait 3.47, on peut
supposer GG connexe.

Comme G est définissablement affine, soient U,V et L; donnés par la Propo-
sition 3.44. On a F(U/V) = F(U)/V puisque V centralise U. On en deduit que
G/F(G) 2% U/F(U) et d’aprés le Lemme 3.32, G/F(G) est définissablement
linéaire sur les corps Ky, ..., K,,. U

La Proposition 3.50 est de la méme veine que le Lemme 3.33
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Proposition 3.50. — Soit G un groupe connexe de rang de Morley fini, définis-
sablement affine sur des corps interprétables Ky, ...,IK,, de caractéristique nulle.
Alors G/Z(G) est définissablement linéaire sur ces mémes corps.

PREUVE — On fixe des groupes U et V, et des groupes algébriques lineéaires
Ly, ..., L, donnés par la Proposition 3.44; en particulier Z centralise U. Posons
Z|V =Z(U/V), et montrons que Z = Z(U).

Comme V centralise Z, alors Z est nilpotent et on a Z < F(U). Comme on a
[Z,U) <V < Z(Ly x ... x L), on obtient avec le Lemme 3.31 :

(Z, U] < Z(Ly)y X oo X Z(Lyp)u
Puis d’aprés le Lemme 2.28 on a
(Z, U] = ([Z, Ul N Z(L1)y) X ... x ([Z, U] N Z(Ly)u)

Or d’aprés la Proposition 3.44 (i7), [Z, U|NZ(L;), = 1 pour tout i, donc [Z, U] = 1
et on a Z = Z(U). Ainsi on a G/Z(G) =%/ U/Z(U) et d’aprés le Lemme 3.33, le
groupe G/Z(G) est définissablement linéaire sur Ky, ..., K,. O

3.4 Remarques sur le produit de groupes définis-
sablement affines

Dans cette section, nous analysons les produits de groupes définissablement
affines.

Il est clair que le produit direct de groupes définissablement linéaires est aussi
définissablement linéaire. De ce fait, le produit direct de deux sous-groupes défi-
nissablement affines H et K d’un groupe G de rang de Morley fini est également
définissablement linéaire. En effet, si on pose H = Uy /Vy et K = Uk /Vk, alors
H x K = Uy x Uk /Vyg x Vi et on conclut.

Dans le Lemme 3.51, nous allons montrer que le produit central deux groupes
définissablement affines H et K est aussi définissablement affine.

Lemme 3.51. — Soient G un groupe de rang de Morley fini et H et K deux sous-
groupes définissablement affines qui se centralisent. Alors HK est définissablement

affine.

PREUVE — L’application

p : HxK — HK
(h,k) +~ hk ’

est un morphisme définissable surjectif et H x K/ker(¢) = HK. Comme H x K
est définisablement affine, alors H x K/ker(y) est définissablement affine et on
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conclut. [

En particulier le produit central de groupes définissablement linéaires est dé-
finissablement affine. Toutefois, le lemme qui suit permet d’avoir mieux.

Lemme 3.52. — Soient G un groupe de rang de Morley fini et G1,Gs deux sous-
groupes définissablement linéaires sur un corps interprétable IK de caractéristique
nulle. St G1 N Gy est fini et si G et Gy se centralisent, alors G1Go est définissa-
blement linéaire sur K.

PREUVE — On reprend la méme démonstration que précédemment, alors on
a G1Gy = G X Go/E ou E < G1 N Gy fini. Comme G X Gy est définissable-
ment linéaire sur KK, alors G; x G5/FE est définissablement linéaire sur K et on
conclut. [J
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Chapitre 4
K-groupes

Définition 4.1. - Un groupe de rang de Morley fini est appelé K -groupe si toutes
ses sections simples définissables infinis sont isomorphes & des groupes algébriques
sur des corps algébriquement clos.

Définition 4.2. — Un K*-groupe est un groupe dont toute section propre simple
et definissable est isomorphe & un groupe algébrique sur un corps algébriquement
clos.

Un contre-exemple minimal a la conjecture d’algébricité de Cherlin-Zilber se-
rait un K*-groupe qui n’est pas un K-groupe. L’étude des K-groupes est donc
importante car elle fournit des informations utiles au raisonnement inductif pour
répondre a la conjecture de Cherlin-Zil'ber. Le Fait 4.10 est 'un des résultats
basiques, concernant ’étude des K-groupes. C’est un théoréme de structure qui
peut étre vu comme un analogue du Fait 1.93. Il sera également présent dans la
plus grande partie des raisonnements que nous aurons a faire dans ce chapitre.
Justement 'objet de ce chapitre va consister a fournir des nouvelles informations
concenant les K-groupes. Notamment, nous établirons quelques propriétés algeé-
briques aux K-groupes dans la premiére section, donnerons d’autres résultats de
structure sur les K-groupes dans la seconde section, et aprés avoir donné quelques
résultats préliminaires sur les K-groupes définissablement linéaires dans la section
3, nous finirons ce chapitre sur une étude de linéarité.

4.1 Reésultats préliminaires

Commencons cette section par un rappel de résultats connus.

Fait 4.3. - (Frécon, [22, Proposotion 4.7]) Soit G un groupe connexe de rang
de Morley fini. Alors G = LR, pour deux sous-groupes caractéristiques définis-
sables conneres L et R de G tels que :
e o(L)° est un U-groupe et L est un K-groupe parfait;
e tout sous-groupe normal définissable connexe et non résoluble de R a une
section définissable simple non algébrique.
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De plus, cette décomposition est unique et L N R est résoluble.

En particulier, G est un K-groupe connexe si et seulement si le sous-groupe R
est résoluble.

Fait 4.4. - [4, Lemme 4.12] Soit G un groupe connexe de rang de Morley fini
et soit H un sous-groupe algébrique normal quasi-simple. Alors G = H % Cg(H)°.

Fait 4.5. - (Altinel et Cherlin, [3, Corollaire 1]) Soit G un groupe parfait de
rang de Morley fini tel que G/Z(G) soit un groupe algébrique quasi-simple. Alors
G est un groupe algébrique. En particulier, Z(G) est fini.

On dit qu’un groupe H est abélien-par-fini, s’il posséde un sous-groupe normal
abélien N tel que le quotient H/N soit fini.

Fait 4.6. - (Poizat, [33, Théoréme 3]) Soient K un corps de rang de Morley
fini, de caractéristique nulle et G un sous-groupe simple définissable de GL,(K)
qui ne soit pas un sous-groupe fermé de Zariski, alors G ne contient que des
éléments semi-simples et tous ses sous-groupes résolubles sont abéliens-par-finis.

Corollaire 4.7. — Soit G un K-groupe simple de rang de Morley fini, définissa-
blement linéaire sur un corps interprétable IK de caractéristique zéro. Alors G est
définissablement isomorphe a un groupe algébrique sur IK.

PREUVE — Comme G est un K-groupe simple, alors G est isomorphe a un
groupe algébrique sur un corps alébriquement clos IF. En particulier, ses sous-
groupes de Borel ne sont pas abéliens-par-finis. Comme G est définissablement
linéaire sur K, on en déduit d’aprés le Fait 4.6 que G est définissablement iso-
morphe & un groupe algébrique sur K. [J

Fait 4.8. - (Wolf, [40, Théoréme 8.9.27]) Soit H un groupe algébrique lineaire
simple (sans centre) sur un corps algébriquement clos L de caractéristique zéro.
Alors tout tore mazimal de H centralise un vecteur non nul de LL".

Corollaire 4.9. - Soit H un sous-groupe de GL(V') ot V' est un espace vectoriel de
dimension fini sur un corps algébriquement clos de caractéristique zéro. Supposons
que H = Hy X...x H,, ot les H; sont des groupes algébriques simples (sans centre).
Alors tout tore mazimal T de H fixe un vecteur non nul de V.

PREUVE — Posons H = V' x H, ot H agit par mutiplication sur V. Soit T}
un tore maximal de Hj, alors d’aprés le Fait 4.8 Cy(T1) # 1 et on a le groupe
Cyu(Ty) = Cy(T1) x (Ty x Hy X ... X Hy,). En particulier Hy agit sur Cy (77). Soit Ty
un tore maximal de Hy, alors il vient de méme que Cy (17 x T3) = Cey (1) (T2) # 1
et ona Cy(Th x Ty) = Cy(Ty x Ty) x (Th x Ty x H3 X ... X H,). Ainsi de suite, on
trouve Cy (17 x ... x T,,) # 1, ot T; est un tore maximal de H;. Comme tout tore
maximal de H est de la forme T} x ... x T;,, on conclut. [
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Fait 4.10. - (Altinel, [2]) Soit G un K-groupe non résoluble connezxe de rang
de Morley fini. Alors G/o(G) est isomorphe o une somme directe de groupes
algébriques simples sur des corps algébriquement clos.

Pour H un groupe algébrique linéaire, nous savons que le quotient H/R(H)
de H par son radical résoluble R(H) est un groupe algébrique semi-simple; il
se décompose donc comme produit central de groupes algébriques quasi-simples
(Fait 1.88). Le Fait 4.11 peut étre vu comme un analogue de cette propriété dans
le contexte des K-groupes.

Fait 4.11. - (Altinel, [2]) Soit G un K-groupe connexe non résoluble de rang
de Morley fini. Alors G/o(G)° est isomorphe a un produit central fini de groupes
algébriques quasi-simples sur des corps algébriquement clos.

Les résultats qui suivent donnent d’autres propriétés algébriques aux K-groupes
de rang de Morley fini.

Le Lemme 4.12 est un analogue du Fait 1.83.

Lemme 4.12. — Soient G un K-groupe connexe de rang de Morley fini et B un
sous-groupe de Borel de G. Si B est nilpotent, alors G = B.

PREUVE — On peut supposer que GG est non résoluble. D’aprés le Fait 4.10 on

G/o(G) =S X ... x S,

pour Sy, ...,.5, des groupes algébriques simples. D’aprés les Lemmes 3.28 et 3.30
les sous-groupes de Borel de G/o(G) sont de la forme B/o(G) ot B un sous-
groupe de Borel de G. Soit B un sous-groupe de Borel de G. Comme B/c(G) est
un sous-groupe de Borel de G/o(G), on a

B/o(G)= By x ... x B,

ol B; est un sous-groupe de Borel de S;. Comme B est nilpotent, alors B; est
nilpotent pour tout ¢. Or d’aprés le Fait 1.83 on a S; = B; pour tout i, on en
déduit que B = o(G), ce qui est impossible. [

Remarque 4.13. - D’aprés la Remarque 3.15, il n’est malheureusement pas pos-
sible en 1’état actuel de nos connaissances d’étendre le Lemme 4.12 aux groupes
de rang de Morley fini définissablement linéaires en toute généralité, et ce a cause
de l'existence possible de mauvais groupes.

La Proposition 4.14 est un analogue du Théoréme du Normalisateur donné par
le Fait 1.86.

Proposition 4.14. — Soit G un K-groupe connexe de rang de Morley fini. Alors
N¢(B) = B pour tout sous-groupe de Borel B de G.
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PREUVE — On peut supposer G non résoluble. On a G/o(G) = S; x ... x S,
ol les groupes S, ..., S, sont algébriques simples. Soit B un sous-groupe de Borel
de G. Alors B/o(G) est un Borel de G/o(G) (Lemmes 3.28 et 3.30) et on a
B/o(G) = By X ... X B, ou B; est un sous-groupe de Borel de S;; il s’ensuit

Ng/U(G)(B/O'<G)) = Nsl(Bl) X ... X NSn(Bn)'

D’aprés le Fait 1.86 on a Ng,(B;) = B; pour tout ¢, donc Ng /o) (B/o(G)) =
B/o(G). Mais Ng/o(q)(B/o(G)) = Ng(B)/o(G), donc on a bien Ng(B) = B. O

Si G est un sous-groupe définissable et connexe de GL,(K) pour n € IN* et
K un corps de rang de Morley fini et de caractéristique zéro, alors d’apreés le Fait
313 ona G/o(G) =Gy X ... x G, x C ou Gy, ..., G, sont des groupes algébriques
simples sur K et C' un groupe connexe sans unipotents. En particulier C' est un
mauvais groupe; et si C' est simple, on a N¢(T) = T pour tout sous-groupe de
Borel T' de C' [6, Théoréme 13.3]. Alors la Proposition 4.14 reste vraie pour le
groupe G, si C' est simple. Par contre, le manque d’informations sur le groupe C'
ne permet pas de généraliser la Proposition 4.14.

Lemme 4.15. - Soit G un K-groupe connexe de rang de Morley fini. Alors on a
Z(B) < 0(QG) pour tout sous-groupe de Borel B de G.

PREUVE — On peut supposer GG non résoluble. Soit B un sous-groupe de Borel
de G, alors B/o(G) est un sous-groupe de Borel de G/o(G) (Lemmes 3.28 et
3.30). De plus on a

B/o(G)= By x ... x B,

pour By, ..., B, des sous-groupes de Borel de 51, ..., S,, respectivement, et Sy, ..., S,
des groupes algébriques simples (Fait 4.10). En particulier on a

Z(B/o(G)) 2 Z(By) X ... x Z(By,).

D’aprés le Fait 1.84 on a Z(B;) = Z(S;) = 1 pour tout i, d’ou Z(B/o(G)) est
trivial. On en déduit que Z(B) < o(G). O

Lemme 4.16. — Dans un univers de rang de Morley fini, on considére un corps
interprétable K de caractéristique zéro, et G un groupe non abélien, algébrique
conneze sur IK. St G s’injecte définissablement dans un groupe H algébrique sur
un corps interprétable F de caractéristique zéro, alors K =%/ F.

PREUVE — Soit B un sous-groupe de Borel de G. D’aprés le Fait 1.83, B
est non abélien. Aussi B’ étant unipotent sur IK, ¢’est un Ugk-groupe homogéne
non trivial. Considérons v I'injection de G dans H, alors (B') est un Uk-groupe
homogene (fait 2.15). D’autre part, y(B) est un sous-groupe résoluble et connexe
de H, alors v(B) = v(B') est un Ug-groupe homogéne non trivial. Donc v(B')
est & la fois un Uk-groupe homogéne et un Up-groupe homogéne. D’aprés le Fait
2.27, on en déduit que K =9/ F. O

70



4.1 Résultats préliminaires

Notation 4.17. — Pour tout groupe connexe G de rang de Morley fini, on note
K (G) linstersection des sous-groupes définissables normaux H de G tel que le

quotient G/H est un U-groupe.

Fait 4.18. - [21, Lemme 3.23] Soit G un groupe conneze de rang de Morley
fini. Alors K(G) est le plus petit sous-groupe définissable normal de G tel que
G/K(G) est un U-groupe.

Nous terminons cette section par le Théoréme 4.19 qui permet d’établir aux
K-groupes sans sous-groupe infini d’exposant borné une propriété bien connue
des groupes algébriques linéaires donnée par le Fait 1.84.

Théoréme 4.19. — Soit G un K-groupe connexe de rang de Morley fini sans
sous-groupe infini d’exposant borné. Alors Z(G) = Z(B) pour tout sous-groupe de
Borel B de G.

PREUVE — D’aprés les Lemmes 3.30 et 4.15 on a
Z(B)<o(G)<B

pour tout sous-groupe de Borel B de G. En particulier, on a Z(B) < Z(0(G)). Po-
sons Z, = Z(o(G)). Comme o(G) est un sous-groupe de C(Z,), il vient d’aprés le
Fait 4.10 que G/C¢(Z,) est isomorphe a un produit direct de groupes algébriques
simples ; écrivons :

G/Cq(Zy) 2 Gy X ... x Gy

ou (G, ..., G, sont des groupes algébriques simples sur des corps algébriquement
clos Ky, ..., KK,, de caractéristique nulle. D’aprés Lemme 3.28, BCx(Z,)/Ce(Z,)
est un sous-groupe de Borel de G/Cq(Z,) et on a

BCG(ZU>/CGf(ZJ) 2By X .. X Bn

ot By, ..., B, sont des sous-groupes de Borel de Gy, ..., G, respectivement. Comme
(; agit par conjugaison sur Z,, on peut poser Z; = Z,/Cy (G;).

(1) Montons que Cz,(G;) =1 pour tout i =1, ..., n.
Soit T € Uy, (G;). Alors I'application

v Gz — CZJ<GZ)
u = [z,ul

Y

est un morphisme définissable de groupes. Mais Cz, (G;) est abélien et G;/ker ()
est isomorphe & un sous-groupe définissable de C_(G;), alors comme G est simple,
on a G; = ker(y). Donc on a x € Cyz, (G;) et Cz(G;) = 1.

(1) Montrons que Z; est connexe et sans torsion.
Comme G est sans sous-groupe infini d’exposant borné, il en est de méme
pour Z,. Soit T le pseudo-tore maximal de Z,, alors (G; centralise T et on a
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T < Cz (G;) = 1. En particulier, Z; est sans pseudo-tore non trivial et Z? est
sans torsion. On obtient

Zi=7°x F

ou I est un sous-groupe fini caractéristique. Donc F' est centralisé par G; et on a
F < Cyz(G;) = 1. Ainsi, Z; = Z7, et on conclut que Z; est connexe et sans torsion.

(1ii) Montrons que Z; est un Uk,-groupe homogéne.

Comme le groupe Z; est abélien connexe, il est contenu dans tout sous-groupe
de Borel By de Z, x Gy, et on a Z2 < F(By). Mais d’aprés le fait 2.40, le quotient
F(By)/Z(By) est un U-groupe, alors Z°/Z° N Z(By) est un U-groupe (Fait 2.37)
et on a K(Z2) < Z(B,) (Fait 4.18). Comme G; est t engendré par ses sous-groupes
de Borel, c’est aussi le cas de Z7 x G, et comme K(ZO) est normal dans Z, x G}
on en déduit que K(ZO) centralise Z7 x G;. Par conséquent K(ZO) est un sous-
groupe de Cyz_ (G;) et d’aprés les Faits 4.18 et 2.37(i) Z; = Z2C5 (G;)/Cz,(G;)
est un ﬁ—groupe. D’apres le Fait 2.34, on a

Zi = U']F1 (Zz) X ..o X U]Fm(Zz)

pour Fy,...,IF, des corps interprétables de caractéristique zéro et Uy, (Z;) homo-
géne pour tout 4. Pour j = 1,...,n, soit A; un sous-groupe G;-minimal de Uy, (Z;).
Alors A; est abélien car U, (Z;) Dest, et d’aprés le Fait 1.33 on a A; =%/ (F,)",
pour un entier r > 1. Comme G; agit sur A;, alors G; est définissablement linéaire
sur I; (Fait 3.6) et d’aprés le Lemme 4.16, on a K; =%/ F;. On conclut que Z;
est un IK;-groupe homogéne.

(1v) Montrons que Cz (G;) = Cz (B;) pour tout i =1,...,n

Supposons Cy (G;) # Cyz, (B;). Alors Cz (B;)/Cz,(G;) est un sous-groupe
infini de Z; puisque Z; est sans torsion. Considérons M, un sous-groupe infini
minimal de Cy (B;)/Cz, (G;). Comme Z; est un Ug,-groupe homogéne, on a
M =%l (K;);. Posons H = (M9 : g € G). Alors on a H =%/ (K;)"., pour
un entier > 1. Aussi, G; agit sur H, et d’aprés le Fait 3.6, le groupe H x G| est
algébrique sur K;. Comme Cy(G;) < Cz(G;) =1, on a Z(H x G;) = 1. D’aprés
le Fait 1.84, il vient que Z(Bpg) est trivial pour tout sous-groupe de Borel By de
H x G;. Mais M centralise B;, alors M centralise H x B;, et comme H x B; est
un sous-groupe de Borel de H x G;, alors on a M < Z(H x G;) = 1. Ce qui est
impossible, donc Cy_ (G;) = Cz (B;) pour tout i = 1,...,n

(v) Conclusion.
Comme Z(G) < Z, < G, on a Cy (G) = Z(G). De méme on a Cy (B) =
Z(B). Mais

Cz,(G) =Cy,(G/Ca(Z,)) = m Cz,(Gy)
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et

n

Cy,(B) = Cz,(BCa(Z,)/Ca(Z ﬂ Cy, (B

alors comme Cy_(G;) = Cz, (B;) pour tout 7, on a C’ZU(B) = Cyz,(G) Cest-a-dire
Z(G)=Z(B). O

En particulier, le Théoréme 4.19 reste vrai pour tout K-groupe connexe de
rang de Morley fini, définissablement linéaire sur un corp interprétable de carac-
téristique nulle.

4.2 Structures des K-groupes

Les principaux résultats de structure sur les K-groupes sont donnés par les
Faits 4.10 et 4.11. Dans cette sous-section nous allons en donner quelques autres.

On sait, étant donné un groupe algébrique H, que le quotient H/R,(H), de H
par son radical unipotent R, (H), est produit central d’'un nombre fini de groupes
algébriques quasi-simples par un tore. La Proposition 4.20 peut étre considérée
comme un analogue de cette propriété dans le contexte des K-groupes.

Proposition 4.20. - Soit G un K-groupe conneze de rang de Morley fini. Posons
U=U(G). Alors

G/UZ S x...x8,x0(G)° /U
ot Sy, ..., S, sont des groupes algébriques quasi-simples et le groupe o(G)°/U est
abélien. De plus, |G,0(Q)] est un U-groupe.

PREUVE — On peut supposer G non résoluble. Le Fait 4.3 donne G = Lo (G)°,
ou L est un sous-groupe connexe définissablement caractéristique, et o(L)° est un
U-groupe. Alors on a [L,0(G)°] < o(L)° < U et

G/U = LU/JU % 0(G)°JU.

De plus ¢(G)°/U est abélien d’aprés le Fait 2.39. Il reste donc a montrer que
LU/U est isomorphe & un produit central de groupes algébriques quasi-simples.

Posons V = U(L) = o(L)°. Comme (L) /V est fini, alors L centralise o(L)/V.
Comme L/V est parfait et L/o(L) est isomorphe a un produit direct de groupes
algébriques simples, on en déduit que L/V est isomorphe a un produit central de
groupe algébriques quasi-simples. Puisque V' est un sous-groupe de U, il vient que
LU/U est isomorphe a un produit central de groupes algébriques quasi-simples
Sty ey Spe

En particulier, on a
o(GJU) 2 o(8)) * ... x a(S,) * 0(G)° /U

avec 0(S1),...,0(S,) finis centraux. Comme o(G)°/U est abélien, il vient que
0(G)/U est centralisé par G et on a [G,0(G)] < U. O
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Remarque 4.21. — Soit H un K-groupe connexe de rang de Morley fini. Si
U(H) =1, alors d’aprés la Proposition 4.20 on a H = Hy * ... * H, xo(H)° ou les
H; sont des groupes quasi-simples sur des corps algébriquement clos et o(H)® est
abélien.

Définition 4.22. — Soit G un K-groupe connexe de rang de Morley fini. On dit
que G est K-réductif si U(G) = 1.

Le Corollaire 4.23 est un analogue du Fait 1.89.

Corollaire 4.23. — Soit G un groupe de rang de Morley fini K-réductif, alors on
a Z(G)° =o(G)°.

PREUVE — Comme G est K-réductif, alors U(G) = 1 et d’aprés la Proposition
420,0on a G =Gy *...x G, x0(G)° et 0(G)° est abélien, d’ou le résultat. [

Corollaire 4.24. — Soit G un groupe de rang de Morley fini K-réductif. Alors on
a G = H, %..x H, avec Hy,...H, des groupes algébriques quasi-simples sur des
corps algébriquement clos.

PREUVE — Ceci suit directement de la Proposition 4.20. [

Corollaire 4.25. - Soit G un K -groupe conneze de rang de Morley fini. Alors G’
ne contient aucun pseudo-tore normal et non trivial de G.

PREUVE — Soit T' un pseudo-tore normal de G' contenu dans G'. D’aprés la
Proposition 4.20, le quotient G'U(G)/U(G) est produit central de groupes algé-
briques quasi-simples. Alors on a T’ < U(G) et le Fait 2.34 dit que T est trivial. O

Proposition 4.26. — Soient G un K-groupe connexe de rang de Morley fini et
sans sous-groupe infini d’exposant borné, et A un sous-groupe abélien G-minimal.
Supposons C N A = 1, pour C un sous-groupe de Carter de G. Alors G/Cq(A)
n’est pas isomorphe & un produit direct de groupes algébriques simples.

PREUVE — On considére que G est un contre-exemple de rang de Morley
minimal. Par G-minimalité de A et d’aprés le Fait 2.16, soit A est un pseudo-tore,
soit A est un Uk-groupe pour K un corps interprétable de caractéristique zéro.
Si A est un pseudo-tore, alors d’apreés le Fait 1.68, A est central dans G et on a
A < C'; ce qui est impossible. Donc A est un Ugk-groupe et d’aprés le Fait 3.34
on a A =%/ K" pour un entier n. I s’ensuit que G/Cg(A) est définissablement
isomorphe & un sous-groupe S de GL,(K). Comme G est un K-groupe, alors
d’aprés le Corollaire 4.7, le groupe S est définissablement isomorphe & un produit
direct de groupes algébriques simples sur K.

Posons H = A x G/Cg(A) ou G/Cs(A) agit par conjugaison sur A. Alors
il y a un isomorphisme définissable v de H dans K" x S ou S < GL,(K) agit
naturellement sur K", et tel que v(A) = K" et v(G/Cg(A)) = S. Soit C' un
sous-groupe de Carter de G, alors CCg(A)/Cq(A) est un sous-groupe de Carter
de G/Cq(A).
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Posons Cy = CCs(A)/Cs(A) ; montrons que Cy est un sous-groupe de Carter
de H. Soit © € Ny(Cy); alors x = wg, avec w € A et g € G/Cg(A). Pour tout
c € Cy,onalgcl € G/ICs(A), et comme [z,c] = [w,c)9g,c] € Ca € G/Cq(A)
et [w,c] € A< H, alors [w,c]? € ANG/Cg(A) =1 et on a [w,c] = 1. Donc Cy
centralise w, et on en déduit que C' centralise w. Ainsi C' centralise d(w). Si w # 1,
alors d(w) est un sous-groupe connexe non trivial de A car A sans torsion, et on
adw) < ANCe(C)° < Cg(A)NC = 1; ce qui est absurde. Donc w = 1 et x
appartient & G/Cg(A). Ainsi on a Ng(Ca) < Ngjog4)(Ca) et on conclut que Cy
est un sous-groupe de Carter de H.

Comme T = v(C4) est un sous-groupe de Carter de S, ¢’est un tore maxi-
mal de S car S est un produit de groupes algébriques simples. Le Corollaire 4.9
montre que T n’est pas un sous-groupe de Carter de K" x S'; ce qui contredit le
paragraphe précédent. [J

L’exemple suivant montre que la condition C'N A = 1 de la Proposition 4.26
est nécessaire.
Exemple 4.27. — Considérons le pur groupe

G = |(a,b,c,d,s,t,u,v) € C® ad — bc =1

S OO Q
S O ac
o 8 2 »
_Q = <+

Alors il existe un morphisme surjectif de G/Z(G) dans PSLy(C). Notons N le
noyau de ce morphisme et posons G = G/Z(G); alors N = NZ(G)/Z(G) ou

1 0 s ¢
_ 01 uw v 4
N = 0010 (s, t,u,v) € C
00 01

et N est un sous-groupe abélien normal connexe de G. Comme un sous-groupe de
Carter C de G est 'image d’un groupe de la forme

o O

t
v 5 2
0 |(a, s, t,u,v) € C°,a” =1
a

o 2 »

o O e O

0

alorson a NNC # 1 et G/N = PSLy(C); N est I'unique sous-groupe G-minimal
de G.

Lemme 4.28. - Soit G un K-groupe de rang de Morley fini. Supposons que
G est le produit central avec intersection fini de deuzr sous-groupes définissables
connezes G et Go. Alors tout sous-groupe de Carter de Gy (resp. Gy) est de la
forme C' NGy (resp C N Gy), ou C est un sous-groupe de Carter de G, et on a
C=(CNGy) *(CNGy).
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PREUVE — Posons I = G; N Gs. Alors I est un sous-groupe central de G et
ona G/I =Gy/I x Gy/I. Soit C un sous-groupe de Carter de G. D’aprés le Fait
3.29, I est un sous-groupe de C'; donc C/I est un sous-groupe de Carter de G/1.
Soient C/I et Cy/1 les projections de C/I sur G/I et Go/I respectivement. En
particulier Cy/I et Cy/I sont connexes et Cy/I x Cy/I est un groupe nilpotent
connexe. Comme on a N¢, /rxcy/1(C/1)° < Ngyr(C/I)° = C/1, alors d’apreés la
condition du normalisateur on obtient C/I = C/I x Cy/I. En particulier Cy/I
et Cy/1 sont des sous-groupes de Carter de G /I et Go/I respectivement. L’éga-
lite C/I = Cy/I x Cy/I donne aussi C1/I = (G1NC)/I et Cy/I = (GoaNC)/I.
Comme I < Z(G), on en déduit que (C'NGY)° et (C'NG2)° sont des sous-groupes
de Carter de Gy et Go respectivement. Or I < Z(G4) (resp. I < Z(Gs)), donc le
Fait 3.29 donne I < (CNG4)° (resp. I < (CNGy)°), d’ou la connexité de C' NGy
et C NGy Ainsi C NGy (resp. €N Gy) est un sous-groupe de Carter de G (resp.
Gs). La conclusion suit du Fait 3.21. [

Lemme 4.29. - Soient G un groupe de rang de Morley fini, H un sous-groupe
définissable normal sans torsion et K un sous-groupe définissable connexe tels
que KH/H est un groupe algébrique quasi-simple. Si K centralise les sections G-
minimales de H, alors K est un groupe algébrique quasi-simple et HNK(®) = 1.

PREUVE — Comme KH/H = K /(K®) N H), il vient d’aprés le Fait 4.5
que K /D est un groupe algébrique quasi-simple et (KN H)/D est fini avec
D = [K®™) K®) N H]. Comme H est sans torsion, on a D = K™ N H =
[K() K N H]. Supposons que D # 1. Soit (4;);>0 une suite de sous-groupes
définissables de H telle que Ag = 1 et A;11/A; est G-minimal. Considérons m le
plus grand entier tel que D € A,,. Alors D est contenu dans A,, 1, et comme
K < K centralise les sections G-minimales de H, il vient que K centralise
D/DNA,,. On obtient D = [K(®) KN H] < DN A,, < D, ce qui est absurde.
Donc D = K™ N H =1 et K(*) est algébrique quasi-simple. [

Lemme 4.30. - Soit G un K-groupe connexe et parfait de rang de Morley fini.
Alors on a [G,0(G)°] = 0(G)°; en particulier o(G)° est un U-groupe.

PREUVE — On rappelle que [G,0(G)] est un (N]—groupe d’aprés la Proposition
4.20. Quitte a quotienter G par [G,0(G)°], on peut supposer o(G)° est contenu
dans Z(G). Le Fait 4.11 permet d’écrire G/o(G)° = G1/0(G)° * ... x G, /o(G)° ou
G1/0(G)°,...,G,/o(G)° sont isomorphes a des groupes algébriques quasi-simples,
alors d’aprés le Fait 4.5, chaque groupe GEOO) est isomorphe & un groupe algébrique
quasi-simple et Ggoo)ﬂa(G)o est fini. Comme GZ(AOO)U(G)O/U(G)O = G;/o(G)°, alors
le quotient G/(G™ % ...« G est résoluble, d'ott on a G = G % .. x GV,
Ainsi 0(G) est fini et le résultat suit. O

Fait 4.31. - (Cherlin et Deloro, [14, Lemme 1.7]) Dans un univers de rang
de Morley fini, on considére les objets définissables suivants : un groupe algébrique
réductif G, un groupe nilpotent V' et une action de G sur V. Soit U un sous-groupe
unipotent de G, alors V x U est nilpotent.
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Fait 4.32. - (Cherlin et Deloro, [14, Lemme 1.8]) Dans un univers de rang
de Morley fini, on considére les objets définissables suivants : un corps ¥ de ca-
ractéristique p, un groupe algébrique quasi-simple H sur I, un groupe abélien W,
et une action non trivial de H sur W pour laquelle W est H-minimal. Alors W
est sans torsion si p =0, et d’exposant p si p > 0.

Le Lemme 4.33 est une sorte de généralisation du Fait 4.32.

Lemme 4.33. — Dans un univers de rang de Morley fini, on considére les objets
définissables suivants : des corps Ky, ..., K,,, G = Gy * ... *x G, avec G4, ...,G,, des
groupes algébriques quasi-simples sur IKq, ..., IK,, respectivement, un groupe abélien
V' et une action de G sur'V telle V est G-minimal. Si chaque G; agit non trivia-
lement sur V', alors tous les corps K; sont de caractéristique p, ot p =0 s1 V est
divisible, et p est l'exposant de V' sinon. De plus, si p =0, alors tous les K; sont
définissablement isomorphes et V' est un Uk, -groupe.

PREUVE — Soit U; un sous-groupe unipotent maximal de G;; le Fait 4.31
nous dit que V' x U; est unipotent. Si la caractéristique de KK; n’est pas p, alors
U; centralise V' (Fait 1.44), donc Cg, (V) est un sous-groupe normal infini de G;
et comme G; est quasi-simple, on en déduit qu’il centralise V'; ce qui est une
contradiction. Ceci prouve le Lemme. [

Proposition 4.34. — Soit G un K-groupe connexe parfait de rang de Morley fini.
a) Si G/o(G)° est algébrique sur un corps K de caractéristique zéro, alors
o(G)° est un Uk-groupe homogéne.
b) Si G/o(G) est produit direct de groupes algébriques simples sur des corps
algébriquement clos de caractéristiques non nulles, alors o(G) est d’exposant
borné.

PREUVE — a) Pour ce point, on procéde par induction sur rk(G). On peut
supposer o(G)° # 1. Soit A un sous-groupe G-minimal de o(G)°. Alors A est
abélien et par induction, 0(G)°/A est un Uk-groupe homogéne. Comme G est
parfait, alors d’apres le Lemme 4.30 [G, 0(G)°] = o(G)° et on a o(G)° = U(G).
Si 0(G)° # A, alors Uk(c(G)°) est un Uk-groupe homogéne non trivial puisque
0(G)°/A est un Uk-groupe. Quitte a choisir A dans Uk (c(G)°), on peut supposer
que A est un Ugk-groupe homogéne ; ce qui entraine a conclure que o(G)° est un
Uk-groupe homogéne d’aprés le Fait 2.23. On peut donc supposer A = o(G)°.
Maintenant, on considére le groupe A x G/A ou G/A agit sur A par conjugaison.
Le Lemme 4.33 montre que A est un Uk-groupe. Comme c’est un ﬁ—groupe, il est
homogéne.

b) Comme o(G)/o(G)° est fini, il suffit de montrer que o(G)° est d’exposant
borné. Comme G est parfait, alors o(G)° est un U-groupe (Lemme 4.30) et d’aprés
le Fait 2.34 on a 0(G)° = D x B, ou D et B sont deux sous-groupes caractéris-
tiques, D est sans torsion et B d’exposant borné. De plus, le Lemme 4.30 donne
|G,0(G)°] = o(G)° et on obtient D = [G, D]. Supposons D # 1. Soit N < D,
un sous-groupe définissable tel que D/N soit G-minimal. Alors G/o(G)° agit sur
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D/N car o(G)° centralise D/N. Comme [G, D] = D, alors G/o(G)° ne centra-
lise pas D/N et d’aprés le Lemme 4.33, il vient que le groupe quotient D/N est
d’exposant borné; ce qui est absurde car D est sans torsion. Donc on a D =1 et
o(G)° est d’exposant borné. [

Le Théoréme 4.35 donne la structure des K-groupes parfaits connexes de rang
de Morley fini.

Théoréme 4.35. — Soit G un K-groupe connexe parfait de rang de Morley fini.
Alors G se décompose en un produit central avec intersections finis

G=G,*..xG,*B

de groupes définissables G1,...,G,, et B tels que G;/o(G;) est isomorphe 4 un
groupe algébrique sur un corps algébriquement clos de caractéristique zéro, et B
tel que B/o(B) est isomorphe & un produit direct de groupes algébriques simples
sur des corps algébriqguement clos de caractéristiques non nulles.

PREUVE — On considére G un contre-exemple de rang minimal. Si G posséde
un sous-groupe G-minimal non abélien A, alors A est isomorphe a un groupe
algébrique quasi-simple et d’aprés le Fait 4.4 on a G = AxCg(A)°. Par hypothése
d’induction appliquée a Cg(A)°, on conclut. On peut donc supposer que G n’admet
pas de sous-groupe G-minimal non abélien. B

Comme G est parfait, alors d’aprés le Lemme 4.30 o(G)° est un U-groupe.
Supposons que o(G)° est d’exposant borné. D’aprés le Fait 4.11 on peut écrire

G/o(G)° = Hy/o(G)° % ...« H/o(G)°

o

ot H;/o(G)° est isomorphe & un groupe algébrique quasi-simple sur un corps ;.
Pour i tel que IK; est de caractéristique nulle, posons o; = U(Hi(oo))o. Comme
0;/0; est abélien, alors H™ /o; agit sur o;/0;. Mais H°” /o, est isomorphe & un
groupe algébrique quasi-simple sur K; et o;/ a; est d’exposant borné, alors d’aprés
le Lemme 4.33 H'°” /o, centralise o;/c’. 1l s'ensuit que H> /o, est isomorphe &
un groupe algébrique quasi-simple sur K; et o;/; est fini (Fait 4.5). Comme o; est

)

résoluble connexe, on obtient o; = 0; = 1. On en déduit que Hi(Oo est isomorphe

a un groupe algébrique quasi-simple. En particulier, Hi(oo) est un sous-groupe G-
minimal non abélien de GG, ce qui est impossible. On en conclut que tous les corps
KK; sont de caractéristique non nulle. En posant G = B, on obtient le résultat ; ce
qui contredit le choix de G. Ainsi o(G)° n’est pas d’exposant borné. D’aprés le
Fait 2.34, on en déduit qu’il existe un corps interprétable IK de caractéristique zéro
tel que U = Uk (0(G)°) est un Ug-groupe homogéne non trivial. Par induction on
a

G/U=5,/Ux*..xS,/Ux* B/U,
avec S1/U, ..., S, /U et B/U correspondant aux groupes G4, ..., G, et B de I’énoncé.
En particulier, Si(oo)/a(Si(oo)) = S;/0(S;) est isomorphe a un groupe algébrique sur
un corps algébriquement clos de caractéristique zéro.
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Soit M /N une section G-minimale de U. Alors d’aprés le Fait 1.33 le groupe
quotient G/Cq(M/N) est définissablement linéaire sur IK. Puisque o(G)° est nil-
potent, alors o(G)° est contenu dans Cg(M/N) et G/Cq(M/N) est isomorphe
a un produit central de groupes algébriques sur K d’aprés le Corollaire 4.7. Par
ailleurs, on a

B/o(B)° = By/o(B)° % ... * B, /o(B)°

ou By/o(B)°, ..., By,/o(B)° sont isomorphes a des groupes algébriques quasi-simples
sur des corps algébriquement clos de caractéristiques non nulles. Aussi, on peut
dire que les B; sont des sous-groupes de C(M/N) (Lemme 4.33). Comme o(B)°
est un U-groupe et o(B)°/U est d’exposant borné, on a o(B)° = U x By on
By est un sous-groupe d’exposant borné. Posons B; = B;/By et U = UBy/B,.
Comme B;/U 2%/ B;/o(B)° est isomorphe & un groupe algébrique quasi-simple,
alors d’aprés le Lemme 4.29, le groupe EZ(-OO) est isomorphe a un groupe algébrique

quasi-simple et EEOO) centralise U, puisque B; centralise les sections G-minimales
de U. On obtient B/By = (Ei‘”) ... *FSO)
que (B%Oo)...BT(nOO)BO) N U est un sous-groupe de U d’exposant borné, donc il est

trivial et on a

) x U car U sans torsion. Il s’ensuit

B= (B . BB xU=DxU

avec D = Bfoo)...B,(ﬁo)Bo.
Pour tout ¢ = 1,...,n, on a [S;, D] < U; donc pour g € S; et u,v € D, on a

[uv, 9] = [u, g]"[v, 9] = [u, g][v, 9]
car D centralise U. Alors pour g € S;, 'application

v D — [S;, D]
u = [u,g]

Y

est un morphisme définissable surjectif. En particulier D/ker(v,) est un Uk-groupe
homogeéne, donc sans torsion. Si D # ker(v,), alors on a Uk (D) # 1 par Pull-back
sur les Uk-groupes (Fait 2.15). En particulier D N U # 1, ce qui est impossible.
Donc on a D = ker(v,) et [S;, D] = 1. Comme G est un groupe parfait, on obtient
G = (8°...55°)) « D. Considérons L; un corps tel que S;/0(S;)° est isomorphe
a un groupe algébrique sur IL;. D’aprés la Proposition 4.34, U(SZ-(OO))O est un Uy, -
groupe homogéne. Quitte a assembler les S; pour lesquels les quotients S; /o (S;)°
sont isomorphes a des groupes algébriques sur un méme corps, on peut supposer
L; % L; pour tout i # j. En particulier o(S™)° N J(Sj(-oo))o = 1 pour tout i # j
(Fait 2.27), et on a

559,589 < UN S NS <o(55)na(s) =1.
De plus

(c0) (00)yo ° (c0) (o0) (o0) (00) _
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et
(SN DP < ($,ND)P°<UND=1.

On conclut que G = S§°°) s ... % S % D avec intersections finis, et D/o(D)
est isomorphe a un produit direct de groupes algébriques simples sur des corps
algébriquement clos de caractéristiques non nulles. [J

4.3 K-groupes définissablement linéaires

L’étude faite dans cette section vient compléter celle effectuée dans le Cha-
pitre 3. En effet, les K-groupes de rang de Morley fini ont la particularité de ne
pas admettre de mauvaises sections définissables, et de ce fait évitent certaines
limitations liées & l'existence de ces derniéres. Cette particularité va donc nous
permettre ici d’obtenir avec les K-groupes plus que ce qui est fait dans le chapitre
précédent ; notre principal résultat dans ce sens est le Théoréme 4.47 qui peut étre
vu comme un analogue du Théoréme de Levi. Ce théoréme permettra en outre
d’établir d’autres propriétés algébriques bien connues, aux K-groupes connexes
définissablement linéaires sur des corps de caractéristique nulle (Corollaires 4.48
et 4.49).

Lemme 4.36. — Soit G un K-groupe connexe de rang de Morley fini définissa-
blement affine sur des corps interprétables de caractéristique zéro. Alors le groupe
définissablement linéaire U donné par la Proposition 3.44 est un K-groupe.

PREUVE — Rappelons que la Proposition 3.44 donne G =9/ U/V, ott U est
définissablement linéaire et V' est central dans U. Soit A/ B une section définissable
simple de U. Si A est un sous-groupe de V', alors A = B. On peut donc supposer
que A n’est pas un sous-groupe de V. Alors (ANV')B/B est un sous-groupe normal
propre de A/B. Ainsi ANV est contenu dans B car A/B est simple, et alors on a
AV/BV =%l A/B. Mais AV/BV est isomorphe & une section définissable simple
de G et G est un K-groupe, alors AV/BV est isomorphe a un groupe algébrique ;
on conclut. [

Proposition 4.37. - Soit G un K-groupe connexe de rang de Morley fini défi-
nissablement affine sur des corps interprétables de caractéristique zéro. Supposons
que G posséde un Uk-sous-groupe homogéne normal H, pour IK un corps inter-
prétable de caractéristique nulle et tel que G/H soit définissablement linéaire sur
K. Alors p;(U) est abélien pour tout i tel que K; 2 K, ot K;, p; et U sont comme
dans la Proposotion 3.44.

PREUVE — Soient V' le sous-groupe de U donné par la Proposition 3.44, et B
un sous-groupe de Borel de U. D’aprés le Lemme 3.28 p;(B) est un sous-groupe de
Borel de p;(U). Comme p; est un morphisme, on a p;(B’) = p;(B)" et comme p;(B)
est un sous-groupe résoluble connexe, alors p;(B)" est un Uk,-groupe homogéne.
1l s’ensuit que B' /B N Ker(p;) est un Ug,-groupe homogéne.
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Soit E/V l'image de H dans U/V. Alors BE/E est un sous-groupe de Borel
de U/E =%/ G/H, et BE/E est résoluble connexe et définisablement linéaire
sur K; donc B'E/E est un Ug-groupe homogéne. Mais E/V =%/ H est un Uk-
groupe homogéne, alors B'V/V est un Ug-groupe homogéne (pull-back). On en
déduit que B'V/(B' N ker(p;))V est a la fois un Uk-groupe homogéne et un Uk -
groupe homogéne. Par conséquent, si K 2 KK;, alors d’aprés le Fait 2.27 le groupe
B'V/(B' N ker(p;))V est trivial et on a B' = (B' N ker(p;))(V N B'). D’aprés la
Proposition 3.44(iv), 'intersection B' NV est fini et comme B’ est connexe on a
B' = B' N Ker(p;). Ainsi on a p;(B") = pi(B)" = 1 et p;(B) est abélien. Comme
U est un K-groupe (Lemme 4.36), il vient d’aprés le Lemme 4.12 que p;(U) est
abélien pour tout ¢ tel que K; 2 K. [

Corollaire 4.38. — Soit G un K-groupe connexe de rang de Morley fini définis-
sablement affine sur des corps interprétables de caractéristique zéro. Supposons
que G posséde un Uk-sous-groupe homogéne H tel que G/H soit définissablement
linéaire sur K. Alors les groupes quotients G/o(G), G/F(G) et G/Z(G) sont dé-
finissablement linéaires sur IK.

PREUVE — Il suffit de le montrer pour G/Z(G) et cela reste vrai pour les autres
groupes quotients d’aprés le Fait 3.11 et le Lemme 3.32. Reprenons les notations
de la Propositon 3.44; on a G =%/ U/V ot U < Ly X ... X L,,, V. < Z(U) et
L; = p;(U) est un groupe algébrique linéaire sur un corps interprétable K; de
caractéristique zéro tels que K; 22 K; dés que ¢ # j. D’apres la Proposition 4.37
L; est abélien pour tout ¢ tel que KK; 2 K; donc si G n’est pas abélien, G/Z(G)
est définissablement isomorphe & un sous-groupe de Ly /Z(Ly) pour un certain k
tel que K, =%/ K, et G/Z(G) est définissablement linéaire sur K. [

Lemme 4.39. - Soient H un K-groupe connexe de rang de Morley fini et F' un
corps interprétable de caractéristique zéro tels que H est un sous-groupe définis-
sable de G L, (KK) pour un entier positif n. Si H est formé d’éléments semi-simples,
alors H est contenu dans un tore.

PREUVE — Si H est résoluble alors on conclut d’aprés le Fait 1.79. On peut
donc supposer H non résoluble. D’aprés le Fait 3.11 H/o(H) est définissablement
linéaire sur F. Comme H/o(H) est isomorphe & un produit direct de groupe
algébriques simples, alors c¢’est un Ug-group engendrés par des unipotents. Comme
H est formé d’éléments semi-simples, on en déduit que H/o(H) = 1, ce qui est
impossible. [

Lemme 4.40. — Soit H un K-groupe connexe de rang de Morley fini. St H est
un sous-groupe définissable de GL,(K) ou IK est un corps interprétable de carac-
téristique nulle, alors H est un Uk-groupe engendré par les unipotents sur IK ; en
particulier H' est fermé.

PREUVE — Soit H la cloture de Zariski de H relativement a K. Alors H=UxR
ot U est le radical unipotent de H et R un sous-groupe réductif. En particulier

81



CHAPITRE 4 : K-groupes

U est un Uk-groupe homogéne et on a :
R=5%..%5,*«T
ou S, ..., 5, sont des groupes algébriques quasi-simples et T" un tore. On a
R'zsl*...*sm

et R est un Uk-groupe car chaque S; est engendré par ses éléments unipotents.

Posons Ry = UH N R. Alorson a UH = U x Ry, HU/U = Ry et Ry = R.
D’aprés le Corollaire 3.40, Uk(Rpy) est sous-groupe fermé normal de Ry, il est
donc normalisé par on a R. On en déduit que Uk (Rpy) est un produit de certains
sous-groupes S;. Le groupe quotient Ry /Uk(Ry) étant sans unipotents, alors il est
formé d’éléments semi-simples et d’apres le Lemme 4.39, R/Uk(Rg) est un tore.
Ainsi on obtient I'égalité Uk (Rp) = Sy *...%S,,, et alors on a R/H = R = Ux(Ry).
Donc R}[ est un Uk-groupe, de méme HIU/U est un Uk-groupe. Enfin, comme
U est un Uk-groupe homogéne, on conclut d’aprés le Fait 2.15 que H est un
Uk-groupe. De plus, comme H' est engendré par des éléments unipotents, alors
H' est fermé. O

Lemme 4.41. — Soit H un K-groupe conneze algébrique sur un corps I de carac-
téristique zéro et engendré par les unipotents. Alors tout sous-groupe définissable
connexe normal N de H est engendré par des unipotents. En particulier N est
fermeé.

PREUVE — Soit Ny le sous-groupe de N engendré par les unipotents. Alors
Ny est un sous-groupe fermé normal de H et H/N, est algébrique linéaire sur F
(Fait 1.71). En particulier, N/Ny est formé d’éléments semi-simples. Comme N
est connexe, alors d’aprés le Lemme 4.39, le groupe N/Nj est contenu dans le tore
normal N /Ny de H/N,. De plus, comme H est connexe, alors d’aprés la rigidité
des tores on a N/Ny < N/Ny < Z(H/Ny),. Posons T/Ny = Z(H/Ny)S. Comme
H est engendré par les unipotents, alors H/H/ est engendré par les unipotents
et H/H' est un groupe abélien unipotent. Il s’ensuit que H/H N, est unipotent.
Mais H/H Ny =%/ (H/Ny)/(H Ny/Ny), alors comme T/Nj est formé d’éléments
semi-simples, son image dans H/H N, est triviale et on a T/Ny < H Ny/Np.
D’aprés la Remarque 1.91 T'/Ny est un groupe connexe fini. On en déduit que
T:NoetN:No. ]

Lemme 4.42. - Dans une structure de rang de Morley fini, on considére Ky, ..., K,
des corps interprétables de caractéristique nulle et tels que K; 2 K; pour tout
1 # j, des groupes algébriques Ly, ..., L, linéaires sur IKq, ..., K, respectivement,
et H un sous-groupe définissable et connexe de Ly X ... X L,. St pour tout i la
projection p;(H) de H sur L; parallélement au produit direct des L; pour j # 1,
est engendré par les unipotents sur IK;, alors

H=p(H)x..xp,(H).
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PREUVE — Il suffit de montrer qu’on a p;(H) < H pour tout i. Procédons
par Pabsurde. Soit i tel qu’on ait p;(H) € H avec rk(KK;) maximal pour cette
condition. Soit u € p;(H) \ {1} un élément unipotent; alors d(u) =% (K;),
d’aprés le Fait 1.29. Soit « € H tel que u = p;(x), on a

d(u) =% d(x)/(ker(p;) N d(x)) = (K;).
D’aprés le Fait 2.7, il existe un indécomposable B de d(x) tel que
d(x) = B(ker(p;) Nd(x)) et B/(Bnker(p:)) ~ (K;)+

En particulier, J(B) = B N ker(p;) et il existe y € B tel que p;(x) = p;(y).

Pour tout j # i tel que rk(K;) < rk(IK;), montrons par I'absurde que p;(B) est
trivial. Posons B; = p;(B). Comme B est un groupe indécomposable abélien, alors
B; est un sous-groupe abélien de L; et d’aprés la décomposition de Mustafin (Fait
3.37(iv)), on a B; = (B,), X (Bj)s. Par indécomposabilité de B; soit B; = (B;)y,
soit B; = (Bj)s. Si B; = (Bj)u, alors on a B; 2%/ (K;),, et on en déduit que
J(B) = BNker(p;), et ainsi (K;), 2%/ B/J(B) 2%/ (IK;), ; ce qui est impossible.
Alors B; = (Bj)s et on a By — (K7)" pour un certain entier r. Dans ce cas, on
a un morphisme définissable non trivial v de B dans K. En particulier ker(7y)°
est un sous-groupe de J(B), et comme B/J(B) 2%/ (IK;), est sans torsion, on a
ker(v) < J(B). 1l vient dés lors que rk(B/J(B)) < rk(B/ker(~)). Mais B/ker(y)
est définissablement isomorphe a un sous-groupe de K7, alors on a

rk(K;) = rk(B/J(B)) < rk(B/ker(v)) < rk(K;)
Comme rk(K;) < rk(K;), on obtient I'égalité
rk(B/J(B)) = rk(B/ker(y)) = rk(K;) = rk(K,)
d’oit ker(y) = J(B) et on a
B/ker(y) = B/J(B) 2 (K;), =%/ K*.

Ce qui est impossible car K} a de la torsion mais pas (K;)+. On conclut que
B; = p;(B) =1 pour tout j # ¢ tel que rk(K;) < rk(I;).

Comme y € H < pi(H) X ... X pp(H), on a y = pi(x)p, (y)...p;,. (y), avec
Jis o Jm tels que TE(K;) > rk(K;) pour tout I = 1,...,m. Comme p; (y) € H
pour tout [ =1,...met y € H,on au=p;(x) € H et on en déduit que tous les
¢léments unipotents de p;(H) sont contenus dans H. Comme p;(H) est engendré

par les unipotents, il vient p;(H) est contenu dans H ; ce qui contredit le choix de
. U

Nous verrons plus tard que si en plus H est K-groupe, les sous-groupes p;(H)
sont définissablement caractéristiques (Corollaire 4.46).
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Corollaire 4.43. — Dans une structure de rang de Morley fini, on considére
Ky, ...,K, des corps interprétables de caractéristique zéro tels que K; 22 K; pour
tout © # 7, des groupes algébriques Lq,..., L, linéaires sur Ky,...,XK, respecti-
vement, et H un K-sous-groupe définissable connexe de Ly X ... x L,. Alors
H =(H'NL)x..(HNL,).

PREUVE — Pour tout ¢ = 1, ..., n, soit p; la projection de H sur L; parallélement
au produit direct des L; pour j # i. D’aprés le Lemme 4.40, pi(H)' est engendré
par des unipotent sur IK;. Comme p;(H) = p;(H'), on en déduit d’aprés le Lemme
4.42 que H = p(H') X ... X py(H'). En particulier p;(H') < H N L;, et on conclut
sur la forme voulue de H'. O

Corollaire 4.44. — Soit G un K-groupe connexe de rang de Morley fini, définis-
sablement linéaire sur Ky (resp. sur Ks), pour Ky et Ky deux corps interprétables
de caractéristique nulle et tels que Iy 2 K. Alors G est abélien.

PREUVE — Comme G est définissablement linéaire sur IK; (resp. Ks), alors il
existe une injection «; (resp. a) de G sur un groupe Ly (resp. Ls) linéaire sur KK
(resp. KK5). Considérons I'injection définissable

a G — Ly x Ly
h = (a1(h), az(h))

Soit # € a(G) N Ly. Alors x = (ai(h),as(h)) avec ag(h) = 1. Comme ay est
injectif, on a h = 1. Donc x = 1 et «(G) N L; = 1. De méme, on montre que
a(G) N Ly = 1. D’aprés le Corollaire 4.43, on a

a(G) = ((G) N Ly) x ((G) N Ly) < ((G) N Ly) x (a(G) N Ly) = 1.
Donc G est abélien. O

Corollaire 4.45. — Soient H un K-groupe connezxe de rang de Morley fini, et
K, Ky deux corps interprétables de caractéristique zéro non isomorphes. Si H
est définissablement isomorphe a un groupe algébrique linéaire engendré par les
unipotents sur Ky, et définissablement isomorphe a un autre groupe algébrique
linéaire engendré par les unipotents sur Ky, alors H = 1.

PREUVE — En reprenant les notations de la preuve du Corollaire 4.44, les
injections oy (H) et ay(H) sont engendrées par les unipotents. D’aprés le Lemme
442, ona H= (a(H)N L) x (a(H)NLy) =1. O

Corollaire 4.46. — Sous les hypothéses du Lemme .42, supposons de plus que
H est un K-groupe. Alors les sous-groupes p;(H) sont définissablement caracté-
ristiques dans H.

PREUVE — Reprenons les notations du Lemme 4.42. Comme les p;(H) sont en-
gendrés par les unipotents, ils sont fermés et on peut supposer H = Ly X ... X L, et
L; engendré par les unipotents sur KK;. Soit 5 un automorphisme définissable de H.
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Si B(L;) # L;, alors il existe j # i tel que p;(5(L;)) # 1. Posons P; = p;(B(L;)).
Comme L; est normal dans H, alors P; est normal dans L; et d’aprés le Lemme
4.41 P; est un sous-groupe fermé de L; engendré par les unipotents sur K;. Comme
P; ~def [,,/S pour S un sous-groupe définissable normal de L;, alors d’aprés le
Lemme 4.41 S° est fermé, donc S aussi, d’on L;/S est définissablement linéaire

sur KK; et engendré par les unipotents. Donc P; = 1 d’apreés le Corollaire 4.45, ce
qui est absurde. Ainsi on a §(L;) = L;. O

Le Théoréme 4.47 donne pour les K-groupes définissablement linéaires sur un
corps de caractéristique zéro, un analogue a la décomposition de Levi, mentionnée
par le Fait 1.90.

Théoréme 4.47. - Soit G un K-groupe conneze de rang de Morley fini, définis-
sablement linéaire sur un corps interprétable X de caractéristique zéro. Soit U le
plus grand Uk-sous-groupe normal nilpotent de G. Alors U a un complémentaire
dans G, et deuxr complémentaires de U sont conjugués.

PREUVE — On procéde par induction sur 7k(U). On peut donc supposer U # 1.

Soit A un sous-groupe G-minimal de U. Alors U/A est Uk-sous-groupe normal
nilpotent de G/A. Si Uy/A est le plus grand Uk-sous-groupe normal nilpotent de
G/A, on a U < Uy et Uy est un Uk-sous-groupe normal de G. Comme Uy /A est
nilpotent et A est abélien, alors Uy est résoluble. Si S est un Uk-sous-groupe de
Sylow de Uy, alors d’aprés le Fait 2.21, SA/A est un Uk-sous-groupe de Sylow de
Up/A, donc on obtient Uy = AS. Mais U est un Uk-sous-groupe nilpotent normal
de Uy, donc A < U < SetonalUy=.S. Donc Uy est un Uk-sous-groupe normal
nilpotent de G. Par maximalité de U on a Uy = U et on en déduit que U/A est le
plus grand Uk-sous-groupe normal nilpotent de G/A. Par hypothése d’induction,
on obtient G/A = U/Ax R/A, ot R/A est un complémentaire de U/A dans G /A,
et deux complémentaires de U/A sont conjugués.

a) Si A< U,onaR<G. Soit Ayg/A est un Uk-sous-groupe normal nilpotent
de R/A, alors U/A x Ay/A est un Uk-groupe résoluble. Or U/A et Ay/A sont des
Uk-groupes nilpotents, alors par conjugaison des Uk-sous-groupes de Sylow dans
UAy/A et comme U/A est normal dans UAy/A, le quotient UAy/A est nilpotent.
Par maximalité de U/A, il vient que UAg/A = U/A, d’ou Ay est un sous-groupe de
U. Comme UNR est contenu dans A, on a Ay = A et A est le plus grand Uk-sous-
groupe normal nilpotent de R. Par hypothése d’induction, A a un complémentaire
@ dans Retona G =U x Q. Donc @ est aussi un complémentaire de U dans H.
Si @1 et @2 sont deux complémentaires de U dans G, alors Q1 A/A et Q3 A/A sont
deux complémentaires de U/A dans G/A. Donc Q1 A/A et Q2 A/A sont conjugués
a R/A et on peut supposer Q1A = @Q2A = R. Comme Q1 NA =N A=1, alors
Q1 et Q)o sont conjugués dans R, ils le sont donc aussi dans G.

b) Supposons A = U. En particulier U est abélien. Supposons ici que G est un
sous-groupe définissable d’un groupe algébrique linéaire sur K. Soit G le groupe
engendré par les éléments unipotents de G. Alors d’aprés le Fait 3.10, G est
un sous-groupe fermé normal de G et G/G™ est formé d’éléments semi-simples.
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Comme G est un K-groupe connexe, alors G/G™ est abélien et contenu dans un
tore (Lemme 4.39). Soit R,(G™) le radical unipotent de G*; on a U = R,(G™),
et d’aprés le Fait 1.90 on a GT = U x H ou H est un complémentaire de U dans
G™, unique a conjugaison prés. En appliquant argument de Frattini, il vient
G =G "Ng(H) =UNg(H)°.

e Si H =1, alors Gt = U et U est abélien. Comme G/U est abélien, alors G
est résoluble. De plus G /U est contenu dans un tore algébrique 71 /U de G/U, oii
G est la cloture de Zariski de G, et on a Ty = U x T ot T est un tore maximal
de T1. On obtient G = U x (GNT) et GNT est un complémentaire de U dans
G. Si Hy et Hy sont deux complémentaires de U dans G, alors H; et Hy sont
formés d’éléments semi-simples car U contient tous les éléments unipotents de 7.
Donc d’aprés le Lemme 1.79, les groupes H; et Hy sont contenus dans des tores
maximaux de T}. Mais les tores maximaux de 7} sont conjugués par les éléments
de U, et comme T est un tore maximal de 77, on a H; = GNT" = (GNT)" et
Hy=GNT" = (GNT)" avec uj,uy € U. Alors Hy et Hy sont conjugués dans
G.

e Si 1 # H<G, alors G/H est définissablement linéaire sur K puisque H
est un sous-groupe fermé de G*. Soit V/H le plus grand Uk-sous-groupe normal
nilpotent de G/H. Alors d’aprés la Proposition 3.40, V//H est engendré par des
éléments unipotents et on a V < Gt = U x H. Mais UH/H est un sous-groupe
de V/H, alors on a V.= G™ = U x H. L’hypothése d’induction donne G/H =
GY/HxC/H=UH/H x C/H ou C/H est un complémentaire de G*/H, et les
complémentaires de G /H dans G/ H sont conjugués. En particulierona G = UC,
et comme UNC =UNH=1,ona G =U xC et C est un complémentaire de
U dans G. Si C; et Cy sont deux complémentaires de U dans G, alors C; N G*
et Co N GT sont deux complémentaires de U dans G, et par conjugaison de ces
derniers, on peut supposer C1 N GT = H = Co N G™. Alors C/H et Cy/H sont
deux complémentaires de G*/H dans G/H, ils sont donc conjugués. On conclut
que C et C5 sont conjugués.

e Si maintenant H est un sous-groupe non trivial et non normal de G, alors
G = U x Ng(H)° et Ng(H)° est un complémentaire de U dans G. Si Ry et Ry
sont deux complémentaires de U dans G, alors Ry N G et Ry N G sont deux
complémentaires de U dans G*. Par conjugaison des complémentaires de U dans
G, on peut supposer Ry NGT = H = Ry,NG' et ona Ry = Ng(H)° = Ry. O

Le Corollaire 4.48 donne une version d’une propriété bien connue des groupes
algébriques (Fait 1.77), aux groupes connexes résolubles de rang de Morley fini
définissablement linéaires sur un corps interprétable de caractéristique nulle.

Corollaire 4.48. — Soient IK un corps de rang de Morley fini de caractéristique
zéro, et G un sous-groupe définissable connezxe et résoluble de GL,(K) pour un
entier positif n. Alors G = U XT, ou U est le plus grand sous-groupe unipotent de
G, et T un sous-groupe connexe abélien formé d’éléments semi-simples et unique
G CONJUGaison pres.
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PREUVE — D’aprés le Théoréme 4.47, on a G = U x T ou U est le plus grand
Uk-sous-groupe normal nilpotent de G et T" un sous-groupe connexe de G unique a
conjugaison prés. Ein particulier U est le plus grand sous-groupe normal unipotent
de G (Proposition 3.40), et 7' n’admet pas de Uk-sous-groupe normal. Soit G la
cloture de Zariski de G. Alors G est un groupe algébrique résoluble, et connexe
d’apreés le Corollaire 3.19. En utilisant le Fait 1.77, on écrit G = G, x S ou S est
un tore maximal de G. Il s’ensuit que U = G, NG et U est I’ensemble des éléments
unipotents de G. On en déduit que U est le plus grand sous-groupe unipotent de
G et T est formé d’éléments semi-simples. Le Fait 1.79 permet de conclure que T’
est abélien. [

Corollaire 4.49. — Soient R un K-groupe connexe de rang de Morley fini et
K un corps interprétable de caractéristique zéro tels que R est un sous-groupe
définissable de GL,(IK). Si R ne posséde pas de Uk-sous-groupe normal nilpotent
non trivial, alors on a

R=G51%..xS,*0(R)°

0w Sy, ..., Sp sont des groupes algébriques quasi-simples sur K, et o(R)° est abélien
et formé d’éléments semi-simples.

PREUVE — Si R est résoluble, alors on conclut d’aprés le Corollaire 4.48. On
peut donc supposer R non résoluble. D’aprés le Fait 4.11 on a

R/o(R)? = S1/0(R)° % ...x S, /o(R)°

avec S1/c(R)°, ..., S,/o(R)° isomorphes a des groupes algébriques quasi-simples.
En particulier S; est connexe et on a S\° /(S N a(R)°) = S;/o(R)°; de plus
R = 5 5%)5(R)°. D’apres le Lemme 4.42, le groupe (S\°”)" est engendré
par des unipotents, et comme [SZ-(OO), Si(oo) No(R)°] est un sous-groupe définissable
connexe normal de (SZ-(OO))', alors d’aprés le Lemme 4.41, il est aussi engendré
par des unipotents. Mais d’aprés le Corollaire 4.48, le groupe o(R)° est abélien et
formé d’éléments semi-simples, alors [Si(oo), Si(oo) No(R)°] qui est un sous-groupe de
o(R)°, est unipotent et formé d’éléments semi-simples ; donc [Sfoo), Si(oo) No(R)°]
est trivial. D’aprés le Fait 4.5, il vient que Si(oo) est algébrique quasi-simple et
SZ-(OO) No(R)° est fini. De plus, le Fait 4.6 précise que Si(oo) est algébrique sur K.
Enfin, comme on a [Si(oo), S](OO)] < SZ»(OO) No(R)° et SZ-(OO) No(R)° est fini, alors on

a Sy, Sj(m)] est trivial par connexité de S°°. De méme [S°,o(R)°] = 1; on en

déduit la décomposition R = S\ % . % S8 x o(R)°. O

Si G est un K-groupe connexe de rang de Morley fini définissablement linéaire
sur un corps K de caractéristique zéro, il est intéressant de se poser la question
de savoir si ﬁ(G) est égal au sous-groupe U donné par le Théoréeme 4.47. On sait
que U est un sous-groupe de U (G) et d’aprés la décomposition de Mustafin on a
ﬁ(G) = U XT ou T est un sous-groupe définissable connexe abélien. Se poser cette
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question revient & se demander si T est trivial. Cela n’est possible que si tous les
corps de caractéristique zéro interprétés par GG sont définissablement isomorphes
a K; ce que 'on ne saurait dire en toute généralité.

Proposition 4.50. - Soit G un K-groupe connexe de rang de Morley fini définis-
sablement linéaire sur des corps interprétables de caractéristique zéro. Alors on a
les possibilités suivantes :

(a) soit G est nilpotent ;

(b) soit G = F(G)R pour R un sous-groupe définissable connexe propre ;

(c) soit F(G) est fini.

PREUVE — PREUVE — On procéde par induction sur rk(G). On peut supposer
G non nilpotent et F/(G) infini. Montrons que G = F(G)R pour R un sous-groupe
définissable connexe propre.

Si G est résoluble, alors G = F(G)C ou C' est un sous-groupe de Carter de G
(Fait 1.55). Donc en prenant R = C' c’est fini. On peut donc supposer que G est
non résoluble.

Si F(G)° est un sous-groupe propre de o(G)°, alors o(G)° = F(G)°C,, ou C,
est un sous-groupe de Carter de o(G). Ensuite, en utilisant ’argument de Frattini,
on a G = Ng(Cy,)o(G)° = F(G)Ng(C,)° et Ng(C,)° est un sous-groupe propre
de G. Quitte & prendre R = Ng(C,)°, on a le résultat. On peut donc supposer
F(G)° = o(G)°. D’aprés le Fait 4.11, on a

G/F(G)° =G /F(G)° * ... G, /F(G)°,
ou G;/F(G)°, pour i = 1, ..., n, est isomorphe & un groupe algébrique quasi-simple.
En particulier, GEOO) est un sous-groupe parfait et connexe de G et

G/F(G)° = G F(G)/F(G)P = G /G n F(G)°.

7

Si F(G)° = Z(G)°, alors on a G\ N F(G)° < Z(G™) et G\ /Z(G™) est
isomorphe a un groupe algébrique quasi-simple. D’apres le Fait 4.5, il s’ensuit que
G'* est isomorphe a un groupe algébrique quasi-simple et Z(G\™) = F(G!*)
est fini. Posons R = Gg"") « .. % GEYsalors G = F(G)R et R est un groupe
définissable connexe. De plus, comme F(R) = F(G§°°)) k.. k F(GSSO)) est fini,
alors R est un sous-groupe propre de G. On peut donc supposer que Z(G)° est
un sous-groupe propre de F(G)°.

Comme G est définissablement linéaire, on peut supposer G < Ly X ... X L,, oul
L; est un groupe algébrique linéaire sur un corps de caractéristique nulle. D’aprés

le Lemme 3.31 et le Lemme 4.42, on a
[F(G), Gl = p([F(G),G]) x ... x pu([F(G), G])

et pour i = 1,...,n, p;([F(G),G]) est un sous-groupe définissablement caracté-
ristique de [F(G),G] (Corollaire 4.46). Comme [F(G),G] # 1, alors il existe
i € {1,..,n} tel que p;([F(G),G]) # 1. Supposons p;([F(G),G]) # 1, et soit A
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un sous-groupe G-minimal de p;([F(G), G]). Alors A est un sous-groupe abélien
unipotent et L;/A est algébrique linéaire. Donc G/A se plonge définissablement
dans L1/A X Ly x ... x L, et G/A est définissablement linéaire. Comme G est
non résoluble, alors G/A n’est pas nilpotent. Il vient par hypothése d’induction
que soit F'(G/A) est fini, soit on a G/A = F(G/A)R/A pour R un sous-groupe
définissable connexe propre de G. Posons F/A = F(G/A). Alors F est résoluble
et on a

F° = o(G)° = F(G)".

Si G/A = F(G/A)R/A, alors on a G = FR = F°R = F(G)R et c’est fini.
Supposons donc que F(G/A) est fini. En particulier A = F° = F(G)° = 0(G)° et
F(G)° est G-minimal. Soit B un sous-groupe G-minimal de G distinct de F'(G)°.
Alors d’aprés le Fait 1.24, B est quasi-simple et d’aprés le Fait 4.4 on obtient
G = BxCg(B)°. Comme F(G)° = A est unipotent, F'(G)° est sans torsion et on
a F(G)° < Cg(B)° < G. En particulier on a F(G)° = F(Cg(B))°. 1l vient par
hypothése d’induction que soit Cz(B)° est nilpotent, soit Ce(B)° = F(G) R, pour
Ry définissable connexe propre. Si Cg(B)° est nilpotent, alors C(B)° = F(G)°
et on a G = B * F(G), on conclut en prenant R = B. On peut donc supposer
Cg(B)° = F(G)Ry, et on a G = F(G)(BRy); il suffit alors de montrer que
BRy est propre dans G. Si G = BR,, alors on a Cg(B)° = Cg(B)° N (BRy) =
Ry(Cg(B)° N B), et comme Cg(B)° N B est fini, on obtient Ce(B)° = Ry ; ce qui
est impossible. Donc B Ry est un sous-groupe propre de GG, alors quitte a prendre
R = BRy, on a le résultat. On peut donc supposer que A = F(G)° est I'unique
sous-groupe G-minimal de G.

Comme G est non nilpotent, alors G’ est non trivial et d’aprés le Corollaire
4430ona G = (G'NL) x..x (G NL,) et chaque G N L; est engendré par les
unipotents. Par unicité de A on en déduit que G' = G' N Ly et G est fermé (Fait
3.10). Le Fait 1.90 donne G' = U x S, oit U = R,(G") est le radical unipotent de
G’ et S un sous-groupe réductif unique & conjugaison prés. Comme A est un sous-
groupe unipotent de G’, il vient que A = U = F(G')°. En appliquant I’argument
de Frattini, on obtient

G = G Ng(S)° = F(G)Ng(S)°.

Montrons que Ng(S)° est un sous-groupe propre de G. Si Ng(S)° = G, alors S
est un sous-groupe normal de G et par unicité de A on obtient S =1et G = A
est abélien. Comme G est non résoluble, ceci n’est pas possible. Donc Ng(5)° est
un sous-groupe propre G et on conclut. [J

Proposition 4.51. — Soit G un K-groupe connexe de rang de Morley fini sans
sous-groupe infini d’exposant borné. Alors G/F(G) est définissablement linéaire
sur des corps interprétables de caractéristique zéro.

PREUVE — Soit H l'intersection des centralisateurs dans G des sections G-
minimales U/V de F(G) telles que Z(G) < V. En particulier, F'(G) est un sous-
groupe de H. Montrons que G/H est définissablement linéaire.
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Si F(G) = Z(G) alors G = H et on conclut. On peut donc supposer F/(G) est
différent de Z(G). Alors d’apres la Proposition 2.41, F(G)/Z(G) est un U-groupe.
Soit U/V une section G-minimale de F(G) telle que Z(G) < V, alors U/V est
en particulier une section connexe de F'(G). D’aprés la Remarque 2.35, la section
U/V est un Up-groupe homogéne, pour IL un corps interprétable de caractéristique
zéro. Alors d’apreés le Fait 3.34, la section U/V est définissablement isomorphe a
un groupe algébrique unipotent sur IL. Plus précisément, on a U/V =9/ L7, pour
un entier s > 1, car U/V est une section abélienne. Il s’ensuit que G/Cq(U/V) est
définissablement linéaire. D’autre part, la condition de chaine descendante dans
les groupes de rang de Morley fini donne H = (! Ce(U;/V;) ou les U;/V; sont
des sections G-minimales de F(G) telles que Z(G) < V;. Ainsi, G/H s'injecte
définissablement, dans le produit G/Cq(U,/Vi) X ... x G/Cq(U,/V,,), et comme
chaque G/Cq(U;/V;) est définissablement linéaire, alors G/H est définissablement
linéaire.

Soit R le plus petit sous-groupe normal définissable de G contenant F(G)
et tel que G/R est définissablement linéaire. Alors R est en particulier un sous-
groupe de H. Supposons que G/F(G) n’est pas définissablement linéaire, alors on
a R # F(G). Soit A/F(G) un sous-groupe non trivial de R/F(G), G-normal et
minimal pour ces conditions. Considérons (B;);>1, une suite croissante de sous-
groupes définissables connexes de F(G) contenant Z(G) et telle que By /Z(G) et
Bi+1/B; pour tout i > 1, soient des sections G-minimales de F/(G). Comme F/(G)
est de rang de Morley fini, alors il existe un entier m > 1 tel que B,, = F(G)°.

e Si A/F(G) est une section abélienne, alors A" est un sous-groupe de F(G)
et comme G centralise F(G)/F(G)°, on a A*> < F(G)°. Ainsi, comme A est un
sous-groupe de H on a A® < B,,_;, et ainsi de suite on obtient A™+2 < Z(@Q).
Donc A est un sous-groupe normal nilpotent et on a A = F/(G); ce qui contredit
A/F(G) # 1.

e Si A/F(G) est une section finie, alors elle est centralisée par G ; donc A/F(G)
est abélien et on conclut d’aprés le point précédent.

e Maintenant on peut supposer que A/F(G) est une section infinie simple
donc algébrique car G est un K-groupe. Alors (G/F(G))/Ce/rc)(A/F(G)) est
définissablement linéaire et on a R/F(G) < Cq/pe)(A/F(G)). Ce qui implique
A/F(QG) est une section abélienne car incluse dans R/F(G). Cette contradiction
finit la preuve. [

Proposition 4.52. — Soient G un K-groupe connexe de rang de Morley fini et
F un sous-groupe fini normal de G. Si G/F est définissablement linéaire sur un
corps interprétable K de caractéristique nulle, alors G est définissablement linéaire
sur K.

PREUVE — On procéde par induction sur rk(G). On peut supposer F, le plus
petit sous-groupe définissable normal de G tel que G/F soit définissablement
linéaire sur K. Comme F' est fini et G est connexe, alors F' est central dans G.

Montrons que F' est un sous-groupe de o(G)°. D’aprés le Fait 4.11, on a

G/o(G)° =Gy *...xG,
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pour (G, ..., G, des groupes algébriques quasi-simples sur des corps algébriquement
clos Ky, ...,K,,. Comme o(G/F) = o(G)/F, alors G/o(G) = (G/F)/o(G/F) est
définissablement linéaire sur K (Fait 3.11). Or G/o(G) est isomorphe au produit
direct G1/Z(G1) X ... x G,/ Z(Gy,), done G;/Z(G;) est définissablement linéaire sur
K. Mais G;/Z(G;) est un groupe algébrique simple sur K;, alors on a K =%/ [K;
d’aprés le Lemme 4.16. Il s’ensuit que G/o(G)° = Gy *...x G, est définissablement
linéaire sur K. Par minimalité de F', on en déduit que F' est un sous-groupe de
o(G)°.

D’aprés le Théoréme 4.47, écrivons G/F = U/F x R/F ou U/F est le plus
grand Ug-sous-groupe normal nilpotent de G/F. On a U = U° x F et U° =4/
U/F est définissablement isomorphe & un groupe unipotent sur K. Aussi, on a
G =UR = U°R, et comme U° N R est un sous-groupe de U N R = F fini, alors
U°N R = 1 car U° est sans torsion, et on obtient G = U° x R. Si U° # 1,
alors ’hypothése d’induction s’applique & R, et R =29/ G /U° est définissablement
linéaire sur K. Par minimalité de F', on a F' < U°, et comme U° est sans torsion,
on en déduit que F' = 1 et G est définissablement linéaire sur IK. On peut donc
supposer U° = 1. On va supposer de plus que G/F est un sous-groupe définissable
de GL,,(K). Alors le Corollaire 4.49 donne

G/F =51/Fx*..xS,/F*xo(G)°/F

ou S1/F, ..., S,/ F sont des groupes algébriques quasi-simples sur K et 0(G)°/F est
abélien et formé d’éléments semi-simples. Comme F est central, alors les SZ-(OO) sont
algébriques quasi-simples sur IK (Fait 4.5) ; de plus, on a G = Sfoo) .49 xa(G)°.

Montrons que o(G)° est définissablement linéaire sur IK. Comme le groupe
0(G)°/F est connexe et formé d’éléments, il est contenu dans un tore et est donc
abélien divisible. Par finitude de F, il s’ensuit que o(G)° est aussi abélien et

divisible. Posons r = |F'|; 'application

est un morphisme définissable surjectif et de noyau N fini. De plus, F' est contenu
dans N. Donc o(G)°/N = o0(G)° est définissablement linéaire sur K. Le lemme
3.52 permet de conclure que G est définissablement linéaire sur K. [

4.4 Etude de linéarité des K-groupes
Dans toute cette section, nous travaillons sous I’hypothése suivante :

Hypothése 4.53. - Pour tout un anneau local R de rang de Morley fini tel que
le corps interprétable K = R/J(R) est de caractéristique nulle et J(R) =4/ K, ,
si T est un sous-groupe définissable connexe de R* vérifiant TN (1 + J(R)) = 1,
alors T n’engendre pas R.
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Par exemple si on considérons le pur anneau,

R:{(é ?) !t,aelL}

ou IL est un corps algébriquement clos de caractéristique zéro; si (R, T) est struc-
ture de rang de Morley fini ou 7" est un sous-groupe de R*, alors cette hypothese
implique que soit T'N (14 J(R)) est non trivial, soit R = J(R) & S, ou S est le
sous-anneau de R engendré par T. Dans ce dernier cas, S est isomorphe au corps
KK interprété par R/J(R), et il existe un isomorphisme f entre R et 1’anneau

{(5 svex)

défini de la fagon suivante : pour tout r =x +y € R, avec v € J(R) et y € S, on

) 1= () 2w

a(z)

ou 8 un isomorphisme entre S et K, et @ un isomophisme entre J(R) et K.

4.4.1 Groupes résolubles et définissablement linéaires

Lemme 4.54. — Soit G =V x T un groupe de rang de Morley fini, ou V et T
sont deux sous-groupes définissables connexes et abéliens. Supposons que V' admet
un sous-groupe G-minimal A tel que V/A =2 A = K, définissablement, ot K un
corps interprétable de caractéristique zéro tel que Ux(T) = 1. Si |G, V] =V, alors
V 2K, x K, définissablement.

PREUVE — Quitte a remplacer T par T'/Cp (V') on peut supposer Cp(V) = 1.
D’aprés le Fait 1.57, on a G = G* x C, pour k € IN et C' un sous-groupe de Carter
de G. Comme T est abélien et [G,V] = V, on a G¥ = G' = V. 1l s’ensuit que
Cy(T)=VNZ(G) <VNC =1, et alors G est un groupe résoluble de classe 2,
connexe et sans centre.

Soit R I'anneau des endomorphismes de V' engendré par 7. Comme T est un
groupe abélien, alors R est un anneau commutatif. Soient x € V\ A et r € ann(z);
alors d(z) est un sous-groupe de ker(r). Sid(z)NA =0, alors V = A®d(z) =%/
K, x K, et on conclut. Supposons donc que A est un sous-groupe de d(x), on
aV = d(z). Alors r = 0 et ann(z) = 0. D’aprés le Fait 1.35, on en déduit
que R est interprétable. De plus comme A et V/A sont T-minimaux, on obtient
R/ann(A) = R/ann(V/A) = K (Fait 1.31). En particulier , Iy = ann(A) et
I = ann(V/A) sont des idéaux maximaux de R. Soit r € I;. Si ker(r)N A =0,
alors V. = A @ ker(r) 24/ K, x K, et on conclut. On peut donc supposer que
A est un sous-groupe de ker(r). Alors r € ann(A) = Iy et on a [; C [,. Par
maximalité de Iy, on obtient Iy = [; = I.

Soit r € I. Alors r induit un morphisme de V/A dans A. Or A =%/ V//A def
K, et 'ensemble des endomorphismes définissables de K, est définissablement
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isomorphe a K, alors [ est définissablement isomorphe a un sous-groupe de K.
En particulier I est soit trivial, soit I =%/ K_.

Soit J un idéal propre non nul de R. Supposons que I n’est pas contenu dans
J. Par maximalité de I, on a R =1+ J. Aussion a I NJ = 0 car [ est identifié a
un sous-groupe de K, qui est minimal. Soit (7,j) € I x J tel que 1 =i+ j. Alors
1=12=+2+2ij=j32€ JcarijeINJ =0et > =0, ce qui est impossible
car J est propre dans R. Donc I = J et on en déduit que I est 'unique idéal
propre non nul de R, d’out [ = J(R). En particulier R est un anneau local.

Par ailleurs, pour a,b € J(R)on a (1+a)(1+b) =14+a+0b. Alors 141 est un
sous-groupe définissable de R* définissablement isomorphe a un sous-groupe de
K. Comme Uk(T) # 1, on en déduit que TN (1 + J(R)) = 1, puis en appliquant
I'hypothése 4.53, il vient que J(R) = 0 et R est un corps.

Soit v € V' \ A. L’application

¢ : (R+) — V
r = r(v)

est un morphisme injectif (Fait 1.29) et ¢(R) = v® est un sous-groupe de V
isomorphe & (R, +) =%/ K,. Mais on a v € v\ 4, alors v N A = 0 et on en
déduit que V =A@ v 2/ K, x K,. O

Proposition 4.55. — Soit G =V x H un groupe résoluble connexe de rang de
Morley fini et sans sous-groupe infini d’exposant borné, ou V est un Uy-groupe
homogéne pour 1L un corps interprétable de caractéristique zéro, tel que [V, G| =V,
et H un sous-groupe nilpotent tel que Up(H) = 1. Alors V est définissablement
1somorphe a un groupe unipotent sur L.

PREUVE — On procéde par induction sur rk(V). On peut supposer V' # 1.
Pour tout corps interprétable IK de caractéristique zéro, [Uk(G'), V] est a la fois
un Uy-groupe homogeéne et Uk-groupe homogéne (Fait 2.29). Alors d’aprés le Fait
2.27, Ug(G") centralise V pour tout K 2 L. Comme H est nilpotent connexe,
alors H est un ﬁ—groupe (Fait 2.39) et comme G est sans sous-groupe d’exposant
borné, le Fait 2.34 donne

H =Ug,(H) x .. x Uk, (H)

pour Ki,...,IK,, des corps interprétables de caractéristique zéro. Ainsi comme
UL(H') = 1 et [Ug,(H),V] = 1 pour tout K; % L, on en déduit que H cen-
tralise V. Quitte a remplacer H par H/Cg (V') on peut supposer Cy (V) =1 et H
abélien.

Si V' est G-minimal, on conclut d’aprés le Fait 1.31. On peut donc supposer
que V n’est pas G-minimal. Soit A un sous-groupe G-minimal de V. Alors A
est abélien et A est définissabelement isomorphe & IL.. Par hypothése d’induction
appliquée a V/A x H, il vient que V/A est définissablement isomorphe & un groupe
unipotent sur L. Soit B un autre sous-groupe G-minimal de G. Alors V/B est
aussi définissablement isomorphe & un groupe unipotent sur LL, et donc le produit
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direct V/A x V/B est définissablement isomorphe a4 un groupe unipotent sur L.
Comme V/(A N B) s’injecte définissablement dans V/A x V/B, alors V/(AN B)
est définissablement isomorphe a un groupe unipotent sur .. Si A # B, alors
AN B =1 par minimalité de A =%/ I, et on conclut que V est définissablement
isomorphe & un groupe unipotent sur IL. On peut donc supposer que A est I'unique
sous-groupe G-minimal de V.

Si V n’est pas abélien, alors A est un sous-groupe de V' et V/V/ est définissable-
ment isomorphe & un groupe unipotent abélien sur L. En particulier V/V" est un
LL-espace vectoriel. Mais le groupe H/Cy(V/V') est abélien, alors il agit sur V/V’
comme groupe de matrices triangulaires supérieures sur L. Comme Up(H) = 1,
alors H/Cy(V/V') est diagonalisable. Ensuite on a la décomposition

VIV =wVe. . eV, V

ou chaque V;/ V' est un sous-espace vectoriel de dimension un normalisé par H.
En particulier chaque groupe V;/V' est définissablement isomorphe & L. Posons
W; = [...[[Vi, G, G]..., G]. En particulier on a [W;, G] = W,. Soit Vj le plus grand
sous-groupe définissable de V', définissablement isomorphe & un groupe unipotent
sur IL. Un tel sous-groupe existe d’aprés le Fait 3.36. Si n > 2, alors on applique
I’hypothése d’'induction & W; x H pour tout 7 et W; est définissablement isomorphe
a un groupe unipotent sur .. Donc W; est contenu dans V{ pour tout i. Comme
V.Gl =V,onalV;/V' ,G] =V;/V et V; = W;V' pour tout i et on en déduit que
V = VV'; ce qui implique V = V; car V est nilpotent. On peut donc supposer
V/V' est définissablement isomorphe a L. En particulier V/V' est un groupe
abélien indécomposable. D’aprés le Fait 2.7 il existe un sous-groupe indécompo-
sable I de V tel que V/V' =1V'/V'. Alors V = I et V est abélien. Ce qui est
absurde car contraire au choix de V. On en déduit que V est abélien. Alors V/A
est un groupe abélien définissablement isomorphe & un groupe unipotent sur L.
En particulier V/A est un L-espace vectoriel. En appliquant & V/A le méme rai-
sonnement que précédemment, on en déduit que V/A et I, sont définissablement
isomorphes. D’aprés le Lemme 4.54 on conclut. [

Théoréme 4.56. — Soient G un groupe résoluble connezxe de rang de Morley fini
sans sous-groupe infini d’exposant borné et K un corps interprétable de caractéris-
tique zéro. Si G est engendré par des sous-groupes définissablement isomorphes a
K., alors G est un groupe définissablement linéaire (pas nécessairement sur IK).

PREUVE — On procéde par induction sur rk(G). Si G est nilpotent alors on
conclut par le Fait 3.36. On peut donc supposer que G n’est pas nilpotent. Comme
G /G’ est abélien, il vient que G/G’ est définissablement isomorphe & un groupe
unipotent sur K. Soit A un sous-groupe G-minimal de G'. Alors A est abélien et
on a A =%/ I, pour L un corps interprétable de caractéristique zéro (Faits 2.34,
2.37 et 3.34); en particulier A est minimal. Par hypothése d’induction, on peut
supposer que A est 'unique sous-groupe G-minimal de G'. Alors d’aprés les Faits
2.38 et 2.39 on en déduit que G est un Uy-groupe homogéne. De plus, si L =%/ K
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alors G est un Uk-groupe homogéne, donc nilpotent ; ce qui est exclu. Donc on a
IL 2 K et en particulier I NG = 1 pour tout sous-groupe I tel que I =%/ KK,

Soit I un sous-groupe de G tel que I =29¢/ K, . D’aprés le Fait 1.59 Eq(I) est
un sous-groupe définissable connexe et d’aprés le Fait 1.60 on a I < F(Eg(])).
Il vient que I < Uk(F(Eg(I))) et d’aprés le Fait 2.29 [Uk(F(E¢(1))), Ec(I)]
est un Ug-groupe homogéne. Ainsi on a [Ux(F(Eg(I))), Eq(I)] < Ux(G') = 1
et I < Ux(F(Eq(]))) < Z(Eg(I)). Mais d’aprés le Fait 1.61 Eg(I) contient un
sous-groupe de Carter C' de G, alors on a I < Z(Eg(I)) < C et Ux(C) # 1.

Comme G est engendré par des sous-groupes définissablement isomorphes a
K,,onaG =< I,..1, > pour I; 2% K, donc I, NG = 1. Pour tout i €
{1, ...,n}, il existe un sous-groupe de Carter C; de G tel que I; < Z(Eq(I;)) < C;.
Comme les sous-groupes de Carter de GG sont conjugués, alors il existe x; € G
tel que 17 < C pour tout 4. Comme G/G’ est abélien, on a I,G' = I”"'G’ et on
obtient

G=<I" . I'">G =GU

ou U =< I{', ..., I >. En particulier U est un sous-groupe définissable de C'
définissablement isomorphe a un groupe unipotent sur K; donc U est un Uk-
groupe homogéne, d’otton a G =G x U.

Comme G/[G, G'] est un groupe nilpotent, alors G/[G, G'] est définissablement
isomorphe & un groupe unipotent sur K. En particulier G'/[G,G'] est un Uk-
groupe homogéne. Or G est un Up-groupe homogéne et I 2 K, alors le groupe
G'/[G,G'] est trivial et on obtient G' = [G,G']. D’aprés la Proposition 4.55, on
en déduit que GG est définissablement linéaire sur L. [J

4.4.2 Une étude de linéarité sur les K-groupes
Il s’agit ici de discuter de la conjecture suivante :

Conjecture 4.57. — Soit G un K-groupe connexe de rang de Morley fini tel que
F(G)° est un Uk-groupe pour I un corps interprétable de caractéristique zéro.
Supposons que G posséde un sous-groupe de Carter C' tel que CNA =1 pour tout
sous-groupe A < G définissable connexe abélien. Alors

G=25%..%x5, %G

ot Gg est un sous-groupe définissablement linéaire sur K et Si,..., S, sont iso-
morphes a des groupes algébriques quasi-simples sur d’autres corps.

Pour expliquer la nécessité de I'hypothése C' N A = 1 dans I’énoncé ci-dessus,
nous pouvons toujours reprendre I'exemple 4.27. Considérons G, G, N et K comme
dans cet exemple. Alors G/N = PSLy(K) et CNN # 1 pour tout sous-groupe de
Carter C de G. En particulier A est I'unique sous-groupe G-minimal de G. Donc
I’énoncé de la Conjecture 4.57 voudrait que G soit définissablement linéaire sur
KK; ce qui n’est pas le cas.

Nous allons ramener la Conjecture 4.57 a la conjecture ci-dessous.
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Conjecture 4.58. - Soit G un K-groupe connexe de rang de Morley fini tel que
|G, 0(G)°] est un Uk-groupe pour K un corps interprétable de caractéristique zéro.
Supposons que G posséde un sous-groupe de Carter C définissablement linéaire sur
K et que G/o(G) est définissablement linéaire sur IK. Alors G est définissablement
linéaire sur K.

Une tentative de réponse a la Conjecture 4.57

Ici on suppose que la Conjecture 4.58 est vrai, et on montre que la Conjecture
4.57 l'est aussi. Pour ce faire, on considére G un groupe vérifiant les hypothéses
de la Conjecture 4.57 et on procéde par induction sur 7k(G) et deg(Z(G)). On
peut déja dire que G n’est pas nilpotent. Ce travail sera divisé en trois étapes :

1) On peut supposer Z(G) =1, et F(G) est un Uk-groupe homogéne.

Comme C' contient Z(G)°, alors Z(G) est fini. En particulier, F/(G)° est un
Uk-groupe homogéne d’aprés le Lemme 2.30. Supposons Z(G) # 1. Notons que
C contient Z(G) (Fait 3.29) et que C/Z(G) est un sous-groupe de Carter de
G/Z(G). Aussi F(G/Z(G))° = F(G)°Z(G)/Z(QG) est un Uk-groupe. Soit A<1G un
sous-groupe définissable connexe contenant Z(G) et tel que A/Z(G) est abélien.
Alors A est abélien et on a C/Z(G) N A/Z(G) = (CNA)/Z(G) = 1. Comme
Z(G/Z(@)) = 1 puisque Z(G) est fini (Fait 1.37), alors par hypothése d’induction,
on a

G/Z(Q) = Co/Z(G) % S1/Z(G) % ... % Su/Z(G),

ou Go/Z(@G) est un groupe définissablement linéaire sur K et Sy /Z(G), ..., S,/ Z(G)
sont des groupes algébriques quasi-simples sur d’autres corps. Comme S;/Z(G)
est isomorphe & SZ-(OO)/SZ-(OO) N Z(@G), alors d’apres le Fait 4.5, le groupe Si(oo) est
isomorphe a un groupe algébrique quasi-simple. Aussi, [GO,SZ-(OO)} est un sous-
groupe connexe de Z(G), donc [Go, S°] = 1 pour tout i; de méme [S\™, SJ(»OO)]
est trivial pour tout ¢ # j. On en déduit que

G = Gy S s x 80,

Supposons que G soit un sous-groupe propre de GG. D’aprés le Lemme 4.28,; tout
sous-groupe de Carter de G est contenu dans un sous-groupe de Carter de GG. De
plus comme F(G)° est un Uk-groupe homogeéne, F'(G)° est un Uk-groupe. Enfin,
comme un sous-groupe normal dans G est normal dans G, il vient par hypothése
d’induction que Gy satisfait la Conjecture 4.57, et donc G aussi. On peut donc
supposer que G = Gy et G/Z(G) est définissablement linéaire sur K. Comme
Z(Q) est fini, on en déduit d’aprés la Proposition 4.52, que G est définissablement
linéaire sur IK. On peut donc supposer que Z(G) est trivial.

Comme F(G)° est un Uk-groupe homogeéne, il est sans torsion, et on a F(G) =
F(G)° x F pour F un sous-groupe fini et caractéristique dans F'(G). Alors F' est
normal dans G et donc central. On en déduit que F' = 1 et F'(G) est un Uk-groupe
homogeéne.
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2) On peut supposer que G n’admet pas de sous-groupe G-minimal non abélien.

Soitt A un sous-groupe G-minimal de G. Si A est non abélien, alors d’aprés
les Faits 1.24 et 4.5, le groupe A est algébrique simple et d’aprés le Fait 4.4 on
a G =Ax Cg(A). En particulier Cz(A) est un sous-groupe définisable connexe
propre de G. D’aprés le Lemme 4.28, tout sous-groupe de Carter de Cg(A) est
contenu dans un sous-groupe de Carter de G. De plus, comme un sous-groupe
normal dans Cg(A) est normal dans G, alors par hypothése d’'induction Cg(A)
satisfait la Conjecture 4.57, et donc G aussi. On peut donc supposer que les sous-
groupes G-minimaux de G sont tous abéliens.

3) Montrons que G satisfait les hypothéses de la Conjecture 4.58.

e D’aprés la Proposition 4.20 [, o(G)°] est un U-groupe, donc [G, o(G)°] est
sous-groupe de F(G); comme F(G) est un Uk-groupe homogéne, alors [G,o(G)]
est un Ug-groupe.

e Montrons que G/o(G) est définissablement linéaire sur IK.

Soit A/B une section G-minimale de F(G); alors on a A/B =29/ K, d’aprés le
Fait 3.34. Il s’ensuit que G/C(A/B) est définissablement linéaire sur K. Soit Z le
centralisateur des sections G-minimales de F(G); alors F/(G) est un sous-groupe
de Z et d’aprés le Fait 3.9, le groupe quotient G/Z est définissablement linéaire sur
K. Soit (A;)i>0 une suite croissante de sous-groupes définissables connexes de F/(G)
telle que Ag = 1 et A;41/A; est G-minimal. Comme F'(G) est définissable connexe,
il existe un entier n tel que F(G) = A,,. Mais F/(G) est un sous-groupe de Z, alors
A < Z(Z)etona A, = F(G) < Z,(Z) < F(Z). Comme F(Z) est un sous-
groupe de F(G), on obtient F(G) = F(Z) = Z,(Z). De plus, on a Z,(Z) < F(Z)
pour tout k, alors Zo.(Z) < F(Z) et on obtient F(G) = F(Z) = Zy(Z) = Z(Z).
Comme on a [Z,0(Z)] < [G,0(G)] < F(G) = Z,(Z), alors (Z) est un groupe
nilpotent et on a F'(G) = o(Z). Ainsi Z/F(G) est isomorphe & un produit direct
de groupes algébriques simples (Fait 4.10) ; écrivons

ZIF(G) = Z,/F(G) X ... X Zn|F(G)

avec Z;/F(G) isomorphe a un groupe algébrique simple. Si Z # F(G), on peut
supposer Z1/F(G) non trivial. Comme Z centralise les sections G-minimales de
F(G), il vient d’aprés le Lemme 4.29 que Z§°°) est isomorphe a un groupe algé-
brique simple. En particulier Z§°°) est un sous-groupe G-minimal non abélien de
G, ce qui est exclu par le point 2). On en déduit que Z = F(G) et G/F(G) est
définissablement linéaire sur K. D’aprés le Lemme 3.11, il vient également que
G/o(G) est définissablement linéaire sur K.

e Soit C' un sous-groupe de Carter de GG. Montrons que C' est définissablement
linéaire sur K.

Soit U le plus grand sous-groupe définissable de F((G), définissablement iso-
morphe a un groupe unipotent sur IK donné par le Fait 3.36. En particulier U
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est normal dans G et alors G/Cg(U) est définissablement linéaire sur K. Posons
Co=CnNF(GE)NCeU). Comme G/F(G) est définissablement linéaire sur K, il
vient que C'/Cy est définissablement linéaire sur IK (Fait 3.9). Supposons Cy # 1.
Alors Cj est infini car F/(G) est un Ug-groupe homogéne, donc sans torsion. Soit
C, un sous-groupe définissable infini minimal de Cy. Alors on a C; =%/ K, et
C, <UNCeU)=Z(U). Il s’ensuit que C; < Z(U)NC =1, ce qui est absurde.
Ainsi Cy = 1 et C est définissablement linéaire sur IK.

Il vient que G satisfait les hypothéses de la Conjecture 4.58, donc G est défi-
nissablement linéaire sur IK; on conclut.

Une tentative de réponse a la Conjecture 4.58

Soit G un contre-exemple a la Conjecture 4.58 dans le sens ou toute section
définissable U/V de rang strictement inférieur & rk(G) ou de degré de Z(U/V)
strictement inferieur a deg(Z(G)), vérifiant les hypothéses de cette conjecture la
satisfait. Alors G n’est pas nilpotent et d’aprés la Proposition 4.20 [G,0(G)°] est
un Ugk-groupe homogéne.

1) On montre que G n’admet pas de sous-groupe G-minimal non abélien.

Soit A un sous-groupe G-minimal de GG. Si A n’est pas abélien, alors d’apreés les
Faits 1.24 et 4.4, A est quasi-simple et on a G = A x Cg(A)°. Comme [G,0(G)°]
est un Uk-groupe homogeéne, alors [Cg(A)°, 0(Ce(A)°)°] est un Uk-groupe. De
plus, d’aprés le Lemme 4.28, tout sous-groupe de Carter de Cg(A)° est contenu
dans un sous-groupe de Carter de G. Il vient par induction que Cg(A)° est défi-
nissablement linéaire sur I{. D’autre part, comme Z(A) = ANZ(G) = ANo(G),
alors A/Z(A) est isomorphe a un sous-groupe normal de G/o(G) et on en dé-
duit que A/Z(A) est isomorphe a un groupe algébrique simple sur KK d’aprés le
Corollaire 4.7. D’aprés le Fait 4.5, A est isomorphe a un groupe algébrique sur
IK; le Lemme 3.52 permet de conclure que G est définissablement linéaire sur K.
On peut donc supposer que tous les sous-groupes G-minimaux de G sont abéliens.

2) On montre que G posséde un unique Uk-sous-groupe G-minimal A et que
G /A est définissablement linéaire sur K.

Supposons que G ne posséde pas de Uk-sous-groupe G-minimal. Alors o(G)°
est central puisque |G, 0(G)°] est un Uk-groupe normal de G. Mais d’aprés le Fait
4.10 on a

G/o(G)=51/0(G) x ... x S,/o(G),
avec S1/0(G), ..., S,/o(G) isomorphes a des groupes algébriques simples. Comme
G n’est pas nilpotent on a G # o(G) et d’aprés le Fait 4.5, il existe i € {1,..,n}
tel que SZ-(OO) soit un sous-groupe simple G-normal, donc G-minimal non abélien ;

ce qui est exclu par le point 1). On en déduit que G posséde un Uk-sous-groupe
G-minimal A.
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Comme A est un Ug-sous-groupe G-minimal abélien de G, on A =29/ K™
d’aprés le Fait 3.34. En particulier A N C' est définissablement isomorphe a un
groupe unipotent sur K, donc fermé, et CA/A est définissablement linéaire sur
K. Comme [G/A,o(G)°/A] est un Uk-groupe, il vient par induction que G/A est
définissablement linéaire sur K. Soit B un autre Ug-sous-groupe G-minimal de
G. Alors G/ B est aussi définissablement linéaire sur K. Il s’ensuit que G/(AN B)
est définissablement linéaire sur K (fait 3.9). Si AN B est fini, alors G est défi-
nissablement linéaire sur IK d’aprés la proposition 4.52. On en déduit que A est
I'unique Uk-sous-groupe G-minimal.

3) On montre que F(G)° est un Uk-groupe homogéne. En particulier A est

lunique sous-groupe G-minimal de G.
Supposons que F(G)° n’est pas un Uk-groupe homogéne. Alors, soit il existe
un corps interprétable I 22 IK de caractéristique zéro tel que Ur(F(G))°) # 1, soit
F(G)° a un pseudo-tore non trivial. Dans le premier cas, comme [G, Ur(F(G)°)]
est contenu dans [G,0(G)°], alors [G, UL (F(G)°)] est a la fois un Ugk-groupe ho-
mogene et un Up-groupe homogeéne. Il vient que Ur(F(G)°) est un sous-groupe
non trivial de Z(G) d’apreés le Fait 2.27. Dans le deuxiéme cas, on a Ty < Z(G),
pour Ty un pseudo-tore non trivial de F'(G)°. Dans tous les cas il vient que Z(G),
et donc C, contient un sous-groupe infini définissable connexe B qui n’est pas un
Uk-groupe. Comme C' est définissablement linéaire sur K, on a C' = Uk (C) x T ou
T est un sous-groupe définissable abélien connexe (Théoréme 4.47). En particu-
lier B est un sous-groupe de T'. Rappelons que G /A est définissablement linéaire
sur K, o A est 'unique Ugk-sous-groupe G-minimal de G. On identifie G/A a
un sous-groupe définissable de GL,(K). Soit Z/A le sous-groupe de Z(G/A)°
formé d’éléments semi-simples. Alors B est contenu dans Z et Z/A est non tri-
vial car A est un Ugk-groupe homogéne. De plus, Z est résoluble connexe car A
est abélien connexe. On a Z/A < Z(G/A)° < CAJ/A = Uk(C)AJA x TA/A,
et alors Z/A < TAJ/A. On obtient Z = (T'N Z)A. D’aprés le Lemme 3.33, le
quotient (G/A)/Z(G/A) est définissablement linéaire sur K et d’aprés la Propo-
sition 4.52, il vient que (G/A)/Z(G/A)° définissablement linéaire sur IK. Comme
ZJA=(TAJA)NZ(GJA)°, alors (TAJA)/(Z/A) est définissablement linéaire sur
K. Mais (TA/A)/(Z/A) =% T/(T N Z), alors T/(T N Z) est définissablement
linéaire sur K.

Posons £E = Ez(TNZ);ona E=ENZ=(TNZ)(ENA). Comme Z est
résoluble et connexe, alors on a T'N Z < F(E) (Fait 1.60). De plus, A est abélien
et normalisé par E, alors on a aussi ENA < F(F), d’ou E est nilpotent. D’aprés
le Fait 1.61, on en déduit que E est un sous-groupe de Carter de Z. Mais Z est
normal dans G, alors 'argument de Frattini et la conjugaison des sous-groupes
de Carter dans Z donne G = ZNg(E) = (TN Z)ANg(E) = ANg(E). Si AN
Ng(E) =1,alorson a G = Ax Ng(E). Comme A est définissablement isomorphe
& un groupe unipotent sur K, alors G/Cy,m)(4) =% A x Ng(E)/Cngm)(4)
est définissablement linéaire sur K (Fait 3.5). On en déduit que G = G/(AN
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Cne(p)(A)) est définissablement linéaire sur K (Fait 3.9). On peut donc supposer
ANNg(E) # 1. Mais AN Ng(E) est normal dans G, alors par G-minimalité de A,
on a A < Ng(E) et E est normalisé par G. En particulier £ est normal dans Z et
ona FE =7, ie. Z est nilpotent. Comme Ug(T'NZ)=1,ona Z=(T'NZ)x A,
en particulier 7'N Z est normal dans G.

Comme on a C/(T'N Z) =24 T/(T N Z) x Ug(C), alors C/(T N Z) est dé-
finissablement linéaire sur KK puisque 7/T N Z et Uk(C') le sont aussi. De plus
G/(TNZ),0(G))TNZ) =[G oG)NTNZ)/(TNZ) est un Uk-groupe. On
en déduit par induction que G/(T N Z) est définissablement linéaire sur K. On
conclut que G = G/(ANT N Z) est définissablement linéaire sur IK. On peut donc
supposer que F(G)° est un Uk-groupe homogéne.

4) On montre que Z(G) est un Uk-groupe homogéne. En particulier F(G) est
un Ugk-groupe homogeéne.

Comme F'(G)° est un Uk-groupe homogéne, alors Z((G)° est sans torsion et on a
Z(G) = Z(G)°x F pour F un sous-groupe fini. En particulier, Z(G/F) = Z(G)/F
est connexe et sans torsion. Supposons F' # 1. Notons que C contient Z(G)
(Fait 3.29), donc C' contient F. Comme C' est définissablement linéaire sur K
et F' est fini, alors C/F est un sous-groupe de Carter de G/F, définissable-
ment linéaire sur K. De plus, [G/o(G/F)°] = [G,0(G)°|F/F est un Uk-groupe
et (G/F)/o(G/F) =% G/o(G) est définissablement linéaire sur K. Comme
1 = deg(Z(G/F)) < deg(Z(Q)), il vient par induction que G/F est définissa-
blement linéaire sur IK. Comme F' est fini, on conclut d’apreés la proposition 4.52
que G est définissablement linéaire sur K. On peut donc supposer F' = 1 et Z(G)
est un Uk-groupe homogéne.

Comme F(G)° est sans torsion, on a F'(G) = F(G)° x Fy, pour Fy un sous-
groupe fini et caractéristique dans G. Alors F' est normal dans G, et comme G
est connexe on a F' < Z(G); on en déduit que F est trivial car Z(G) est un
Uk-groupe homogene, donc sans torsion, d’ott F'(G) est un Uk-groupe homogéne.

5) On montre que pour tout sous-groupe définissable connexe H de G, [H,o(H)]
est un Uk-groupe et H/o(H) est définissablement linéaire sur K.

Comme le groupe G/A est définissablement linéaire sur KK, identifions le & un
sous-groupe définissable de G L, (IK). Notons HA/A la cloture de Zariski de HA/A.
Alors HA/A est un groupe algébrique connexe sur K et d’aprés le Fait 1.95, il
vient que [HA/A,o(HA/A)] est un groupe résoluble engendré par les unipotents
sur K. Alors [HA/A,o(HA/A)| est unipotent sur K, donc [HA/A,0(HA/A)] =
[H,0(H)]A/A est Uk-groupe. Comme A est un Ugk-groupe, il vient que [H, o(H)]
est un Ugk-groupe. D’autre part, comme (HA/A)/o(HAJ/A) = H/o(H), alors
d’aprés le Fait 3.11, on en déduit que H/o(H) est définissablement linéaire sur IK.

6) On montre que tout sous-groupe définissable connexe et propre de G est dé-
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finissablement linéaire sur K.

a) Supposons que G n’est pas résoluble. Soient H un sous-groupe définissable
connexe propre de GG et Cy un sous-groupe de Carter de H. Soient B un sous-
groupe de Borel de G contenant Cyy et C'z un sous-groupe de Carter de B. Alors
Cp est aussi un sous-groupe de Carter de G, et par conjugaison des sous-groupes
de Carter dans GG, Cp est définissablement linéaire sur K. D’aprés le point 5), il
vient par induction que B est définissablement linéaire sur IK. On en déduit que
Cy est définissablement linéaire IK. D’apreés le point 5) et par induction, on conclut
que H est définissablement linéaire sur IK.

b) Supposons maintenant G' non résoluble. Soient H un sous-groupe définis-
sable connexe propre de GG qui n’est pas définissablement linéaire sur I, et C'y un
sous-groupe de Carter de H. Alors C'y n’est pas définissablement linéaire sur K
d’aprés le point 5). Mais Eq(Cpy) contient un sous-groupe de Carter de G (Fait
1.61), donc si Eg(Cy) est propre dans G, ’hypothése d’induction dit que Eg(Cy)
est définissablement linéaire sur K. Dans ce cas Cy est définissablement linéaire
sur K et donc H aussi; ce qui est absurde. Donc G = E¢(Cq) et Cy est contenu
dans F(G) d’aprés le Fait 1.60. Alors on a Cy < F(G)NH < F(H) et on en
déduit que H = Cpy et H est un sous-groupe de F(G). Ceci montre que tout
sous-groupe définissable propre et connexe de GG qui n’est pas définissablement
linéaire sur K, s’il en existe, est contenu dans F/(G).

Comme G est résoluble, alors on a A ~ IK,. De plus, comme G n’est pas
nilpotent, G/F(G) ne Test pas non plus (Fait 1.49). Comme G = F(G)C,
alors on a Ux(G/F(G)) = Ux(C)F(G)/F(G) (Fait 2.15) et on obtient Uk(G) =
Uk (C)F(G). Mais Uk (C) et F(G) sont des Uk-groupes homogenes, alors d’aprés
le Fait 2.23 leur produit Uk (C)F(G) est un Ug-groupe homogéne, donc nilpotent.
On en déduit que Ux(G) = F(G) et on a

G=F(G)C=FG)«T,

ot T est le complémentaire de Uk (C) dans C' (Théoréme 4.47).

Si F(G) n’est pas abélien, alors A est un sous-groupe de F(G) et F(G) /A
est définissablement isomorphe a un groupe unipotent sur K, donc fermé (Pro-
position 3.40). 1l vient que G/F(G)" est définissablement linéaire sur K. En par-
ticulier, F'(G)/F(G)" est isomorphe & un groupe abélien unipotent sur K. Ainsi
F(G)/F(G)" est un K-espace vectoriel, nécessairement de dimension d > 2 car
F(G)" # 1. Notons que pour tout sous-groupe B de F(G), définissable G-normal
et contenant F' (G’)/, le groupe quotient G/ B est définissablement linéaire sur IK, et
ceci, du fait que F(G)/F(G) est isomorphe a un groupe unipotent. Considérons
un tel sous-groupe B tel que F'(G)/B soit de dimension 2 et regardons le groupe
F(G)/BxT/Cr(F(G)/B) ou F(G)/B = K. Posons T = T/Cr(F(G)/B); alors
d’aprés le Fait 3.5, 7 peut étre vu comme un sous-groupe définissable de G Ly (IK).
De plus, comme Uk(T) = 1, alors Ux(7) = 1 et donc T est formé d’élement
semi-simples sur K. On en déduit que 7T est diagonalisable, i.e. 7 se plonge défi-
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nissablement dans (IK*)2. Il s’ensuit la décomposition
F(G)/B=U,/B®U,/B

ou U;/B et Uy/B sont des K-sous-espaces vectoriels de dimension un, normali-
sés par T ; en particulier on a U;/B =9/ K,. Comme U;T est un sous-groupe
définissable connexe propre de G qui n’est pas contenu F(G), alors il est définis-
sablement linéaire sur K. En particulier, U; est définissablement isomorphe a un
groupe unipotent sur I (Proposition 3.40). On en déduit que F(G) = U Us est dé-
finissablement linéaire sur IK d’aprés le Fait 3.10; ce qui permet de dire, d’aprés le
premier paragraphe de ce point, que tout sous-groupe définissable connexe propre
de G est définissablement linéaires sur K. On peut donc supposer F(G) =1 et
F(G) abélien.

Comme F(G) est abélien, alors F'(G)/A est abélien et isomorphe & un groupe
unipotent sur K. Donc F(G)/A est un K-espace vectoriel de dimendion d. Si
d > 2, alors en considérant un sous-groupe normal B contenant A et tel que
F(G)/B soit de dimension 2, on montre par le méme raisonnement que précé-
demment, que F(G) est définissablement linéaire sur IK, ce qui permet & nouveau
de conclure. Donc on a d < 1. Si d = 0, alors F'(G) = A et on obtient G = AC.
Comme G n’est pas nilpotent on a ANC = 1 car A =%/ K, et on obtient
G = AxC. Aussi C/Cc(A) est définissablement linéaire sur K (Fait 3.5); d’ou
G =G/(ANCc(A)) est définissablement linéaire sur IK (Fait 3.9). Donc d = 1 et
F(G)/A =] A =de] K, D’aprés le Lemme 4.54 on obtient F(G) =%/ (K, )2
Mais F'(G) contient tous les sous-groupes définissables connexes propres de G qui
ne sont pas définissablement linéaires sur K, on conclut alors que G ne posséde
pas de tels sous-groupes.

7) On montre que G n'est pas résoluble et G/A est isomorphe & un groupe
algébrique stmple sur IK.

Si G est résoluble, alors G = F(G)C = F(G) x T, ou T est le complémentaire
abélien de Uk (C') dans C, et F(G) est un Uk-groupe homogéne définissablement
linéaire sur K d’aprés 6). Alors F/(G) est définissablement isomorphe & un groupe
unipotent sur K (Proposition 3.40), puis comme Cr(F(G)) < Z(G) < F(G), on
a Cr(F(G)) =1 et on en déduit que G est définissablement linéaire sur IK d’aprés
le Fait 3.5. Ce qui est contraire au choix de G. Donc G est non résoluble.

Comme G/A est définissablement linéaire sur K, alors d’aprés le Théoréme
4.47 on a

G/A=U/AxR/A

ot U/A est le plus grand Uk-sous-groupe normal nilpotent de G/A et R/A un
sous-groupe définissable de G/A. En particulier, U est un Uk-groupe homogéne
car A l'est aussi et on a R = A xS ou S est un sous-groupe définissable de R.
Si U # A, alors U et R sont définissablement linéaire sur IK d’aprés les points
6) et on a G = U % S. Comme U est définissablement isomoprhe & un groupe uni-
potent sur K (Proposition 3.40), le Fait 3.5 dit que S/Cg(U) est définissablement
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linéaire sur K, d’'on G = G/(U N Cg(A)) est définissablement linéaire sur K (Fait
3.9); ce qui est contredit le choix de G. Donc on a A = U et A est le plus grand
Ug-sous-groupe normal nilpotent de G. Par unicité de A, on a méme A = U(G).
Ainsi le Corollaire 4.49 donne

G/A=G1/A*..xG,/Ax B/A

avec G1/A,...,G, /A isomorphes a des groupes algébriques quasi-simples sur K,
et B/A un sous-groupe abélien connexe. Si G/A n’est pas isomorphe a un groupe
algébriques quasi-simple, alors il existe G; # A et G; # G ; d’aprés le point 6) G;
est définissablement linéaire sur K et d’aprés le Théoréme 4.47 on a G; = A x S;
pour S; un sous-groupe définissable connexe unique a conjugaison prés dans G;.
Comme G; est normalisé par G, ’argument de Frattini donne G = ANg(S;)°. Par
G-minimalité de A, soit AN Ng(S;)° = 1, soit A est un sous-groupe de Ng(.S;)°.
Si A est un sous-groupe de Ng(.5;)°, alors S; est normalisé par G et par unicité
de A on a S; = 1; ce qui est impossible. Alors on a A N Ng(5;)° = 1 et on
obtient G = A x Ng(S;)°. Comme A est définissablement isomorphe & un groupe
unipotent sur IK, alors Ng(S;)°/Cngsi)e(A) est définissablement linéaire sur K,
d’ott G = G/(A N Cnys,)(A)) est définissablement linéaire sur K; ce qui est
exclu. Donc G/A est isomorphe a un groupe algébrique quasi-simple sur IK; en
particulier Z(G/A) est fini.

Posons Z/A = Z(G/A). En particulier G/Z est isomorphe & un groupe algé-
brique simple sur K. Soient 7 I’ensemble des entiers premiers et H un m-sous-
groupe de Hall de Z. D’aprés le Fait 1.52 on a Z = A x H. Comme Z est normal
dans G, alors 'argument de Frattini donne G = ANg(H)°. Par G-minimalité de
A, soit A est un sous-groupe de Ng(H)®, soit ANNg(H)° =1.Si ANNg(H)° =1,
on obtient G = A x Ng(H)°, d’ott G = G/(A N Cngymye(A)) est définissablement
linéaire sur IK; ce qui est contraire au choix de G. Donc A est un sous-groupe de
Ng(H)°. Alors par unicité de A, il vient que H est central dans G car fini. Mais
d’aprés le point 4) F/(G) est sans torsion, alors H =1 et on a Z = A. On conclut
que le groupe G/A est isomorphe a un groupe algébrique simple sur K.

A ce stade du raisonnement, il parait difficile d’établir que G est définissable-
ment linéaire sur K. Toutefois, en regroupant les informations obtenues dans ce
qui précéde, la Conjecture 4.58 se réduit finalement a la suivante :

Conjecture 4.59. — Soit G un K-groupe connexe parfait dont tous les sous-
groupes définissables connexes propres sont définissablement linéaires sur IK, pour
K est un corps interprétable de caractéristique zéro. Supposons que G/o(G) est
algébrique simple sur K et que o(G) est 'unique sous-groupe G-minimal de G.
Alors G est définissablement linéaire sur K.

Le cas résoluble

Nous avons vu dans ce qui précéde que sous 'hypothése 4.53, les Conjectures
4.58 et 4.57 sont vraies dans le cas résoluble. Donc on obtient les théorémes sui-
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vants :

Théoréme 4.60. — Soit G un groupe résoluble conneze de rang de Morley fini tel
que G est un Uk-groupe pour K un corps interprétable de caractéristique zéro.
Sl existe un sous-groupe de Carter C' de G définissablement linéaire sur K, alors
G est définissablement linéaire sur K.

Théoréme 4.61. — Soit G un groupe résoluble connexe de rang de Morley fini
tel que F(G)° est un Uk-groupe pour IK un corps interprétable de caractéristique
zéro. Supposons qu’il existe un sous-groupe de Carter C de G tel que CNA =1
pour tout sous-groupe définissable A <A G connexe abélien. Alors G est un groupe
définissablement linéaire sur K.

K-groupes parfaits

A présent voyons ce qu’on obtient de la structure des K-groupes connexes
parfaits de rang de Morley fini lorsque la Conjecture 4.58 est supposée vraie.

Théoréme 4.62. — Soit G un K-groupe connexe parfait de rang de Morley fini.
Supposons qu’il existe un sous-groupe de Carter C de G tel que C N A =1, pour
tout sous-groupe A < G définissable connexe abélien. Alors

GGy *...xG, x B,

pour Gi,...,G, des groupes définissables connexes et définissablement linéaires
sur des corps algébriqguement clos de caractéristique zéro, et B un sous-groupe
définissable tel que o(B) est d’exposant borné et B/o(G) est produit direct de
groupes algébriques simples sur des corps algébriquement clos de caractéristiques
non nulles.

PREUVE — On considére GG un contre-exemple de rang de Morley minimal. En
suivant ce qui est fait au point (1) de la tentative de reponse a la conjecture 4.58,
on peut dire que GG n’admet pas de sous-groupe G-minimal non abélien. Comme
G est connexe et parfait, le Théoréme 4.35 donne

G=Gi*..xG,*DB,

ou GGy, ..., G, sont des sous-groupes définissables connexes tels que chaque G; /o (G;)
est isomorphe & un groupe algébrique sur un corps algébriquement clos de carac-
téristique zéro, et B un sous-groupe définissable tel que B/o(G) est isomorphe
a un produit direct de groupes algébriques simples sur des corps algébriquement
clos de caractéristiques positives. En particulier, o(B) est d’exposant borné (Pro-
position 4.34). Si pour tout i, G; est un sous-groupe propre de G, le Lemme 4.28
permet d’appliquer l'induction et chaque G; a la forme décrite par ’énoncé de ce
théoréme. Donc G est aussi de cette forme; ce qui contredit son choix. Alors il
existe i tel que G = G; et G/o(G) est isomorphe & un groupe algébrique sur un
corps interprétable K de caractéristique zéro.
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4.4 Etude de linéarité des K -groupes

Montrons que G est définissablement linéaire sur K. Soit W le plus petit sous-
groupe définissable normal de G tel que G/W soit définissablement linéaire sur K.
D’aprés la Proposition 4.52, le sous-groupe W est connexe et est contenu o(G)°.
Mais d’aprés la Proposition 4.34 ¢(G)° est un Uk-groupe homogéne, alors W est
un Uk-groupe homogéne.

Comme G /W est définissablement linéaire sur IK, alors C'//C N W est définis-
sablement linéaire sur K. Supposons que C N W # 1, alors C N W est infini car
W est sans torsion. Soit W, un sous-groupe définissable infini minimal de C' N W,
alors on a Wy =9¢/ K, . Posons E = {W{ : g € G}. Alors E est un sous-groupe
G-normal définissablement isomorphe a un groupe unipotent sur K (Fait 3.36). Il
vient que G/Cq(F) est définissablement linéaire sur IK et par minimalité de W,
on a W < Cg(F). Comme E est un sous-groupe de W alors E est abélien et on
a CNE =1, ce qui est absurde car Wy est contenu dans £ N C. On en déduit
que CNW =1 et C est définissablement linéaire sur IK. La Conjecture 4.58 étant
supposée vraie, on conclut que GG est définissablement linéaire sur IK. [
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Chapitre 5

Etude de quelques actions sur des
groupes abéliens

Dans ce chapitre nous étudions une action définissable de SLy(K) sur un
groupe abélien connexe V, K et V' étant des objets définissables dans un uni-
vers de rang de Morley fini, K de caractéristique p > 0. Cette étude se base
sur [14] et [15] et généralise certains résultats de ces travaux.

5.1 Autour du Lemme des Trois Corps

Dans cette section nous tentons de généraliser le fait suivant que nous appellons
Lemme des Trois Corps :

Fait 5.1. - (Cherlin et Deloro, [14, Lemma 1.11]) Dans un univers de rang de
Morley fini, soient les objets définissables suivants : trois corps infinis Iy, Lo, ILs,
un groupe connexe T agissant sur les groupes additifs de Iy, 1Ly, L3, et une appli-
cation B : 1 X Iy — Ls.

Supposons que pour chaque i = 1,2,3,T/Cr(IL;) agit sur (IL;,+) comme un
sous-groupe infini de IF. Supposons de plus que Cr(IL1)° est non trivial dans son
action sur (g, +). Si B est bi-additive, i.e. additive par rapport auzx deuz variables,
et globalement T-covariante (dans le sens B(u,v)" = B(u',v") pour tout t € T),

alors B est identiquement nul, ou induit un isomorphisme définissable entre 1L, et
Ls.

Rappelons d’abord quelques faits.

Fait 5.2. - (Wagner, [39, Corollaire 9]) Soit L un corps de rang de Morley
fini et de caractéristique p > 0. Alors I n’admet pas de section définissable sans
torsion.

Une conséquence de ce résultat est le fait suivant :

Fait 5.3. - (Cherlin et Deloro, [14, Lemma 1.13]) Dans un univers de rang de
Morley fini, soient les objets définissables suivants : deux groupes abéliens infinis
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CHAPITRE 5 : Etude de quelques actions sur des groupes abéliens

K et H, et une action fidéle de K sur H telle que H est K-minimal. Supposons
que H est d’exposant p et que K contient un q-tore non trivial pour chaque entier
premier ¢ # p . Alors rk(H) = rk(K).

Fait 5.4. - Soit H un groupe abélien connexe de rang de Morley fini qui agit
définissablement et fidélement sur un groupe H-minimal abélien A. Si K est un
sous-groupe définissable infini de H ne centralisant pas A, alors A est K-minimal.

PREUVE — D’aprés le Théoréme de corps de Zilber (Fait 1.31), Paction de H
sur A engendre un sous-corps interprétable I de End(A), avec A =%/ T, H
agissant comme un sous-groupe multiplicatif de IL. D’aprés le Théoréme des in-
décomposables de Zilber (Fait 1.17), le sous-groupe additif I de I engendré par
K est interprétable ; étant stable par multiplication, c¢’est un anneau infini intégre
de rang de Morley fini, donc un sous-corps de I (Fait 1.6). Selon le Fait 1.5, on a
K =1, donc A est K-minimal. [J

Hypothéses. Dans toute la suite de cette section, on considére dans un uni-
vers de rang de Morley fini, les objets définissables suivants : trois corps infinis
K, Ky, K3 de caractéristique p > 0, un groupe abélien connexe infini 7' qui agit
sur les groupes additifs des trois corps et une application B : K; x Ky — K,
bi-additive, globalement T-covariante et non nulle. On suppose que pour chaque
i = 1,2,3, le groupe T/Cr(K;) agit sur (K;); comme un sous-groupe infini de
K.

5.1.1 Vers une généralisation du Lemme des Trois Corps

Puisque T/Cr(K;) (i = 1,2,3) agit sur (K;); comme un sous-groupe infini
définissable de K, alors (K;); est T'/Cp(K;)-minimal d’aprés le Fait 5.4, donc
T-minimal aussi.

Lemme 5.5. — Le groupe additif de IK3 est engendré par les éléments de la forme
B(u,v) pour (u,v) € Ky x K.

PREUVE — Comme B est non nulle, alors il existe (u,v) € Iy x Ky \ (0,0) tel
que B(u,v) # 0. Comme K, est connexe, alors pour tout a € K; \ {0}, B(a, Ks)
est un sous-groupe connexe et non trivial de IK3. Le sous-groupe de K3 engendré
par ses sous-groupes de la forme B(a,IK3) est donc définissable connexe et non
trivial car contenant B(u,v). De plus, par T-covariance de B, ce sous-groupe est
invariant par T, donc égal & K3 par minimalité.

Lemme 5.6. - On a CT<]K1, ]KQ) = CT(]KQ, ]Kg) = CT<]K3, ]Kl) = CT(]Kl, ]KQ, ]Kg)
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5.1 Autour du Lemme des Trois Corps

PREUVE — Montrons d’abord que CT(]Kl, ]KQ) - CT(]Kg) Soit t € CT(]Kl, ]KQ),
alors pour tout (u,v) € K; x Ky on a

B(u,v)" = B(u',v") = B(u,v).

Ce qui implique t € Cr(B(u,v)) pour tout (u,v) € K; x Ky. D’aprés le Lemme
5.5, on en déduit que ¢ centralise IK3. Ainsi on a Cr(K;,Ky) C Cr(Ks).

Montrons ensuite que Cr(IKy, K3) C Cr(IKz). Soit t € Cr(IKy,K3). Alors pour
tout u € Ky,v € Ky, on obtient

B(u,v' —v) = ,
u',v') — B(u,v) cart € Cp(K)

u,v)" — B(u,v) par T-covariance de B
u,v) — B(u,v) cart € Op(Ks)

|
ST

Sit ¢ Cr(Ksy), alors 'image de 'application v — v* — v est T-invariante et non
triviale dans Ky, donc elle est égale a Ky. On en déduit que B(K;,Ky) = 0, ce
qui constitue une contradiction. Donc t € Cr(IK3) et on a Cp(Ky, K3) C Cp(Ky).
De méme, on montre que Cr (Ko, K3) € Cp(IK;). Ainsi on obtient Cp(Kq, K3) =
Cr(Ky, Ks) = Cr(Ky, Ko, Ks). O

Le Théoréme 5.7 constitue le résultat majeur de cette sous-section.

Théoréme 5.7. - On suppose que Cp(Ky, Ko, K3) = 1; si 'un des Cr(K;) est
nfing, alors les trois corps Ky, Ky et K3 sont définissablement isomorphes.

Comme Cp(IKy, Ko, K3) = 1, alors d’aprés le Lemme 5.6, on a
Cr(Kq1)Cr(Ks)/Cr(Kz) = Cr(Ky)

et
Cr(Ky)Cr(IKy) /Cr(Ky) = Cp(Ky).

Si Cr(K;) et Cp(Ks) sont infinis, alors le Fait 5.1 donne un isomorphisme défi-
nissable entre K; et K3, et entre Ky et K5; on obtient alors le résultat. On peut
donc déja supposer que I'un d’eux est fini, et nous choisissons Cp(IK;).

Le reste de la preuve du Théoréme 5.7 se fera donc suivant deux possibilités :
Cr(Ks) est infini ou Cp(IK3) est infini. Dans les deux cas, nous allons nous appuyer
sur le Fait 5.1 (Lemme des Trois Corps) pour montrer I'isomorphisme entre les
trois corps.

Notation 5.8. - On note ©; = T/Cr(K;) ; p; : ©; — K}, I'injection de ©; dans K
telle que p;(t)z = x' pour tout ¢ = tCr(K;) € ©; et tout x € K; pour i = 1,2,3.
Cette injection est définissable.
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CHAPITRE 5 : Etude de quelques actions sur des groupes abéliens

Premier cas : on suppose que 75 := Cr(K5)° est non trivial.

D’aprés le Lemme 5.6 on a Cr,(K;) = 1 et comme T3 est infini, le Fait 5.1
donne un isomorphisme définissable entre Ky et IK3. En outre, la preuve du Fait
5.1 nous revéle que B(u, 1) est non nul pour tout u € K; \ {0} et que Papplication

fu : ]K2 — ]Kg
v+~ B(u,v)B(u,1)7!

ne dépend pas du choix de u € K; \ {0} ; en particulier on a f, = f;. Considérons
maintenant I'application

f Ky — Ks
w = Blu, 1)B(1,1)"!

Alors f est un morphisme additif définissable non nul. D’aprés le Théoréme de
corps de Zilber, on a K; = p1(©1) +...+p1(01) (n, fois). Alors le produit de deux
éléments non nuls de K; est une somme finie de produits d’éléments de p;(O;).
Ainsi par additivité de f, pour montrer que f est un morphisme multiplicatif, il
suffit de montrer que f(p1(£)p1(3)) = f(p1(t))f(p1(5)) pour tous ¢,5 € ©1. On a

B(p1(t)p1(3),1) B(p1(3)", 1)1 par définition de p;
= B(pi(3),1" )* par T-covariance de B
= B(pi(3),p2(T )"
= p3(O)B(p1(3), 2&5_1))
= @S DB )
= p3(0) fi(pa(T ))13(01(5)7 1) car fo5 = fi
= ps(f)B(L({z(f— ))B(p1(5),1)/B(1,1)
= B(l,p f__ I))tf(p1<§))
= Bl ) (1 (5)
= B(pi(t), p2(t)p2(t ")) f(p1(5))
= B(p:(?),1)f(01(3))

et alors on obtient f(p1(¢)p1(3)) = f(p1(t))f(p1(3)). Enfin, on a f(0) = f(0.0) =
0= f(0)f(0) et f(0.u) = f(u.0) = f(0) = f(0)f(u) = f(u)f(0) pour tout u € K.
Alors f est un morphisme définissable du corps IK; dans K3, et en particulier un
morphisme injectif d’anneaux. Mais K3 est un corps infini de rang de Morley fini,
alors d’aprés le Fait 1.5, il n’admet donc pas de sous-corps infini définissable.
Alors f est surjectif, et les corps IK; et IK3 sont définissablement isomorphes. En-
fin, comme K, et K3 sont définissablement isomorphes, on conclut que les trois
corps IKq, Ky et K3 sont définissablement isomorphes. [

Comme B est non nul, dans tout ce qui suit, on considére uy € K; \ {0} et
v € Ko \ {0} tels que B(ug,vg) # 0.
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5.1 Autour du Lemme des Trois Corps

Deuxiéme cas : on suppose que 73 := C7(IK3)° est non trivial
L’application définissable

v T — @1X@2X@3
toe (tOp(Ky), 107 (Ks), tCr(Ky))

est une injection car Cr(K;, Ky, K3) = 1. Comme ©; s’injecte définissablement
dans K! via p; pour chaque ¢ = 1,2, 3, alors T s’injecte définissablement dans
K7 x Kj x K via injection p = (p1 X p2 X p3) o y. L’image S de T3 par cette
injection est un sous-ensemble définissable de K x K} x {1}. De plus, si on
considére Paction de Ky x Ky x K3 sur (K;),, pour ¢ = 1,2, 3, définie par

ut osiue (Ky)y
u™vHD =Ly siue (Ky)y (5.1)

w* osiue (Ks)p
alors cette action étend celle de T', et comme B est T-covariante, alors B est S-
covariante. Par ailleurs, T3 est infini et agit définissablement sur (IK;),. De plus,
d’aprés le Lemme 5.6 on a Cr,(K;) = 1, et d’apreés le Fait 5.4 le groupe (IK;) est

T3-minimal. Le Théoréme de corps de Zilber donne Ky = p1(73) + ... + p1(T3) (m
fois).

Pour i et pour tout (z1,y1,1), ..., (x;,¥;, 1) dans S, on notera z1; := z1+...+x;
et (y )=y, ' + ... +y; ' Enfin, définissons I'ensemble :

X = U {(xl,ia (y_l)l_,ilﬂ 1) ‘ (‘rla Y1, 1)7 sy (xhyia 1) € S> (y_l)Li 7é 0}

i>1

Alors S est un sous-ensemble de X, et on remarque que X est un ensemble stable
par multiplication.

Résultat 5.9. B est X-covariante.
PREUVE — Pour k = 1,...,i et (vx,yr,1) € S, posons s = (z;', 4", 1)

Alors pour tout (u,v) € K; x Ky et pour tout (mlyi,(yfl)l_;,l) € X, on a
B(u(m1,i7(y;3)_1a1)7U(fﬂl,zy(yl_,il)_l,l)) — B(um,i’v(y;i)‘l) et

1

Blumi, w0 = Blum w08 g B, o i)
_ B<u5‘317 U(y—l)i%)sl o+ B(Uxi,ﬂ(yil);’%)si
= B((wm)", (00 1)) o B((wm), (00 )

car B est S-covariante; ce qui donne par la suite :
,vyfl(yil)ig) + ...+ B(u, vyiil(yfl)i;)

v ety DY

B(um,ijv(yi;)il) =B

7U(
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donc B est X-covariante. [

Soit Y le plus grand sous-ensemble de IK; X Ky x {1} tel que B est Y-covariante.
Alors Y contient X.

Résultat 5.10. On a Y C K} x Kj x {1}.

PREUVE — Pour tout = € K; (respectivement y € Ks), B n’est pas (z,0,1)-
covariant (respectivement (0, y, 1)-covariant). En effet supposons le contraire, alors

B(ug,v0) = B(ug,v0)™%) = B(u,0) =0
B(ug, vo) :B(anvo)(o’y’l) :B(Oﬂfg) =0

Ce qui est exclu car B(ug,vg) # 0, donc on a Y C Kj x Ki x {1}. O

Résultat 5.11. La projection X; de X sur K X K5 est le graphe d’un isomor-
phisme définissable entre Ki et IK3.

PREUVE — Considérons la projection

wl : X1 — ]KT
(z,y) — w

?

c’est une application définissable. Soient (x,y) et (z,y’) dans X, alors on a
B(u,v) = B(u,v)®¥%) = B(u,v)(m’y/’l), et B(u,v) = B(u",vY) = B(ux,vy/);
donc on obtient B(ux,vy*y,) —0.Siy#y,en prenant u = ul et v = véy_y !
on a B(ug,vg) = 0, ce qui est contraire au choix de ug et vy. Donc y = y et
1y est injective. Comme S est un groupe infini que 'on peut considérer contenu
dans X7, son image 1, est un sous-groupe infini de Kj. Il vient d’apres le Fait
5.4 et le Théoréme de corps de Zilber, que IK; = 11(S) + ... + ¥1(S) (m fois). 1l
s’ensuit que la projection 11 est surjective. Aussi, pour tout (x,y) € Xy, il existe
y € K tel que (z7',y') € X1; done (1,yy) € X car X, et donc X, est stable
par multiplication, d’ott y' = 3! puisque ¥ est injective. On en déduit que X;
est un sous-groupe Kj x K3. De méme, la projection

)

'(ﬂg : X1 — ]K;
(z,y) — y

?

est un morphisme injectif définissable. En effet, si (z,1) € ker(y»), alors on a
B(u,v) = B(u,v)®") = B(u®,v) pour tout (u,v) € K; x Ky, done B(u*!,v) =
0. Si x # 1, alors avec u = uéﬁl)f1 et v = vp, on aboutit & une contradiction, d’ou
=1

De ce qui précéde, on en déduit que X; est le graphe d'un homomorphisme
injectif définissable o entre Kj et Ki. Comme K; et K, sont de caractéristique

p > 0, alors le Fait 5.2 permet de dire « est surjectif, alors on conclut. [J
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5.1 Autour du Lemme des Trois Corps

Résultat 5.12. Ona X =Y.

PREUVE — Soient x € K} et y € K} tels que (z,y,1) € Y. S'il existe y, € K}
tel que (z,y0,1) € Y, alors y = yo. En effet, pour tout (u,v) € K; x Ky, on
a B(u,v) = B(u,v)®¥Y = B(u,v)®¥:1 et par Y-covariance de B cela donne
B(u®,vY) = B(u®,v%). Alors par bi-additivité de B, on a

B(u®,v¥7%)) = pour tout (u,v) € Ky x K.
Si N I
iy—yo#0, alors pour u =uj et v=uv, , il vient que B(ug, vg) est nul,
ce qui est impossible par choix de ug, vyg. Donc on a y — yg = 0, i.e. y = yo. Mais
x € Ki et d’aprés le Résultat 5.11, il existe yo € K3 tel que (z,y0,1) € X C Y,
alors on conclut d’aprés ce qui précéde. [

Résultat 5.13. Cxr(K;) et Cxr(Ks) sont infinis.

PREUVE — Comme T ne centralise pas K3, alors T n’est pas contenu dans X.
Puisque T est connexe, on en déduit que 7'M X est un sous-groupe d’indice infini
dans T'. Mais la projection de X sur KK} (i = 1,2) est surjective d’aprés le résultat
5.11, alors celle de X7 sur K} aussi, donc Cxr(K;) est infini. [

On peut alors compléter I'analyse du deuxiéme cas, ce qui compléte la preuve
du Théoréme 5.7.

Résultat 5.14. Les corps K1, Ky et K3 sont définissablement isomorphes.

PREUVE — D’aprés le Résultat 5.11, X est connexe et donc X7 est aussi
connexe. Ainsi X7 est un groupe connexe abélien définissable infini qui agit sur
les groupes additifs de Ky, K, et K3 respectivement. Nous allons montrer que les
hypothéses du Fait 5.1 sont verifiées par cette action.

Comme T ne centralise aucun des groupes (Ki)., (K2)4, (K3), alors XT non
plus, et donc on peut dire que X7'/Cxr(K;) agit sur (K;), comme un sous-groupe
infini de K. Il reste & montrer que C; = Cxr(K;)° (resp. Co = Cxr(K3)°) agit
non trivialement sur (Ksy), (resp. (Kj),).

Supposons que C; C Cy, alors C; C Cxr(B(u,v)) pour tout (u,v) € Ky x KKy
et ceci par XT-covariance de B. D’aprés le Lemme 5.5, on en déduit que C; C
Cxr(Ks). Alors C est un sous-groupe Kj x Kj x K% qui centralise K; x Ko x K,
donc on a C7 = 1; cela contredit le résultat 5.13. Ainsi C; ne centralise pas IKs. De
méme, on montre que Cy ne centralise pas IK;. Alors en appliquant le Fait 5.1 on
a un isomorphisme définissable entre IK; et K3, et un isomorphisme définissable
entre Ky et IK3. On conclut alors que les corps K, Ky et K3 sont définissablement
isomorphes. [

5.1.2 Vers une autre configuration.

Dans cette sous-section, on suppose que T est définissablement isomorphe a
K%, en particulier Cr(IK;) = 1, et on montre le résultat suivant :
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Proposition 5.15. — Les groupes (IKy)4, (Ks), et (IK3)4 sont tous définissable-
ment isomorphes.

On considére la notation 5.8. Si l'un des centralisateurs Cp(IK;) est infini, alors
le Théoréme 5.7 dit que les corps K, Ky et K3 sont isomorphes, on conclut. On va
donc supposer dans toute la suite de la sous-section que Cr(IKsy) et Cr(IK3) sont
finis.

Lemme 5.16. — Les groupes multiplicatifs O et I3, respectivement Og et K3,
sont définissablement isomorphes.

PREUVE — Comme T est isomorphe & K7, alors il admet un g¢-tore non tri-
vial pour tout ¢ # p, il en est de méme pour Oy = T'/Cr(K,) car Cp(Ky) est
fini. Comme O, agit fidélement sur Ky, alors d’aprés le Fait 5.3, on a rk(0y) =
rk(Ky) = rk(IK3). Mais Oy =%/ p,(0,), alors on a 7k(pa(03)) = 7k(0y) = rk(IK3).
Ainsi par connexité de K3, on a pa(0,) = K3, d’oit ©, 229/ K3. On fait de méme
pour Oz et on a O3 = T/Cr(K3) 24/ K. O

De ce résultat il vient que :

Lemme 5.17. — Les groupes multiplicatifs K3, K5 et K5 sont définissablement
isomorphes.

PREUVE — Comme T et K] sont définissablement isomorphes, alors p; est un
isomorphisme définissable entre eux. Alors d’aprés le Lemme 5.16 on a K3 =9/
O, = T/Cr(Ky) =% Ki/p(Cr(Ky)). Mais Ki/p1(Cr(Ky)) est un groupe al-
gébrique multiplicatif connexe de méme dimension que K} car p;(Cr(Kz)) est
fini, alors il est définissablement isomorphe & K} (Fait 1.72). Alors K} et K} sont
définissablement isomorphes. De méme on obtient que K7 et K3 sont définissable-
ment isomorphes. On en déduit que les groupes K7, K3 et K sont définissablement
isomorphes. [

Remarque 5.18. - D’aprés le Lemme 5.17 on peut dire que les groupes T', O, et
O3 agissent transitivement sur Ky, Ky et K3 respectivement. En particulier, pour
tout x € K;, 1 =1,2,3, il existe t € T tel que
ul sixz e K,y
x = vl si x € K,
B(ug, vg)* sixz € Ks

Lemme 5.19. — Soient I un corps infini de rang de Morley fini et A un sous-
groupe définissable et connexe du groupe vectoriel L™ (n > 0). Si A et I sont de
méme rang de Morley, alors il existe un sous-groupe fini E de A tel que A/E et
IL sont définissablement isomorphes.

PREUVE — On procéde par induction sur n. On peut supposer n > 1. Soit
I’application
¢ L"\{0} — (L"\{0})/ ~=A
x = ¢(r) =L
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ou ~ est la relation d’équivalence sur 1™ \ {0} définie par

x~y< I\ e L tel que xz = \y.

Alors ¢ est une application définissable et pour tout w € A, on a rk(¢~*(w))
rk(w) = rk(IL). Ainsi d’aprés le troisiéme axiome de rang, on obtient rk(A)
rk(IL™) — rk(L) = (n — )rk(L).

Sin > 2 alors on a rk(A) = (n — 1)rk(LL) > rk(LL) = rk(A) > rk(¢(A\ {0})).
Ce qui implique ¢(A\{0}) # A. Donc, il existe wy € A tel que ¢(a) # wy pour tout
a € A\{0}. Prenons V = ¢~ (wy)U{0}. Alors V est un sous-espace vectoriel de "
et ANV = {0}. Ainsi A est isomorphe & un sous-groupe définissable et connexe
de I"/V, et IL"/V est isomorphes a I"~!. D’aprés I’hypothése d’induction, on
obtient le résultat. On va donc supposer n = 2. En particulier on a rk(A4) =
rk(IL) = rk(A). Notons

Bi: ={a€A\{0}|rk(¢~ (¢(a)) N (A\{0})) = i}
= {a € AN{0} | rk(Lan (A\{0})) = 4}

On a
rk(¢(B;)) = rk(B;) —i pour tout i >0

Comme les B; recouvrent A\ {0}, on obtient rk(¢p(A\{0})) = maz;>o(rk(B;) —1).
Aussi, comme rk(B;) < rk(A) pour tout i, on a rk(B;) —i < rk(A) pour tout
i # 0. Ainsi, si 7k(By) < rk(A), alors rk( (A\{0})) < rk(A) = rk(A). Ce
qui implique ¢(A \ {0}) # A, et comme on I’a fait précédemment, on obtient le
résultat. Supposons donc rk(By) = rk(A). Alors il y a une infinité de sous-espaces
vectoriels de dimension un de I.? que A intersecte finiment. Soient V et U deux
de ces sous-espaces vectoriels. Alors .2 = U x V, et V et U sont des copies de L.
Pour tout a € A, on note f(a) la projection de a sur U, et g(a) la projection de
a sur V'; alors on a a = (f(a), g(a)). Soit I'application définissable

h : A — U
a = fla)’

Alors h est un morphisme additif définissable, et kerh = {a € A : f(a) = 0} =
ANV est fini. Comme 7k(A) = rk(U) = rk(LL), on a A/ANV xde/  x=def [, O

PREUVE DE LA PROPOSITION 5.15— Pour tout z € K5, on note C, le noyau
du morphisme additif
fz . ]Kl — ]K3
u = B(u,x)’

Alors d’aprés la condition de chaine descendante sur les sous-groupes définissables
de K, il existe n € IN* et x4, ..., 2, dans K, tels que C' = ﬂxele Cr =iy Cu,-
Soit ¢ € C, alors pour tout v € Ks, on a B(c,v) = 0. Si ¢ # 0, alors d’apreés la
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Remarque 5.18, il existe ¢t € T tel que ug = . 1l vient que

B(u07 UO) - B(Ct7 (Uéil)t>

B(e,vi ")t par T-covariance de B
0 car vl €K,

= 0

Y

ce qui contredit B(ug,vy) # 0. Alors on a ¢ = 0 et C' = {0}. Considérons mainte-
nant I'application
x - Ky — Kj
u o (), o ()

alors x est un morphisme additif définissable injectif car ayant pour noyau C' est
trivial. On peut donc supposer que (K;); est un sous-groupe définissable de K%.
D’aprés le Lemme 5.17 on a K& =%/ K alors rk(K;) = rk(K3) et d’aprés le
Lemme 5.19, il existe un sous-groupe fini £ de (K;); tel que (K;);/E est défi-
nissablement isomorphe a (K3),. Enfin, comme (IK;); est un groupe algébrique
et E est fini, alors on a (K;); =% (K,),/F =%/ (K3),. De méme, on montre
que (IK3), et (IK3), sont définissablement isomorphes. Ainsi, les groupes additifs
(K1), (Ky)4 et (IK3), sont définissablement isomorphes. [

Dans ce dernier cas, montrer que les corps K, K, et K3 sont définissablement
isomorphes semble étre hors de portée.

5.2 Action quasi-simple sur un groupe abélien

Deloro a montré dans [15] qu’étant donné un univers de rang de Morley fini,
un groupe algébrique G = SLy(K) pour K est un corps définissable, agissant
définissablement et non trivialement sur un groupe abélien connexe de rang de
Morley < 2rk(KK), munit ce dernier d’une structure naturelle de G-module.

Dans cette section il s’agira d’analyser une telle action d’un groupe G =
SLy(K), on K est un corps algébriquement clos de caractéristique p > 0, sur
un groupe connexe abélien V' de rang de Morley fini quelconque.

5.2.1 Préliminaire

Nous commencons notre étude par un petit préliminaire.

Fait 5.20. - (Cherlin et Deloro, [14, Lemme 1.16]) Dans un univers de
rang de Morley fini, considérons les objets définissables suivants : un corps K de

caractéristique p non nulle, un sous-groupe connexe T de IK*, un p-groupe abélien
A, et une action de T sur A. Alors A = Cu(T) & [A,T]. En partulier, si V est
conneze, alors Cy(T) =0 si et seulement si V = [V, T).
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5.2 Action quasi-simple sur un groupe abélien

Le Fait 5.20 est crucial dans la suite de ce travail, ou la condition Cy(7T) =
0, équivalente & V' = [V,T] dans le cas ou V est connexe, va joue constituer
une hypothése majeure pour 'étude qui sera menée, notament pour obtenir la
décomposition de V' en sous-groupes 7T-minimaux.

Fait 5.21. - (Cherlin et Deloro, [14, Lemme 1.10]) Dans un univers de rang
de Morley fini, sotent A, T' des groupes infinis abéliens définissables tels que A est

T-minimal et T agit fidélement sur A. Soit K un groupe définissable normalisant
AetT. Alors K centralise T.

Fait 5.22. - ( [4, Lemme 4.10]) Soit H un groupe infini abélien de rang de
Morley fini qui agit non trivialement sur un groupe abélien H-minimal A. Alors
A ne contient pas de sous-groupe définissable H-normal propre et non trivial.

Proposition 5.23. - Dans un univers de rang de Morley fini, soient I un corps in-
fini définissable de caractéristique p > 0, et T" un sous-groupe définissable connexe
de * qui agit sur un groupe abélien connexe V d’exposant p. St on suppose
Cy(T) = 0, alors tout sous-groupe T-minimal de V' a un supplémentaire défi-
nissable T-invariant.

PREUVE — On procéde par induction sur le rang de Morley de V. On peut
supposer V' # 0. Soit V; un sous-groupe T-minimal de V. On peut supposer
V # Vi, et alors V/V] est un groupe T-invariant infini.

1) Supposons que V/V;j n’est pas T-minimal. Alors en appliquant I’hypothése
d’induction, on a

V/Vi =Va/Vi @ Vi /Wy (5.2)

ou V4 /Vi est T-minimal et V,*/V; est T-invariant non trivial. Ensuite, I’hypothése
d’induction appliquée a V5 et V, donne

Wo=Vi®V; et Voi=Vie VS (5.3)

avec V3 et V3, des sous-groupes T-invariants . Il s’ensuit de (5.2) et (5.3) que
V=Vi& (V3@ Vy) avec V3 @ V5" T-invariant.

2) Supposons maintenant que V/V; est T-minimal. Comme V] est T-minimal,
alors d’apres le Théoréme de Corps de Zilber, 'anneau R/anng(V;) est définis-
sablement isomorphe a un corps algébriquement clos Ky, o R est I’anneau des
endomorphismes de V' engendré par 7.

e Supposons d’abord qu’il existe r € anng(Vy) \ anng(V/Vi). En particulier
on a V; < ker(r). Comme 'anneau R est commutatif, il laisse invariant les deux
idéaux ker(r) et ¢m(r). Donc le groupe T normalise les quotients ker(r)/V; et
(tm(r)+V1)/Vi. Mais d’aprés le Fait 5.22, T' ne laisse invariant aucun sous-groupe
propre non trivial de V/V;. Comme r # 0, on a ker(r)/Vy < V/V;, d'ot ker(r) =
V1. De plus, comme r ¢ anng(V/Vi) et (im(r) + V1)/Vi est T-invariant, alors on
a tm(r) +V; =V d’aprés le Fait 5.22. En particulier, on a

rk(V) =rk(Vy) + rk(im(r)) — rk(Vi N am(r)).
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Par ailleurs, comme V/ker(r) =%/ im(r), on a
rk(V) =rk(ker(r)) + rk(im(r)) = rk(V1) + rk(im(r)).

Alors rk(Vinim(r)) = 0, et ViNim(r) < V4. D’aprés le Fait 5.22, Vi Nim(r) = 0,
donc V =V @ im(r) avec im(r) T-invariant.

e On suppose maintenant que annihilateur anng (V1) est contenu dans anng(V/V1).
Comme R/anng(Vy) est un corps, I'idéal anng(V]) est maximal dans R. Mais
anng(V/V7) est un idéal propre de R, alors on a anng(V;) = anng(V/V}).

Posons A = anng (V1) = anng(V/V}). Considérons Iapplication

f: R - R

ro o rP

Comme V est d’exposant p, alors R est de caractéristique p. Il vient que f est
un morphisme d’anneaux et im(f) est un sous-anneau de R. De plus, comme T’
est divisible, on a T' C im(f). Comme T engendre R, il vient que R C im(f) et
on a l'égalité R = im(f). Donc f est surjective. En particulier, pour tout s € A,
il existe r € R tel que s = rP. Cette égalité donne s = ™ = 0 dans R/A. Puis
comme R/A est un corps, on a7 =0et r € A = anng(V/V1) = anng(V}). Alors
onar(V)CV,etr?*(V)Cr(Vi) =0, donc s =r" =0. Ainsi A = {0} et par
conséquent R est un corps définissable.

Ainsi V' est un espace vectoriel sur R. Donc chaque sous-groupe T-invariant
posséde un supplémentaire. Puisque V; et V/V; sont T-minimaux, la dimension de
V est 2. En particulier, la dimension est finie, donc tout sous-groupe 7T-invariant
est définissable. [

Corollaire 5.24. — Avec les hypothéses de la Proposition 5.23, si Vi est un sous-
groupe définissable et T-invariant de V' (pas nécessairement T-minimal), alors V;
a un supplémentaire définissable et T-normal dans V. En particulier, on a

avec V; des sous-groupes T-minimaux de V', pour 1 =1,...,n.

PREUVE — On procéde par induction sur le rang de Morley de V. Si V{ est
T-minimal, alors d’aprés la Proposition 5.23 on a le résultat. Supposons donc
que Vj n’est pas T-minimal et soit V; un sous-groupe T-minimal de V. Comme
Cyw,(T) < Cy(T) = 0, d’aprés la Proposition 5.23, on a Vy = Vi @& V|* avec V/
un sous-groupe T-invariant de Vy. En particulier, le quotient V5/V{* est un sous-
groupe T-minimal de V/V}*. D’aprés le Fait 5.20, la condition Cy (7)) = 0 équivaut
a'V = [V, T], donc c¢’est hérité par passage au sous-groupe ou au quotient. D’aprés
la Proposition 5.23, il vient

VIVi =Vo/Vi & Va/ VY
avec Vo /V}* T-invariant. L’hypothése d’induction appliquée a V5 donne
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avec V5 un sous-groupe 7T-invariant de V5. On obtient V = V, & V' et V' est
T-invariant. La Proposition 5.23 permet de conclure sur la décomposition de V'
en somme directe de sous-groupes 7-minimaux. []

La condition Cy(7T") = 0 équivalant a V' = [V, T], alors tout sous-groupe 7-
invariant de V est définissable connexe admet la méme décomposition.

Proposition 5.25. — Dans un univers de rang de Morley fini, soient G un groupe
algébrique quasi-simple et non simple sur un corps définissable F' de caractéristique
p>2etT un tore tel que TN Z(G) # 1. On suppose que G agit définissablement
et fidélement sur un groupe abélien G-minimal V. Alors on a Cy(T) = 0.

PREUVE — On peut supposer 7" de dimension un. Comme 7' N Z(G) # 1
et comme Cg(V) = 1, alors Cy (T N Z(G)) est un sous-groupe propre de W.
Mais Cy (T N Z(G)) est G-normal, alors par G-minimalité de V, il vient que
Cv(TNZ(Q)) est fini. De méme Cy (T) est fini car Cy(T) < Cy(T'NZ(G)). Mais
d’aprés le Fait 5.20 on a V = [V,T] & Cy(T) et on conclut par connexité de V'
que Cy(T)=0et V=[V,T]. O

Dans ce cas on obtient une décomposition de V' donnée par le Corollaire 5.24.

A présent nous allons énoncer I'exercice [6, exercice 14 p.73| sous forme de fait.

Fait 5.26. - Soit W un groupe abélien (additif) de rang de Morley fini sans
éléments involutifs. Soit u un automorphisme involutif définissable de W, alors
onaW =W="@ W, avec W l’ensemble des éléments de W inversés par u,
et WT" 'ensemble des éléments de W fizés par u.

Le Lemme 5.27 nous donne une idée précise de I'action G sur V' mentionnée
dans la Proposition 5.25.

Lemme 5.27. — Dans un univers de rang de Morley fini, soient G un groupe
algébrique quasi-simple et non simple sur un corps définissable ' de caractéristique
p > 2. Supposons que G agit définissablement et fidelement sur un groupe abélien
G-minimal V. Alors I’élément involutif central & inverse V.

PREUVE — D’aprés le Fait 5.26, on a V = V1 @ V¢ Mais V¢ = C(€) est
G-normal. Alors par G-minimalité de V et comme Cg(V) = 1, on a V¢ = 0.
Donc V = V¢, c’est-a-dire ¢ inverse V. 0

5.2.2 Une action de G = SLy(K) sur un groupe abélien

Dans toute cette sous-section, on se place dans un univers de rang de Morley
fini; on considére un corps définissable IK de caractéristique non nulle p > 0, un
groupe définissable abélien connexe V' et une action définissable et non triviale de
G = SLy(K) sur V.

119



CHAPITRE 5 : Etude de quelques actions sur des groupes abéliens

Fait 5.28. - ( [4, Lemme 11.2]) Soit H un groupe connexe de rang de Morley
fini agissant définissablement sur un groupe abélien A. Alors il existe une suite de
sous-groupes H-invariants

0:A0<A1<...<ATLZV

telle que chaque quotient A;/A;_1 est soit trivial, soit H-irreductible (i.e. n’admet-
tant pas de sous-groupe propre H-invariant non trivial).

La suite définie dans le Fait 5.28 est une suite de composition de A relative a
H.

Notation 5.29. — Pour la suite , on pose rk(K) = a. Considérons B = U x T,
un sous-groupe de Borel de G ou T est un tore maximal. En particulier, U et T
sont de dimension un et on a rk(U) = rk(T) = a.

D’aprés la Proposition 5.25, si p > 2 et si l'action de G sur V est fidéle et
V' est G-minimal, alors on a Cy(T) = 0; ce qui nous donne une propriété de
décomposition de V' décrite par le Corollaire 5.23.

Dans toute la suite (sauf mention du contraire), en vue de préserver en caracté-
ristique p = 2 cette propriété de décomposition, nous allons supposer V = [V, T.

Proposition 5.30. - On oV =V, ® ... ®V,, pour V1, ..., V, des sous-groupes T -
minimaux de V. De plus, pour k = 1,...,n, Wii1/Wy est T-minimal et centralisé
par U, ou Wi, =V D ... D V.

PREUVE — Prenons une suite de composition 0 =Wy < Wy < ... < W, =V
de V relative & B, o B = UT est un sous-groupe de Borel. Puisque I’hypothése
V = [V, T] passe aux sous-groupes T-invariants, les groupes W; sont connexes
et la chaine est de longueur finie. En appliquant le Corollaire 5.24, on a une
décomposition

Wi=W,.1 0V,

avec V; =4/ W; /W;_, T-invariant et T-minimal (0 < i < n). Donc V = @;V; est
une décomposition en somme directe de sous-groupes T-minimaux
D’aprés le Fait 1.34, 'action de U sur chaque W;/W;_; est triviale. [

Proposition 5.31. — Pour tout sous-groupe T-minimal W de V', on a un isomor-
phisme définissable entre W et IX. En particulier, le rang de V est na, ot n est
la longueur de V' comme T-module.

PREUVE — Supposons d’abord que U ne centralise pas W.

Soit 0 = Vo < Vi < ... <V, =V une suite de composition de V' comme B-
module, B = UT étant un sous-groupe de Borel de GG. Selon le Fait 1.34, I'action
du radical unipotent U sur les facteurs V;/V;_; est triviale.

Soit ¢ minimal tel que W < V;. Considérons 'application

o 1 UxW — Vi/Vi,
(u,v) = [v,ul
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L’application ¢ est T-covariante et 'action de 1" sur U est celle de K* sur K.
D’ailleurs, ’application ¢ est bi-additive et non triviale d’apres le choix de 7. Le
Théoréme de corps de Zilber nous permet de voir cette application comme une
application de K x Ky dans K3, avec trois corps et une action qui passe a travers
les groupes multiplicatifs. Donc on peut faire appel a la Proposition 5.15 pour
conclure : (K) | =%/ (K,), =%/ (K;),, ce qui nous donne le premier point de
notre proposition. En particulier

a=rk(K)=rk(W)=rk(V;/Vi_1)

ce qui donne le deuxiéme point dans ce cas.

Maintenant, supposons que U centralise W. Notons que 'action de G sur W est
non triviale puisque 'hypothése V' = [V, T] passe & W, comme on a vu a plusieurs
reprises. Donc si B* = U*T est le deuxiéme sous-groupe de Borel contenant le
tore T', alors U* ne centralise pas W et on retombe dans le premier cas considéré,
ce qui compléte la preuve. [

Notation 5.32. - Posons N(T") = Ng(T'). Soit ¢ € N(T') un 2-élément (i.e d’ordre
une puissance de 2) qui inverse T'; Uordre de ¢ dépend de la valeur de p.

Lemme 5.33. - Soit W un N(T')-sous-module de V. Alors W est N(T')-minimal
st et seulement si W est somme directe

W =W, s W
avec Wy T-minimal.

PREUVE —

Notons que W n’est pas T-minimal, sinon d’apres le Fait 5.21 ( centralise T

Supposons que W est N(7T)-minimal. Soit W, un sous-groupe 7T-minimal de
W. Comme W est T-minimal, alors Iintersection Wy NW§ est < T,¢ >= N(T)-
normal, et est donc finie par N(7T')-minimalité de W. Puisque Cy(T) = 0, on en
deduit que cette intersection est triviale, d’ou W et VVOC sont en somme directe.
De plus, on a V. = Wy & Wg par minimalité de W. En particulier rk(W) = 2a
d’aprés la Proposition 5.31.

Maintenant si V. = Wy @ Wg avec Wy T-minimal, alors rk(V) = 2a. Mais
d’aprés le paragraphe précédent, tout sous-groupe N(T')-minimal de W est de
méme rang 2a, alors on conclut que W est N(7')-minimal. [J

Théoréme 5.34. — Le N(T')-module V' est somme directe de sous-groupes N(T')-
minimauz, ces dernier étant de la forme W @ W€, avec W T-minimal.

PREUVE —

On peut supposer V > 0 et que V ne soit pas lui-méme N (7')-minimal. Soit
Vo un N(T')-sous-module maximal propre de V', donc V/Vj est N(T')-minimal. 11
suffit de décomposer W = Wy & V* avec V* N(T')-minimal.
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Puisque Vj est T-invariant, il posséde un supplémentaire définissable V; T'-
invariant (Corollaire 5.24). Soit V2 < V4 T-minimal, et posons

V=V e V§

le N(T')-sous-module associé a V5.

Puisque Vj est maximal, on a V5 + V* = V. Comme V* est N(T')-minimal
(Lemme 5.33), non contenu dans V;, alors l'intersection Vj N V* est nécessaire-
ment finie, donc T' agit trivialement sur cette intersection. Puisque Cy(T) = 0,
I'intersection est triviale. [

Le Théoréme 5.34 donne V = (V; @ V) @ ... & (V,, ® V) ot m est la moitié de
la longueur de V' en tant que T-module. D’apreés le Fait 1.31, on note IK; le corps
interprété par V; x T/Cp(V;) et K* celui interprété par V, x T/CV(VC) pour tout
1 <7 < m. Comme nous le décrit le Fait 1.32, les corps K; et KK ne sont pas
forcement les mémes. A priori, nous avons ici 2m corps interprétables qui peuvent
étre tous différents & isomorphisme prés. Ceci nous empéche d’établir sur V une
structure de K-espace vectoriel.

Lemme 5.35. — L’élément ( établit un isomorphisme définissable entre les corps
K; et K;.

PREUVE — On définit I'action de ¢ sur K; par z¢ := v¢, oll v est I’élément de
V; correspondant a x donné V; =4/ (IK;),. Ainsi 1’apphcat10n additive bijective

e @ K — K
x = oz

Y

permet de munir ]KZC d’une structure de corps. Pour cela il suffit de voir que ¢ est
multiplicative. Puisque les éléments de IK; sont des sommes finies de produits d’élé-
ments de 7'/Cr(V;), alors pour montrer que ¢, est mulplicative, il suffit d’établir

que ¢¢(t3) = ¢¢(t)pe(3) pour tout ¢,5 € T/Cr(V;). Or
Gc()) =1 = (1) =t<1=¢""1 pour tout i € T/Cp(V;).

Ainsi, on a ¢¢(£5) = ¢¢(ts) = (ts) 1.1 = (7 11)(s71.1) = C( )¢c(3) et on conclut.
En partulier on a IK; =%/ ]Kg Enfin, il suffit de noter que ]K = K} pour conclure
sur la preuve. [

Ce lemme permet de reduire le nombre de corps interprétés de moitié, et en
particulier d’établir des structures d’espace vectoriel sur les sous-groupes N (T)-
minimaux de V.

Définition 5.36. - Un T-sous-module W de V sera dit dégénéré, si Cp(W)° # 1.
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Proposition 5.37. - Soit W un sous-module dégénéré maximal de'V etV =V, &
Vy une décomposition de V- en N(T)-sous-modules. Alors W = (WNVy)@e(WNV,).

PREUVE — Quitte a remplacer V par V; + W et V5 par (V; + W) NV, on peut
supposer V = V; + W. En particulier on a Vo <V, + W.
Soit © = Cy(W). Puisque [0,V] =[0,V; + W] = [0, V1] < W, il s’ensuit que

O, Vo] <VinV, =0.
Par maximalité de W = Cy(0), donc Vo < W et on conclut. [

Les T-sous-modules dégénérés de V, s’il en existe de non triviaux, affaiblissent
tout espoir de définir explicitement 'action de G sur V.

D’aprés le Lemme 5.35 on peut déja dire que chaque N(7T')-sous-module mini-
mal de V est un espace vectoriel. .’déal dans le cas ot V' est G-minimal, aurait
été d’obtenir une structure d’espace vectoriel globale sur V', pour laquelle I’action
est linéaire.

Pour l'instant on a des structures d’espace vectoriel sur les modules N(T')-

minimaux, avec des corps variables, et avec une action (localement) linéaire de
N(T) sur chacun.
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Chapitre 6

Groupes unipotents en
caractéristique positive

Dans [18], ou Frécon donne une classification des groupes algébriques sur des
corps algébriquement clos de caractéristique zéro a isomorphisme abstrait preés, le
Fait 6.1 joue un role trés important.

Fait 6.1. - (Frécon, [18, Fait 3.6, Théoréme 4.3]) Soit un groupe nilpotent
G, algébrique conneze sur Q. Alors G/Z(G) est définissablement linéaire dans un
langage enrichi de G.

En fait, pour étre plus précis, le langage enrichi dont il est question dans le
fait précédent est I’ACF-expansion du pur groupe GG que nous ne definissons pas
ici; le lecteur pourra se référer a [18] pour plus de détails si besoin est.

Dans ce chapitre, nous tentons de proposer une version de ce résultat en ca-
ractéristique non nulle.

Notons qu’il n’existe pas de méthode générale pour définir un corps algébri-
quement clos de caractéristique positive a partir de groupes nilpotents de rang de
Morley fini. A notre connaissance, les travaux les plus aboutis pouvant permettre
I'interprétation d’un corps dans les groupes (algébriques) nilpotents et d’exposants
bornés, sont ceux de G. D. Rabinovich [35] et de E. Hrushovski et B. Zilber [24].
Cependant, méme ces travaux trés difficiles ne se généralisent pas a notre cas.

Ainsi, pour I’étude qui sera faite dans toute la suite de ce chapitre, nous allons
supposer qu’'un tel corps interprétable existe. Dans une approche plus générale,
nous allons étudier les possibilité de linéarité pour le quotient G/Z(G), ou G est
un Ug-groupe nilpotent de rang de Morley fini et IK un corps interprétable de
caractéristique non nulle.

Un grand merci & Gregory Cherlin en sa qualité de rapporteur de ce mémoire,
pour avoir proposé une meilleure réorganistaion de ce chapitre.
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CHAPITRE 6 : Groupes unipotents en caractéristique positive

6.1 Breéve étude préliminaire

Ici Popérateur d’unipotence Uy sera considéré dans sa forme générale donnée
par la Definition 2.55.

Le Fait 6.2 est une combinaison de deux résultats du livre [25] de J. E. Hum-
phreys.

Fait 6.2. - ( [25, Proposition 20.2, Corollaire 20.4]) Soit I un corps al-
gébriquement clos de caractéristique p > 0. Alors tout groupe algébrique abélien
conneze et d’exposant p (donc unipotent) est isomorphe a L™ pour un entier n > 0.

Le lemme suivant s’avére utile pour la manipulation des Uk-groupes.

Lemme 6.3. — (Cherlin) Soient K un corps algébriquement clos et E un sous-
groupe fini de K'y. Alors K7 /E oxdef K7 .

PREUVE — On peut supposer que la caractéristique p de K est non nulle. Le
sous-groupe E de G étant fini, le quotient G/E est algébrique, et en plus d’expo-
sant p. D’aprés le Fait 6.2, K"} /E est isomorphe en tant que groupe algébrique a
]Kﬂlr pour un certain entier d > 1. Par égalité de dimension, il vient que d = n, et
I’isomorphisme est définissable dans K. [

Corollaire 6.4. - Soit A un groupe connezxe indécomposable de rang de Morley fini
et K un corps interprétable tel que A/ J(A) = K. Alors un quotient de A/ J(A)
par un sous-groupe fini est définissablement isomorphe a IK, .

Notons cependant que ce corollaire ne permet pas de conclure que A/J(A) =2/
K, un fait que nous devons garder & I'esprit dans la suite.

Lemme 6.5. - (Cherlin) Soit G un groupe de rang de Morley fini qui est produit
central d’un nombre fini de sous-groupes G; tels que G; N (G, : j # i) est fini
pour chaque i, et chaque G; admet un sous-groupe normal fini E; tel que G;/FE;
se plonge définissablement dans un produit K. Alors G admet un sous-groupe
normal fini E tel que G/E se plonge définissablement dans K2,

PREUVE — Soit N le sous-groupe de G engendré par les sous-groupes centraux
N; = G,N(G; : j # 1i). L’application naturelle [ [,(G;/N;) — G/N est surjective. Si
(1N, ..., g, N) appartient au noyau, on a [[g; € N. Notons que N C (G; : j # 1)
pour chaque i. Donc g; € (G, : j # i) pour chaque ¢, et le noyau est trivial. Ainsi,
G/N est isomorphe a [[,(G;/N;).

Comme chaque quotient G;/N;FE; se plonge définissablement dans ]K‘Jij, alors
en passant au sous-groupe N (E; : pour tout ¢) on obtient le résultat. [
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6.2 L’étude de linéarité

6.2 L’étude de linéarité

Soit G un groupe nilpotent de rang de Morley fini et d’exposant borné inter-
prétant un corps K tel que G est un Uk-groupe, 'objectif dans ce qui suit est
d’analyser les conditions sous lesquelles le quotient G/Z(G) est définissablement
linéaire.

Lemme 6.6. — Soient G un groupe nilpotent de classe 2 et de rang de Morley
fini, et K un corps interprétable infini. Supposons que G contient un sous-groupe
fini E tel que le quotient G//E se plonge définissablement dans une puissance
cartésienne de K. Alors G/Z(QG) se plonge définissablement dans une puissance
cartésienne de IK, .

PREUVE — Soit Nk I'ensemble des sous-groupes normaux définissables N de
G tels que Z(G) < N et G/N se plonge définissablement dans une puissance de
K. . Alors ’ensemble N est stable par intersection et est non vide car contenant
G. Soit Nk lintersection de tous les éléments de Nk. Alors N € Nk. 1l suffit
donc de montrer que Nk = Z(G).

Soit ¢ € G. Considérons ’homomorphisme v, : G/E — G'/E donné par
(@) = [g,u]. Soit K,/E son noyau. Alors G/K, se plonge définissablement dans
G'/E, et donc dans une puissance de K,. Comme Z(G) est contenu dans K,
on a K, € Nk, et par minimalité de Nk on a Ng < K, pour tout g. Cela
donne [G, Nk] < E. Ainsi [G, Nk| est connexe et fini, donc trivial, et on obtient
Nk < Z(G). Donc on a Nk = Z(G) comme voulu. [

Lemme 6.7. — Soit G un Ugk-groupe nilpotent de classe 2 et de rang de Mor-
ley fini, avec K un corps interprétable de caractéristique non nulle. Supposons
que rk(G/Z(G)) = 1. Alors il eviste un sous-groupe fini E de G’ tel que G'/E
se plonge définissablement dans une puissance ]Ki, et donc G/Z(G) se plonge
définissablement dans une puissance K.

PREUVE — D’abord, nous affirmons qu’on peut supposer que G est un groupe
indécomposable.

Soit A un sous-groupe indécomposable connexe de G non contenu dans Z(G)
et tel que A/J(A) =~ K. Alors G = AZ(G) et Z(A) = AN Z(G) et

G/Z(G) = AJZ(A).

De plus G = A’. Ainsi les hypothéses et les conclusions attendues sont équiva-
lentes pour A et G.

En prenant G indécomposable nous avons J(G) = Z(G)°. Comme G/J(G) ~
K, alors G/J(G) a un sous-groupe normal fini E/J(G) tel que son quotient par
ce sous-groupe est définissablement isomorphe a K, (Corollaire 6.4). On peut
supposer Z(G) < E.

Pour g € G\ Z(G), on considére 'homomorphisme ad, de G/Z(G) vers Z(G)
donné par commutation de g, et soit I'y son image. Alors I'; est connexe de rang
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CHAPITRE 6 : Groupes unipotents en caractéristique positive

de Morley 1. Soit E, = ad,(E/Z(G)) un sous-groupe fini de T, et E, sa préimage
dans G. Alors E < E, et on a

L/ By = (G/Z(G))/(E,/Z(G)) =T K.

Comme G est engendré par un nombre fini de groupes I'y, et que ceux-ci sont
connexes de rang 1, alors les hypothéses du Lemme 6.5 s’appliquent et notre
premiére assertion est démontrée. Le reste se déduit du Lemme 6.6. [

Corollaire 6.8. — Soit G un Uyk-groupe nilpotent de rang de Morley, avec I un
corps interprétable de caractéristique non nulle. Supposons que rk(G) < 3. Alors
soit G/Z(Q) se plonge définissablement dans une puissance de I, soit on a les
points suivants :

o 7k(G) =3,

o rk(Z(G)) = 1.

PREUVE — Nous pouvons supposer GG non abélien. Ainsi rk(G/Z(G)) > 1, et si
rk(G/Z(G)) = 1 le lemme précédent s’applique. Alors on prend rk(G/Z(G)) > 2
et ainsi rk(G) =3 et rk(Z(G)) =1. O

Lemme 6.9. - Soit G un Uxk-groupe nilpotent de rang de Morley fini, avec K
un corps interprétable de caractéristique non nulle. Supposons que G est de rang

de Morley 3 et classe de nilpotence 2, avec rk(G') = 1. Alors G/Z(G) se plonge
définissablement dans une puissance cartésienne de IK, .

PREUVE — D’aprés le lemme précédent on a rk(Z(G)) = 1.

Montrons d’abord que G n’est pas un groupe indécomposable. Prenons g €
G\ Z(G). Alors I'application induite par commutation de g a une image de rang de
Morley 1 et son noyau est de rang 2, i.e. rk(Cg(g)) = 2. Si G est indécomposable
il vient que Cg(9)° = J(G) pour tout g € Z(G). Ainsi on a J(G) C Z(G) et
rk(J(G)) = 2, ce qui contredit rk(Z(G)) = 1.

Considérons maintenant un sous-groupe indécomposable A de GG non contenu
dans Z(G) et tel que A/J(A) ~ K. Si rk(A) = 2, alors A est normal dans G
et donc contient Z(G)°. Dans ce cas, on a J(A) = Z(G)°. Si rk(A) = 1, alors
1 =J(A) < Z(G)°. Donc on a rk(A/J(A)) = 1 dans les deux cas. Ainsi pour
g € G\ Cg(A), la commutation par g induit un morphisme surjectif entre A/J(A)
et G’ dont le noyau est fini. On en déduit que le quotient de G’ par un sous-groupe
fini se plonge définissablement dans K, . D’aprés le Lemme 6.6, on conclut. [J

Lemme 6.10. - Soit G un Uk-groupe nilpotent de rang de Morley 3 et rk(Z(G)) =
1, ot K est un corps infini de caractéristique non nulle p interprétable dans G.
S’il n'existe pas de plongement définissable de G/Z(G) dans une puissance de K.,
alors nous avons les points sutvants :

e (G est indécomposable,

o J(G) = Zy(G)° est central dans Zy(G),
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6.2 L’étude de linéarité

o (G est nilpotent de classe 3.

PREUVE — Posons G = (Ay,...,A,)Z(G) avec A; indécomposable tel que
A;/J(A;) = K, et n considéré minimal.

Alors A; £ Z(G) et 7k(A;Z(G)) = 2; par la Condition du Normalisateur
A, Z(@G) est normal dans G.

Supposons d’abord n > 2. Alors n = 2 et 7k(A;) = 1 pour i = 1,2, et on a
G' < Z(G)°. Ainsi G est de classe 2. D’aprés le Lemme 6.9 on conclut.

Supposons donc n = 1 et posons A = A;. Alors Z(A) < Z(G), d’ou Z(G)° =
Z(A)° < A et G = A est indécomposable.

Supposons qu'’il existe un élément g € Z5(G)\ Ca(J(G). Alors Ci(g)NJ(G) <
J(G), si bien que rk(Cg(g) N J(G)) = 1. D’autre part [g,G] < Z(G), alors
rk(Ca(g)) = 2. 1l vient que Cg(g) est normal dans G et G = J(G)Cq(g), ce
qui contredit I'indécomposabilité de G. Donc Z5(G) < Cq(J(G)) < G, ce qui
implique Z5(G)° = J(G), dou J(G) est central dans Z>(G).

Il est alors clair que G est de classe de nilpotence 3, et toutes les assertions
sont prouvées. [

Lemme 6.11. — Soit G un Uk-groupe indécomposable nilpotent de rang de Morley
fini, avec I un corps interprétable infini de caractéristique non nulle. Supposons
que G satisfait les points suivants

e rk(G) =3

o 1k(Z5(G)) =2

e rk(Z(G)) =1
Alors on a les points suivants :

e le quotient G/Z(G) est non abélien,

o G/Z5(QG) se plonge définissablement dans une puissance de I, ,

o G =J(G) = Z:(G).

PREUVE — Comme on a Z3(G) < G, le groupe G/Z(G) est un groupe non
abélien de rang de Morley 2. Donc en appliquant le Corollaire 6.8 & G/Z(G) il
s'ensuit que G/Z»(G) =% (G/Z(G))/Z(G/Z(Q)) se plonge définissablement dans
une puissance de K, . Ce qui prouve les deux premiers points.

Comme G est un sous-groupe définissable connexe normal de G et différent
de Z(G)°, alors G° contient proprement Z(G)°, et doit donc étre égal a J(G). De
méme, on montre que Z»(G)° = J(G). ce qui compléte la preuve. [

Corollaire 6.12. — Soit G un Ugk-groupe nilpotent de rang de Morley fini, avec KK
un corps interprétable de caractéristique non nulle. Si rk(G) < 3 et G/Z(G) est
abélien, alors G/Z(G) se plonge définissablement dans une puissance cartésiénne
d@ ]I’{+.

Dans le cas ou le quotient G/Z(G) est non abélien de rang de Morley 2, il ne
peut étre algébrique, et il est naturel de conjecturer que dans cette situation, il
ne peut étre définissablement linéaire (ou — ce qui est beaucoup moins certain —
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CHAPITRE 6 : Groupes unipotents en caractéristique positive

qu’un tel groupe n’existe pas).

Il existe des groupes p-unipotents (Définition 2.1) de dimension 2 qui ne se
plongent pas dans une puissance cartésienne de K, (car d’exposant p?), mais ils
n’apparaissent pas comme des quotients G/Z(G) dans notre context.

Nous concluons avec quelques informations sur certaines sections de G.

Lemme 6.13. - Soit G un Uk-groupe nilpotent de rang de Morley fini avec I un
corps interprétable infini de caractéristique non nulle. Si rk(G) = 3, rk(Z2(G)) =
2, et rk(Z(G)) = 1, alors les sections G' /Z(G) et Z(G)° se plonge définissable-
ment dans une puissance cartésienne de K.

PREUVE — Considérons d’abord G'/Z(G).

Prenons g € G\ Zy(G) et considérons le morphisme 7, de G/Z3(G) vers
G'/Z(@) induit par commutation de g. Son image est connexe et non triviale. Donc
7, est surjective et son noyau est fini. Comme G/Z5(G) se plonge définissablement
dans une puissance de K, (Lemme 6.11), alors G' /Z(G) se plonge définissablement
dans une puissance de K, ce qui prouve notre premier point.

Prenons ¢ € G ne centralisant pas G = Z5(G)°, et considérons le morphisme
de G'/Z(G) vers Z(G)° induit par commutation de g. Alors son noyau est fini,
d’ott son image Z(G)° se plonge définissablement dans une puissance de IK,. O
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Chapitre 7

Le groupe d’automorphismes
définissables d’un K™*-groupe

En suivant un raisonnement proche de celui de Frécon dans la preuve du [18,
Fait 4.6], on prouve dans ce chapitre le Théoréme 7.4 concernant le groupe d’au-
tomorphismes définissables d'un K*-groupe simple.

Définition 7.1. - Une famille (X;);c; d’ensembles définissables d’un groupe G de
rang de Morley fini est dite uniformément définissable si I C G™ pour m € IN et
§'il existe une formule ¢(z,t) telle pour tout i € I, X; = {x | p(z,i)}.

Proposition 7.2. — Soit G un groupe algébrique unipotent sur un corps de carac-
téristique zéro IK. Alors I’ensemble des sous-groupes algébriques de G, isomorphes
(au sens algébrique) & K est une famille uniformément définissable dans le lan-
gage du pur corps K.

PREUVE — On peut supposer G # 1. Comme G est supposé unipotent, donc
affine, sur IK, il se plonge définissablement dans G L, (IK), pour n > 0. Soit X un
ensemble d’éléments unipotents non triviaux de G, tel que tout élément unipotent
non trivial de G soit conjugué par GL,(IK), & un unique élément de X. Comme il
n’y a qu’un nombre fini de décompositions de Jordan pour les éléments unipotents
de GL,(IK), alors X est fini. Ainsi ’ensemble

F={d(z)? | (z,9) € X x GL,(K),2? € G}

est une famille uniformément K-définissable de sous-groupes de G. De plus, tout
élément de F est définissablement isomorphe a K.

Réciproquement, soit A un sous-groupe définissable de G, définissablement
isomorphe & IK,. Pour v € Aet u # 1, on a d(u) = A =¥/ K, d’aprés le Fait
1.29. Ainsi A est un élément de F, d’ou le résultat. [

Proposition 7.3. — Soit H un groupe de rang de Morley fini interprétant un
corps de caractéristique zéro . Supposons que H est définissablement isomorphe
a un groupe algébrique unipotent sur . Alors I’ensemble des sous-groupes de H
définissablement isomorphes a I est une famille uniformément définissable.
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CHAPITRE 7 : Le groupe d’automorphismes définissables d’un K*-groupe

PREUVE — Considérons ¢ : H — K un isomorphisme définissable entre H
et un groupe algébrique unipotent K sur IF. Comme tout sous-groupe de K dé-
finissable dans le pur corps I est définissable dans H, alors il suffit de montrer
une correspondance entre les sous-groupes définissables de H, définissablement
isomorphes a I, et les sous-groupes fermés de K définissablement isomorphes a
F,.

Soit. A un sous-groupe définissable de H définissablement isomorphe a I, ;
montrons que p(A) est F-définissable i.e. fermé sur F. Soit u un élément non
trivial de A. Alors d’aprés le Fait 1.29 on a d(u) = A car A 29/ F, . De plus ¢(u)
est un élément unipotent non trivial de K. Alors (p(u)) = F, d’apreés le Fait 1.73,
ou (p(u)) est la cloture de Zariski de (p(u)) et on a

F. 2= (p(u)) 2 dlp(u) 2 (d(u)) = p(A) = F..

D'otu, (p(u)) = ¢(A), i.e. p(A) sous-groupe algébrique de K. On conclut d’aprés
la Proposition 7.2. [

Théoréme 7.4. — Soient G un K*-groupe simple de rang de Morley fini et C' un
sous-groupe de Carter de G. On suppose que C' admet un sous-groupe A définis-
sablement isomorphe a K., pour IK un corps interprétable de caractéristique zéro.
Alors le groupe des automorphismes définissables de G est interprétable.

PREUVE —

FEtape 1 : On peut supposer A < Z(C) et on a G = A9...A9", pour g1, ..., gn
dans G.

En effet, comme C est nilpotent, alors [C, Uk(C')] est un Ug-groupe homogéne
(Fait 2.29). S’il est trivial, alors on a A < Uk(C) < Z(C). Sinon il contient un
sous-groupe C-minimal qu’on peut supposer étre A.

Posons S(A) = (A9 | g € G). Alors S(A) est un sous-groupe normal dé-
finissable de G, et on a S(A) = A9...A9". Puisque G est simple, on obtient
G =S(A) = A9 A9,

Etape2 : Construction d’une famille uniformément définissable de graphes d’au-
tomorphismes définissables de G.

Considérons D un sous-groupe de Carter de G x G, on prend D = C x (Y,
pour un certain g € G. En particulier, on a Z(D) = Z(C) x Z(C?). Posons

U=(B<Z(D)|B="K.)

Comme A x {1} < Z(D) et Ax {1} =4/ K, alors U # 1. [l s’ensuit U = B;...B,
avec s considéré minimal. De plus, comme B;; =%/ K., on a B, 1N(B;...B;) = 1
pour tout ¢ = 1,..,s — 1. Alors

U= By..B, 2% By x ... x B, @™/ K3,
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autrement dit U est définissablement isomorphe a un groupe algébrique unipotent
sur K. Ainsi, d’aprés la Proposition 7.3, les sous-groupes définissables de U, dé-
finissablement isomorphes a K, forment une famille uniformement définissable.
Considérons

I'={B<ZDY)|B=*K, geGxGqG}

Puisque les sous-groupes de Carter sont conjugués (Fait 1.56), alors de ce qui
précéde, I' est une famille uniformément définissable. D’apreés le Fait 1.17, il existe
un entier k (pris suffisament grand) tel que le produit (B;...B,,)* soit un sous-
groupe définissable de G x G, pour tout By, ..., B,, € I'. Alors ’ensemble

U* ={(B,..B,)* | By, ..., B, dans '},

est une famille uniformément définissable de sous-groupes de G x GG. Considérons
maintenant

U={FeU |FN(Gx{1})=1,Fn{1} x G) = 1L et rk(F) = rk(G)};

alors U est aussi une famille uniformément définissable de sous-groupes de G x G.
Soit F' un élément de U ; considérons les projections

P11 F - G
(u,v) = wu

Y

et
P2 F — G

(u,v) — v

Alors on a rk(p;(F)) < rk(G) pouri=1,2. Or FN({1} xG) = FN(Gx{1}) =1,
alors les noyaux de ces projections sont triviaux et on a rk(F) = rk(p;(F)),
i = 1,2. Puisque 7k(F) = rk(G), on a rk(G) = rk(p;(F)) pour i = 1,2. On en
déduit que G = p;(F) par connexité de G, c’est a dire que les projections de F
sur (G sont surjectives. Ainsi, F' est le graphe d’un automorphisme définissable de

G. Par conséquent, les éléments de U/ sont des graphes d’automorphismes définis-
sables de G.

Etape 3 : On montre que U est I’ensemble des graphes des automorphismes
définissables de G.

Inversement considérons «, un automorphisme définissable de G' et A, son
graphe. Notons A4, le graphe de la restriction a A de a. Alors A4 est un sous-
groupe central du sous-groupe de Carter C' x a(C') de G x G (car A central dans
C). De plus, A =% K, alors on a A € ' et Ay<A,. Comme G = A%, AIm,
alors G = (A9...A9)F et on a

Aa: (AAgl AAgm)k.

Puisque A 49, € T pour tout i = 1,...,m, on a A,€ U*. Enfin, puisqu’on a rk(A,) =
rk(G), alors A,€ U. Par conséquent, 'ensemble des automorphismes définissables
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de G est uniformément définissable, et on obtient le résultat. [

Précisons toutefois que le théoréme précédent est sans espoir en caractéristique
p > 0, car le groupe d’automorphismes de Frobenius n’est pas interprétable.

Ce qui suit est une amélioration du Théoréme 7.4 proposé par Gregory Cherlin.
Commencons par un argument général.

Lemme 7.5. - (Cherlin) Soient G un groupe simple de rang de Morley fini, et H
un groupe d’automorphismes définissables de G. Soit A un sous-groupe définissable
conneze non trivial de G. Supposons que la famille d’applications

{a]Alae€ H}

de A vers G, est contenue dans une famille uniformement définissable F. Alors
le groupe H est contenu dans une groupe interprétable d’automorphismes définis-
sables de G dont laction sur G est aussi interprétable.

En particulier st H est le groupe de tous les automorphismes définissables de
G, alors H est interprétable tout comme son action sur G.

PREUVE — On peut supposer que F est indexé par un ensemble définissable
(sinon, on passe & une famille plus large) ; ¢’est pourquoi nous disons “est contenue”
plutot que “est”.

Fixons n tel que G est produit de n conjugués de A (Fait 1.17), et posons

J=FxG"xG"

ot G" est une puissance cartésienne de G. Pour j = (f, 7, h) € J,otg = (g1, Gn)
et h = (hy,..., hy), soit a;(z,y) la relation définie par

dxq,...,x, € A (fo —r & Hf(ﬂvz)h _ y) .
1=1 i=1

Soit Jy C J l'ensemble d’indices j pour lesquels la relation a;(z,y) définit un
automorphisme de G. Il suffit alors de vérifier

Hg{()éj|j€J0}.

Soit w € H et posons f = «a [ A, la restriction de a & A. Fixons g € G" tel
que G =[], A% et posons h = a[g]. En prenant j = (f,g,h), nous affirmons
que o = o. En effet,

aj(z,y) < Fan, .z, ([T, 2f =2 & [, oa;)*9) =)
& oy, .z, ([ 2) =z & a([[, 2)) =v)

& alz)=y
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Théoréme 7.6. — (Cherlin) Soient G un K*-groupe simple de rang de Morley
fini, et C un sous-groupe de Carter de G. Supposons que Uk (C) # 1 pour IK un
corps interprétable de caractéristique zéro. Alors le groupe des automorphismes
définissables de G est interprétable dans G, tout comme son action sur G.

PREUVE — Soit A < C un sous-groupe définissable, définissablement isomorphe
a K., et posons

B={B<AxC|B=~*K,}
By ={BY) | BeB,ge G (alors (1,g9) € Ax G)}

D’aprés la Proposition 7.3 B est uniformement définissable, donc B aussi. D’aprés
le lemme précédent, il suffit de montrer que les graphes des restrictions o [ A,
pour a un automorphisme définissable de GG, appartiennent a B;.

Soit f = a [ A avec o un automorphisme définissable de G. Le graphe de
est définissablement isomorphe a A via la projection. Donc si f(A) C C, alors le
graphe de § est dans B. Dans le cas général, on a S(A) C B(C) et B(C) est un
sous-groupe de Carter de G, donc conjugué a C' (Fait 1.56), ainsi le graphe de S
est dans By. [
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CHAPITRE 7 : Le groupe d’automorphismes définissables d’un K*-groupe
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Titre : Etude de quelques liens entre les groupes de rang de
Morley fini et les groupes algébriques linéaires

Résumé

Cette thése traite essentiellement des liens qui peuvent exister entre les groupes de rang de
Morley fini et les groupes algébriques linéaires. En effet, nous y établissons quelques propriétés
algébriques aux K-groupes; d’ailleurs une étude de linéarité sur ces groupes est dressée et per-
met, en particulier d’obtenir une généralisation du théoréme de Levi sur la décomposition des
groupes algébriques. Ensuite, nous étudions dans un univers de rang de Morley fini, une action
définissable et non triviale de SL2(K) sur un groupe abélien connexe V ou K est un corps défi-
nissable de caractéristique non nulle. A cet effet, nous montrons sous une hypothése particuliére,
que le rang de Morley rk(V) de V est pair et multiple de rk(K). Enfin, nous analysons sous
quelles conditions, étant donné G un groupe algébrique nilpotent sur un corps algébriquement
clos de caractéristique non nulle, le quotient G/Z(G) est définissablement linéaire.

Par ailleurs, nous montrons sous certaines hypothéses que le groupe des automorphismes
définissables d’'un K*-groupe simple est interprétable.

Mots-clés : rang de Morley, K-groupe, K*-groupe, Théoréme de décomposition de Levi, défi-
nissable, définissablement linéaire, interprétable.

Title : On links between finite Morley rank and linear
algebraic groups

Abstract

This thesis essentially focuses on relationships that may exist between groups of finite Morley
rank and linear algebraic groups. Indeed, we establish some algebraic properties to K-groups;
while a linearity study on these groups is drawn and allows in particular to obtain an analogue
to Levi decomposition theorem of algebraic groups. Next, in a univers of finite Morley rank,
we study a definable nontrivial action of SLy(IK) on an connexe abelian group V, where K
is an definable field of nonzero characteristic. For that purpose, we show under a particular
assumption that the Morley rank of V' denoted rk(V) is even and multiple of rk(IK). Finally, we
analyze the conditions under which, given an nilpotent algebraic group G over an algebraically
field of nonzero characteristic, the quotient G/Z(G) is definably linear.

Besides, we show under certain assymptions that the group of definable automorphism of a
simple K*-group is interpretable.

Keywords : Morley rank, K-group, K*-group, Levi decomposition theorem, definable, definably
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