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Notations principales

PFC  Phase Field Crystal Model ( modeéle de champs de phase cristallin).
MRLS  Méthode de réduction de Lyapunov-Schmidt.

R  Espace des nombres réels.

Vect(S) Ensemble engendré par S.

O(y) Fonction dominée par y.

KerL Noyau d’un opérateur borné L.

R(L) Image de d’un opérateur borné L.

dim(S) Dimension de ’ensemble fini S.

sign(f)  Signe d’une fonction f définie sur R.
E,Z Espaces de Banach.

R?  Espace euclidien de dimension d.

Q  Domaine borné régulier de R

02  Frontiere du domaine .

C(FE;Z) Fonctions continues de E dans Z.

C*(E;Z)  Fonctions C*—différentiables de E dans Z.
Z(F;Z) Ensemble des opérateurs bornés de E dans Z.
(-,-  Le crochet de dualité.

LP(Q))  Espace de Lebesgue.

L?(Q2) Espace de Lebesgue pour p = 2.

|| -[|lz Norme sur 'espace E.

| -] Norme sur I'espace L?(Q).

(-,-)  Produit scalaire sur I'espace L%().

WHP(Q)  Espace de Sobolev.

H*(Q) Espace de Sobolev pour p = 2.

A Opérateur laplacien.
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V= T Dérivée de v par rapport a un parametre y.
Y

D,F Différentielle de la fonctionnelle F' par rapport a v.

Opw. 20 = vF)  Dérivée de v, k fois par rapport a la variable spatiale x.



Introduction

Les surfaces en mouvement sont un élément essentiel de notre environnement naturel
et technologique. Leur description mathématique est pourtant loin d’étre triviale, surtout
quand il s’agit de surfaces libres telles que les interfaces entre des fluides, ou entre deux
phases thermodynamiques distinctes, ou encore des membranes déformables en biologie.
La difficulté essentielle vient du fait que de telles surfaces développent souvent des formes
extrémement complexes et fagconnées par la dynamique, comme par exemple lors de la
croissance des grains [1] ou lors de la formation de microstructures.

La méthode du champs de phase a émergé récemment comme un outil élégant et
universel pour traiter ce genre de problemes. Ses origines se trouvent dans la thermody-
namique hors d’équilibre et la dynamique des transitions de phases. Son principe est de
décrire 1’état local de la matiere a ’aide d’un ou plusieurs champs de phase qui peuvent
étre assimilés a des parametres d’ordre. Le point clé est que, ces champs prennent des
valeurs bien déterminées lors de I’évolution du systeme dynamique et qu’ils varient entre
ces valeurs de maniere continue a travers des interfaces diffuses.

Les applications les plus poussées de la méthode du champ de phase se font en science
des matériaux (voir par exemples [2], [3], [4], [5], [6], [7]). D’ailleurs, certains modeles
de champs de phase ont fait ’objet de plusieurs recherches mathématiques ces dernieres
années, et les résultats obtenus se sont avérés satisfaisants, aussi bien sur le plan théorique
que pratique. Nous pouvons citer, entre autres, le modele de Cahn-Hilliard [8] et Allan-
Cahn pour leurs multiples utilisations dans les simulations des mouvements moléculaires,
des décompositions spinodales... En effet, le champs de phase est en train de devenir la
“méthode standard” de simulation pour la dynamique & ’échelle mésoscopique(1’échelle
des microstructures), au méme titre que l'est déja la dynamique moléculaire & 1’échelle
microscopique.

0.1 Physique du modele de champs de phase cristallin

Notons que depuis 2002, une nouvelle technique, introduite par K.R. Elder et appelée
“Champs de Phase Cristallin” (Phase Field Crystal, en anglais) a vu le jour (voir [1], [9],
3], [4], [5], [6], [7]...) Basée également sur un formalisme continu, cette nouvelle méthode
se distingue tres sensiblement des méthodes de champs de phase “ traditionnelles” et a
connu un grand succes aupres de nombreux spécialistes physiciens.

0.1.1 Motivations physiques

Selon [10], la modélisation des matériaux est une tache qui peut étre réalisée par
des simulations de la dynamique moléculaire. Cela conduit & la résolution des équations
couplées de mouvement pour calculer la position de chaque particule, a chaque étape. Le
colit de ce calcul est tres élevé, surtout quand on cherche a considérer des phénomeénes
qui mettent en jeu un nombre important de particules. De plus, seul les échelles de temps
atomiques courts peuvent étre atteintes. Cependant, il y a des cas, ou il est utile de tenir
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compte des matériaux a I’échelle de longueur atomique, pouvant aller jusqu’a la diffusion.
Une approche, par exemple qui pourrait étre adoptée, pour la résolution de tels problémes,
est le modele de champs de phase cristallin. Ce modele ( voir [1]) se veut intermédiaire
entre les modeles atomiques (dynamique moléculaire) et les modeles continus classiques
(équation de Cahn-Hilliard). Avec un avantage qu’il peut étre utilisé pour capturer les
défauts dynamiques et les dislocations dans les cristaux [9], la dynamique des interactions
entre les grains, et méme, 1’élasticité non linéaire. Mais, malgré cela, il est montré (voir [1]
que la méthode de champs de phase cristallin présente des défauts. D’abord, il elle a été
construite pour des domaines tres petits, et en plus, il ne réussit pas toujours a établir
une distinction, entre la détente élastique et des échelles de temps de diffusion [11].

0.1.2 Dérivation du modele de champs de phase cristallin

Le modele de champs de phase cristallin est une théorie de la fonctionnelle de densité
dynamique(Density Functional Theory ou DFT en anglais) donnant une description simple
de la solidification cristalline. Il représente I’état local de la matiere par un champs de phase
moyenné en temps, qui est uniforme dans la phase liquide et périodique dans la phase
cristalline. Il est basé sur une fonctionnelle de ’énergie libre qui peut étre déduite [1] de la
théorie de Ramakrishnan et Yussouff [12]. Apres certaines simplifications on arrive a une
fonctionnelle de I’énergie libre du type Brazowskii en 1975 et Swift-Hohenberg en 1977 [13].
Ainsi une équation conservatrice du mouvement est adoptée pour décrire 1’évolution du
parametre d’ordre. Selon [1], ’équation simplifiée, sans dimension du modele est donnée
par

0

O = VAV 4 17 4+ 7] 1)
ou r est un parametre négatif ( que l'on peut typiquement assimiler & la température),
¥ la densité (ou le parametre d’ordre) et V désigne le gradient ou l'opérateur nabla. La

fonctionnelle de 1'énergie libre associée a (1) est
1 2 2 Lo 14
E(y) = ; (VI —r(=597 + 1 ¢7)de (2)

ou {2 est un domaine de ’espace des phases. Cependant, le rapport entre la théorie de la
fonctionnelle de densité dynamique ( Density Functional Theory en anglais ) et le modele
de champs de phase cristallin a été abordé en détail par V. Teeffelen et bien d’autres (voir
[14]). Au cours de ces dernieres années, le modele de champs de phase cristallin a été utilisé
pour comprendre une large gamme de phénomenes tels que 1’élasticité et la croissance des
grains [15], 'anisotropie de I’énergie libre d’interface [16], [17], le taux de croissance des
grains [18], la croissance dendritique [9], [19], [20], la formation glaciale [4], la fusion durant
les dislocations et la croissance des grains [3], [7], et le polymorphisme [18]. Bien que le
modele de champs de phase cristallin (PFC) ait une approche microscopique, il a un
avantage sur les autres techniques microscopiques telles que les simulations dynamiques
moléculaires, en ce sens que 1’évolution temporelle du systéme peut étre étudié sur de plus
grandes échelles de temps.

0.2 Mathématique du modele de champs de phase cristallin

Dans la construction des modeles phénoménologiques, la compréhension physique ou la
connaissance empirique est souvent utilisée pour mettre au point une description mathématique
appropriée. De méme, lorsqu’on étudie les modeles mathématiques qui dérivent de la phy-
sique, on considere, généralement ces modeles avec des conditions aux bords naturels, telles
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0.2. MATHEMATIQUE DU MODELE DE CHAMPS DE PHASE CRISTALLIN

que les conditions aux bords de Neumann et des conditions aux bords périodiques. L’ uti-
lisation de telles conditions est tres importante, car dans le premier cas les solutions des
problemes qui en découlent, présentent automatiquement des symétries. En outre, dans le
second cas, on peut étendre ces solutions a 'espaces tout entier. C’est I'une des raisons qui
nous pousserons a étudier, les solutions stationnaires du probleme (1) avec des conditions
aux bords de Neumann. Considérée en dimension 1 d’espace, la description mathématique
de I’équation (1) est donnée par :

Ot — O (020 + 20,0u + f(u)) =0 dans Q x (0, 400)
uM) = u® =u®) =0 90 x (0,400) (3)
u(0) =ug dans Q

oit f(u) = (14 r)u + u? est la dérivée du potentiel, Q@ = (0,1) (avec I > 0) le domaine
occupé par le matériau, u le parametre d’ordre, et r un parametre négatif. Cette équation
possede une dynamique tres riche, et peut étre vue comme une version conservative de
Iéquation de Swift-Hohenberg ( voir [21], [22], [23]), dont des résultats sur lexistence
globale et I'unicité de solutions, sur la convergence vers une solution stationnaire [24], sur
I'existence d’attracteurs ( [25], [26]) et sur l'existence de solutions stationnaires [?] sont
disponibles. Concernant la version conservative (3), malgré les multiples travaux (voir [27]
( [28], [29], [30])), son analyse mathématique pose toujours de nombreux problemes. Par
exemple, une particularité de (3), vient du fait que toute constante réelle M est une
solution stationnaire. Ceci porte a 3 le nombre de parametres du probleme de bifurcation,
mettant en jeu (r, l ou e = 1/12, et M), ce qui complique considérablement ce type d’étude.
En plus, il est montrer que si on minimise F avec la contrainte de masse imposée, peut
également obtenir d’autres solutions. D’ou, il est naturel de s’intéresser aux éventuelles
bifurcations des solutions stationnaires de (3).

0.2.1 Présentation des résultats

Apres un changement approprié de variables qui rameéne 1’étude dans le domaine 2 =
(0,1), il résulte que, les solutions stationnaires de (3) vérifient ’équation suivante :

€202 v + 2€0p0v + f(v+ M) = / flv+ M)dr dans =z €, (4)
Q

o M = [ ug(z)dz, et e = 1/1%. Cette équation est écrite sous la forme suivante :
F(v,e, M,r) = 0. (5)

En nous placant dans un espace de Hilbert bien choisi, opérateur L(-,€, M,r), obtenu
en linéarisant (4) est auto-adjoint, avec résolvante compacte. Et les points de bifurcations
correspondent alors aux valeurs des parametres pour lesquelles le noyau de L(-, e, M, ) est
non trivial. Des résultats antérieurs de Pierre et Rougirel montrent que, selon les valeurs
des parametres, la dimension de ce noyau est égale a 1 ou égale a 2 (voir la proposition
ci-apres).

Soient

1 1-—
€ = —:k\/]_j et € = \/]_j (6)

’

ottp:=1—f(M)et N\ = (kr)2
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Proposition 0.2.1 ( [30])
Soit M € R, p:=1— f (M), A\ = (k)2 et € > 0.
(i) Sip e {0} U[1,00) et il existe k > 1 tel que € = ¢, alors

dimKerL(-,e, M,r) = 1.

(ii) Si0 <p <1 et il existe k > 1 tel que € = ¢ alors
e sipe {pk k/]k’ =1,..k— 1} alors

dimKerL(-,e, M,r) = 2,

e sip¢ {pk k/]k’ =1,..k— 1} alors
KerL(-,e,M,r)=1

(iii) Dans d’autres cas dimKerL(-,e, M,r) = 0.

Dans leurs travaux, notamment, Pierre et Rougirel ont étudié ’existence des branches
de solutions stationnaires, lorsque le noyau de L(-,e, M,r) est de dimension 1. Le but
principal de cette theése est de prouver ce résultat dans le cas, plus compliqué, du noyau
bidimensionnel.

Dans un premier temps, nous abordons la question d’existence des solutions station-
naires par le cas le plus simple, lorsque le noyau de I'opérateur linéarisé est de dimension
1. Partant d’une approche différente, basée sur la méthode de réduction de Lyapunov-
Schmidt, I'analyse nous permet de retrouver les résultats antérieurs de Pierre et Rougirel.
En outre, nous fournissons un théoreme résumant, selon les valeurs du parametre négatif
r, une étude complete des variations de courbes de solutions. Cette étude est complétée
par plusieurs diagrammes de bifurcations.

Dans un deuxiéme temps, nous étudions I'existence des courbes de solutions, lorsque
le noyau de l'opérateur linéarisé est bidimensionnel. Ce cas difficile, sur lequel sont basés
les principaux résultats de cette these est abordé par un résultat particulier. En effet, en
s’appuyant sur les symétries du probléme, nous parvenons a prouver l’existence des courbes
de solutions dans chacune des directions des deux vecteurs qui engendrent le noyau. Le
cas général, en revanche, nécessite une paramétrisation astucieuse des solutions lors de
I’application de la méthode de réduction de Lyapunov-Schmidt, ainsi que I'utilisation des
deux parametres de bifurcations. L’existence des courbes bifurquantes est ainsi prouvée
dans le Théoreme 3.2.1, selon la direction choisie. Ce théoréeme central de la thése complete
les résultats utilisant les symétries. Un commentaire est fait a cet effet, dans la Section
3.3. Puis, on étudie des variations des branches de solutions. Une comparaison de leurs
énergies par rapport aux solutions constantes est également fournie.

Dans le Chapitre 4, on donne un résultat de stabilité des solutions obtenues avec un
noyau de dimension 2. Cette étude s’appuie sur un principe de stabilité linéaire réduite,
et permet d’identifier des régions des parametres dans lesquelles les solutions bifurquantes
sont stables. Des exemples numérique corrobore ce résultat.

Afin de traiter la question d’existence dans toute son intégralité. Deux résultats traitant
les cas raisonnants qui n’entrent pas dans le cadre du Chapitres 3 sont fournis dans le
Chapitre 5.



0.2. MATHEMATIQUE DU MODELE DE CHAMPS DE PHASE CRISTALLIN

0.2.2 Plan général de la these

Cette these est composée de 5 chapitres, une conclusion et une introduction.

Le Chapitre 1 a pour objectif de rappeler, d’une part, ’essentiel des résultats antérieurs,
de Pierre et Rougirel. Ces rappels nous permettrons d’établir des comparaisons avec des
résultats que nous obtiendrons. D’autre part, il rappelle les outils de la théorie classique
de bifurcation que nous utiliserons tout au long de ce document.

Le Chapitre 2 traite la question de l'existence de courbes de solutions, lorsque le
noyau de l'opérateur linéarisé est unidimensionnel. Ainsi, aprés avoir défini le cadre fonc-
tionnel et donner les hypotheses dans la Section 2.1, nous prouvons le théoréme principale,
dans la Section 2.3. Les études des variations des branches ainsi que les diagrammes qui
en découlent sont respectivement données dans les Sections 2.4 et 2.5.

Le Chapitre 3 est consacré a I’études des branches de solutions bifurquantes lorsque
le noyau est bidimensionnel. Nous commencons par donner les hypotheses, en fonction
des données du probleme dans la Section 3.1. Les Section 3.2, 3.3 donnent les Théoremes
3.2.1, 3.2.2 et 3.3.1 relatifs a 'existence des branches de solutions bifurquantes. Une étude
des variations des branches et de de comparaisons des énergies est menée respectivement
dans les Sections 3.4 et 3.5.

Le Chapitre 4 montre la stabilité linéaires des solutions bifurquantes données par le
théoreme 3.3.1. Ce résultat est établi par l'utilisation d’un principe de stabilité linéaire
réduite, que nous rappelons dans la Section 4.1. La Section 4.2, et la section 4.3 sont
respectivement consacrées a la preuve du Théoreme principal du chapitre, et a I’étude
du signe des valeurs propre perturbées. Tout a la fin du chapitre nous donnons quelques
exemples numériques de solutions bifurquantes stables suivant les valeurs des parametres.

Dans le Chapitre 5, nous regardons le deux cas résonants qui n’entre pas dans le
cadre des Chapitres 3 et 4. Apres un bref rappel des hypotheses et le cadre fonctionnel,
dans la Section 5.1, nous donnons les résultats d’existences dans les Sections 5.2 et 5.3.
Concernant le premier cas, un résultat de stabilité linéaire est fourni dans la Section 5.3.

Le rapport est compété par une Introduction et une Conclusion.
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Chapitre 1

Résultats antérieurs et méthode
de réduction de Lyapunov-Schmidt

L’objectif de ce chapitre est de donner une breve description de la théorie de la bifur-
cation et des rappels des résultats antérieurs de Pierre et Rougirel.

1.1 Rappel des résultats antérieurs de Pierre et Rougirel

Soit . .
— M7 6 — _7\/]3 (1.1)

On rappelle que le but de leur travail était d’étudier les solutions stationnaires du probleme
suivant :

* *

" n
€20 paat + 260520 + f(M)v+ wwz — / ’L)QdCE) + %(v?’ - / v3dac) =0
Q Q
On pose
or =cos(km) et pp = (edp —1)> —p (1.2)

les vecteurs et valeurs propres de 'opérateur linéarisé
L(v,€) = €0pppev + 260520 + f'(M)v. (1.3)

Alors on a le théoréeme suivant

Théoréme 1.1.1 ( [30])

Soit €, > 0. On suppose que €, € {¢ex,, €k, } pour un k, > 1, avec KerL(-,e,) = Vect {¢x, }.
Alors, il existe localement une unique branche de solution non triviales de (77) passant
par (0,¢€,). De plus, si

4 2
(6*)‘219* - 1)2 + fl(M) ?é ff///((]w—]w)—) 5 (14)
alors ces solutions satisfont
1/2 .
v==+ <%(e—e*)> Pk, +(’)<<] € — € ]1/2>> dans Vp, (1.5)
iy €/8 £ (M)? o
€0 = ( oo ran (M)> . (16)
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Ce théoreme, dont nous fournirons une autre preuve dans le chapitre 2, est I'un des résultats
principaux de [30] consacré a I’étude mathématique du modele de champs de phase cris-
tallin lorsque le noyau de l'opérateur L(-,€) est de dimension 1. En effet, non seulement il
donne 'existence des branches de solutions au voisinage du point de bifurcation, mais, il
donne aussi une approximation exacte de la solution non triviale, en fonction des données
du probléeme, pourvu qu’on reste proche du point de bifurcation.

Définition 1.1.1
Sous les hypothéses du théoréme précédent, on dira que la bifurcation donnée par (1.5)
est convexe au point (0, €,) si,

£(0) (% - e*> > 0.

Si cette quantité est négative, la branche est concave au point (0, €,).

Soit pg, le nombre définie par

(1.7)

2
(-4 + VI0M? + 1)
Po = .
5

Alors on a le deuxieme résultat suivant.

Théoréme 1.1.2 ( [30])
Sous les hypothéses du Théoréme 0.3.1, la concavité au point (0,€,) de la branche bifur-
quante est décrite comme suit :
e Sie = ¢, alors
e si M? < 3/2 alors elle convexe,
e si M? > 3/2 alors,
e sip < pg alors la branche est concave,
e si p > pg alors elle est convexe.
e Si0O<p<1ete, =¢,, alors
e si M? > 3/2 alors
e sip < 9/25 alors la branche est concave,
e sip > 9/25 alors elle est convexe,
e si M? < 3/2 alors,
e sip € (pg,9/25) alors la branche est concave,
e sip ¢ [9/25,9/25] alors elle est convexe,

Ce théoreme constitue le second résultat important de [30] et permet de connaitre le sens
de concavité de la branche de solutions (1.5), au voisinage de tout point de bifurcation
(dans le sens de la Définition 1.1.1). Cependant, comme pg (voir (1.7)) dépend de la masse
M, alors ’énoncé ci-dessus nécessite que ce dernier parametre soit fixé. Ce qui porte,
en tout, le nombre de parametres fixés a trois, car k. et r le sont déja. Afin de réduire
ce nombre, nous donnerons, dans le Chapitre 2, une version plus détaillé du théoreme
précédent, sans pour autant faire d’hypotheése de fixation sur la masse M (voir Théoréme
2.5.1). Cela aura un intérét conséquent, car grace a cette réduction nous serons en mesure
de fournir des diagrammes de phases dans le plan (e, 3M?) (c’est-a-dire, dans le plan des
parametres).

10



1.1. RAPPEL DES RESULTATS ANTERIEURS DE PIERRE ET ROUGIREL

1.1.1 Analyse du cas du noyau de dimension 2

Nous énoncons maintenant le théoreme consacré a ’analyse des solutions stationnaires
quand le noyau bidimensionnel. Pour ce faire nous rappelons les hypotheéses de [30] qui
rendent ce résultat possible.

Soit p € (0,1), 1 < kyy < ks et €, > 0 tels que
A i=14Dp et el :=1—/p (1.8)

Nous posons
SD* = SD]C*? SD** = Spkf**’ >\* = Ak‘*? A** - Ak‘**

ot A\, = (k)2 et ¢ = cos(km-). Alors
kerL(-, €x) =< Qu, Quse > . (1.9)
De plus nous supposerons que
Ko # 2Kue,  Ku 7 B (1.10)

Théoréme 1.1.3 ( [30])
Sous les hypothéses (1.8)-(1.9), (0,€,) est un point de bifurcation pour (??) et il existe
une branche (v.(-),€(+)) de solution non triviales passant par (0,¢€.). De plus, si

P(edor,) # 2/ f" (M) (1.11)

alors ces solutions satisfont

Vi (€) > i\/'éjO) (€ — e)py  dans Vp, (1.12)

ou

oy €:/8 FrME
V=X —7on <P<6*Azk*> d (M)>‘ (149)

et € ~ €, est tel que €,(0)(e — e, > 0). En plus, si ky # 2k, ks 7# 3kus €t
Pleor..) # /" (M) (1.14)

alors il existe une autre branche de solutions non triviales a travers (0, €,) satisfaisant

2 .
Vix (€) :l:\/,e_ 0) (e — €x)psx  dans Vp, (1.15)

ou

ay €x/8 £ (M)? o
=N —700 <P<e*Asz> d <M)>’ (116

et €(0)(e —€x) > 0.

Ce théoréme, moins important que les deux premiers et plus délicat a démontrer, est
en quelque sorte, le leitmotiv de cette thése, dont I'objectif est de traiter la question
des solutions stationnaires bifurquantes lorsque le noyau de l'opérateur L(-,€,) est en-
gendré par deux vecteurs. En effet, dans [30], hormis le cas ou s ¢ N, la question n’est
pas entierement traitée. Car les auteurs utilisent un argument de réduction spatiale qui
les rameéne au Théoreme 0.3.1. En revanche, dans le cas contraire, les choses sont plus

11




CHAPITRE 1. RESULTATS ANTERIEURS ET METHODE DE REDUCTION DE
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complexes, car en plus de la Méthode de Lyapunov-Schmidt (voir Chapitre 1), ils sont
contraints de faire appel a la Méthode du Polygone de Newton (voir également Chapitre
1) afin de conclure. Pour contourner ce dernier argument, nous utiliserons la Méthode
des Multi-parametres, dont ’idée est de choisir autant de parametres du probleme que la
dimension du noyau. Ce qui nous permettra, grace au théoreme des fonctions implicites
de conclure de maniere plus directe.

1.2 Méthode de réduction de Lyapunov-Schimdt (MRLS)

La théorie des bifurcations étudie la structure des solutions pour des équations non-
linéaires définies dans des espaces de Banach et dépendant d’un parametre. Si (E, | - ||g)
et (Z,]| - ||z) sont des espaces de Banach réels, D(= R ou R?), (zg,\g) € E x D et
F:UxV — Z (ouU C E etV C D sont des ouverts) un opérateur tel que F(zg, Ag) = 0,
on veut déterminer toutes les solutions de

F(z,\) =0, (1.17)

dans un voisinage de (g, o). En mécanique des fluides (voir par exemples [31], [32]) comme
dans d’autres domaines de la science d’ailleurs, la théorie de la bifurcation tente d’expliquer
les mécanismes de transitions vers des régimes complexes. La technique utilisée consistant
a réduire le probléeme (1.17) & un systéme de petites dimensions, sur une variété centrale et
a en déterminer la structure par des arguments de symétrie et de forme normale (voir [33],
[34] et [35]). On obtient ainsi un systéme d’équation dont la difficulté premiere réside en
I’élaboration des méthodes spécifiques permettant, d’une part de déterminer pour quelles
valeurs des parametres cette bifurcation a lieu et d’autre part, de calculer les coefficients de
ce dernier systeme (”étude non linéaire” ). D’un point de vue mathématique, ’analyse de la
bifurcation permet d’étudier aisément le comportement qualitatif des systémes d’équations
différentielles. De plus, elle permet de détecter des valeurs des parametres pour lesquelles
le comportement asymptotique du systéme change qualitativement. Ce sont des valeurs
de bifurcations. Il est également possible d’identifier quel changement advient : c’est la
nature de la bifurcation. L’importance de la bifurcation pour les sciences a poussé plusieurs
auteurs a proposer des techniques de résolutions qui sont directement liées a cette théorie.
Pour plus de détails le lecteur pourra consulter [36], [37], [33], [34], [38]...

D’un point de vue géométrique, une bifurcation peut correspondre a la ”collision” de
deux objets ( attracteurs, points répulsifs ou points selles) ou de deux variétés. Ainsi, la
collision de deux variétés donne naissance a une bifurcation ” globale”, alors que la collision
de deux objets donne lieu & une bifurcation locale. Cependant, un premier résultat dans
le sens de résoudre (1.17) est donné par le 7 Théoreme des Fonctions Implicites”.

1.2.1 Théoréme des Fonctions Implicites (TFI)

Le théoreme des fonctions implicites est 'un des outils analytiques locaux les plus
importants pour la recherche des solutions des problemes non linéaires de la forme (1.17).

Définition 1.2.1

Soit T:QC E — Z (ou E et Z sont des espaces de Banach) un opérateur défini sur un
ouvert ) de E et soit xo € 2. On dit que T est Fréchet différentiable en x si et seulement
si il existe une application linéaire continue A : E — Z telle que

I T() = T(wo) — Aw = o) |

Ty |z — o |

=0.

12



1.2. METHODE DE REDUCTION DE LYAPUNOV-SCHIMDT (MRLS)

Proposition 1.2.1
L’application linéaire continue A donnée dans la Définition 1.2.1 est unique et on I'identifie
aT'(xp). En d’autres termes A = T'(xg).

Définition 1.2.2
Soient E et Z deux espaces de Banach. Un opérateur T : E — Z est de classe C' si T
est Fréchet différentiable et T' : E — £ (E, Z) est continu.

Définition 1.2.3
Soient Eq, Ey et Z des espaces de Bannach, (x1,x2) € Ey X Ey et T : E1 X Ey — Z. Les
dérivées partielles de T en (ay,as)

leT(al,ag) : E1 — Z, D$2T(a1,a2) : E2 — Z,

sont, respectivement, les dérivées de Fréchet des applications T'(-,a3) : F1 — Z en ay et
T(a1,-) : B2 — Z en az. On note

D, T(ay,a2) :=T(-,a2) (a1), Dg,T(a1,as):=T(a1,-) (as).

Proposition 1.2.2 ( [37])
Soient Ey, Ey et Z des espaces de Banach, (x1,x2) € E1 X Fy et T : By X Ey — Z.
(i) SiT est Fréchet différentiable en x = (x1,x2) € E1 X Es alors les dérivées partielles
de T en (x1,x2) existent et on a

T'(z)(h) = Dy, T(x)(h1) + Dy, T(x)(ho) Vh = (hy,hs) € By x Es.

(ii) T est une classe C' si et seulement si les dérivées partielles existent et sont conti-
nues en tout point de E; X FEs.

Théoréme 1.2.1 ( Théorémes des Fonctions Implicites [37])
On suppose que (1.17) a une solution triviale (zg,\g) € U x V C E x D tel que la
différentielle (au sens de Fréchet) de F' par rapport a x au point (xg, \g) est bijective :

F(20,\0) =0, (1.18)
D,F(xg,\) : E — Z est continue et son inverse est borné. '
On suppose également que F' et D, F sont continues :
FeClUxV,Z
( ) (1.19)

D,FeC(UxV,%(E,Z))

Alors il existe un voisinage Uy x Vi dans U x V' de (xg, \g) et une application g : V; —
Uy C E tel que

o) = xo,
9(Ao) = o (1.20)
F(g(A),\) =0 pour tout A € Vj.
En plus, g est continue sur Vi :
ge C(\, E). (1.21)

Finalement, chaque solution de (1.17) dans Uy x V; est de la forme (g(\), \).

Remarque 1.2.1
SiG e CFU x V,Z), alors g € C¥(Vy,Uy) (voir toujours [37]).

13
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Théoréme 1.2.2 (Théoréme du point fixe de Shauder)

Soit U un sous-ensemble de E(= espace de Banach) fermé et convexe et g : U — U une
application continue telle que g(U) est relativement compact. Alors g posséde un point
fixe. Plus généralement, si U est un compact convexe alors toute fonction continue de U
sur U posséde un point fixe.

On considere, a nouveau le probleme (1.17) et G l'application U x V C Ex D — E
tel que
F(.%'o, )\0) =0. (1.22)

On peut obtenir un résultat d’existence locale de solutions de I’équation (1.17) au voisinage
de )¢ de deux fagons :

1. En supposant que F est de classe C' et que D,F(xg,\g) est un isomorphisme de
E dans E. Par le théoréme des fonctions implicites, il existe une courbe unique de
solutions de (1.17) parametrée par A dans un voisinage de g ;

2. En supposant que F(z,\) =z — AK(z) ou K : E — FE est compact. Le théoreme
du point fixe de Schauder montre ’existence de solutions de (1.17) pour \ proche de

Xo.

Lorsque les hypotheses citées ci-dessus ne sont pas satisfaites il est souvent possible de
retrouver les résultats souhaités en utilisant d’autres méthodes. L’une des plus connues est
la méthode de réduction de Lyapunov-Schmidt qui sera beaucoup utilisée dans les analyses
que nous menerons dans cette these. Pour plus de détails sur les méthodes de la théorie
classique de bifurcations le lecteur consulté les références suivantes [38], [39], [40], [41], [36]

1.2.2 Théoréme de réduction de Lyapunov-Schimdt (MRLS)

La Méthode de Réduction de Lyapunov-Schmidt (MRLS), comme son nom l'indique,
permet de réduire les problemes du type (1.17) & un probléeme de dimension finie (Pour
plus de détails nous renvoyons le lecteur aux références [36] et [37]).

Théoréme 1.2.3 (Alternative de Fredholm [42], [37])

Soit (E,|| - ||g un espace de Banach, L € £ (F, E) un opérateur compact et A # 0. Alors
(i) Ker(L — X d) = {0} si et seulement si Img(L — A\Id) = E,
(i) Img(L — M\d) = [Ker(L* — \Id)]*,
(iii) Ker(L — M\Id) est de dimension finie et Img(L — AId) est fermé,

(iv) la suite Ker((L—MXId)™) est croissante et il existe p € N tel que Ker((L—\Id)") =
Ker((L—\Id)P) pour tout n > p. Le plus petit des p satisfaisant cette propriété est
appelé multiplicité algébrique de A.

Définition 1.2.4
Une application continue F' : U — Z, ou U C FE est un ouvert et ou F, Z sont des espaces
de Banach, est un opérateur non linéaire de Fredholm si elle est différentiable sur U et si
Vo € U, DF(z) remplit les conditions suivantes :

(i) dimN(DF(z)) < oo (N = noyau),

(ii) codimdR(DF(z)) < oo (R = rang),

(iii) R(DF(x)) est fermé dans Z.
L’entier dimN (DF(z))—codimR(DF(x)) est appelé "I'indice de Fredholm” de DF(x).

14
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Nous considérons maintenant F': U xV — Z, U C E, V C D, ou

F(zo, o) = 0 pour (zg, A\g) € U x V,
FeCYWUxV,2Z2), (1.23)
D,FeC(UxV,¥4(E,2)) .

On suppose que pour A = \g € D(= espace des parametres, en général R ou R?),
I’application F' est un opérateur non linéaire de Fredholm par rapport a z, c’est-a-dire
F(-,X0) : U — Z satisfait la définition 1.3.1. D’ou il existe des compléments dans les
espaces de Banach E et Z tels que :

E= N(DxF(I'Q, )\0)) ® Ey

Z = R(DyF(z0,0)) @ Zo (1.24)

(voir [43], p.553). En particulier, on peut faire remarquer que les espaces N et Zy, définis ci-
dessus, sont de dimensions finies. D’ou les décompositions ci-dessus, définissent, de maniére
triviale, les projections suivantes :

P:FE — N, lelong de Ey (N = N(D,F(x9,\0))),

1.25
Q:Z — Zy, lelong de R (R = R(D,F(z0,)0)))s (1.25)

et x peut se décomposer de maniére unique comme suit
r=v+w, ouv €N etw e Ey. (1.26)

Par le Théoréme du Graphe Fermé (voir [44]), les projections P et @ sont bornées ( ou
continues). Alors le théoréme suivant tient.

Théoréme 1.2.4 ( [36])
Il existe un voisinage ouvert Uy x Vo de (g, \g) dans U x V C E x D tel que le probléme

F(z,\) =0 pour (x,\) € U x Vs (1.27)
est équivalent au probleme de dimension finie
®(v,\) = 0 pour (v,\) € Uy x Vo C N x D
® : Uy x Vo — Zg est continue (1.28)
et ®(vg,\o) =0, (vg, o) € Uz X Va.

La fonction ®, appelée fonction de bifurcation, est donnée par :
D0\ v) = QF (u+ (v, \), \) (1.29)
ot w = (v, \) est donnée par le théoréeme des fonctions implicites.

Preuve. Le probleme (1.27) est évidemment équivalent au systéme

{ QF(Px+ (I — P)z,)\) =0, (1.30)
(I-Q)F(Px+ (I —-P)x,\)=0,
ou nous posons Pr =v € N et (I — P)x = w € Ey. En suite nous définissons
G:ﬁgXWgXVg—)Zpar
G(v,w,\) = (I — Q)F(v+w,\), ottvg = Pxg € Uy C N, (1.31)

wo = (I—P)xo € Wy C Ejp,
et UQ, W5 sont des voisinages tels que (72 + Wy CcU C X.
15
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On a G(vg,wg, Ag) = 0 et par le choix des espaces, D,,G(vg,wo, \o) = (I —Q)D,F(zg, \o) :
Ey — R(D,F(x9,\0)) est bijective. L’application du Théoréme des Fonctions implicites
(voir théoreme 1.2.1) fournit

G(v,w,\) = 0 pour (v,w,\) € Uy x Wy x Va est équivalent
w = 1(v, \) pour ¥ : U x Vo — Wa C Ej tel que (1.32)
ZZ)(UO, AO) = wop.

L’insertion de la fonction ¢ dans la premiere équation de (1.30) donne
S(v,\) = QF (v+ (v, A),A) =0. (1.33)
Le Théoreme des Fonctions Implicites prouve la continuité de . ]

Remarque 1.2.2
L’espace des paramétres D sera généralement R ou R? dans cette thése, mais il peut aussi
étre R™ (n > 2) dans d’autres problémes.

La Méthode de Lyapunov-Schmidt, résumée dans le théoréeme 1.3.1 décrit la réduction du
probleme (1.27) (qui est de dimension infinie) & un probleme ayant autant de dimension
que le noyau de D, F (g, \g). Avant de fermer cette section nous rappelons une méthode
appelée Polygone de Newton qui est souvent utilisée dans les bifurcations dégénérées et
qui nous sera d’une grande utilité pour montrer la stabilité des solutions bifurquantes.

1.2.3 Méthode des multi-parametres

Une fagon naturelle de surmonter les difficultés d’une dégénérescence a un noyau de
dimension tres grand est la condition que 'application F' dépende d’autant de parametres
que la dimension du noyau de I'opérateur linéarisé.

Nous considérons F': U xV — Z, o0 0 € U C E et A\g € V C R" et nous supposons
que

F(0,\) =0 pour tout A € V,

1.34
dimN (D, F(0,)\o)) = codimR(D,F (0, ) =n > 1. (1.34)

Pour la suite, nous supposons que :
D2\ F cC(UxV,%(E,Z)) (1.35)

Comme Z(R", Z(E,Z)) 2 L(R"x E, Z) alors D%, F(0, \o)z € Z(R", Z) est représenté
par n vecteurs Dg)\iF(O, Xo)r € Z,i=1,..,n pour z € E.

L’hypothese transversale qui assure souvent 'existence des solutions dans le cas du
noyau de dimension 1 est généralisée comme suit :

Il existe un vecteur 09 € N(D,F(0,X)), || 0o ||x=1,
tel que le complementaire Zy de R(D,F(0,\)) (1.36)

est engendré par les vecteurs Dg)\iF(O, Ao)0o,i=1,...,n.

Soit Zy le complémentaire de R(D,F(0, A\o)) dans Z. Quand la projection Q : Z — Z
le long de R(D,F (0, o)) est donnée par

n

Qz=> (20)} (1.37)

k=1
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1.2. METHODE DE REDUCTION DE LYAPUNOV-SCHIMDT (MRLS)

alors ’hypothese (1.36) est équivalent a dire que

la matrice (<D5A¢F(07)‘0)@07®;€>)ik:1 . est inversible. (1.38)

goooy

Ensuite, nous suivons les étapes de la preuve du théoreme 1.2.3. La méthode de réduction
de Lyapunov-Schmidt fournit le probleme de dimension n,

O(v,A) =0, (v,A)~(0,\) €N xR" (1.39)
En posant v = yip, nous obtenons les solutions non triviales en résolvant

1
Oy, \) = /0 D, ®(ytig, \)vpdt =0 Yy € (—7,7). (1.40)

Comme ®(0,\g) =0 et que
Dy®(0, X\g) = QD2, F(0, o)t (1.41)

est inversible par (1.36), alors le Théoréme des fonctions implicites donne la courbe de
solutions contintument différentiable suivante

Dy, A(s)) =0, y € (=7,7), AM0) = Ao

. (1.42)
D (ydo, A(s)) = y@(y, AM(y)) = 0.

D’ou le théoréme suivant :

Théoréme 1.2.5 ( [36])
Sous les hypothéses (1.34)-(1.36), ’équation F'(x,\) = 0 posséde une courbe continiiment
différentiable de solution

{(z(y), \v)) |y € (=7,7)} C ExR" (1.43)

tels que (z(0), A(0)) = (0, \o) et & = 0.

1.2.4 Méthode du polygone de Newton

La ”Méthode du polygone de Newton” est un outil de substitution du Théoreme des
Fonctions Implicites lorsque I’hypotheése de la bijection n’est pas vérifiée. Elle est indis-
pensable pour étudier les bifurcations dégénérées. Plus précisément, il s’agit de chercher,
au voisinage d’une solution triviale (0,0), les solutions de I’équation (1.27), en faisant la
supposition suivante :

F est analytique dans un voisinage U x V' de (0,0) et F(0,0) = 0, c’est-a-dire

[e.9]
F(z,\) = chkxk)\j, ol ¢jr € R et la convergence tient dans U x V. (1.44)
gk

Puisque F'(0,0) = 0, alors on en déduit que cop = 0 et par la suite, on cherche les solutions
non triviales de F'(z, A) = 0 passant par (0,0). Pour cela nous marquons les puissances j
de A sur les ordonnées et les puissances k de x sur les abscisses et on place tous les points
(k,j) qui satisfont la condition c; # 0, dans un plan (voir Figure (1.1)).

17



CHAPITRE 1. RESULTATS ANTERIEURS ET METHODE DE REDUCTION DE
LYAPUNOV-SCHMIDT

Quelques remarques importantes

e Sicjp = 0 pour tout j € Ny, £ = 0,...,kg — 1, c’est-a-dire, si les coefficients non
nuls existent seulement, qu’a partir du rang kg, alors nous pouvons diviser par z*0
et pour la nouvelle équation, nous trouvons le plus petit point (0, jo) sur axe des

ordonnées.
e Si kg = 0 alors jg > 1 car cgg = 0.

e Si ko < 0, nous avons la courbe solution {(0,A)} et si jo = 0 c’est 'unique courbe
passant par (0,0).

On suppose désormais que jo > 1. Ensuite, seuls les coefficients c;; avec 0 < j <
jo — 1,k > 1, nous intéresserons. Toutefois on fait remarquer que si de tels coefficients
sont tous nuls, alors on peut diviser par M0 et {(z,0)} est la seule solution passant par
(0,0). Sinon, on trouve les coefficients cjr # 0 avec 0 < j < jop — 1 et on peut supposer
qu’il existe un plus petit kn, > 1 tel que cgi,, # 0. On remarquera que, si jn > 0, alors on
a 'existence de la courbe solution {(z,0)}.

Maintenant, nous nous mettons dans la situation ou il y a un plus petit point (0, jo), jo >
1 sur ’axe des ordonnées et un plus petit point (0, k), k, > 1 sur ’axe des abscisses. Alors

le polygone formant ’enveloppe convexe de tous les points (k, j) tels que ¢jx #£ 0

et jkn + jok < jokn est appelé le "polygone de Newton”.
1l relie les points (ky,7,),v = 0., o > j1 > ... > jn=0,0=ky < k; < ... < ky, et
cjk = 0 si (k,7) est en dessous d’une droite passant par deux points consécutifs (ky, 7).
On pose ¢j,k, = ¢y # 0 pour v = 0,...n, alors (1.44) est réécrite comme

n
Pz, X) = Zc,,mk" Mv + R(z,)\), ot R contient le reste des termes. (1.45)
v=0

FIGURE 1.1 — Graphique du polygone de Newton.
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1.2. METHODE DE REDUCTION DE LYAPUNOV-SCHIMDT (MRLS)

Soit — un des coefficients directeurs des droites formant le polygone de Newton. Alors

tous les r + 1 points (ki, j;)...(ki4+r, ji+r), appartenant a la droit de coefficients directeur
1

~5 vérifient
Yit+ki=..=%jr+ kiyr = 0. (1.46)
En faisant la substitution B
A=2z"'A dans (1.45), (1.47)
on obtient pour (z, 5&) I’équation

r
27 | ) apNe + Ri(z, ) | =0 (1.48)
=0

D’autre part, si on suppose que \g est une racine, de multiplicité 1, du polynéme P,

suivant 2
BN =) ey phlte, (1.49)

p=0
Alors comme R;(0,)) = 0, on trouve par le Théoréme des Fonctions Implicite (voir

théoréme 1.2.1) que la courbe solution de F(x,A) = 0 proche de (0,0), est donnée par

{ (x 2 (Ao + iakx’“)) |0<z< 72} (1.50)

k=1

Pour plus de détails le lecteur pourra consulter [36]. Nous terminerons la description du

polynéme de Newton par un exemple.

Exemple 1.2.1
Soit a résoudre au voisinage de (0,0) I'équation, a deux variables suivante

Flz, ) =X — 2?22+ 22X+ 2° + 28 =0. (1.51)

Le polygone de Newton associé a I'équation ci-dessus est donné par la figure (1.2)

FIGURE 1.2 — Le polygone de Newton associé a (1.51).
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Comme on peut le voir, I’enveloppe convexe du polygone de Newton, ci-dessus est
délimité par deux droites, que nous noterons par D_y 5 et D_y 3, et dont les coefficients
directeurs sont respectivement donnés par —1/2 et —1/3. Par 'utilisation de D_; /5, nous
faisons

A=Xz? dans (1.51) (1.52)
et on obtient,
zt (5\2—5\+5\x+x2) =0
ot (X(X — 1) + R(x, X)) ~ 0.

comme R(S\,O) = 0 V \, alors on trouve que les courbes solutions de (1.51), proche de
(0,0) sont données par

{(z,2*+0((2*))) | -7 <z <7} (1.53)

et
{(z,0((=")) | -n <z <m}. (1.54)

Les autres courbes solutions sont obtenues en utilisant D_y 3.
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Chapitre 2

Etude des solutions stationnaires
bifurquantes avec dimKerL(-,¢) =1

Dans ce chapitre, nous abordons ’étude du probleme par le cas simple du noyau
de dimension 1. Cette étude est menée grace a une approche développée par Kielhofer
dans [36]. Les résultats obtenus permettent d’établir des comparaisons avec le travail
antérieur de Pierre et Rougirel. L’étude théorique est complétée par des diagrammes de
bifurcations illustrant les différentes orientations des courbes de solutions non triviales au
voisinage de chaque point de bifurcation.

2.1 Cadre fonctionnel et équations
Soient 2 = (0,1), € > 0, = € Q et r un parametre réel négatif. Nous définissons

fiR—R, u~ (1+7)u+u’ (2.1)

Wo = {u € H*(Q)|0,u =0, sur 00N},
Vo=A{uc¢e H4(Q)\8xu = Opgzu =0 sur 00},

L2(Q) = {v e L3(Q)| / vdzr = 0},
Q
Vo =VonL3(Q), Wy =Wy L*(Q).

Soit u(x,0) = up(x), une donnée initiale. L’équation de champ de phase cristallin avec
les conditions homogenes de Neumann s’écrit :

ou

Frie eam(628mmu +2e0,u+ f(u)), (x,t) € Qx (0,00)

Ot = Opgztl = Opgzazu = 0, sur 02 x (0, 00) (2.2)

u(+,0) = up.

Proposition 2.1.1 (conservation de la masse)
Toute solution u de (2.2) vérifie la loi de conservation de masse

/Qu(x,t)dx:/ﬂuodx. (2.3)
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Preuve.

—dz = i/ u(z, t)de = 6/ 02 (€2 0paaatt + 26050 + f(u)).0,(1)dz
0 Ot dt Jq 0

+ [(9;,3 (628mmu + 2€0,,u + f(u))](l)
O

En posant M = fQ ug(z)dz, on rappelle que le but est d’étudier les solutions bifur-
quantes du probléme stationnaire suivant

weM+Vy, €0pppatt + 2€0pu+ fu) = / f(u)dz dans L*(Q). (2.4)
Q

Nous introduisons pour ce faire, une nouvelle fonction v définie par u = M + v, et
en utilisant expansion de Taylor de la fonction f(M + v) a l'ordre 3, nous obtenons le
probléme suivant :

. "M
veEVY, €0pppzt + 260550 + f(M)v + 2 )(1)2 — / v2daz)
Q

2
(2.5)
n M
+M(v3 - / v3dr) =0 dans L*()
6 Q
Dans la suite nous posons F' la fonction définie par :
" M n M
F(v,6, M) = €20pzv + 2600 + f'(M)v + #(02 - / v2da) + %(v?’ - / v3dx).
Q Q

La division de F' en deux parties, nous permet de définir 'opérateur suivant

L( e, M) : Vo — LA(), v+ €0pp00v + 260550 + f'(M)v (2.6)

et

N('7€7M):%—>L2(Q)7 U'—)@(UQ_/

gy 47O 4
Qv dr) + G ( / dr). (2.7)

Q

Dans tout ce chapitre, 'unique parametre de bifurcation est €. Alors, pour simplifier les
écritures, au lieu de L(-,€, M) on écrira désormais L(-,€). Et on fera pareil pour le reste
des notations.

Cela étant fait, on peut maintenant regarder F' de la maniére suivante
F:Vyx (0,00) x R = L*(Q), v~ F(v,€) = L(v,€) + N(v).

Ainsi, au lieu de (2.5) on est désormais conduit a étudier le probleme de bifurcation
suivant :

veVy, e€>0 F(v,e, M)=0 dans L%*Q). (2.8)

2.2 Analyse spectrale et notations

Cette section est consacrée a 1’étude des valeurs propres de 'opérateur L(-, €) défini en
(2.6). Autrement dit, il s’agit de résoudre le probleme spectral suivant

{ L(p,€) = \p, dans L?(Q)

eeTp\ {0}, X eR (2.9)
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Par utilisation de (2.1), nous posons
pi=1—f (M) et X:=(kn)?, k=123 (2.10)
La proposition suivante tient.

Proposition 2.2.1
Soit € > 0 et p=1— f (M). Le spectre de L(-,€) est donné par

pr = (eXNy —1)> —=p, k=1,2,3... (2.11)
ot A\ = (k7)2. Et les vecteurs propres associés sont
o = cos(km), k=1,2,3... (2.12)

De plus, L(-,€) est auto-adjoint, c’est-a-dire que
1 1 )
/ L(v, e)wdz = / wL(v,e)dx Vv, w € V. (2.13)
0 0

Preuve. La preuve est basée sur la résolution de I’équation ordinaire suivante

{ —0pp = Ap, dans L*(Q)
P (0)=¢'(1)=0

Comme (2.14) est une équation ordinaire du second ordre, alors la solution réelle et générale
est donnée sous la forme :

(2.14)

Aj cos(VAz) + Agsin(vVAz), ot , Ay, Ag sont des constantes réelles.
En utilisant les conditions homogenes de Neumann, nous trouvons que
or(x) = Acos(krz), k=1,2,3..
Ou, plus simplement
o(x) = cos(krx), n=1,2,3..
Car A; est non nulle. Nous déduisons ainsi le spectre de L(-, ¢) de la facon suivante

Ligr,e) = ol +2e0 + f/(M)py

EXLor — 26 ppr + /(M) gy,
(€A — 1)* = p] -

On prouve (4.131) par les intégrations par parties. En effet, soit v et w dans Vo, en
utilisant la définition (2.6), on trouve que

1 1 1 1
/ L(v,e)wdx = 62/ v(4)wdx+26/ v(2)wdx+f'(M)/ vwdzx
0 0 0 0
1 1 1
= 62/ U(Z)w(Z)dx+26/ vw(Q)dx—l—f'(M)/ vwdx
0 0 0
1 1 1
= 62/ vwWdx + 26/ vw@dx + f’(M)/ vwdzx
0 0 0

1
= / vL(w, €)dx.
0

Ce qui acheve la démonstration de la proposition. ]
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Remarq{ue 2.2.1

Comme ‘—‘:%HUC € N*} est une base orthonormée dans L*(2), et que la suite (yy)r>1 des

valeurs propres tend vers +oo quand k — 400, alors L(+, €) admet au moins une résolvante
compacte.

Posons, pour k > 1et p=1— f (M) >0,

1 1-
€k = —:l:/]_) et € = \/ﬁ (2.15)

On rappelle qu’une description compléte du noyau de L(+, €) est donnée dans la Proposition
0.3.1. En effet, dans cette proposition, Pierre et Rougirel fournissent les conditions sur les
parametres du probléme pour avoir un noyau de dimension 1.

2.3 Théoreme de bifurcation avec dimKerL(-,¢) =1

Pour prouver le théoréeme principale de ce chapitre, nous faisons les hypotheses sui-

vantes :

(H1) Soient k. € N* et r < 0 fixés. (2.16)

(H2) Soient € >0 et M € R vérifiant (e\p, — 1)? +r 4+ 3M? = 0.

On pose p = —3M? —r.
(2.17)
(H3) De plus, on suppose que p >0 et dimKerL(-,¢) = 1. (2.18)
Pour simplifier les notations, on pose

€=€x, Px=Qk, et Ai=N\,. (2.19)

1+ 1-—
oﬁee{ VP VP

VY } Une masse M correspondant & e, sera notée M,.

*

Remarque 2.3.1
Soit k, et r fixés, si nous posons

X :=3M? = —(e\p,, —1)2 — 1
Alors I’ensemble des points (e, X), forment une parabole dont le sommet est S(1/\,—r).
De plus
1+
A )
1
As

E

— sie>1/\,, alors e =

&

—sie<1/\,, alors e =

Excepté I’étude du signe de €(0) qui sera faite dans la Sous section 2.4, tous les résultats
de bifurcation que nous obtiendrons dans la suite sont aussi bien vrais pour €, = %
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que pour €, = %. Et comme, L(-,¢€,) est auto-adjoint avec résolvant compact, alors les

espaces L2(Q) et Vj ont les décompositions suivantes :
L3(Q) = KerL(-,e.) ® R(L(-,e,)), (2.20)
et
Vo = KerL(-,e.) @ <R(L(-, &) N VO) , (2.21)

ou
KerL(-,e.) = Vect(p,) et R(L(-,€.)) =limage de  L(-,€,).

Ces décompositions en retour définissent de maniére naturelle les projections continues
suivantes

P:L*Q) — KerL(-,e,) et Q=1—P:L*Q) — R(L(-¢,))
ol
Pv = 2(v, p.)x, Yo e L2Q). (2.22)
Ici, (-,-) désigne le produit scalaire dans L?(f2). Ainsi, la solution v peut se décomposer
de maniere unique, comme suit
v=Pv+(I-P)v=p+w avec ¢ € KerL(-,¢e,), et we€ (R(L(-,e*)) N V0> . (2.23)

Les solutions de (2.8) sont alors données par le systéme suivant :

PF(p+w,e) = P(L(g +w,e) + N(¢p+w)) = 0, @& KerL(-,e,) N (2.24)
QF(p+w,€) = Q(L(p +w,e) + N(p+w)) = 0, we (R(L(e)NVh)

2.3.1 Projection sur R(L(-,¢.))

D’apres (2.24) la projection du probleme (2.8) sur 'image de L(-, €,) fournit I’équation
suivante :
QF (¢ +w,e) = QL(w,€) + QN (p + w,e) = 0. (2.25)

En utilisant (voir Chapitre 1) la méthode de Lyapunov-Schmidt et le théoreme des fonc-
tions implicites, pour (p,w, €) proche de (0,0, €,), on trouve que la solution de (2.25) est
donnée par

{ wi=w(p,e), Y(p,e) € Ux V C Ker(L(-,e.)) xR (2.26)

w(0,€e,) = 0.

ou U x V est un voisinage ouvert de (0, ¢,) dans Ker(L(-, e.)) x R. De plus, w a la méme
régularité que F, et est définie sur U x V a valeurs dans R(L(-,¢,)). Et comme, c’est
également 1'unique solution locale de (2.25) alors w vérifie aussi

w(0,€) =0, Ve~ e, (2.27)
On notera par I, (1. .e,)) I'opérateur identité du noyau Ker(L(-, €.)).

Corollaire 2.3.1
Sous les hypotheses (2.16)-(2.18) et les décompositions spatiales (2.20)-(2.21) , on a

D,w(0,€,) = 0. (2.28)
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Preuve. Par utilisation de (2.25), on a

DoQF(p+w(p,€),e) = QDuF(p+ w,€)(Ixer(L(c.)) + Dpw)
= QDUF((P +w, 6)IKer(L(-,e*)) + QDUF(()O +w, E)wa
= 0.

Pour (p,€) = (0,¢€4), on trouve que

QD,F(0, e*).IKeT(L(_,e*)) =0 car Iger(r(.e) esta valeurs dans le noyau.

D'ott Dyw(0,e,) =0  car  QD,F(0,¢,) : L*(Q) — R(L(-,€x)) est inversible. O
Pour des besoins ultérieurs, nous calculons D2,w(0, €.)[@x, @x]-

Proposition 2.3.1
Soit p=1— f'(M). Alors sous les hypothéses (2.16)-(2.18), on a

" 1
2 —
Dapapw(oae*) [90*790*] - _f (M) 2M2k*

D2k, » (229)

ot figg, = (exdor, —1)* —p.

Preuve. En différentiant (2.25) deux fois par rapport a ¢, il vient que Diw((), €x) [Py 0x]
est solution de I’équation suivante

QL(D2w(0,¢,) [pe 04] ) + QF (M) (6% /Q 22 =0 dans [2(Q).

Mais comme 2 — Jo ©2 € R(L(-,¢,)). Donc on peut réécrire I'’équation précédente, plus
simplement comme

LDZu(0.6) e pi) ) + £ (D~ [ ) =0 dans R(L(,c.)
En testant ’équation ci-dessus avec ¢y, et en utilisant le fait que

Diw(oae*) [90*,g0*] € R(L("E*))’

nous obtenons
/QtpkL(Diw(O,e*)[w*,tp*],e*)dx=—f”(M)/ka(cﬂi—/wa)dw-

Ou encore, comme
1 1

2_Z —

[ mteopDzu. e lon s = -0 [ o (G + ) - [ G +3) ds

car L(-, €,) est auto adjoint (voir (2.6)). Et pour finir, nous faisons une identification de
termes grace a 1’égalité suivante
1

) _ - -
/QSDICD@ZU(O’G*) [90*,%0*] de =—f (M)/Q 2#19(6*)

Spk' 80219* d'l"
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2.3.2 Projection sur Ker(L(-,¢,))
Nous définissons, d’apres (2.24) et (2.26) la fonction ® par
®(p,€) = PF(p +w(p,€).¢) = PL(p +w(p, ), €) + PN (o +w(p,e),e). (2.30)

Par I'utilisation de (2.27), nous déduisons que

®(0,¢) =0, VeelR

Cette égalité permet d’écrire la relation suivante

1 1
. d - .
D(p,€) = /0 a@(tap, e)dt = /0 D,®(tp, €)pdt. (2.31)
De plus, en posant
¢ =yps, VYER, (2.32)
il en résulte que
~ 1 ~
D(ypu, €) = y/o Dy (typs, €)pwdt = y@(y. €) (2.33)
ou .
D(y,e) = / D@ (typ., €)pudt. (2.34)
0

Finalement, les solutions non triviales du probleme (2.24), ou plutoét du probleme suivant
v e KerL(-,e.), €>0, <i>(ap, €) =0,
sont obtenues par la résolution de ce nouveau probleme
yeR, ¢>0, O(y,e) =0, dans KerL(-,e,). (2.35)

Remarque 2.3.2

Puisque w = w(p, €) est complétement connue par la donnée de ¢ et e (voir (2.26)), alors
toutes les solutions bifurquantes du probléme (2.8) sont obtenues en résolvant I’équation
(2.35). Ce qui nous permet de restreindre notre étude a un probléme de dimension finie.

Définition 2.3.1
® sera appelée fonction de bifurcation dans toute la suite.

Corollaire 2.3.2
Sous les hypotheses (2.16)-(2.18) on a

B(0,e,) = 0. (2.36)
Preuve. De (2.30)-(2.34) on a

1
®(0,e,) = /0 D,®(0, €, )pydt
= PL(ps + Dow(0,€,)p4, €4), par la définition  (2.30)

= PL(SD*’E*) +PL(D<Pw(0’ E*)‘P*’E*)
= 0 car ¢, € KerL(-,e.) et Dyw(0,€)p, = 0.
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Définition 2.3.2

On dira que (0, €,) est un point de bifurcation du probléme (2.5), si il existe une suite de
solutions non triviales (v(y),€(y))—r<y<r du probléme (2.8) dans un voisinage de (0, € )
telle que (v(0),€(0)) = (0, €4).

2.3.3 Théoréeme de bifurcation

Dans cette section nous nous intéressons aux solutions non triviales du probleme (2.35)
(ou de maniére équivalente, aux solutions bifurquantes du probleme (2.8)), c’est-a-dire les
solutions obtenues pour y # 0. Pour ce faire, on donne d’abord le lemme suivant.

Lemme 2.3.1
Sous les hypotheses (2.16)-(2.18),

1
2p+ \/ﬁgp*a Si€, = ‘:\/ﬁ’
~ €
D.®(0,e,) = Dpe®(0, € )0n = * * 2.37
80*7 S1 €4 = )
€x A
est un vecteur non nul.
Preuve. D’une part, on a d’apres (2.34),
1 ~
D®(0,e,) = (chb(o, e*)gp*) dt

D’autre part, (2.30) et (2.6) donnent

D@E&)(an*)(p* = DEL(SOME) ’5:5*

= 26,0, +20,
= 2 [5* ()‘2%0*) - ()‘*SD*)]
= 2(e&A7 = A\) s

25*)‘* — f/(M)

€x

Px

car €2X2 — 2e,\, + f (M) = 0 (voir hypothéses (2.16)-(2.18) et la définition (2.10)). En
utilisant alors ce qui précede, on en déduit que

A= f (M
D.®(0, €,) est non nul si et seulement si eh = S (M) # 0. (2.38)
€x
Or )
P+ /D, si€ = _:\/ﬁ,
! _ *
p— \/]_97 S €4 = A\ 9
est non nulle par 'hypothese (2.18). D’ou le résultat. O

Nous pouvons maintenant énoncer le théoreme général de notre analyse.
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Théoréme 2.3.1 (Théoréme de bifurcation)
Sous les hypotheses (2.16)-(2.18), alors
o (0,¢4) est un point de bifurcation de (2.5).

e Il existe 7 > 0 et une unique courbe au moins de classe C? au voisinage de (0, €,)

{(U(y)v e(y)) \y S (_7—77—) et (U(O)v 6(0)) = (07 6*)}7 (2'39)

dv

telle que F(v(y),e(y)) =0, Vy € (—7,7) et i ly=0=0(0) = ¢x.

e La dérivée seconde du paramétre de bifurcation € est donnée par :

{0) = — < ( QD f’”<M>> (2.40)

" 8(eh — (M) \ (&har, — 12 —p

ou

e 1+p 1—\p
* A A\ ’

Avant de prouver le théoreme précédent, nous donnons les propriétés du couple solutions
(v(y),e(y)) dans le corollaire suivant :

Corollaire 2.3.3
Sous les hypothéses du Théoreme 2.3.1, la solutions v et le paramétre solution €, satisfont

9 1/2 .
v==% <m(e - e*)> o +O((e— ex)?) dans Vj. (2.41)
et
e(y) = e, + @gﬂ +0(y%). (2.42)

Preuve. (Théoreme 2.3.1)
Il est question ici de trouver les couples non triviaux (y, €) € R* xR du probleme (2.35)
vérifiant
®(y,e) =0,

ou ¢ est donnée par
1
P(y, €) ;:/ Dy®(typs, €)p«dt
0

et
®(p,€) = PF(¢ + w(p,€),e).

En effet, d’apres le Corollaire 2.3.2, (0, €, ) est une solution triviale du probleme (2.35). De

plus, selon le Lemme 2.3.1, la différentielle de ® par rapport a € au point (0, €,) est non

inversible. Donc d’apres le théoreme des fonctions implicites, on déduit que les solutions
non triviales du systeme suivant

D(y,e) =0 ,6) € R* x (0, 4+00

{ (y:¢€) (y,¢€) ( ) (2.43)

vérifient
€=¢€(y)
2.44
{ o ‘ (2.44)
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En utilisant la relation (2.33), on obtient que

D (yps, e(y)) = y@(y, e(y)) = y.0 = 0.

Et de méme

Fo(y),e(y)) = (I = P)F(yps +w(yps,ey)), ey)) + PE(yps + w(yes, €(y)), €(y))
= (I - P)F(yps + w(ype, €(y)), €(y)) + (yps, e(y))
0+ ®(yps,e(y)) dapres  (2.26)
= 0 dapres (2.30).

De ce fait, on conclut que (ygx,€(y)) est une suite de solutions non triviales de (2.30) et
que de maniere équivalente (v(y),€e(y)) est une suite de solutions non triviales de (2.8).
D’ou (0, €e,) est un point de bifurcation de (2.5) (dans le sens de la Définition 2.3.2).

Il reste juste a montrer le dernier point du théoreme. En effet, € est au moins deux
fois dérivable par rapport a y (régularité due au théoreme des fonctions implicites). Donc
nous pouvons dériver, sans probléme, la relation (2.44). Dans un premier temps, on a le
résultat suivant

¢(0) = 0. (2.45)
En effet,
d%@@, @) lyo = Dy®(y.e(y)) + De®(y, c())é(y) lyo
= Dy®(0,€,) + D:D(0,€,)€(0) (2.46)
= 0.

Or par 'utilisation de (2.34) et (2.30), on a

1
Dy(b(y76*) ‘yZO = /Dy(DSO(I)(ty(PME*)(p*)dt ’yZO

0
1
= | DLbttwen.colpntodit o
1 .
= §Dg2030q)(0’6*)[90*’g0*]
1
= §PngF(0a€*)[%0*,SD*]
1 ) L,
= Sf (M)P(g; — | ¢idx)
0
1
= 0 car goi—/o ©2dr € R(L(-,€.)).

Comme d’apres le Lemme 2.3.1, Popérateur D ® (0, €,) est inversible, alors le résultat est
donné par (2.46).

On passe maintenant au calcul de €(0). Pour ce faire, nous procédons de fagon analogue
au calcul de ¢(0). C’est-a-dire, nous dérivons (2.44) deux fois par rapport a y.

2
(j—ygq)(y’e(y)) ly—0 = d%(Dy‘I)(y,e) + Dc®(y,€).€(y)) |y=0
= D, ®(y,€) + 2D, ®(y,€).é(y) + DZO(y, €) [e(y), é(y)] + De®(y, €).€(y) |y—o
— 0.
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Comme d’apres ce qui précede, €(0) = 0 lorsque y = 0, il vient que
D;,®(0,€,) + Dc®(0,¢,).£(0) = 0. (2.47)
Cette égalité nous amene au calcul de Dgyfb(O, €x), car Uexpression D ®(0,¢,) est donnée

par le Lemme 2.3.1.

Sous les hypotheses (2.16)-(2.18), on a

1
D;,0(0,¢.) = ngng(o, €4) [Pa, Pus 0x] + PD3,F(0,€.) [0s, D2 ,w(0, €4) [0, 04]] -
(2.48)
En effet, partant des égalités (2.30)-(2.31) d’une part, et (2.34) d’autre part, on trouve
que

1
D2 &(y.c) = /0 2D2 B (tya €) [pnr o 0u] di. (2.49)
Cela donne, en prenant y = 0,
1 -
DZy(I)(O’ 6*) = gDiapapq)(O’ 6*) [QD*,QD*,QD*] . (250)

D’autre part, la différentielle de (2.30) par rapport a ¢ donne, dans un premier temps
Dy ®(p,€) = PDyF(v,€).(Iger(r(e)) + Dow(e,€)),
et
D2, ®(p,€) = PD2,F(v,€) [Ier(r(e.)) + Dow(p,€), Iicer(r (o)) + Dow(ep,€)]
+PDyF(v,€)Dyow(ep,e€).

Dans un deuxieme temps, elle donne

D}, ®(p,€) = Dy, [PDS,F(v,€).(Icer(iie)) + Dow)] -Tker(r(e)) + Do)

+2PD2,F(v,€) [Ixer(r(.e)) + Dow, D3, w| + PDyF(v,€).D3, w

opp

- Ex

= PDSUUF(U, €) [IKer(L(-,e*)) + Dow, Iger(n(e.)) T Do, Ikcer(L(-e.)) + Dg,w]
+PD12,UF(1), e).(IKer(L(.,e*)) + Dg,w).waw

+2PD2,F(v,€) [Ixcer(r(.e)) + Dow, D3, w] + DyF(v,€).D3, w

PP

- Ex

En faisant (¢, €) = (0,¢,) dans 'expression ci-dessus, il vient, grace a (2.28), que

chpcpq)(o’ 6*) = P‘DQ?))UUF(O? E*) [SD*’ Py Qp*] + 3PD31)F(0, E*) [gp*,Dgww(O, 6*)[80*5 SD*]] .
(2.51)
La substitution de (2.51) dans (2.50) donne (2.48). Par ailleurs, de (2.47), il résulte que
. 1
DE(I)(O’ E*)E(O) = _g (PDS’U’UF(07 E*) [30*5 P QD*] + 3PD’12)’UF(0? E*) [QD*, D?gcpw(o’ 6*)[@*’ SD*H) .
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Une utilisation de F', donne la formulation suivante

Da0,c.).0) = D p <s0‘3 - 1 soi’dfr>

1
PP (@*.Diwmo,e*)[so*,@*] - [ en200 e*n@*,@*]dx)

(2.52)

ot D2 w(0, €,)[i0«, ¢«] est donnée par (2.29).

Enfin par (2.1) et la Proposition 2.3.1, on peut voir que
! 3
P(g} —/ pidz) = S (2.53)
0
et
1 "
M

P (SD*-Diww(O,e*)[so*,so*] - @*-Diww(oae*)[%,sﬂ*]d:v> —-L80,. e

ot figg, = (€xAok, — 1)? — p. Et comme selon le Lemme 2.3.1,

o €A — ['(M)

€x

Dc®(0,¢,) = P
alors (2.40) est déduite de (2.52) d’une part et de (2.53) et (2.54) d’autre part. Cela acheve
la preuve du théoreme. O

Le Théoreme 2.3.1 fournit l'existence des solutions non triviales du probleme (2.5)
lorsque le noyau de l'opérateur linéarisé est unidimensionnel. Le Corollaire 2.3.3 donne
quelques unes de leurs propriétés au voisinage du point de bifurcation (0, €,). Par compa-
raison avec le Théoreme 1.1.1 établi par Pierre et Rougirel dans [30], on peut voir que nous
avons trouvé exactement les mémes résultats bien que nous sommes partis des approches
différentes. Ce fait nous conduit a I’étude du signe de €(0), qui d’une part constitue le
deuxiéme résultat important de [30] et d’autre part permet de connaitre les variations de
branches de solutions dans le sens de (2.41).

2.4 Etude du signe de €(0)

Dans cette section, on étudie les variations de branches de solutions au voisinage de
tout point de bifurcation (0, €). On rappelle que, selon le Théoreme 2.3.1, cette étude passe
par la connaissance du signe de €(0) donnée ci-apres

. . € f”(M)2 »
€0 = 8(exhr — f(M)) <(6*A2k 12 —p f (M)> : (2.55)

ou k, r, € et M vérifient les hypotheses (2.16)-(2.18). La particularité essentielle ici est
que, le parametre de bifurcation €, en lequel on obtient une bifurcation peut étre interprété
grace & I’hypothese (2.17) comme étant I’abscisse dans le plan (e, X) ou X = 3M?2, des
points appartenant & la parabole de sommet (1/Ag,r) et d’équation

X=—(eMy—1)2%=r, >0, keN*, (2.56)

Nous avons représenté I’ensemble de tous ces points sur un graphique, en fixant k = 3 et
r = —4/5.(voir figure ci-dessous).
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COURBE DES POINTS DE BIFURCATIONS POUR k=3 ET r=—4/5.

T N
doN S N/

g V.
\
o] \

FIGURE 2.1 — le graphe des points de bifurcation pour k = 3 et r = —4/5.

Posons

Y:=p e X:=3M2% (2.57)

Ces deux variables sont liées par la relation p = —r — 3M? (voir hypothése (2.17)). La
proposition suivante donne leurs ensembles de définitions.

Proposition 2.4.1
Soient p= —r — 3M? et X,Y donnés par (2.57).

ep=-—r—-X€l0,-r]eY €]0,/=r] & X €[0,—r[.

e p=—r—X€]0,-r]N]0,1[< Y €]0,/=7]| N]0,1[ < X € [0,—r[N]-1 —r,—r[.
Plus précisément, le dernier point donne

Y elo,v/—r] si —r<1, Xelo,—r[si —r<1,
ou & ot (2.58)
Yelo1si —r>1 Xel-r—1,—r[si —r>1

Preuve. Puisque Y = /—r — X et X = 3M?2, alors la preuve consiste simplement &
trouver les intervalles d’appartenances de X et Y suivant les valeurs de r. M

Avant de continuer, nous donnons quelques résultats préliminaires que nous utiliserons
dans la suite.

2.4.1 Quelques calculs préliminaires

Soient k, r, € et M satisfaisant les hypotheses (2.16)-(2.18). Les égalités relatives au

parametre p = v/ —r — 3M?2,

{(ek,\% —1)2—p=(4(1+pP) —1)* —p=9+24,/p + 15p, 2:59)
(G —1)2 —p= (41 — /B) —1)> —p=9— 24,/p + 15p. '
et
{ek,\k—f’(M)=1+\/5—f’(M)=1+\/5+p—1=p+\/5, _
M —f(M)=1—p—f(M)=1—\p+p—1=p—/p. '

ot f(s) = (1+r)s+ s
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On donne également une version des égalités ci-dessus en fonction de Y.

(exdar — 1) —p =9 +24Y +15Y2 (261)
(Exdor —1)2 —p =9 — 24Y +15Y2. '
et , )
e e — f (M) =YY%+,
ok f,( ) (2.62)
@M —f(M)=Y?-Y.

Dans la suite, nous ferons deux études distinctes du signe de €(0). Car I’expression (2.55)
change, selon que € > 1/\; et € < 1/A;. On se souviendra que 1/)\; est 'abscisse du
sommet de la parabole (2.56) des points de bifurcations, pour un k& fixé.

2.4.2 Signe de €(0) pour € > 1/

Nous commencons cette étude par une proposition.

Proposition 2.4.2
Soient €, k, r, M fixés et vérifiant (2.16)-(2.18). Si e > 1/\j alors

1+Y -3 | HY?24+8Y +2r+3
e— T ot o) = 3 3"
Ak ANY | 5Y248Y +3

(2.63)

Preuve. La premiere assertion vient de ’hypothese (2.16). Ceci étant, la seconde assertion
est obtenue par une utilisation de l'expression (2.55) d’une part, et des formules (2.61) et
(2.62) d’autre part. O

Remarque 2.4.1
Si 3M? — 0 alors Y — v/—7 et donc,

-3

lim €(0) = ——— < 0. 2.64
Jim_(0) = = (2.64)

Nous posons h, la fonction quadratique, dépendant du parametre r et définie par

17 2
h(Y) = ?YQ +8Y + 27 +3, (2.65)
et dont le discriminant réduit est,
1

d(r) = 9 (—=34r —9). (2.66)

Comme les signes de h et €(0) sont opposés (voir (2.63)), il vient alors I’analyse suivante
L osi2r+3>0<«= —r<9/2 alors h(Y) >0, VY > 0 et donc €(0) <0,

2. si %7’ +3 < 0<«= —r >9/2, alors pour donner le signe de €(0), nous devons étudier
la fonction h, car son signe n’est plus constant.
Proposition 2.4.3
Soit —r > 9/2, la fonction h admet une unique racine, Yy(r) > 0 telle que :
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e VY <Yy(r) = h(Y) <0,
o VY > Yo(r) = h(Y) > 0.

De fagon explicite, Yy(r) est définie par :

Yo(r) := % (—12+v-=34r —-9). (2.67)

Preuve.
— Pour —r > %, alors d(r) est positif et par conséquent les racines de h sont :

L (10 VB TO) et = (—124 V3T —9).
17 17

La seule racine positive est :

Yo(r) = 1 (—12+V=34r - 9).

17

En effet, pour —r > 9/2,

Yo(r) >0 & —124vV/=34r—9>0

& V=34r—-9>12
& —34r—-9>144
& —r>9/2.

Cela est vrai par hypothese et nous permet de conclure que Yy(r) > 0,V —1r > 9/2,
alors

—siY > Yy(r) alors h(Y) > 0,

- siY <Yy(r) alors A(Y') <0.
U

Remarque 2.4.2
En utilisant la définition (2.57), on trouve que la valeur X correspondant a Y, est donnée
par

2
Xo(r) = — (‘12 + Vl;?"” - 9) _r (2.68)

Puisque les signes de €(0) et h sont opposés, comme nous 'avions déja fait remarquer plus
haut, alors il résulte de la proposition précédente le corollaire suivant.

Corollaire 2.4.1
Soient —r > 9/2, k € N* e > 1/\; vérifiant (2.16)-(2.18) et Yy(r) donnée par (2.67).
Alors,

1. siY > Yy(r) alors €(0) < 0,

2. siY < Yy(r) alors €(0) > 0.
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2.4.3 Signe de €(0) pour € < 1),

Comme dans le cas de I’étude précédente, nous commencons cette analyse par une
proposition.

Proposition 2.4.4
Soit €, k, r, M fixés et vérifiant (2.16)-(2.18). Sie < 1/\; alors Y #1,Y # % et

1-Y 3 [ HY?2—8Y +2r+3
€= et €(0) = 3 3 : (2.69)
e ANY | 5(Y —1)(Y - 2)
oY =+v—-3M? —r,
Preuve. Elle est due a la formule (2.55) et aux égalités (2.61) et (2.62). O

Afin d’éliminer certains cas dans les analyses ultérieures, on donne le résultat suivant.

Proposition 2.4.5
Soit —r, k fixés et Y = \/—r, alors, on a

3
€(0) = ———=>0. 2.70
{0) = ;= (2.70)
Preuve. Pour Y =/—rona:
17 2
EY2—8Y+§r+3 = 5Y?-8Y +3
= 5 —1)(Y —3/5).
La conclusion est ensuite triviale. O
Pour la suite, nous définissons ¢ la fonction quadratique de R dans R par :
17 2
g(Y) = ?YQ —8Y +or+3. (2.71)

On remarquera que le discriminant réduit de g(Y) = 0 est donné par (2.66). Par ailleurs,
nous pouvons voir par (2.69) que le signe de €(0) dépend de celui de g.

Proposition 2.4.6
Si —r >9/2 alors
g(Y)<0,VO<Y <1. (2.72)

Preuve. Si 2r+3 <0< —r > 9/2, alors d’aprés la Proposition 2.4.1, Y € ]0,1[. Et
donc,

0<Y <1l — Y?’<Y

17 7
— —Y?2_8Y <-—-Y
3 3

7 2
= g(Y)<—§Y+§r+3<O.

D’ot1 le résultat. O

Par le résultat précédent, le corollaire suivant tient.

Corollaire 2.4.2
Si—r>09/2 alors Y €]0,1] et
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1. siY > 3/5 alors €(0) > 0,

2. siY < 3/5 alors €(0) < 0.

Preuve. C’est une conséquence de la Proposition 2.4.6 et de la Proposition 2.4.1. ]

En revanche, si —r < 9/2 < %7“ 4+ 3 > 0, nous voyons que le signe de g n’est plus

constant. En plus, on a
1. si —r € [1,9/2[ alors Y € ]0, 1],

2. si —r €]0,1[ alors Y € ]0,v/=r].

Signe de €(0) pour —r € [1,9/2[ et Y €]0,1]
Ici, nous étudions le signe de €(0) donnée par (2.69), lorsque —r € [1,9/2[ et Y € ]0, 1].
Proposition 2.4.7
Si —r € [1,9/2[ alors g admet Y;(r) comme unique racine dans |0, 1[. De plus
o siY <Yi(r), alors g(Y) > 0,
e siY >Yi(r), alors g(Y) < 0.
De fagon explicite, Y (r) est égale a

Yi(r) = 137 (12— v—34r —9). (2.73)

Preuve. Pour —r € [1,9/2], le discriminant d(r) (voir (2.66)) est strictement positif et
par conséquent g admet deux racines Y;(r) et Ya(r) données par :

Yi(r) == %7 (12— +V=34r —9) et Yo(r):= %7 (124 v/—=34r — 9). (2.74)

Pour conclure, il suffit de vérifier que Y; €]0, 1] et Y €]0, 1].
Comme la racine Ya(r) est positive, il reste juste a la comparer a 1. En effet,
Yo(r)>1 & 124+ v-34r—-9>17
& —r>1,
Donc Ys(r) ¢ 10, 1].
En ce qui concerne Y7, nous vérifions d’abord la positivité. En effet,
Yi(r)>0 & 12—+v-34r—-9>0

& —3Mr-9<144
& —r<9/2,

cela est vrai. Sa comparaison avec 1 donne

Vi(r)<1 & 12—+v/—=34r —9< 17
& —V/=34r—9<5,

cela est toujours vrai. Donc Yi(r) €0, 1]. O
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Remarque 2.4.3
En utilisant la définition (2.57), on trouve que la valeur X correspondant a Y7 est donnée
par

Xi(r) ==

<—12 —V/=34r =9

2
T > —r = Xo(r) (2.75)

Pour donner la conclusion de cette partie, nous devons étudier les positions relatives

de Yi(r) par rapport a la valeur critique Y = 3/5.

Proposition 2.4.8
Si —r € [1,9/2], alors Y1(r) < 3/5.

Preuve. Pour —r € [1,9/2[, on a;

Yi(r) <3/5 < —v—9—34r < —9/5,

& —r>9/25.

Comme 9/25 < 1 alors la relation ci-dessus est également vraie pour —r € [1,9/2[. Et d’ou
le résultat. O

Par les deux propositions précédentes, nous sommes maintenant en mesure de donner
le signe de €(0) pour —r € [1,9/2].

Corollaire 2.4.3
Si—r € [1,9/2] alors Y €]0,1] et

1. si0 <Y <Yi(r), alors €(0) >0
2. siYi(r) <Y < 3/5, alors €(0) < 0,

3. s13/5 <Y <1, alors €(0) > 0.

Preuve. C’est simplement une conséquence de la Proposition 2.4.7 et la Proposition
2.4.8. 0

Signe de ¢(0) pour —r €]0,1[ et Y €]0,y/—r|

Dans cette partie, ’analyse est plus complexe, car les cas changent suivant les valeurs
du parametre r. On rappelle que le cas Y = /—r a été traité dans la proposition 2.4.5.

Proposition 2.4.9
Sous les hypothéses de la proposition 2.4.4, si —r € ]0,9/34] alors

£(0) > 0. (2.76)

Preuve.
Si —r €]0,9/34[ alors d(r) < 0 (voir (2.66)) et par suite g(Y) > 0. De plus

—r<9/3d=-r<9/25=0<Y <3/5,

donc €(0) > 0.
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Si—r=9/34 alors d(r) =0 et g(Y) = %(Y —12/17)2 > 0. Or

0<Y </9/34 <12/17 et +/9/34 < 3/5.

Donc €(0) > 0.
U

Pour la suite, nous devons d’abord étudier les positions relatives de Yi(r) et Ya(r),
données en (2.79), par rapport a la borne /—r.

Proposition 2.4.10
Pour —r €19/34, 1], les racines Y1(r) et Ya(r) satisfont les points suivants :

e si —r €]9/34,9/25] alors Yy (r) > /—r,
e si —r €]9/25,1] alors Yi(r) < +/—r,
o V —re]9/34,1] alors Ya(r) > /—r.

Preuve. Par (2.79) et pour tout —r € |9/34,1[ nous rappelons que les expressions
respectives de Y7 et Y5 sont données par :

Vi(r) = o (12— VB —9) et W)= (124 VB 9). (27

Preuve du dernier point :

1

Yo(r) < vV—r < 172(12 +V=34r — 9% < —r

& 454+16v/—=34r —9—5(=34r —9) <0
& 572 -167Z — 45 > 0.

ou Z :=+/—34r — 9. Or
57% —16Z — 45 =5(Z + 9/5)(Z — 5)

et comme 9/34 < —r < 1, alors Z € |0, 5[. Par conséquent 0 < Z < 5 < 9/34 < —r < 1,
et d’apres (2.82) on conclut que Ya(r) > /—r.

Preuve des 2 premiers points :

Comme Yi(r) > 0 sur ]9/34, 1], il vient
1
Yi(r) <vV-r & ﬁ(m —V=34r —9)? < —r

& 45— 16v/—=34r —9 —5(=34r —9) < 0
& 57%24+167Z —45 > 0.

ol Z :=+/—34r — 9. Cependant
52 +16Z — 45

est un polynéme du second degré et de discriminant réduit 172. D’ol
52% 4167 — 45 = 5(Z — 9/5)(Z + 5)

puisque 9/5 € |0, 5], alors par utilisation de (2.83),
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5>7>9/5&1>—r>9/25 = Yi(r) < -,

0<Z2<9/5<9/34 < —r<9/25 = Yi(r) >+/—r.
D’ou le résultat.

Proposition 2.4.11
Si —r €]9/34,1[ alors Yy(r) satisfait les points suivants :

e si —r €]9/34,9/25] alors Y1(r) > 3/5,
e si —r €]9/25,1] alors Y1(r) < 3/5.
Preuve. Pour —r €1]9/34,1]

Yi(r) <3/56 & —v—=9—34r < -9/5,
& —r >9/25.

Et on peut conclure car 9/25 € 19/34,1].

Nous sommes maintenant en mesure de donner le signe de €(0) pour —r € ]9/34,1].

Corollaire 2.4.4
Si —r €19/34, 1], alors il résulte que

1. si —r €19/34,9/25[ alors €(0) > 0,

2. si —r €19/25,1] alors
2.1 si0 <Y <Yi(r) alors €(0) > 0,
2.2 siY1(r) <Y < 3/5 alors €(0) < 0,

2.3 si3/5 <Y alors €(0) > 0.

Remarque 2.4.4

O

Notre analyse n’est pas suffisante pour conclure dans le cas ot €(0) = 0. En d’autres mots,

dans le cas ou
Y e {Yo(r),Yi(r)}.

2.5 Théoreme de synthese et diagrammes de bifurcation

(2.78)

Dans cette section nous donnons deux versions de la synthése du signe €(0). La premiere
est faite en fonction de la variable Y. La deuxiéme version, beaucoup plus utile que la
premiere est effectué en fonction de X. Et, 'utilité dont nous parlons ici est simplement
due au fait que tous les diagrammes de bifurcations que nous donnons plus bas sont

représentés dans le plan (e, X), avec X = 3M?2.

Proposition 2.5.1
Soit k, r fixés et €, M vérifiant les hypotheses (2.17)-(2.18).

1. si—r <9/2 alors Y €]0,y/=7] et
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1.1 sie > 1/\g alors €(0) < 0,
1.2 sie < 1/)\; alors,
1.2.1 si —r €]0,9/25[ alors €(0) > 0,
1.2.2 si —r €]9/25,1[U[1,9/2[ alors Y1(r) €]0,1[N]0, v/—7],
e si0 <Y < Yi(r) alors €(0) > 0,
e siYi(r) <Y < 3/5 alors €(0) <0,

e si3/5 <Y alors €(0) > 0.
2. Si—r>9/2alorsY €]0,1] et

2.1 sie > 1/X\; alors Yp(r) €]0,1]

o siY > Y(r) alors €(0) <0,

o siY <Yy(r) alors €(0) > 0,
2.2 sie <1/

e si0 <Y <3/5 alors €(0) < 0,

e si3/5 <Y <1 alors €0) > 0.

Nous énongons maintenant la syntheése du signe de €(0) en fonction de X. Mais, pour
cela, on doit préciser certaines propriétés de Y et X. En effet, on sait que les deux variables

sont liées par la relation
Y=vV-X—r. (2.79)

Nous notons par Xg(r) la valeur commune de X correspondant & Y7 et Y. On rappelle
que
e si—r €]9/34,9/2]

Yi(r) := 1 (12 = V=34r —9),

17
e si —r >9/2 alors

Yolr) = = (—12 4 V=345 —9) ,

T
En utilisant la relation (2.79), la valeur X est explicitement donnée par
2
—12++v/-34r -9
Xo(r) = — ( + L > _r (2.80)
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Théoréme 2.5.1
Soit k, r fixés et €, M vérifiant les hypotheses (2.17)-(2.18).

1. si —r < 9/2 alors X €10, —r] et
1.1 sie> 1/)\; alors €(0) <0,
1.2 sie < 1/ alors,
1.2.1 si —r €]0,9/25[ alors €(0) > 0,
1.2.2 si —r €]9/25,1[U[1,9/2] alors Xo(r) €] —r —9/25, —r|,
o si Xo(r) <X < —r alors €(0) > 0,
o si—r—9/25 < X < Xy(r) alors €(0) < 0,

o si X < —r—9/25 alors €(0) > 0.
2. Si—r>9/2alors X € ]—r—1,—r[ et

2.1 sie > 1/\ alors Xo(r) €]0, —r[

o si X < Xy(r) alors €(0) < 0,
o si X > Xy(r) alors €(0) > 0,
2.2 sie<1/Ag
e si—r—9/25 < X < —r alors €(0) < 0,
o si—r—1<X < —r—29/25 alors €(0) > 0.
Preuve. Elle est due a la Proposition 2.5.1. U

Contrairement au Théoreme 1.2.1, des travaux antérieurs de Pierre et Rougirel ou la
synthese du signe de €(0) avait poussé les auteurs a fixer M. Le Théoréme 2.5.1 ci-dessus
apporte quelques améliorations intéressantes. Car le parametre M n’est plus fixé, et cela
permet de donner les variations de la courbe

€(0)
yr— e(y) = e+ TyQ +0(y%), (2.81)
au voisinage de tout point (e, X') (c’est-a-dire, au voisinage de tout point de bifurcation)
vérifiant
X =—(eM—1)%—r, (2.82)

pourvu que k et r soient fixés. Ce fait avantageux nous a permis de connaitre la nature
des bifurcations des branches solutions au voisinage de chaque point de bifurcation (0, €).

2.5.1 Diagrammes de bifurcations suivant les valeurs de r

Le but ici est de donner les variations de (2.81), au voisinage de tout €, correspondant a
un point de bifurcation (0, €). Cependant, on sait que les résultats donnés dans le Théoréme
2.3.1 sont locaux. De ce fait, pour réaliser des diagrammes de bifurcations, on se donne
k. et r, et ensuite, on se place sur un point de bifurcation (0,¢,) (ou encore (e, 3M2))
particulier. L’hypothese (2.17) permet de voir que
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14 +/—r —3M?2

1. Si e > Ak, alors e, =

Ak,

1—+/—r—3M2

2. Si e, < A, alors €, = )\T *.
k*

Cela étant faite, nous écrirons la perturbation de €, comme suit

€(y) =€+ 6(2—0)312 +O0(y*) (2.83)
ou €(0) est donnée par (2.63) (ou (2.69)). Ce développement montre que au voisinage du
point de bifurcation (0, €, ), nous nous attendons & avoir soit une bifurcation sous critique,
soit une bifurcation sur critique (ou simplement de type Pichfork) suivant le signe de €(0).

Pour bien décrire ce phénomene, nous avons choisi de représenter dans un méme plan,
I’ensemble des points de bifurcations (e, X = 3M?) (courbe bleue) et I'’ensemble des points
(€,X) ou € est donné plus bas (pour un e, donné). Il est important, de souligner que €
désigne la perturbation du parametre de bifurcation € par €(0). Dans toutes les figures,
I'ensemble des points de perturbation (¢, X) sera de couleur verte lorsque € < 1/(37)? et
de couleur rouge lorsque € > 1/(37)2. Pour des besoins pratiques, nous définissons ¢, de
la maniere suivante

—10, si €(0) < —10
€= € +€(0), si —10<€(0) <10 (2.84)
10, si €(0) > 10.

Définition 2.5.1

Soit (¢,3M?) un point appartenant a la parabole d’équation (2.82) et ¢ > 1/)\. On dira
que la bifurcation est de type sur-critique lorsque la courbe rouge sera a l’extérieur de la
courbe bleue, et sous critique lorsqu’elle sera a I'intérieur.

Définition 2.5.2

Soit (€,3M?) un point appartenant a la parabole d’équation (2.82) et ¢ < 1/)\. On dira
que la bifurcation est de type sur-critique lorsque la courbe verte sera a l'intérieur de la
courbe bleue, et sous critique lorsqu’elle sera a I'extérieur.

Les figures suivantes, illustrent les différentes situations que nous avons étudiées en
fonction du parametre fixé r (voir Théoreme 2.5.1). Pour la réalisation de toutes les figures,
nous avions pris k = 3, et comme les résultats sont obtenues pour de treés petites valeurs
de € (& peu pres de 1/(km)? ~ 11.2581073), nous avons donc changé € en 10 x € sur I'axe
des abscisses afin de rendre les graphiques plus lisibles.

Dans la figure 2.2 (ou on a pris r = —9/20), nous pouvons voir que, dans la partie
droite (c’est-a-dire € > 1/\;) qui correspond & la situation € = ¢, la courbe rouge reste
constamment & l'intérieur de la courbe bleue pour tout X = 3M? € [0,9/20[. En réalité
cela veut dire que le signe de €(0) demeure constant pour X = 3M? fixé dans [0,9/20[. Ce
qui est conforme au Théoréme 2.5.1, cas 1.1. Du point de vue analytique, nous dirons que
les branches de solutions obtenues dans le Théoreme 2.3.1, gardent une méme orientation
au voisinage des points de bifurcations. Aussi, selon la Définition 2.5.1, on peut simplement
dire qu’on a une bifurcation sous critique pour tout X = 3M?2 € [0,9/20] et € > 1/)\.
En revanche, dans la partie gauche (¢ < 1/)\g), correspondant & la situation € = ¢,
nous voyons que pour X € [0,0.09] U [Xo(—9/20) ~ 0.138,9/20] la courbe verte est a
I'intérieur de la courbe bleue (bifurcation super critique selon la définition 2.5.2) et pour
X € [0.09,0.138] elle est a l'extérieur (bifurcation sous critique). Ce double changement
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d’orientation de la courbe verte est conforme au résultat du Théoreme 2.5.1, cas 1.2.2. Car
€(0) change deux fois de signes suivant les intervalles de la variable X. Analytiquement,
nous dirons que les branches de solutions bifurquantes, changent d’orientation suivant que
X €10,0.09] U [Xo(—9/20) ~ 0.138,9/20[ ou X € [0.09,0.138] .

Selon le Théoréme 2.5.1, on peut remarquer qu’il ne reste que deux situations possibles
pouvant se produire. Ces situations sont décrites par les diagrammes de phases donnés
par la figure 2.3 et la figure 2.4. En effet, dans la figure 2.3, (o on a pris r = —9/30),
la courbe verte et la courbe rouge ne changent pas de sens d’orientation pour tout X et
respectivement dans les deux cas € < 1/ et € > 1/A;. Ce qui, une fois de plus est conforme
aux résultats théoriques trouvés dans le Théoreme 2.5.1, cas 1.1 et cas 1.2.1. Par contre,
dans la figure 2.4 (ou r = —12), nous observons un seul changement d’orientation dans les
deux situations. Plus précisément, lorsque (¢ > 1/\x), la courbe rouge est a U'intérieur de
la courbe bleue pour tout X < Xy(—12) et a l'extérieur dans le cas contraire. De méme,
lorsque € < 1/ la courbe verte est l'intérieur de la courbe rouge pour tout X < 12—9/25,
et a l'extérieur dans le cas contraire. Ce qui correspond, du point de vue analytique a un
seul changement d’orientation des branches de solutions dans les deux situations (voir cas
2.1 et cas 2.2).

Par ailleurs, nous pouvons remarquer que dans les figures 2.2 et 2.4 les changements
d’orientation de la courbe verte ne se font pas toujours de la méme maniére. Dans certains
cas, nous avons des changements continus, et dans d’autres cas, ils sont discontinus. Par
exemple dans la figure 2.2 le phénomene de changement continu apparait lorsque la courbe
verte passe de 'extérieur a I'intérieur de la courbe bleue et dans la figure 2.4 lorsque la
courbe rouge passe de l'intérieur a 'extérieur de la courbe bleue. En fait, ces points de
changements d’orientation continus correspondent aux points Xo(r) définis par (??) qui
est, selon I’étude théorique, le point d’annulation de la fonction €(0). Cependant, notre
analyse ne nous permet pas de donner des orientations des solutions bifurquantes en ces
points. Par contre le phénomene de changement discontinu n’est observable ici que pour
€ < 1/ (courbe verte). Et pour comprendre ce phénomeéne, il faut retourner a ’expression
(2.69). En effet, dans cette expression, €(0) admet % comme point critique, en lequel elle
n’est pas continue. Plus tard, on verra que ce point correspond & un noyau de dimension
2, et qu’il n’est pas un cas isolé. Bien entendu, si nous posons

Xp=X=—(ep,—1)*—r, (2.85)
pour k > 1 et r < 0 fixés. et
Xy =—(eNy — 1)2 —r, avec 1 <k <k (2.86)

D’un point de vue graphique, pour r < 0 et k fixés, ces points de bifurcation qui donnent
un noyau de dimension 2 sont des points d’intersections de la parabole X} avec toutes les
autres paraboles X,/ tel que 1 < k' < k.1l est clair que les hypothéses qui ont rendu notre
étude possible ne peuvent plus étre valides dans ce cas (voir Proposition 2.2.2). Pour y
remédier nous utiliserons dans le prochain chapitre la méthode des espaces symétriques,
lorsque la réduction du noyau sera possible, et la méthode des multiparameétres dans le cas
contraire. Les figures 3.1 et 3.2 donnent une idée sur certains de ces points de bifurcations
ol le noyau est de dimension 2.

44



2.5. THEOREME DE SYNTHESE ET DIAGRAMMES DE BIFURCATION

DIFFERENTES ORIENTATIONS DES BRANCHES DE SOLUTIONS POUR —re ]8/25,1]

08 T i T
3 § courbe de bifurcation pour k=3
P . = = = direction des branches pour z:l!’{:}n)z
oel o R e, ity T2 S Ry = = = direction desbmnhesmurv”{:}n)z_

£ x 1000

FIGURE 2.2 — Direction des branches solutions pour —r € |9/25,1].

DIFFERENTES ORIENTATIONS DES BRANCHES DE SOLUTIONS POUR —e]0, 925
0.35 T T T

T
courbe de bifurcation pour k=3
= = = direction des branches pour e<l!{3:r}2

= = = direction des branches pour vl!’{3:r}2

= » 1000

FIGURE 2.3 — Direction des branches solutions pour —r € ]0,9/25].
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Direction des branches de solutions pour —r & ]84, 4=
m— courbe de bifurcation pour k=k g : - bl
= = = direction des branches pour e<1/{k :(}2 e
t Y |
in = = = diraction des branches pour e>1/(k x> ! ¢
118 B
1T B
o Ittt CRCTEFRIRRRELIRPLEY LOoF: al
aatfsm o msmayaDrcna ter eE H R .
12
o 5 10 15 20 25
1000 =&

FIGURE 2.4 — Direction des branches solutions pour —r € |9/2, +o0]

Le Théoréeme 2.3.1 détermine si la bifurcation est sur-critique ou sous-critique pour
chaque point de bifurcation situé sur une parabole donnée. Les graphiques ci-dessus illus-
trent les différents cas possibles. Remarquons qu’il n'y a que trois profils essentiellement
distincts. Le Théoréme 2.3.1 permet donc une classification de la famille de paraboles
(parametrées par r < 0 et k € Nx). Les trois classes (ou profils) possibles sont illustrées
par les figures Fig 2.2, 2.3 et 2.4. Et cela constitue une avancée par rapport aux travaux
antérieurs consacrés a ce sujet.
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Chapitre 3

Etude des solutions stationnaires
bifurquantes avec dimKerL(-,§) =2

Ce chapitre couvre la majeure partie des recherches effectuées dans cette these. En
effet, ici nous prouvons I'existence des branches de solutions non triviales lorsque le noyau
de Popérateur linéarisé est bidimensionnel. Cette étude qui aurait pu étre un cas par-
ticulier du Chapitre 2 nécessite une paramétrisation astucieuse, pour 'application de la
méthode de Lyapunov-Schmidt, et la prise en compte des parametres qui seront impliqués
dans la résolution. Une étude des variations des branches bifurquantes et un résultat de
comparaison des énergies completent le chapitre.

3.1 DMotivations et hypotheses

Dans leurs travaux antérieurs consacrés a 1’étude des solutions stationnaires du modele
de champs de phase cristallin [30], Pierre et Rougirel avaient déja commencé a regarder
la question de l'existence des solutions bifurquantes avec un noyau bidimensionnel (voir
Théoreme 1.1.3). Mais, tres vite, ils ont été confrontés a un probleme de dimension. Car,
en théorie classique de bifurcations il est bien connu que plus la dimension du noyau
est grand moins il existe de méthodes adéquates permettant de calculer les branches de
solutions bifurquantes. Cette complication les a poussé a particulariser certaines données
du probléme, mais ne les avaient pas permis de conclure. D’ol1, nous nous donnons l’objectif
ici de prouver le cas général et aussi, d’étudier des éventuelles branches de solutions qui y
sont obtenues.

Avant de continuer, nous rappellerons brievement le probleme a étudier, et le cadre
fonctionnel, dans lequel nous allons travailler.

Soient Q = (0,1), e >0, x € Q et r un parametre réel négatif. Nous définissons

fiR—R, ur (1+7)u+u’ (3.1)

Vo ={u € HY(Q)|0pu = pgqu=0 sur 00},
L2(Q) = {v e L3(Q)| / vdr =0},
Q
Vo =VoN L3 (Q)
En plus des définitions, ci-dessus, on pose

§=(e,M) € (0,00) xR, (3.2)
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car M sera considérée, comme un parametre de bifurcation plus tard.

Soit u(x,0) = ug(x), une donnée initiale. Le probleme d’évolution du modele de champs
de phase cristallin, en dimension 1 d’espace, avec les conditions homogenes de Neumann
s’écrit

ou

i eam(e23mmu +2e0u+ f(u)), (x,t) € Qx (0,00)

u(0) = up.

Le but est de prouver l’existence de solutions bifurquantes stationnaires du probleme
suivant

weM+Vy, €0pppatt + 2€0pu+ f(u) = / f(u)dz dans L*(Q), (3.4)
Q

ot M = [ uo(z)dx.

Nous introduisons, pour ce faire, une nouvelle fonction v définie par v = M + v. Et,
en utilisant I'expansion de Taylor de la fonction f(M + v) a l'ordre 3 nous obtenons le
probléeme

. "M
veEVY, €0pppzt + 260550 + f(M)v + %(’02 — / v2daz)
Q

£()
6

(3.5)
+

(v3—/v3dx):0 dans L*(9).
Q

Dans la suite, nous diviserons le membre de gauche de 1’équation (3.5) en deux parties. A

savoir,
L(-,6) : Vo = L2(Q), v+ €0pppav + 2€0ppv + f/(M)v (3.6)
et
N(-,68): Vo = L2(Q), v~ @(v2 - /Q?)Qd.%') + %(vg — /Qv?’dx). (3.7)

Finalement nous définissons
F:Vyx(0,00) x R = L3Q), (v,8) — F(v,8) = L(v,6) + N(v,6).

Alors, au lieu de (3.5), nous sommes désormais conduits & étudier le probleme de bifurca-
tion qui consiste a trouver v et § tels que

veVy, 6=(eM)e(0,00) xR, F(v,6)=0 dans L*Q). (3.8)

En plus, par la Proposition 2.2.1 (voir Chapitre 2), on sait que l'opérateur L(-,d) admet
dans L?(€2), une base orthogonale de vecteurs propres,

o = cos(km), k=12, .. (3.9)
Pour des valeurs propres
pr = (X, — 1) —p, k=12, .. (3.10)
On rappelle que
p=1—f (M) et X\, = (km)2 (3.11)
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Nous formulons maintenant, les hypotheses, grace auxquelles, nous menerons les ana-
lyses de ce chapitre.

(H4) Soient 1 < kux < kx et 7 < 0 fixés. (3.12)
(H5) Soient € >0 et M € R* vérifiant
(M, — 1) +7r+3M? = (eAr.. —1)2+r+3M?=0. Onpose p=—3M?—r.
(3.13)
(H6) De plus, on suppose que 0 <p <1 et KerL(-,dx) = Vect(¢k,,¢k..). (3.14)

Grace a I'hypothése (3.13), le parameétre p vérifie

' k.
\/;5: QQ_—I—]_ oun 9 = k**. (315)

Pour simplifier les écritures dans la suite, on adoptera les notations suivantes

Pk = Pry Phee = Prxy Aky = Ax €8 Ap,, = Ass. (3.16)

Remarque 3.1.1
Si ki, kyx, T, € et X, = 3M, vérifient les hypothéses (3.12)-(3.14) alors, on peut voir gra-
phiquement que (e,,3M2) (ou é, = (€,, M,)) est le point d’intersection de deux paraboles,
dont les équations sont :

X =—(edp, — 1) —r, (3.17)

et
X == (g, —1)°% =r (3.18)

avec X = 3M?2. (voir figures 3.1 et 3.2, pour k. = 3 et k« € {1,2,3,4,5}).

Points de bifurcation et zones de stabilité de la constante

— |mdestabiiﬁédelamte

e |md‘ins¢aiiméde;amnstmte |

points de bifurcation avec
O un noyau de dimension 2

— coUrbe de bifurcation k=2
e coUirbeE de bifurcation k=3
— couirbe de bifurcation k=4
. coUrbeE dee bifurcation k=5 \
e cOUDE de bifurcation k=6
L Il L L L

25 30 35 40 45 50

FIGURE 3.1 — Points de bifurcation avec un noyau de dimension 2

49



CHAPITRE 3. ETUDE DES SOLUTIONS STATIONNAIRES BIFURQUANTES AVEC
DIMKERL(-,5) =2

INTERSECTION DE DEUX COURBES DE POINTS DE BIFURCATION POURK=3ETk_=2

il .

gl s D e R R Femas N ouiosnssizis _

et | Point -de DEUrCation GYeE: - - - b PRt R iieiian
un noyau de dimension 2

it s gl s i irm s B s s S L R R T R e e N s

—_ courbe de bifurcation pour k=2 ;g
——— courbe de bifurcation pour k=3 : 3

T [ e L S R SR B

i | = = = direction des branches pour e<1/(3n)® | |
i..| = = = direction des branches pnurs>1.f{31r:2 .......... | SRR
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FIGURE 3.2 — Point de bifurcation avec dimKerL(-,d) = 2 et direction des branches quand
dimKerL(-,6) =1

Notons que, I'utilisation des symétries d’un probléme, dans la recherche des branches de
solutions bifurquantes est une méthode qui s’avére souvent efficace en dimension n > 2.
Car elles permettent souvent, dans bien des cas, de réduire la dimension du noyau de
L(-,8) (voir [33] et [34], [45], [46]). Outre cela, elles permettent, parfois aussi, d’obtenir
certains résultats satisfaisants en dimension 1 d’espace. Comme nous allons le voir, dans
la prochaine section.

3.2 Existence des solutions par utilisation des symétries

L’idée, ici, consiste a utiliser les symétries des deux vecteurs propres ¢, et @, qui
engendrent le noyau de L(-,4,), afin de faire passer sa dimension de 2 & 1. Pour appliquer
cette technique, nous procéderons comme dans [30], lorsque les auteurs montrent le ca-
ractére symétrique des solutions bifurquantes du probléme (3.5). En plus, nous définissons
Tu € L2, .(R), pour tout u € L?(§2) comme une fonction périodique de période 2 telle que
T(u) = u dans Q et

T'(u)(z) = u(2 —z) pour presque tout z € [1,2]. (3.19)

On remarquera, par ailleurs, que T'(¢) = cos(km-), k > 1. Plus précisément, I'idée est de
restreindre I’'analyse de bifurcation, soit a ’espace ne contenant que des fonctions 2/ky-
périodiques, ou encore a I'espace ne contenant que des fonctions 2/kys-périodiques. Pour
cela, nous introduisons, pour tout nombre positif 1, les espaces suivants

f/f),n = {'u eVo | Tv est 7 — périodique} ,
L%(Q) = {’b‘ e L3 (D) | T est n— périodique} :

Soit k.« un entier naturel fixé. Il est clair que

Pmk.. y
—=_1m e N\ {0 c V;
{ ”‘Pmk..” | \ { }} U2 s
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est une base spectrale dans Lg/k**(Q) pour lopérateur L(-,dy).

Dans toute cette partie, M n’est pas considérée comme un parametre de bifurcation.
Et donc, la bifurcation se fera uniquement en fonction de €, comme dans le chapitre 2.

Proposition 3.2.1
Soient ki, k.. satisfaisant (3.12)-(3.14), et 6 = ,i** ¢ N. Si L(-,0.) est vu comme un

opérateur de Vw/k** dans Lg/k**(Q) alors

KerL(-,d,) = Vect(gg,, ). (3.20)
Preuve. la preuve est triviale car

©x € %,Q/k** < T(px) est 2/k — périodique
& dm e N* tel que ky = mksy.
En effet,

=) T(p4) est 2/k.. — périodique si
cos(kymx) = cos(kem(x — 2/kyy))

= cos(kymx — 21 —)

En faisant x = 0, il vient de ce qui précéde que 1 = cos(27 ,Z**) D’ou l'existence d’un

m € N* tel que ky, = mk,..

<) triviale. Mais cela est faux par hypothese. D’ou le résultat. ]

En particulier, si nous regardons L(, J,) comme un opérateur de VO,Q /k., dans Lg Ik (Q),
on obtient les décompositions spatiales suivantes

L3y, (Q) = R(L(-,6.)) @ kerL(-,5.) (3.21)
et
Vo, = (R(L(.6.) Voayn.. ) & kerL(-,6.). (3:22)

En argumentant comme dans le chapitre 2 (ou plus précisément comme dans la section
2.3), il vient le résultat suivant

Théoréme 3.2.1
Soient ki, kix, €x, M et p satisfaisant (3.12)-(3.14) et 6 = ,f ¢ N alors
e (0,0,) est un point de bifurcation de (3.8)

e Il existe localement une unique courbe, au moins de classe C? au voisinage de (0, €,)

{(w),e) \y € (=7,7), T > 0 et (v(0),¢(0)) = (0,¢x)} C Vo asp,. X (0,+00),
(3.23)

telle que F(v(y),e(y)) =0, Vy € (—7,7) et  $(0) = @ux.

De plus
€(0) = 0. (3.24)

£(0) = : & ( f (M) f”’(M)) . (3.25)

et
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Preuve. La démonstration est identique a celle du Théoreme 2.3.1. U

De facon analogue, nous montrons, dans le théoreme qui va suivre, qu’il existe aussi
une unique branche de solutions bifurquantes dans %72 ke X (0, +00), proche de (0,d,),
lorsque nous regardons L(+,d,) comme un opérateur de VO,2/k* dans Lg/k*(Q) La seule
particularité importante ici est que 6 est quelconque dans Q.

Théoreme 3.2.2
Soient ki, ki, €+, M, et p satisfaisant (3.12)-(3.14) et 6 = kk—; > 1. Si L(-,04) est vu
comme un opérateur de V(],Q/k* dans Lg/k(Q) alors

e (0,¢4) est un point de bifurcation de (3.8)

e Il existe localement une unique courbe, au moins de classe C? au voisinage de (0, €,)
et définie par

{(U(y)v e(y)) \y € (_T7 T)? T>0et (U(O)v 6(0)) = (07 6*)} - VO,Q/k* x (07 +OO)7
(3.26)

telle que F(v(y),e(y)) =0, Vy € (—7,7) et $(0) = ¢s.
De plus
é(0) =0. (3.27)

.. ‘ PO
O =5 —ran (mm “i—p ! <M)> | (329

La démonstration de ce théoreme repose sur la Proposition 3.2.2 ci-apres, car le reste est
identique au Théoreme 2.3.1.

et

Proposition 3.2.2

Soient ki, k.. satisfaisant (3.12)-(3.14), et 0 = ,f > 1. Si L(-,64) est vu comme un

opérateur de ‘./0’2/]6* dans Lg/k*(Q) alors
KerL(-,d,) = Vect(px). (3.29)
Preuve. la preuve est triviale car

Oux € %,Q/k* < T(@u) est 2/k, — périodique
& dm e N* tel que kyy = mk,

ce qui est absurde car k, > k... D’ou le résultat. O

Remarque 3.2.1

La proposition précédente est vraie pour 6 > 1. De fait, il résulte que la réduction du noyau
est toujours possible pour n = 2/k,. En revanche, pour 1 = 2/k,. nous avons besoin de
plus de restrictions (comme par exemple 8 > 1 et 6 ¢ N) pour espérer avoir une réduction.

En conclusion, nous dirons que la technique des symétries nous a permis de trouver les
branches de solutions bifurquantes dans la direction de ¢,, pour 6 > 1 et dans la direction
de . pour 0 ¢ N. Ce phénomene est illustré dans la figure 3.2 pour 6 = % Néanmoins,
il est important de remarquer que, si § € N (c’est-a-dire k. = mk,, pour m > 1) alors,
I'utilisation des symétries ne peut plus nous permettre de faire la réduction du noyau, du
moins pour 7 = 2/k,, car la fonction propre ¢, = @i, ne peut étre isolée de l'espace
VO,Q k.o @1 moyen de la seule symétrie T Afin d’établir I'existence des solutions dans
le cas général, utiliserons, en plus de la méthode de Lyapunov-Schmidt, la méthode des

multi-parametres (voir Chapitre 1 ou [36], pour plus de détail).
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3.3 Existence des solutions par des multi-parametres

Cette section est consacrée au calcul des branches de solutions non triviales du probléeme
(3.8) lorsque dimKerL(-, 6,) = 2. Pour parvenir a notre fin, nous utiliserons la méthode des
multi-parametres, qui consiste, & faire impliquer, dans la résolution du probleme, autant
de parametres que la dimension du noyau. Et cela explique, I'importance de considérer
0 = (¢, M) comme parametre de bifurcation. En plus de cela, nous faisons I’hypothese
suivant

0 = : ¢ {2,3}. (3.30)

Nous traiterons ces deux cas dans le Chapitre 5. Pour revenir, au cas général qui nous
concerne, il faut signaler que, outre l'utilisation la de méthode des multi-parametres,
notre principal outil, pour conduire les analyses, reste encore, la méthode de réduction
de Lyapunov-Schmidt (voir Chapitre 1). Ainsi, en dépit de quelques changements formels,
la démarche de fond demeurera analogue a celle qui a été réalisée dans le Chapitre 2. En

prime, comme {ﬁ]k e N\ {0}} est une base spectrale dans L2(Q), on a

L*(Q) = KerL(-,6,) ® R(L(-,5)) (3.31)

et
x@:xwuﬂm@<mjh@»m%) (3.32)

O, selon des hypotheses (3.12)-(3.14),

KerL(-,d,) = Vect(@x, Pas)- (3.33)
Ces décompositions, en retour, définissent de maniere naturelle les projections continues
suivantes
P:L*Q) — KerL(-,6,) et Q=1-P:L*Q) — R(L(,5,))
oll

Pu = 2(0, )05 + 2(0, 0ux ) ns, Yo € L2(Q). (3.34)

Ici, (-,-) désigne le produit scalaire dans L?(2). D’ot1, on peut écrire la solution v sous la
forme suivante

v=Pv+(I-P)v=9p+w avec ¢ € KerL(-,0,), et wEeE (R(L(-,(S*)) N V0> . (3.35)

De ce fait, il résulte que les solutions du probléme (3.8) sont données par le systéme suivant

PF(p+w,d) = P(L(p,0) + N(¢ +w,d)) = 0 (3.36)
QF (¢ +w,6) = Q(L(w,d) + N(p +w,0)) = 0. '
Soit ¢g un vecteur de KerL(:,d,), vérifiant que
0o = apy + B avec a#0 et B #N0. (3.37)

Autrement dit, g n’est ni colinéaire a ¢, ni colinéaire & @,,. Ensuite, on suppose que «
et [ satisfont

1
(HT) a?+ %=1 (Cest-a-dire || @o ||*= 5) (3.38)
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Enfin, pour tout ¢ € KerL(-,d,), tel que || ¢ ||*= o avecy € R, nous posons,

p=ypo YyER (3.39)

Cette substitution est faite, pour faciliter 'application de la méthode de réduction, et la
technique des multi-parametres, sur lesquelles reposent les analyses que nous menerons
plus tard. La compréhension de ce qui précede, peut se traduire en des termes suivants :

Soit un vecteur g non colinéaire aux vecteurs de base @, et @... Peut-on
trouver des branches de solutions bifurquantes dans la direction ¢q 7

C’est précisément, a cette question que nous allons tenter de répondre dans la suite.
De plus, on considérera que chaque vecteur ¢ € KerL(-,0,) est de la forme (3.39). En
revanche, 'hypothese (3.38) sera utile, pour ’étude des variations des branches.

3.3.1 Projection sur R(L(,0.))

D’apres (3.36), la projection du probleme (3.8) sur I'image de L(-,d,) nous fournit
I’équation suivante :

QL(w,d) + QN (¢ + w,d) = 0. (3.40)

Ainsi, par l'utilisation du théoreme des fonctions implicites (voir Chapitre 1) et pour

(v, w,d) proche de (0,0,9,), la relation (3.40) est équivalente &

{ w = w(p,d), ¥(p,0) €U xV C Ker(L(-,d,)) x R? (3.41)

w(0,04) =0,

ou U x V est un voisinage ouvert de (0,0, ). De plus w a la méme régularité que F et est
définie d’un voisinage de (0,0,) a valeurs dans R(L(-,0.)). Aussi, puisqu’elle est 'unique
solution locale de (3.40) alors w vérifie

w(0,8) =0, ¥ § ~ 8. (3.42)

Nous posons
Ixer(r(.5.)) = l'opérateur identité sur Ker(L(-,dx)). (3.43)

Corollaire 3.3.1
Sous les hypotheses (3.12)-(3.14) et les décompositions spatiales (3.31)-(3.32) on a

Dg,w(O, dx) = 0. (3.44)
Preuve.

DchF(QO + ’LU(QO, 5)7 5) = QDUF(SO + U)(QO, 5)7 5)(IK67‘(L(',5*)) + wa(gpa 5))
= QDuF(p+w(p,0),0)Iker(L(-s.))
= 0.

Il résulte que, pour (¢,d) = (0, d,)

QDUF(O, 5*)D<pw(0, 6*) =0 car QDUF(O, 5*)IK€T(L(~,(5*)) =0.

D'ott D,w(0,6,) =0  car  QD,F(0,5,): L*(Q) — R(L(,d.)) est inversible. O
Pour des besoins ultérieurs nous calculons DZ,w(0, &, )[¢o, @o]-
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Proposition 3.3.1 ( [30])
Sous les hypotheéses (3.12)-(3.14), ]f:* £ 2 et gg = ap, + By avec o + % = 1, il résulte
que,

D2 ,w(0,6.)90-00 = T2k, Poke + Thethes Phathae T Tho—hoe Pho—hoe + T2k ok, (345)

ou
2
1" « " CM,B
Top, = —f (M Ththn, = —F (M
( 2p0k, - ( )Mk*+k**
" Q,B " /82
Thy—k,, = —f (M) Top,, = —f (M) :
Foky K 2p0k,,

et
i =(eAj—1)% =p
pour j = 2ky, ki +kie, ki — kiw,  2ki et Aj = (jm)2

Preuve. En différentiant (3.40) deux fois par rapport a ¢ et en appliquant le résultat a
o il sensuit que D2 w(0,d.)[0, o] est solution de I'équation suivante

QL(DZ,w(0,6.) [0, 0], 0.) + QF (M) (f — /Qtﬂgdw) =0 dans L*(9),

et puisque ky # 2k, alors

2

a? I53
o5 — /ngdx = < P2k T OBk, + ABPE . + S P2k € R(L(-,04))

d’ou1 on a simplement,

L(D2,(0.6,)00, 0], 8.) + £ (M) (R — /Q pRdr) = 0.

En testant I’équation ci-dessus avec g, on obtient

1 1 1
/0 D2w(0,6.)[po, o] Lk, 0. )dz + f (M)/O (80(2)—/0 podz)ppdr =0

car L(-,d,) est auto-adjoint. Et par suite, on a

1 1 1
/0 D2w(0,8,)[po, ol prprdr + f (M)/O (@3—/0 wada)prdr =0

ou encore
1 ) . 1,2 82
/ Dw(0, 64 )[spo, wolpurprdr = —f (M)/ (5 P2k Bk, 4 A OB, oo+ P2k, ) 1A
0 0
On obtient le résultat en faisant une identification termes. O

3.3.2 Projection sur Ker(L(-,d,))
Les relations (3.36) et (3.43) permettent de définir ® par

®(p,0) = PF(p + w(p,0),0) = PL(¢ + w(p,0),0) + PN(p + w(p,0),0).  (3.46)
De plus, d’apres (3.42) et le fait que ® est nulle par définition (voir (3.36) ), on a

®(0,6) =0, VYéeV C(0,+oo[xR* (3.47)
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Ce qui permet d’écrire ® de la manieére suivante

1 1
(g, 0) :/0 %@(tap,é)dt:/o D, (ty, §)pdt. (3.48)

Puisque nous cherchons des solutions de la forme ¢ = yyo (voir (3.39)), il résulte que

1
B(ygo,6) = y /0 D, (typo. 8)podt = yd(y,d), (3.49)
avec

1
B(y,6) = /O Db (typo, 8)pdt. (3.50)

Donc, les solutions non triviales du probleme (3.8), sont désormais, obtenues par le nouveau
probléme de bifurcation suivant

yeR, d~0d, P(y,0) =0 dans KerL(:,0d,). (3.51)

Corollaire 3.3.2
Sous les hypotheses (3.12)-(3.14) et la décomposition spatiale (3.31) on a,

®(0,4,) =0. (3.52)
Preuve.
1 ~
5(0,5.) — / D,B(0,6.)g0dt
0
PL(IKer(L(-,é*)) + Dépw(oa 5*)a 5*)900
= PL(IKer(L(-,(S*))a(S*)SDO + PL(DQOU)(O’(;*)’&*)QDO
= 0.
Car pg € Ker(L(-,0+)) et D,w(0,0:)po =0 (voir (3.44)). O

3.3.3 Théoreme de bifurcation par les multi-parametres

En théorie de la bifurcation, la méthode des multi-parametres consiste a faire impli-
quer, dans la recherche de branches de solutions, autant de parametres que la dimension
du noyau de l'opérateur qui gouverne I’évolution du systeme. C’est pour cette raison,
précisément, que nous avons choisi, dans ce chapitre, de considérer deux parametres de
bifurcations, & savoir : € et M (ou 6 = (¢, M)). De plus, on prendra Vect(ps, @.) comme
une base orthonormée de KerL(0,0d,). Autrement dit,

Vo € Ker(L(:,04)) < © = 2(p, px) s + 2(0; Prs) Pt (3.53)

Cette expression, nous permettra de simplifier les écritures des coefficients de la représentation
matricielle A, g, de I'opérateur Ds®(0,6,) € £ (R? Ker(L(-,6,))), définie ci-apres. En

outre, on prendra
) 1\ (0
E€R2 = 0 N 1

comme la base canonique de R2.
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Dans les bases définies ci-dessus, on donne la représentation matricielle de I’opérateur
Ds®(0,0,) par

2 (Dtpe(i)(oy(;*)gp(]aso*) 2 (DapM(i)(Oa(S*)SDOaSD*)
Anp = : (3.54)
2 (Dpe®(0,6.)20, s ) 2 (Doar®(0.6.) 0. o1
et on a le lemme suivant.
Lemme 3.3.1
Soient ki, ks, 0, satisfaisant (3.12)-(3.14). La matrice A, g, explicitement donnée par
* N\ T ' M* "
QQE)‘—JC() af’ (M)
€x
Aap = (3.55)
eshs — f (M, p
T Y
*

est inversible.

Preuve. Nous commencons la preuve de ce lemme par le calcul des coefficients de la
matrice A, g donnée en (3.54). Pour ce faire, il suffit de déterminer les composantes des
vecteurs

Dye®(0,6)p0 et Dypr®(0,8.) 00 (3.56)
dans la base exer(r(.6.))-

D’une part, la definition (3.50) de ®, donne
1
Ds2(0.5.) = [ [Dec(0.6)00. Dorsb(0.8.)0]
0
= [ Dec®(0.6.)20, Dons®(0,6,)20 |
D’autre part, en différentiant ® par rapport & ¢ (voir (3.46)), on obtient
D,®(p,08) = PL(I + Dyw,8) + PDyN (¢ + w,8)(I + Dyw). (3.57)

La différentiation du résultat ci-dessus par rapport a  donne

Ds®(0,0)p0 = PDsL(+,8)(I + Dyw)po + PL(D 5w, 8)go
—i—PDgUN(ap + w,d)(po + D,weg).Dsw
+PDysN(p+w,0)(I + Dyow)po + PDyN (¢ 4+ w, 6)(Dysw)po

= [Dgae‘i(so, 8o, DWM@(sM)@o] :

En appliquant le résultat a (¢,0) = (0,0,), et en utilisant le fait que
D,N(0,6) =0, D2N(0,6,) =0 et Dsw(0,6)=0 V §cR? (3.58)
(voir (3.7) et (3.42)), il vient que

Ds®(0,0.)p0 = PDsL(-,86)(I + Dyw)eo |5=s.
= PDsL(0,0) |s=5. car Dyw(pp,ds) =0
= [PD.L(0,9) |s=5., PDmL(¢0,9) |5=5.] - (3.59)
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Cette derniere égalité nous permet de déduire que

Dye®(0,8.)p0 = PDcL(¢0.6) s=s.

"

= P (2e00 +207)
= 2[e (@A 20s + BAZpui) — (N5 + BAispi)]
= 2 (e*)\i — )\*) Vs + 26 (e*)\i* — )\**) Drex

M% n QBM%* (3.60)

€x €x

= 2«

car X2 — 2\ + f (M) = 0 et €202, — 262\, + f (M,) = 0. (voir hypothese (3.14)). De
méme, on obtient

DLPM‘i)(O,(S*)gDO = PDML(SDO,é) |6:6*
= of "(MJ)pe + Bf (M) (3.61)

Les résultats (3.60) et (3.61) donnent les coefficients de A, g. Il reste & montrer son ca-
ractére inversible. En effet, le déterminant de A, g que I'on notera D, g est donné par

2a
€x

Das = 2P (5t p—p+ s 00) =122 0, (3.62)

Comme selon I'hypothese (3.13), le parametre M, est non nul. Dong, il resulte que
Dyp#0<=a#0 et B#0. (3.63)
Et, cela est vérifié (voir (3.37)). Donc A, g est inversible. O

Nous sommes maintenant en mesure de donner le résultat principal de ce chapitre.

Théoréme 3.3.1 (Bifurcation)
Soient ki, ki, €x, M, et p satisfaisant (3.12)-(3.14). Alors,
e (0,0,) est un point de bifurcation de (3.8).

e Il existe T > 0 et une unique courbe au moins de classe C? dans un voisinage de
(0,0.) par,

{(v(y),6(y)) \y € (—=7,7) et (v(0),6(0)) = (0,0:)}, (3.64)
telle que F(v(y),d(y)) =0, Vy € (—7,7) et 9(0) = po = aps + SPws-

De plus, si (3.30) et (3.38) sont satisfaites, alors

€0) = 83% (A6, M2)a? + B(62,M?2)) , (3.65)
M(0) = 8;4* (C(6?, M2)a® + D(6?, M?)) . (3.66)

Avec )
(0% +1)" (—20* + 616> — 2)
02 (492 — 1) (62 — 4)

A(62, M2) = 2 4 M2
(3.67)
(6% +1)* (46> - 61)

B(6%, M2?) = —1 4 M? .
(0% M) = =1+ Mo e — 1y 62— 1)
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et
9% — 1 , (07 +1) (62 —1) (46* — 5762 + 4)

62, M2) = —2 M
CO% M) = =2 + M 6% (467 — 1) (62 — 1)

(3.68)
2 02 +1) (—46* + 6% — 60
0% + 2 +M*2( +1) (—40" + )
02 +1 (402 — 1) (02 — 4)

D(6* M2) = -2

Avant de continuer, il est nécessaire, de faire quelques commentaires, et de donner des
conséquences immédiates. En effet, le Théoreme 3.3.1, donne 'existence des branches de
solutions non triviales, du probleme (3.5), lorsque le noyau de 'opérateur linéarisé est
bidimensionnel. Et cela, pourvu que les hypotheses posées, soient respectées. Ce résultat
compliqué, qui avait déja été abordé dans [30], est établi, ici, de maniére générale et plus
directe. En plus, il présente un intérét important, en ce sens que 'on peut établir une
connexion avec les Théoreme 3.2.1 et 3.2.2, de la Section 3.2. Car, si on fait tendre « vers
0 (respectivement 5 vers 0) dans (3.37), alors, tout le probleme revient & chercher des
branches bifurquantes de solutions, dans la direction de ¢, (ou ¢, ). Et, on peut montrer,
par exemple par utilisation du systéme (3.89), qu'on a exactement les résultats (3.25) et
(3.28). Un avantage, non négligeable, que nous pouvons également signaler est que des
expressions €(0) et M(0) sont quadratiques en a. Cela, sera trés utile dans I’étude des
variations des branches de solutions.

Corollaire 3.3.3
Sous les hypothéses du Théoréme 3.3.1, la solutions v et des parameétres solutions € et M
satisfont

9 1/2 .
v=+=+ <@(e - e*)> @+ O((€ — €)?) dans Vj. (3.69)
e(y) = e + @yQ +0(y?). (3.70)
et ..
M(y) = M, + Mf +0(y%). (3.71)

Preuve. (Théoreme 3.3.1)

Nous prouvons seulement l'assertion (3.64). Le reste de la preuve fera I'objet d’une
proposition qui sera donnée plus tard. En effet, il s’agit, ici, de trouver des solutions non
triviales du probleme (3.51) consistant a trouver y et § tels que,

yeR, §~d, D(y,0)=0.

Or grace au Corollaire 3.3.2, on peut voir que (0,d,) est une solution particuliere de ce
probleme. Et comme Ds®(0,0.) est inversible (voir Lemme 3.3.1), alors le théoreme des
fonctions implicites permet de dire que, les solutions du probleme suivant

O(y,0) =0, yeR et §~ 0,
0(0,8,) = 0

vérifient,

O(y,0(y)) =0, Yy € (—7,7) (3.72)

De plus, par (3.49), on déduit que

{ §=06(y) et 6(0) =4,

P(ypo,6(y)) = y@(y,0(y)) =y.0=0 Vye€ (—7,7).
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Donc (ygo,d(y)) sont solutions de (3.46). Et finalement, de (3.36) on trouve que

F(v(y),d(y)) = PF(ypo+w(y),0(y)) + (I — P)F(ypo +w(y),0(y)) VYye€ (—7,7)

= ®(ypo,d(y)) +0car w(y) est I'unique solution de (3.40)
= 0.

D’ou (3.64). De ce dernier résultat, on conclut que (0,,) est un point de bifurcation du
probléeme (3.8), dans le sens de la Définition 2.3.2 du Chapitre 2. O

Pour compléter la preuve du Théoreme 3.3.1, on va donner une proposition relative
aux calculs de €(0) et de M(0). Pour ce faire, nous posons

303 3ap? 362  3Ba?
a=—- + f , b:= % + 52 , (3.73)
12 3 12 2 12; 2
dpzk, 2Lk 4 ke 20k — ke
et
1" 3 1" 2 1" 2
4ppok,. 2k + b 20k, — k..
ou

i =(eNj— 12 —=p, =2k, kithi, ke—ku, 2ka et X\j=(jm)%  (3.76)

Proposition 3.3.2
Sous les hypotheéses du Théoreme 3.3.1 alors

€0)=0 et M(0)=0. (3.77)

De plus, si (3.30) est satisfaite, alors

€(0) = 43? [—%a - 7f”(f*)c + %) - 7]”(24*)61 : (3.78)
et
a1 Jalyp-1)  f(M)GB-Ye  (Vp+1b  f(M)(VB+ 1D
MO =70 [ a 2a 5 25

(3.79)
ot a, b, ¢ et d sont données par (3.73)-(3.75).

Preuve. Sous les hypothéses du Théoreme 3.3.1, le couple (y, d(y)) est solution de (3.51)
si et seulement si

O(y,0(y)) =0 Yye (—1,71). (3.80)

En dérivant (3.80) une fois, par rapport a y on obtient,

diy@@,a(y)) yeo = D,®(y.5(4)) + Dsd(y, 6(1)5(1) lymo
D, ®(0,,) + Ds®(0,6,)5(0) (3.81)
= 0.
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D’autre part, par l'utilisation de (3.46) et (3.50), on obtient
1
Dy®(y,6s) ly=0 = /0 Dy(Dy@(tyspo, 6 )o)dt |y=o
1
= [ DR len et o
1 2 jnd
= §DW‘1>(0,5*)[900,900]
1
= §PD3;¢F(0,5*)[800, ®o
1 ) L,
= §f (M) P(p5 — o pod)
1
= 0 car par hypothese Kk, # 2k, et go% —/ gpgdﬂz € KerL(-, ).
0
Ainsi par (3.81), et en faisant usage de la matrice A, g, nous déduisons que
Ds®(0,6,).6(0) = 0 & An8(0) = (8) .
D’ou

5(0) = (8) car Ayp est inversible.

Et comme §(0) = (]\i}?&))’ alors on obtient (3.77).

Pour calculer §(0) (ou encore €(0) et M(0) ) nous dérivons la relation (3.80), deux fois,
par rapport a y. D’une part, on obtient,

2 .
0000 o = 7 (Dy2(0:0) + Db(y.3)5()
= Dy, ®(y,08) +2D;5P(y,6).0(y) + D3s®(y,6).0.(y)d(y) + Ds®(y,).6(y)
— 0,

Comme § (0) = 0 pour y = 0, alors la relation ci-dessus devient
D2,®(0,5,) + Ds®(0,6,).5(0) = 0. (3.82)

Pour conclure, nous devons calculer Dzyq)((), 0x). En effet, d’apres (3.50), on a

1
Dgy(b(y7 5*) - A tQDi<p¢¢(ty(p0’ 5*) [@07 0, ‘PO]dt7

en y = 0, ce résultat devient

1 N
D}, ®(0,4,) = gDiw‘I’(O, 3:) [0, o, ol (3.83)

Or, en utilisant la définition (3.46), on obtient premieérement

Dy ®(,6) = PDyF (¢ +w,8).(Iger(r(.6.)) + Dow).
Ensuite, on a
D2, ®(p,8) = PDy, F(p + w,6).(Ien(r(-5.)) + Dot0)-(Ier(r-5.)) + Do)
+PDyF (¢ + w,8) D2 w.
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Et enfin

DS?Z’SOSO&)((‘O’ 5) = Dgo [PD?}UF((P + w, 5)-(IKer(L(~76*)) + D¢w)] -(IKer(L(~,(5*)) + wa)
+2PD22)UF(()O + w, 5)'(IKer(L(-,5*)) + Dsow)D?opr
+PDyF(p+w,6).D}, w.

Que l'on peut encore écrire sous la forme suivante

D:zipap(i)(gpa §) = PDSUUF(SD +w, 5)'(IK6T(L(',5*)) + Dipw)'(IKer(L(-,é*)) + D%Ow)'(IKer(L(-,(;*)) + Dlpw)

+PD12}UF((,0 + w, 5)-(IKer(L(~,6*)) + wa).waw

+2P D}, F (0 +w,0).(Ixer(n(-6.)) + wa).waw + PD,F(p + w, 5).Dgww.

Pour (¢, ) = (0,04) on trouve, grace a (3.42) et au Corollaire 3.3.1, que

D}, ®(0,6,) = PD3,,F(0,5,)[¢0, o, po] + 3PD,F(0,6,) [0, D2, w(0, )0, @o]]-
(3.84)
D’o, au regard de (3.83) on obtient,

1
D;,(0,6,) = 3 [PD3},,F(0,68.)[¢0, v0, po] + 3P D3, F(0,6.) [0, D2,w(0,80)[0, ©ol]] -

Alors, de (3.82) il résulte que

D5(I>(07 5*)5(0) = _% [PDgUUF(()? 5*)[()007 %0, 900] + 3PD12)UF(07 5*)[()007 D?ocpw(oa 50)[()007 900]] :
(3.85)
Ou encore, par utilisation de la forme explicite de F' (voir (3.8))
. 1 " 1
Ds2(0,6.)80) = ~3P(f" (M)} - [ ehie)
0 (3.86)

1"

1
—P(f (M)(gpo.D2,w(0,80)[0, ©o] —/0 w0-D,w(0,60) [0, poldx)).

Par ailleurs, en utilisant la Proposition 3.3.1 et I'hypothese (3.30), on trouve, par calcul
directe que
358%  3pBa?

1 3 2
3a 3af
P(<Pg—/0<ﬂ8dx):(7+ 5 )<P*+(T+ 5

)Pix 1= APy + by (3.87)

et
P(0-D2,w(0, 80) o0 — fol wo.D2,w(0,80)po-podr) =

L)t [ MJeB [ Meg? o SONE f(L)Be? [T (M)Ba? )
Aok, 200k 4k 2Lk — ke ’ Apiog,., 204k 4k 20k — ko **

1"
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ou encore

1
P(@O.Divw((),%)gpo.gpo — / ng.waw(O, 30)po-podr) := s + Ay (3.88)
0
Comme A, g est la représentation matricielle de Ds®(0,dx) (voir Lemme 3.3.1) alors de
(3.86) il découle le systeme d’inconnues (€(0), M (0)), suivant :

20 (e — f/(M*))‘é(O) +af (M)M(0) = —1/3f" (My)a — [ (M,)c

23l £0L) .
Ex Nk — * .. 1" . " "
: 0) + B (MNI(0) = —1/3f" (M)b— ' (M.)d.
Puisque, selon des hypotheses (3.12)-(3.14) et la définition (3.1) de f, on a
(M) =6, eX=1+ VD et el =1—/p. (3.90)

Alors, si on multiplie la premieére équation du systeme (3.89) par [ et la seconde équation
par —a, on obtient

205 (E*A;_ X)) = 1738 (M.)(ab— Ba) + £ (M.)(ad - fe).

Et, de I'égalité (3.90), on tire,

€0) = g5 (2ab—fa)+ 1 (M) ad - ).
& [ 2a J'(MJe, 2, f"(M*)d] |

VAR

a a B B

Le remplacement de €(0) dans la seconde équation du systéme (3.89), donne

!

. o 1 —_ 25(6*)\** - f (M*))E . 1 " B "
MO = g | = (0) - 5 (M- 1 <M*>d]
D S LUt/ PN
= 5ron | - (0)—2b—f (M*)d]
= 1 25(/P —p) © ab — Ba ! ad—Bc))| —2b— #"
= e e [4045\/;3 (2(ab = Ba) + £ (M) (ad — 8 >)] %~ f (M@d}
— 1 /8 f”(M*) /Bf”(M*) "
= m _(1—\/1_)) [b—aa—i— 5 d— 50, c] —-2b— f (M*)d]
U [avB=1) , f'M)B=Ye  (B+Db  F(M)(/F+ 1
f”(M*) (0% 2c ﬂ 25
Ce qui acheve la preuve de la Proposition 3.3.2. O

Pour avoir les résultats (3.67) et (3.68), nous considérons le parametre p sous la forme
suivante

0% —1 :
VP = g o (3.15),

Bien entendu, on suppose que 6 satisfait ’hypothese (3.30). En remplagant a, b, ¢ et d par
(3.73)-(3.75), et en tenant compte de (3.38), il vient que

" (M,)? 1 2 2 1
SO (L2 2, 1)
3 202k, Mhatkes  Hho—kew  2H2k,.

3e, 1 (M,)? 1 1 1
ERSC ., — - +
8/ 3 209k0s Phatken  Hko—ke.

_ €y
8vp

€(0)
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ey

= Ao? + B].
o (A0 + 7]
Avec
"(M,)? 1 2 2 1
A=2+ r (M) ( — + >
3 202k, Hhotkee  Hko—kew 202k,
et
" (M,)? 1 1 1
B=-1+ f (M) (— + + ) .
3 22kny  Mhathes  Mhy—kous
Cependant 02— 1 d’aprés (3.76)
ependan our = ——F—=,0n a apres .
p pour p ) p
= (46%(1 y—1)2—p= 1292£
H2k. = VP p= 02+ 1)2
02 —4
= (4(1 — 12 —p=-12——
Pk, = (4( \/13) ) p (92+1)2

ik, = (04121 = p) = 1)’ —p=

pi = (- 121 — yp) 1) —p= —°

40(20+ 1)(0 + 2)

(92 + 1)2

0(20 —1)(6 — 2)

L (92 + 1)2
D’ou
" 2
A:2+f(M*) ( o2 2 1 )
3 200k, Hhaotke  Pho—ke.  2H2k,.
. F(M)%(62 +1)? 1 1 1 N 1
B 6 | 1202(460% — 1)  12(62—-4) 020+ 1)(0+2)  0(20—1)(0 —2)

FTOL)0* + 1) |

—40% + 12202 — 4

|

6 | 1262(02 — 4)(462 — 1)
9 0 o —20*+616% -2
=2+ MZ(6°+1) {92(62—4)(462—1) , car f (M) =6M,.
et
"(M,)? 1 1 1
B=-1+ f (M) (— + +
3 200k, Hhatbe ke
_ o fenpe sy o 1 - 1
N 12 6(02—4)  0(20+1)(0+2) 6(20—1)(0—2)
4y (M) (0% 4 1)2 40% — 61
B 12 6(62 —4)(46%2 — 1)
MZ2(6% +1)2 40% — 61 "
=1+ 2 [(92_4)(492—1)] car f (M) = 6M..
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Par analogie, le calcul de M (0) est donné comme suit

M(0) = m [—2\/— - %(\/— -1 (2/}2/&* - Mkik - ,Uk*lk**>] o
+4f”?M*) [f,,(gf*)z(\/ﬁjL Y <_2u;w " Mkik " uk*lk*)] v
*W [\/ﬁ w0 %(\/ﬁ U <Mk1+k i uk*lk** >]
— m [Ca?+ D] .
Avec
C=-2yp— M(\/ﬁ -1 <2M12k* N Mk}rk - Mk*lk*)
+%(\/ﬁ+ 1) <_2u;“ * Mkik - ,Ukl—k>
et
D=yp-3- %(\/ﬁ -1 (Mkik " Mk*lk**>
+%(\/ﬁ + Uﬁ'
Comme p — % alors on obtient
C=-2yp— W(\f -b (2;11219* - Mkik - Mkl—k>
Jr%M*)Q(\/]3 +1) <_ QM;** * Mkik - Mk*lk**>
= _222—: I *)2926+ : (662(4912 —4) 020+ 11)(9 +2) " o0 - 11)(9 - 2)>
+f”(M*)292(926+ : <6(921— H o0+ 11)(9 +2)  6(20 - 11)(9 - 2)>

-1 502+ 1 6162 — 4
=2y (M) =5 (692(492 —1)(62 — 4)>

" 02(6? + 1) 40% — 616

6 2 4)(40% — 1)
0% -1 " 62+ 1\ /46% —616* + 6162 — 4
=25+ (M.)? u 20402 & 2
02 +1 6 602(402 — 1)(62 — 4)
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0% —1
92 +1

(6% —1)(46* — 5702 + 4)
62(462 — 1)(02 —4)

=2 + M2(6* +1)

et

& 2
p=vi-3- - (2 )

f// M* 2
JOLE oy

22k,

=2

02+2 5 (0% +1) —10
g1 T (M) ((492—1)(92—4)>
0?2 +1) 62
6 6(62—4)

1"

VAL

02+ 2
92 +1

+ 1 (M,)?

- (92+1)< —46* + 62 — 60 >

6 \6(40% — 1)(62 — 4)

62 +2
02 +1

=2

—40* 4 62 —
+M3(92+1)< + 60)

(402 — 1)(02 — 4)

Pour obtenir le résultat donné dans le Théoreme 3.3.1, il suffit de remplacer A et B dans

€(0) et C et D dans M (0).
Pour simplifier les écritures dans la suite, on pose
z =62 (3.91)
Ainsi, on regardera désormais €(0) et M (0) sous les formes suivantes

€y

€(0) = 8P (A4a® + B), (392
et 1
M(0) = o7 (Ca®+ D). e
Avec (z+ 1) (—22% + 61z — 2)
pp— 2 = 2
A= Alw, M) =24 Mi— 0 = =)
(3.94)
B B (z+1)% (4o — 61)
B := B(x, M?) = -1+ M 2(4x — 1) (z — 4)
et
_ o=l (et D) (@ —1) (4 57z +4)
C= O, M) = ~2 g + M v =
(3.95)
- a2 (et 1) (~4a® 42— 60)
D= D@, M}) = =2 7 + M e s

L’objectif maintenant du travail qui va suivre est d’étudier est d’étudier les variations
des branches de solutions bifurquantes. En effet, on sait que, cette étude passe par la
détermination des signes de €(0) et M(0).
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Remarque 3.3.1 )
De (3.92) et (3.93), nous pouvons voir que €(0) et M(0) sont des fonctions paires de la
variable o € (—1,1). De ce fait, il s’ensuit que

€(0) € gj/% [min(B, A + B),max(B, A + B)]

(3.96)
M(0) € ﬁ [min(D,C + D), max(D,C + D)].
Cette remarque, bien qu’importante, ne permet pas de connaitre les signes de €(0) et M (0),
car les valeurs limites dépendent des parametres 6 (ou p) et M, du probleme (3.5).

3.4 FEtude des signes de ¢(0) et M (0)

Le défi que nous souhaitons relever, ici est d’étudier les signes de é(0) et M (0) respec-
tivement données par (3.92) et (3.93). A travers cette étude nous pourrons comme dans
le Chapitre 2 tirer des informations précises sur des variations de branches de bifurcation
données par le Théoreme 3.3.1. Mais, la dépendance en 6 (ou p) et M,, des valeurs A,
B, C et D rend cette étude complexe. Pour y remédier, nous étudierons comme dans la
Remarque 3.3.1 les valeurs aux limites de ¢(0) et M(0).

3.4.1 Etude du signe de €(0)

Le but, dans cette partie, est de donner un résultat relatif au signe de €(0). Pour ce
faire, nous posons
(z+ 1) (61z — 4)

A+B=1+M;
* * 2z (4r — 1) (x — 4)’

(3.97)

° (x+1)% (42 — 61)
204z — 1) (z —4) "

Soient, maintenant By et (A + B)g les fonctions définies par :

B= -1+ M? (3.98)

By :]1,+00[\{61/4} = R, x+ By(z) et (A+DB)o:]l,+o0] =R, x+— (A+B)o(x)

o 2 —4)(dz—1)
Bo@) = T e —e1) (3.99)
et
(A+ Blofx) = 2z =D ze+d) (3.100)

(x4 1) (61z — 4)

Il découle de ce qui précede, les lemmes suivants :

Lemme 3.4.1
Soit By la fonction donnée par (3.99). Il vient que,

o siz e ]l,4[U]61/4,00[ alors
. si M2 > By(z) alors B > 0,
. si M2 < By(z) alors B < 0.

e Six €]4,61/4] alors By(z) <0 et B < 0.
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Preuve. Nous rappelons que B est donnée par

B (z+1)% (42 — 61)
B= 14 M D

En utilisant (3.99), nous obtenons

2(x—4)(4x —1)
(x+1)% (4z —61)

B =0<+= M? = By(z) =

Or pour x > 1, on a

r—4
4x — 61

signBy(z) = sign < > , Vazell,+oof\{61/4}.

D’ou, il vient que

e siz€]1,4[U]61/4,00[ alors By(z) > 0 et par (3.101), on a

M? < By(z) & B<O,

e siz € 4,61/4[ alors By(z) < 0. De méme, par (3.101), on trouve que

M2 > By(z) = B>0.
Cela acheve la preuve du lemme.

Lemme 3.4.2
Soit (A + B)o la fonction donnée par (3.100). II vient que,

e six € 4,400 alors (A+ B)o(x) <0et A+ B >0
e six € |1,4] alors (A + B)o(x) > 0. De plus
. 8i M2 > (A+ B)o(x) alors A+ B < 0,

. 8i M2 < (A+ B)o(x) alors A+ B > 0.

Preuve. Nous rappelons que I'expression de A + B est donnée par

(4 1) (61z — 4)

A+B=1+M; :
* * *2x (4x — 1) (xz — 4)

En utilisant (3.100), on obtient

_ 2z 4z —1) (—x +4)

A4+ B=0+= M?=(A+ B)y(x)
Mais pour tout x > 1
sign(A + B)o(z) = sign (—z +4) .
D’ou

. sixz <4 alors (A+ B)p > 0 et en utilisant (3.103), il vient que

M2 < (A+B)y(z) & A+ B>0,
68
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.siz>4alors (A+ B)y <0 et

M?> (A4 B)y(z) = A+B>0.

D’o le résultat. O

Lemme 3.4.3
Pour tout x € ]1,4[ on a :
By(z) > (A+ B)o(z). (3.105)

Preuve. D’apres (3.99) et (3.100), on a :

 2(4x—-1) (422 — 4) (z — 4)
(Bo — (A+ B)o)(z) = (o1 17 (dz—61) (6le —4) (3.106)

Comme 61z — 4 et 422 — 4 sont strictement positives pour z > 1, il vient que,

sign(Bp — (A + B)o)(x) = sign [4i : 4611} .

Mais
r—4

—_— 1,4].
4m_61>0,Vme], [

Alors on en déduit que

(By— (A+ B)g)(x) >0, VYVazell 4.

Pour la suite on pose,
B
ao =4/l 7 |, (3.107)
et on a le théoréme suivant.

Théoreme 3.4.1
Soient ki, ks, p, (€x, M) satisfaisant (3.12) -(3.14) , = ¢ {4,9} , « € ]0,1], et By et
(A + B)o données respectivement par (3.99) et (3.100). Alors

1. six € ]1,4[ alors By et (A + B)g sont positives. De plus
(a) si M2 < (A+ B)g alors ag €]0,1] et
o a<ayg= €0) <0,
e a> )= €0)>0.
(b) si (A+ B)o(r) < M2 < By(x) alors €(0) < 0.
(c) si M2 > By(x) alors ag €]0, 1] et
o o< ag= €0) >0,
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o a>ap= €0)<0.

2. Siz €1]4,61/4][, alors By et (A + B)o sont négatives, ag €]0,1[ et

e a< o= €0)<0,

e a> )= ¢€0)>0.

3. Siz €]61/4,+o0[, alors By est positive et (A + B)g est négative. De plus

(a) si M2 < Bo(z) alors ag €]0,1[ et

e a< o)== €0)<0,

o a> )= ¢€0)>0.

(b) si M2 > By(x) alors é(0) > 0.

Preuve. La preuve du Théoreme 3.4.1 est donnée par les Lemmes 3.4.1 , 3.4.2 et 3.4.3.
O

Avant de fermer cette partie, nous donnons certaines valeurs particulieres des fonctions

Bet A+ B

Valeurs particuliére de B et By
e B— —ooquand z — 4%

e B— +ooquand x — 4~

38
lim, .1 B=—-1+ EMQ.

lim, 1o B =400

= 1= By(z) = 5 et By(z) — 0quand z — +oc.

Valeurs particuliéres de A + B

A+ B — —ocoquand x — 47,
e A+ B — +ooquand z — 47,

61M?2
e quand z — +oo alors A+ B — 1 + —g=,
° quandlealorsA—i—B:l—%gﬁ.

Ce faisant, nous pouvons regrouper tous les résultats ci-dessus, dans le tableau suivant.
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FIGURE 3.3 — Signe de €(0)

3.4.2 Etude du signe de M(0)

Comme dans le cas de £(0), le but ici, est d’étudier le signe de M (0). Pour cela, nous

posons,
1) (—422 — 60
P, GEH2 o gl Jite te ), (3.108)
z+1 (4z — 1) (z —4)
et "
2 +1 1) (=60 =i
&1 B, 2L | et D (60 bo 4 (3.100)

x+1 z(4x — 1) (z —4)
Soient Dg et (C' + D)g les fonctions définies par :

Do:]1,400[ =R, z+> Dgo(z) et (C+D)o:]1,+o0][ =R, =z (C+ D)o(z),

avec 5 e
Bl s l(‘r_ -0 (3.110)
(z+1)° (—422 + z — 60)
= 2 1) (4z — 1 4
(C—i—D)o(m):Qm( m+2)( L), (3.111)
(x+1)"(—60z2 +z —4)
11 vient la Proposition immédiate suivante.
Proposition 3.4.1
Pour tout x € |1,4[, on a
Dy(z) > (C + D)o(=). (3.112)
Preuve. Par les définitions de (3.110) et (3.111) on a :
- _ 4_xg 3 B
(Do — (C + D)o) (z) = 2(4:1: 1) (z —4) 8x* — 58z~ 4 58z — 8 (3.113)

(z +1)2 (—60x2 + z — 4) (—4x2 + z — 60)
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Or, trivialement, pour x € |1,4],
(—602% + 2 — 4) (—42® + 2 — 60) > 0.
D’ou
sign (Do — (C' + D)o) (z) = sign ((z — 4) (82" — 582* + 58z — 8)) . (3.114)
Il suffit alors de connaitre le signe de h, donnée ci-dessous, pour conclure.
h(z) := 8z — 582% 4 58z — 8 = 2(z? — 1)(4a® — 292+ 4), VYV €]1,4[.

Or z +— 422 — 29z + 4 est négative sur |1,4[, alors on conclut que h aussi 'est et on obtient
le résultat par (3.114). O

Avant d’énoncer le résultat relatif au signe de M (0), nous avons besoin de deux lemmes.
Le premier donnant le signe de Dy, et le second, le signe de (C + D).

Lemme 3.4.4
Soit Dy la fonction définie par (3.110),
e six € |1,4] alors Dy(z) > 0. De plus
. si M2 > Dy(x) alors D >0
. si M2 < Dy(x) alors D < 0.

e Six €]4,+o0[ alors Dy(x) <0 et D < 0.

Preuve. On rappelle que

D=-2

x+2+M2(w+1) (—4a? 4+ x — 60)
x+1 (4 —1)(x —4)

En utilisant Dy donnée par (3.110), on a,

(x4+2) 4z — 1) (z —4)

D =0+= M?= Dy(z) =2 5 : (3.115)
(x + 1) (=422 + = — 60)
Cependant, ’expression de Dy donne
signDo(x) =sign(—z +4) Vz €]l,4o0[. (3.116)
Donc
— si z €]1,4[ alors Dy(x) > 0, et d’apres (3.115)
M? < Do(z) < D<O.
— si x €]4, 4+o0[ alors Dy(x) < 0 et
M? > Do(z) = D<0.
O
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Lemme 3.4.5
Soit (C' + D)o la fonction définie par (3.111),
e six € ]1,4] alors (C + D)o(z) > 0. De plus

. 8i M2 > (C + D)o(z) alors C + D > 0,
. 8i M2 < (C + D)o(z) alors C + D < 0.

o Six € ]4,+o0[ alors (C + D)o(z) <0 et donc C+ D < 0.

Preuve. Nous rappelons que C' + D est donnée par

2x+1+M2(:U+1) (—60z% + z — 4)

D=-2
¢+ r+1 ooz —-1)(x—4)

(3.117)

En utilisant la fonction (C + D)y, il vient,

x(2x+1)(4x —1) (z —4)
(z+1)? (=602 +x —4)

C+D=0+= M?=(C+D)y(z) =2 (3.118)

Cependant, pour x € |1, 400 on a,
sign(C' + D)o(z) = sign (—z +4) . (3.119)

car, pour x > 1, la fonction z +— —60x2 + 2 — 4 est strictement négative. Ainsi

. stz €]1,4[ alors (C + D)o(z) > 0, et d’apres (3.118), on a

M2 < (C+ D)o(x) & C+D<O.

. Six €4, +oo[ alors (C' + D)o(x) <0, et on a

M2 > (C+ D)o(z) = C+D<O.

D’ot le résultat. O

[ D
ar =4/ ° B (3.120)

le signe de M (0) est donné par le théoréme suivant.

En posant

Théoreme 3.4.2
Soient k., kix, p, (€, M) satisfaisant (3.12) -(3.14) , z ¢ {4,9} , a € ]0,1[, Dy et (C+ D)y
données respectivement par (3.110) et (3.111). Alors
1. Six € ]1,4] alors Dy et (C' + D)g sont positives. De plus
(a) si M2 < (C + D)o(z) alors M(0) < 0.

(b) si (C+ D)o(z) < M2 < Dy(x) alors oy € (0,1) et
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e sia < o alors M(0) <0,

e si o> ay alors M(0) > 0.
(¢) si M2 > Dy(z) alors M(0) > 0.

2. Six €4, 400], alors M(0) < 0.

Preuve. La preuve du Théoreme 3.4.1 est donnée par les Lemmes 3.4.4 et 3.4.5, et la
Proposition 3.4.1. U

Nous donnons, dans la suite, quelques valeurs particulieres de D et C' + D.

Valeurs particulieres de D
e Six— 1alors D=—9+42M?2,

. st M2 =9/42 alors D = 0,

. si M2 — +o0 alors D — +o0.
e Six — +o00 alors D — —oo0.
e Siz— 4 alors D — +o0.

e Sixz — 4% alors D — —o0.

Valeurs particulieres de C + D
e Siz— 1alors (C+ D)=—9+58M2 et

~ si M2 =9/58 alors C + D = 0,
— si M2 — 400 alors C' + D — +o0.

e Sixz — 4ooalors C+D — —12 — 75M2 et
— si M2 — 400 alors C+ D — —c0

e siz—4 alors C+D — +oo,

e siz— 4t alors C+ D — —cc.

De ce fait, nous pouvons regrouper, comme nous l’avons fait dans la section précédente,
les résultats du Théoréeme 3.4.2, dans un tableau ci-dessous.
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v SIGNE DE M7(0)

(1 L] R R SRRy SRRy R TR R R |
gl SN S ; OO SUPOOHN HUIURNL SR SV SN S i
e %% § F  § ble § § 8
1 15 2 25 3 35 123 10 20 a0 40 50 a0
FIGURE 3.4 — Signe de M (0)
En posant
0 = min(ap, ;) et a, = max(ag,a1). (3.121)

et le rapport, )
M(0)

(0) -

Une conséquence immeédiate, des deux théorémes précédents est décrit comme suit

(3.122)

Corollaire 3.4.1
Soient k., ks, p, (€, M,) satisfaisant (3.12) -(3.14) , =z ¢ {4,9} , @ €]0,1], By, (A + B)o,
Dy et (C + D)o données respectivement par (3.99), (3.100), (3.110) et (3.111). Alors,

1. siz €]1,4] alors 0 < (A + B)g < By < (C + D)o < Dy. De plus
(a) si M2 < (A + B)o(z) alors ag €]0,1] et
- a<ao=>%%l>06té'(0)<0
o a>ag= 48 <0et20) > 0.

(b) Si (A+ B)o(z) < M2 < By(x) alors 20 > 0 et £(0) <.

(c) Si By(z) < M2 < (C + D)o(z) alors ag €]0,1] et

o a<ag=> MO <0et20) >0,

o a>ag= M0 5 0et0) <.

(d) Si (C + D)o(z) < M2 < Dy(z) alors ap ,a; €]0,1[ et
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oa<a**:>]\.:[(g;)<06té'(0)>0

M(0
(é)) >0 et €0)>0siay=a,
€
0 Oy < < Oy — MO
%x) et €0) <0si ap = s

ooz>oz*:>M((0(;)<0 et €(0) < 0.

(e) Si M2 > Do(z) alors ag €]0,1] et

.a<a0:>M(<‘§)>0ete(0) >0

o a>a) = M(((;)<Oete(0)<0.

2. Six €1]4,61/4], alors (A+B)o, By, (C+D) et Dy sont négatives. Alors oy €]0, 1] on a

M1(0)

o o< oy — Z(0)

>0 et €(0) <0,
M(0)

o > o)y — Z00)

<0 et &0) > 0.

3. Six €]61/4,+oc[, alors By est positive et (A+ B)g, (C + D)y et Dy sont négatives.
De plus

(a) si M? < By(z) alors ag €]0,1] et

o a< oy = ((0))>06te(0) <0

o o> )= M(((;)<Oete(0)>0
(b) Si M2 > By(x )azors%<0et £(0) > 0.

Preuve. La preuve est déduite des Théoreme 3.4.1 et 3.4.2. Toutefois nous devons montrer
I’assertion suivante

(C+ D)o(z) > Bo(xz) Va e€]l,4]. (3.123)
Pour cela, nous posons
h(z) = ((C + D)o — Bo)(x).
Et en utilisant les définitions (3.99) et (3.110) on obtient

2(x —4)(4x — 1) [ 823 — 5822 — 627 + 4
(x+1)2 (—6022 + z — 4)(4x — 61)

h(zx) =

Cependant, (—602% + x — 4)(4x — 61) est strictement positif et z — 4 négative, sur |1,4]
alors on en déduit que

sign(h(z)) = sign((z — 4)(82® — 582% — 622 4 4)) Va € |1,4]. (3.124)
En factorisant s(z) = 823 — 5822 — 62z + 4, on obtient

s(x) = 2(x + 1)(42? — 33z + 2).
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Or z + 422 — 33z + 2 est négative sur ]1,4[, donc la fonction s I’est aussi. D’ott on conclut
que h est négative sur |1,4[ et que par suite, (C' 4+ D)g(z) > Bp(z) Vz €]1,4]. O

Nous résumons les résultats du corollaire précédent dans le tableau ci-dessous.

N LE TABLEAL COMMUN DES SIGNES DEe"(0) ET M™(0)
— T T T T T =
- H e(0)=0 |;
MO0 et £()=0 |:
: == |
MT{D)<0 efe™{D)<0 |
£ (050 : :
€00 ; P =
B A L S proe
: i M_{QFDEI (00
: M(0)=0 oo
sl A ]
02k e ] TN T SOOI RN SO
M (030 £(0)>0 :
a4 @ EZ_(DF'D : D=0
£ (0)=<0 : C+D=0
+ A+B=0
— B ={)
025 1 1 1 1 1 . H
1 15 2 25 3 35 (] 10 20 30 40 50 80

FIGURE 3.5 — Signes de £(0) et M(0)

En utilisant les expansions (3.70) et (3.71), on peut voir que, les parameétres solutions
(e, M) sont liés par

y, > e, s1€(0) >0
X=X,+ SM*ﬂ_/_I—(O)(E —€,) avec €7 S? E( ) . (3.125)
€(0) €< e, sié0)<0

Comme cette demi-droite est tangente a la branche de solutions, alors il est nécessaire
d’en étudier les variations dans ’espace des parameétres (e, X') avec X = 3M 2. On notera
que nous avons choisi de travailler dans cet espace afin de simplifier les représentations
graphiques.

M(0)
€(0)

On sait que 'étude des variations des branches de solutions, passe par celles les varia-

3.4.3 Etude des variations du rapport en fonction de «

tions parameétres de bifurcations. Autrement dit, il suffit de connaitre les variations des
demi-tangentes (3.125) pour conclure. Mais, comme on peut le voir, cette étude, elle méme
M(0)

€0)

Posons, pour €(0) # 0 (c’est-a-dire o # ap = 4/ | % | voir (3.107)),

est déduite de 'analyse du rapport en fonction de a € (0,1).

. 0 5
tan ¥, = GM*M(O) _ 2P [Co: +D

€0) e [Aa?+ B] ) ¥ a # ag, (3.126)
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ou ¥, est 'angle formé par la demi-droite d’équation (3.125) et I’axe des abscisses du plan
(e, X). De cette définition, nous pouvons voir que tan ¥, est « dérivable sur |0, 1] et sa
dérivée est donnée par

d(tan U,) _2p [QQ(BC — AD)

(402 1 B)? } , Va# ap. (3.127)

da €x

Ce qui nous amene a la relation suivante

d(tan ¥,,)

e sign(BC — AD), Y a€]0,1]. (3.128)

sign

En retour, nous sommes conduits a I’étude du signe de BC — AD. Mais avant, nous
rappelons que, pour M, non nul et  donnée par (3.91), on a

(z +1)% (—22% + 61z — 2)

A=2+ M — =)
(3.129)
B (z+1)% (42 — 61)
B=—t M ey
et
o z—1 (z+1)(x—1) (42 — 57z + 4)
C__2x+1+M3 x(dx —1)(x—4)
(3.130)
L T+2 (z+1) (—42* + = — 60)
D=+ e o

Il résulte alors que

r—1

BC =2

—423% + 6322 — 61x + 2
+2Mf(m+1)[ r° + 63z x—i—}

x+1 z(dr —1)(z —4)

162* — 48823 + 396522 — 3737x + 244]

+M, (@ +1)° [ 2z(4z — 1)*(z — 4)?

et

T+ 2
r+1

AD = -4

—22% — 5622 — 180x + 4]

+2Mf(x+1)[ s~ D@ 1)

MY 417 [8904 — 24623 + 18922 — 3662x + 120}

x(dr — 1)2(x — 4)?

En faisant un réarrangement de termes, on trouve que la différence BC' — AD est une
fonction quadratique de la variable M2 comme suit,

(z+1)%1(x) 5 (z + 1)*ba(z)
Az —1)(z—4) " 422(4z —1)%(x — 4)

BC - AD =23+ - 2M;‘] (3.131)

ou les fonctions
b :R— R, z—=b(x) et bp:R—R, x> by(z),

sont définies par
bi(z) = —22% 4+ 121z — 2, (3.132)
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et
by(z) = x(42” + 3583z + 4). (3.133)

Le discriminant, noté d,s, de I’équation
BC—-AD =0 (3.134)

est donné par
(z+1)*
x%(x —4)%(4z — 1)

En utilisant les définitions by et bo, il s’en suit que

dy = by (2)? — 3ba(z)] . (3.135)

dy = (z+ 1) [(—2:52 — 121z + 2)? — 3x(42® + 3583z + 4)]
x?(x —4)?(4x — 1)2
ou encore
1 4
dy = (=+1) 5 [4(z* — 1242° + 9752% — 1242 + 1)] . (3.136)

2%(x —4)%(4z — 1)
Soit h : R — R,z + h(x), définie par

h(z) = 4(x* — 1242 + 9752% — 1242 + 1) = by (x)? — 3by(). (3.137)
Comme BC —AD dépend des signes de by, by et h, il est donc utile de donner la proposition

suivante.

Proposition 3.4.2
Les fonction by, by et h, respectivement données par (3.132), (3.133) et (3.137), sont
positives sur |1, 4].

Preuve. Par (3.133) on voit clairement que bs est trivialement positive sur ]1,4[. Donc,
il reste juste & montrer la positivité de by et h. En effet, par (3.132), on a

121 + 1565
4

121 — 15v/65

bi(z) = —2(z— 1

> 0 Vel 4]

)(@ )

D’otlt on conclut quant & la positivité de by sur |1, 4[. En revanche, pour montrer la positivité
de h sur ]1,4[, on pose

s(z) = 2t — 12423 + 97522 — 124z + 1.
Comme s est indéfiniment dérivable sur R, alors on a
sW(z) = 42t —12423 497522 —1242+1,  sP(2) = 1202 —7442+41950 et O (z) = 242744

Puisque s (z) < 0V €]1,4[ et s?)(1) = 1218 et 52 (4) = —834, alors il existe zq €]1, 4]
tel que

o zc|l,z9[= s (z) > 0 = 5(1) est croissante.

e 2 €lwg, 4= s (x) < 0 = s() est décroissante.
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Or s(N(1) = 1458 et sM(4) = 1980, d’ot on en déduit que s (z) > 0V = €]1,4].
Et cela, en retour, permet d’affirmer que la fonction s est croissante sur |1,4[. Comme
s(1) = 229, alors on conclut que s est positive sur |1,4[. Ce qui permet également de
conclure sur la positivité de h. Car h = 4s. ]

Nous posons, pour tout x € |1,4]
~ 2z(4x —1)(z —4) | =bi(z) + /h(2)

Ji(z) = CEn (o) : (3.138)

et -
~ 2z(4x —1)(z —4) | =bi(z) — \/h(2)
J2(CU) - (CE + 1)2 bQ(CC)

(3.139)

P . C s M(0 . .
Le théoreme relatif au variation de # s’énonce alors, comme suit.

Théoreme 3.4.3
Soient o € 10,1[, Ji et Jo les fonctions réelles, respectivement données par (3.138) et
(3.139). Si x € |1,4], alors J; et Jo sont strictement positives. De plus,

o Si M2 c]Ji(x), J2()[, alors tan ¥, décroit avec a,

e Si M2 €]0,Ji(x)[U]Ja(x), +oo], alors tan ¥,, croit avec a.

Preuve. D’apres la proposition 3.4.2, les fonctions by, be et h sont positives sur |1,4].
Ce qui implique, d’aprés (3.136), que dps est strictement positif. Et par conséquent, la
différence BC' — AD peut se mettre sous la forme suivante

(z + 1)*ba(2)

(BC — AD)(x, M,) = 222 (dr — 12— )2 (M2 — Jy(z))(M? — Ji(x)). (3.140)

Ou J; et Ja sont données par (3.138) et (3.139).

Il reste juste a démontrer que J; et Jy sont positives sur |1,4[. En effet,

Ji(x) >0 < —bi(x)++/h(z) <0
< Vh(x) <bi(x) car bi(z)>0
& —3by(z) <0 car h(x)=b(z)? — 3by(z)

cela est toujours vrai car be(x) > 0 sur |1,4] (cf. proposition 3.4.2). Et comme, Jy(z) >
Ji(x) sur |1,4[ alors on conclut que Jy est aussi positive sur |1,4[. Cela, acheve la preuve
du théoreme. O

Certaines valeurs particulieres

Pour €(0) # 0, nous rappelons que

M©O) 2p[Ca®>+D
tan ¥V, = 6 M, =
o T €(0) €« |Aa®>+ B

] , Vo # ay. (3.141)

De la définition ci-dessus et du théoreme précédent, nous déduisons les limites suivantes

2D
o 0« — (0= tanV¥, — e*\éﬁ
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3.5. COMPARAISON DES ENERGIES DE LA SOLUTION BIFURQUANTE PAR
RAPPORT A LA SOLUTION CONSTANTE

oa—>1:>tan‘1'a—>2—e‘;@[%$g]

Si, de plus, on suppose que ag € (0,1) alors
e o —r et a< o= tan¥, — —oo X sign(BC — AD)
e a0 — apeta>ay= tan¥, — +oo x sign(BC — AD).

En résumé, nous avons pu étudier les variations du rapport ﬁfTH.({}Q}l ou plus précisément
les différentes orientations de la demi-droite (3.125). Ce résultat, trés intéressant nous
permet de connaitre les différentes directions des branches de solutions. Aussi, d'un point
de vue pratique, on peut 'utiliser pour affiner les choix des valeurs des paramétres suivant
les directions souhaitées. Enfin, nous faisons remarquer que le théoréme précédent peut
facilement étre généralisable sur |1, 400, et a une connexion directe avec la stabilité linéaire

que nous regarderons dans le Chapitre 4.

a2 VARIATION DE tari’ |

FIGURE 3.6 — variations de

ﬂ’%’((ﬂl pour z €]1,400]

#(0)

3.5 Comparaison des énergies de la solution bifurquante par
rapport a la solution constante

L’étude des variations de tan ¥, effectuée dans la section précédente, permet de savoir
exactement dans quel quadrant du plan (e,X = 3M?) quand les parameétres solutions
(e(y), M(y)) varient. Ainsi, il est intéressant de comparer I’énergie de la solution bifur-
quante par rapport a celle de la constanste, suivant que nous soyons dans un quadrant ou
dans un autre. Pour mener cette étude, nous rappelons que, pour u= M +ve M +V, la
fonctionnelle de I'énergie libre associée a I'équation (3.3) est donnée par

1
E:L%*0,1) x (0,4+00) = R, (u,€) — / %(euﬂ - ig)* 4 gu2 - iu‘ddx. (3.142)
0
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Donc, pour étre précis, il s’agit d’étudier les variations de I'énergie de la solution bifur-
quante E(M + v, €) par rapport a 1'énergie de la solution triviale E(M,¢€). Or, d’apres le
théoréme 3.3.1, chaque solution u est développable au voisinage du point de bifurcation,
comme suit,

{ u(y) = M(y) +v(y) = M(y) +yo + wly) = M(y) +ypo + 30(0,8.)y> + O(y*)
u(0) = M,

(3.143)
Car on se rappelera que v(y) = ypo +w(yeo, d(y)) (voir (3.35)) et que d’apres le corollaire
3.3.1 et la relation (3.44), le vecteur w est développable de la maniére suivante

w(y) = wlypo, 8y)) = 50,557 + O(s°) . (3144)

Pour mener a bien cette comparaison, nous définissons pour y proche de 0, la fonction S
par

S(y) = E(M(y) +v(y), €(y)) — E(M(y),e(y)) = E(v(y), e(y), M(y)). (3.145)

Remarque 3.5.1
1) E(M(y),e(y)) ne dépend pas de €(y) (voir (3.142)).

2) S(0) =0, car E(M(0) 4+ v(0),€(0)) = E(M(0),€e(0)) = E(M,, €,).

On rappelle également que pour §2 = z €]1, 4], les expressions de €(0) et M (0) sont données

(voir théoreme 3.3.1)

€(0) = 83\6/% (Aa® + B) (3.146)

et

M (0)

Ou A, B,C et D sont données par

= (Ca®+ D). (3.147)

(v +1)* (—22% + 61z — 2)

Al ME) =24+ M= —

(3.148)
(x4 1)% (42 — 61)
B(z, M?) = —1+Mf2(4x_1) G
et
r—1 (x+1) (z —1) (42* — 57z + 4)
Cla, M) = =2 + MY 2 (dr —1) (z —4)
(3.149)
Dz, M2) = gt 2 +M2(x+1) (—4a? + 2 — 60)

r+1 * (4 — 1) (z — 4)

Il vient le théoréme suivant.
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Théoréme 3.5.1
Soient k., kix, p, (€, M) satisfaisant (3.12) -(3.14) , x €]1,4[ et pg = s + Bpss avec
a? + B2 = 1. Alors la fonction S vérifie que, pour y proche de 0,

d
signd—yS(y) = signG(a)y (3.150)

avec G : (0,1) — R, a — G(«) telle que

) €0) (2/pa® — \/p+p) N 3M*M(0).

Gla %, 2

(3.151)

De plus,

1) Si M(0) > 0 alors

1.1) i (0) > 0 et HO > 2dP alors S(y) > 0 et E(M +v,¢) > E(M, o),

MO) o AP org S(y) >0 et E(M +v,e) > E(M,e).

1.2) si€(0) <0 et — 70) 307,

2) Si M(0) < 0 alors

2.1) si€(0) >0 et ]\.;/[(g;) < —i\,’%ﬁ alors S(y) <0 et E(M +v,¢) < E(M,e),

2.2) si #(0) < 0 et 2O < %/ alors S(y) < 0 et B(M +v,¢) < E(M,e).

3) Sié(0) >0 et — 5/ < X
que

g;) < )‘3M\/ﬁ alors il existe T(a) €]0, 1] dépendant de « tel

3.1) sia < y/7(a) alors S(y) <0 et E(M +v,€) < E(M,e¢),

3.2) si > y/7(a) alors S(y) > 0 et E(M +v,¢) > E(M,e¢).

4) Si€(0) <0 et —A?f;d‘iﬁ < —]\.;/[((0(;) < 2%13 alors il existe T(a) €]0,1[ dépendant de o
tel que

4.1) si o < y/7(a) alors S(y) > 0 et E(M +v,¢) > E(M,e¢),

4.2) sia > y/7(a) alors S(y) <0 et E(M +v,¢) < E(M,e¢).
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COMPARAISON DE L'ENERGIE DE LA SOLUTION BIFURQUANTE AVEC CELLE DE LA CONSTANTE Miy)
T T T

3:{0:)&]01[helque pamboledespnlnlsdeboﬁ.lmamkz
si @ <x(@)"” alors Efu(y). ¢y)) > E(M(). et) e, des points de bifurcation k=3
si @ >1 () alors Equly). ey)) < E{M(y). =(y))

E{U(Y] £(y)) = E(M(y). ely})

s e i
I O @\\ |
O

Jt{a)e ]D 1[ tel que
sia <r(a)’ EIDTS E{uly). ely)) = E(M{y), ﬂ[‘ﬂ}
= oep- si a>7 ()" alors E(u(y). =ly)) > EM(y), =(y)) =

E{uly) 2ly)) < E(M(y). £ly)) ‘

droite tangente 4 la paral rouge au
jpoint de bifurcation (z_, 3M

0.2

d'uﬂeta'\gemea!aparat;%ehleuem
jpoint de bifurcation (g,

FIGURE 3.7 — Energie de la solution non triviale (ou bifurquante) par rapport a celle de
la constante

Preuve. En dérivant la fonction S définie en (3.145), par rapport & y, on obtient
d

dyS( y) = D,E.v+ D.E.é + Dy E.M. (3.152)
Comme DyE.% = DyE.% =0 (car © € L*(0,1)), nous avons
d%S(y) = D.E.¢ + DuE.M. (3.153)
Pour la suite, nous posons, pour y proche de 0,
Sy (y) = D.E.¢ (3.154)
et .
Sa(y) = Dy E-M(y). (3.155)

Développement de S; proche de 0
Par définitions de E et S;

1
Si(y) = é/ eu, — uidz

= E(y /(e ul, — eul)dz

= @ T1(y).

Nous allons chercher un développement de T; proche de 0. Par définition de u(y) (voir
(3.143)) on a trivialement,

T1(0) = /0 1 e2u2,(0) — e,u2(0)dz =0 (3.156)
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et

T1(0) = /0 1 26(0)esu,(0) + 262013 (0) i (0) — €(0)u2(0) — 2641z (0)uy (0)dz = 0. (3.157)

D’olt la nécessité de calculer T} (0). Pour cela nous dérivons 77 deux fois par rapport a y

et on obtient

1
Ti(y) = / 2(ée + 6'2)u§m + €€ty lpy + 262(ilmum + uim)
0
—éu? — détiguy — 2e(tiguy + 12)dz.

Puisque u;(0) = uz,(0) = €(0) = 0, alors

. 1
Ti(0) = /O 262((0)sal? — 26 (i00)s 2

= 042(63)\3 — € ) + ﬁQ(ez)\z* — €Ak )-

Or d’apres 'hypothese (3.13),
6*)\*:1+\/]3 et 6*)\**:1—\/]_)

et le fait que
Ck2 + 52 — 17
on trouve que )
71(0) = 20°\/p+ (p — Vp)-
Ainsi de (3.156)-(3.159), pour y proche de 0 on obtient,

71(0
1) = 02+ o(y)

Par ailleurs,

ély) _ €0) 2

—=—y+0

v e’ )
donc, pour y proche de 0 )

€(0)T1(0
si) = 200 4 o)
ou €(0) est donnée par (3.146).
Développement de S; proche de 0
Par définitions de E et Sy, on a
1
Sa(y) = M/ €Ugy +u+ru+ud — M —rM — M3dx

0
1

= M/ [f(u(y) — f(M(y))]dx car u,(0) =u,(1) =0.
0

Nous posons pour la suite

(3.158)

(3.159)

(3.160)

(3.161)

(3.162)

(3.163)
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Et nous allons maintenant chercher le développement de T proche de 0. Puisque u(0) = M,
(voir (3.143)) et f(u) = (1 +7)u+u?, on a

T(0) = /0 F(M.)] dz

1

0
= 0.

En dérivant T5 une fois par rapport a y, on a également,
T5(0) = 0. (3.164)

En effet,
1 .
o) = [ [ w)io) - £ (r)310)] dr
= /lf,(M*)iL(O)dx car  M(0) =0 (cf. proposition 3.3.2)
0

1
= /(1+T)¢0+3Mfcpodx
0

1
= 0 car /goodx:O.
0

Par suite, nous trouvons que

T5(0) = 3M,. (3.165)
En effet,
50 = [ [ 0)a0)00) + £ (L) - £ (M4)30)310) - £ (4)310)] do
= [ [F a0y + £ a0 - £ (r)iio)]
- /016M* (14 r)(M(0) 4+ w(0)) + 3M2(w(0) + M(0))dz

- /1(1 + )M (0) 4+ 3M2M(0)dzx
0

1
_ /GM*¢%+(1 )i (0) + 34 (0) M2d
0

1
= 6M*/ wadz, car w(0) € L?(0,1).
0

= 3M.(a?®+ B%).

On conclut avec 'hypothese a? + 32 = 1. Bien entendu, nous avons aussi utilisé le fait que
i(0) = M(0) + w(0) (voir (3.143)). Ainsi de (3.164)-(3.165), nous déduisons que

3M,

To(y) = =~y + O(y’) . (3.166)
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Par ailleurs, on a
M = M(0)y + O(y) . (3.167)

Donc pour y proche de 0, on obtient,

_ 3M.M(0)

Sa(y) 5

y>+0(y") (3.168)

en regroupant les résultats (3.162) et (3.168), nous trouvons que

d E0)T1(0)  3M.M(0)| » A
— = . 1
dyS(y) e, T3 ¥’ +O(y*) (3.169)
Et donc, pour y proche de 0.
signd—S(y) = sign {070 + 3M*M(0)] Y. (3.170)
Y Ex
Pour finir nous posons ) )
€(0)T; M.M
G(a) = WH) , 3 © (3.171)

2€, 2

En remplacant T (0), par son expression correspondante (voir (3.159)), on obtient pour
tout x € |1, 4] et pourvu que €(0) # 0,

Gl = 42 |- v PO (372
G(a) = ‘/i(o) o? + % <\/ﬁ —1+ %)] : (3.173)
En posant
1 . 3M.e.M(0)
T(a) =3 (f 1+ —0) ) : (3.174)
il vient finalement que )
G(a) = ﬁ%@(oﬂ —7(a)). (3.175)

De ce fait, il résulte que le reste de la preuve consiste simplement & étudier 7(«) dans

10, 1].

1.1) si (€(0) > 0) et <J‘.ZE)O) > )\3M\/ﬁ> alors 7(a) < 0 et donc G > 0.

Asx/P ,
> 331 alors

En effet, comme =0)

3M,e,M(0)

(N2 ()

> \/5—1‘1‘5*)\**
> Vp—1+(1—-yp)=0 car e =1—/p

D’ou par (3.174), on a que 7(«) < 0 et on conclut en utilisant (3.175) et le fait que
£0) > 0.
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1.2) si (€(0) <0) et <—% > )g,;}\)[/f) alors 7(a)) > 1 et donc G > 0.

En effet, comme _]\e/[(E)O)) > 2% alors
3M.e, M(0
—\/ﬁ+1—\;ﬁ+(0)() > —p+1+e

> —/p+1+(1+p)=2 car €A =14+/p.
D’ou par (3.174), on a que 7(«) > 1 et on conclut en utilisant (3.175) et le fait que
£(0) < 0.

Les assertions 2.1) et 2.2) s’obtiennent de fagon analogue. Ce qui n’est pas le cas pour le
reste des autres assertions.

3) Si€(0) >0 et —):‘;}\}ﬁ < Ag(g;) < )\?t;w{ﬁ alors 7(a) €]0, 1].

En effet, si M(0) > 0, alors

o1+ 3M, e, M(0)

< D — 14 € his
N0 VP

< Vp=1+(1—-yp)=0 car €ls=1—D.

Donc 7(a) > 0. Il reste & montrer que 7(«) < 1. En effet, on suppose que 7(a) > 1.

D’ou
3M,e, M (0)
T(Oé) >1 = \/ﬁ—l—FW < =2
3M.e.M(0) _
VP JE0) 1

VD — Avéx < =1 par hypothese
VP—(1+yp)<—-1 car e =14+p

—1< =1 ce qui est absurde. Et donc 7(a) < 1.

P4l

De méme, si M(0) < 0, alors

3M, e, M (0
Jpo14 M MO S

VPE(0)
> Vp—1-(1+p)=-2 car eA =1+

Donc 7(a) < 1. Il reste & montrer que 7(a) > 0. En effet, on suppose que 7(«) < 0.

D’ou
3M, e, M(0)
T(Oé)SO = ﬁ—l-ﬁ*wzo
3M,e,M(0)
VP + 7\/]36(0) >1

/D + Ais€x > 1 par hypothese

VP+ (1 —yp)>1 car €A =1—/p

1>1 ce quiest absurde. Et donc 7(a) > 0.

Ul

4

Par conséquent, on peut conclure que
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3.1) si a < y/7(a) alors G(a) < 0 et S(y) < 0.

3.2) si a > +/7(«) alors G(«a) > 0 et S(y) > 0.

Les assertions 4.1) et 4.2) sont obtenues par analogies.

Ce qui acheve la preuve du théoréme. O

Remarque 3.5.2
Les assertions 1.1) et 1.2) du théoréme précédent peuvent également étre prouvées par les
estimations suivantes,

é(0)a*/p

M A
e sié(0) >0et e(g;) > 3M\iﬁ’ alors G > o

e 5i€(0) <0 et —%O(;) > );]\Zﬁ alors G > E(O)(Oi*_ 1)\/5
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Chapitre 4

Stabilité linéaire des solutions
bifurquantes avec dimKerL(-,x) = 2

Hormis les problémes présentant des bifurcations de type Hopf (voir [47]), l'étude
de la stabilité (linéaire) des solutions bifurquantes, souvent décrite comme un principe
d’échange de stabilité, est loin d’étre triviale [48], [36]. D’ailleurs, nous n’avons pas trouvé
beaucoup de publications, dans la littérature, traitant concretement cette question. Surtout
lorsque le noyau de l'opérateur linéarisé est de dimension plus grand que 1. Ainsi, en
se basant sur un principe de stabilité réduite, développé par Kielhofer dans [36], nous
avons pu montrer 'existence des ensembles de valeurs des parametres, pour lesquelles
les solutions bifurquantes données par le Théoreme 3.3.1 sont stables et respectivement
instables. Ces résultats sont appuyés par plusieurs tests numériques, que nous donnons a
la fin du chapitre.

4.1 Cadre fonctionnel et préliminaires
Soient Q2 = (0,1), € >0, = € Q et r un parametre réel négatif. Nous définissons

fR—R, uw (147r)ut+u’ (4.1)

Wo = {u € H*(Q)|0,u =0, sur 00},
Vo=A{uc¢€ H4(Q)\8xu = Opgzu =0 sur 00},

L2(Q) = {v e L3(Q)| /dex =0},

Vo =VonL3Q), Wy=WyonL*Q),

et
5= (e, M).

Le but, dans ce chapitre est d’étudier la stabilité linéaire des branches de solutions sta-
tionnaires données dans le Théoreme 3.3.1. Cette stabilité est prouvée pour le probleme
d’évolution suivant :

% = F(v,9), (x,t) € Qx(0,00)

Optt = Opgath = Oygazu = 0, sur 9Q x (0, 00)
u(0) = uo dans L?((0,1)),

(4.2)
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Ou F est donnée par (3.5).

On peut remarquer (4.2) est un probléeme de Swift-Hohenberg stabilisant ( voir [49]).
Cette équation et le probleme d’évolution d’origine (3.3), pour lequel, nous avons montré
I’existence de branches de solutions stationnaires, dans le Théoreme 3.3.1, ont le méme
systeme gradient dont la fonctionnelle de Lyapunov correspondante est

1

1 1

E(u,€) = / g(eum +u)? + gu2 + Zu4d:c. (4.3)
0

Cela signifie que (voir [50]), si les solutions stationnaires de (4.2) sont isolées alors u(z,t)
tend vers ces solutions quand ¢ — +o0o. Autrement dit, pour tout = € 2,

u(z,t) — v(z) quand t— +o0.
ou v(x) est solution du probléeme
(v,0) € Vo x (0,400) xR F(v,8) = 0. (4.4)
On rappelle que F' est explicitement définie comme suit :
F:Vyx(0,00) x R = L2(Q), (v,6) = F(v,8) = L(v,8) + N(v,9).

Avec, . '
L(-,0) : Vo = L2(Q), v+ €0pppav + 2€0p50 + f/(M)v (4.5)
et

N(-6): Vo = L2(Q), v @(v2 - /Qv2dx) + %(03 — /Qv‘rsdx). (4.6)

Remarque 4.1.1
Selon la Proposition 2.2.1, I'opérateur L(-,6) admet une base orthogonale de vecteurs
propres

ok x> cos(kmz), k=1,2,..

dans L(). Son spectre est donné par

pr = (eXe —1)> =p, X\ = (kn)%, p=1—f(M)=-3M*—r, (4.7)

Sous les notations (4.7), on donne le résultat trivial suivant.

Proposition 4.1.1
Soit < 0 et (e, M) €]0,4+o00[xR% . On suppose que 0 n’est pas dans le spectre de L(,9)
(rappelle que 6 = (e, M)).
o Si3M? > —(e\, —1)2 —r Vk > 1, alors la solution triviale 4 = M (ouv = 0) est
stable (au sens ot toutes les valeurs propres L(-,d) sont positives).

o S'il existe j > 1 tel que 3M? < —(eX\j — 1)? —r alors 4 = M (ou v = 0) est instable
(au sens ou 'une des valeurs propres de L(-,d) est négative).

Preuve. La preuve est triviale car il s’agit simplement d’étudier la positivité de la valeur
propre
pe = (X — 1) —p, A= (kn)? = —3M?% — 1.
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Enfin, nous rappelons les hypothéses qui ont permis de prouver 'existence des solutions
bifurquantes du probléme (4.4) (voir Théoreme 3.3.1).

(H4) Soient 1 < kyy < ki et 7 <0 fixés. (4.8)
(H5) Soient € >0 et M € R* vérifiant
(Mp, — D*+7+3M* = (eMp,, —1)> +7+3M*=0. Onpose p=—3M?—r.
(4.9)
(H6) De plus, on suppose que 0 < p <1 et KerL(-,6,) =< ¢k, , Pr.. > - (4.10)

Si nous posons

B\ 2
=02 .= * 4.11
x=10 (k**> , (4.11)

alors, grace a ’hypothese (4.9), le parametre p vérifie

r—1
x+1

Jh= (4.12)
Pour simplifier les notations, on posera, comme nous ’avons souvent fait, dans les chapitres
précédents

Pk = P Phw = Proxr Ak = A € Ap = A (4.13)

Bien que nous soyons intéressés ici, par la stabilité linéaire des solutions données dans
le Théoreme 3.3.1, il est, tout de méme, nécessaire de donner un résultat de la stabilité
de la constante (ou la solution triviale). Ainsi, sous les hypotheses (4.8)-(4.10), on a la
proposition suivante.

Proposition 4.1.2 (Stabilité neutre de la solution triviale)
Soient 1 < kys < ku, 7, €x, My et p = —3M?2 — r satisfaisant (4.8)-(4.10). Dans le plan
(€, X = 3M?) la condition suivante,

—(ehp, — 12 —r=—(e . —1)2 =7 (4.14)
—(eM, — )2 =7 > —(ex)j — )2 =7 '
est vérifiée pour tout j # ki et j # ki si et seulement si
bo = ko —1 et 2 (4.15)
— — e E* = . .
’ ’ Aoy + Ak—1
De plus, si on suppose que € E]i, ﬁ[ alors
(i) si 3M? > —(e\,, —1)? —rete, <e< ﬁ alors la solution triviale 4 = M (ou

v = 0) est stable dans le sens de la Proposit;%n 4.1.1.

(ii) Si 3M? > —(eAy, — 1)2 — 7 et % < € < € alors la solution triviale w = M (ou
v = 0) est stable dans le sens de la Proposition 4.1.1.

(iii) Si3M? < —(e\g,, — 1)? —r la solution triviale i = M (ou v = 0) est instable.
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STABILITE NEUTRE DE LA SOLUTION TRIVIALE (CONSTANTE)

ay COMNSTANTE STABLE
’ a
COMSTANTE INSTABLE

?‘

T T

parabole des points de bifurcation j=2
e PArabole des points de bifurcation k, =3
e PArabole des points de bifurcation k, =4

s narabole des points de bifurcation =5

0.8

0.8

PARAMETRES DE BIFURCATION AVEC dimi &

0.4

024

FIGURE 4.1 — stabilité neutre de la constante.

Preuve. On rappelle que \; = (jm)2. De ce fait, on peut voir que

o2

2 A AR,
414 4.16
G e A [0 +A) —2] <0, rhan)

[€x(Akss — Af)] [€x(Aksn + Aj) — 2] < 0.

En retour, le systéme (4.16) fournit

- 2
= Ak, + Ak,
(e — M)y — D) <0, L
(Akse — A5)(A5 — Ag,) > 0.
Dot
e — 2
T Ak + A

soit e <Ay et Aj> An. (4.18)

soit Ap, > Aj et A; < A,
11 résulte qu’il ne peut exister de j # k, et j # k.. tel que
Eae <9 < ks.

Par conséquent kyy = ks — 1.

Soit (e, M) € (0,4+00) x R. Pour montrer les assertions (i) et (i¢), nous posons

c1=—(Me. —1)2—7 et c2=—(edp, —1)° —r,
94



4.1. CADRE FONCTIONNEL ET PRELIMINAIRES

cg = —(eAk; — D2 —7 V) > ks,
cy = —(eAg; — D2 —7 V)< ks

1 1

Ainsi, la preuve consiste & montrer que pour tout (e,3M?) tel que € €] N N

[ alors

,uj:—(e)\j—l)2—r>0 Vi > 1.

En effet,
1

(i) si on suppose que 3M?2 > —(e\,, —1)2 —ret e, <€ < 5, alors on trivialement
que pg,, > 0. En plus, comme

2

ci—c>0 < e¢> ——— =
Ak, + Ak,

e« (voir (4.15)).

Ce qui est vrai car par hypothese € > ¢,. Donc ¢; > ¢ et par suite, on obtient que
3M?%>c¢y et py, >0.
.. . 1 2
e Si j < ky, alors Y. < PYRESVE En plus

2

c1—c4 >0 <— e< ——.
Ak**+)\j

Ce qui est vrai car € < ﬁ Donc ¢; > ¢4 et par suite, on obtient que

3M? > ¢y et i >0 Vi < Fyy.
e Sij >k, alors e, < ﬁ En plus

2
ci—c3 >0 << > ——.
Ak** + )\j
Ce qui est vrai car € > €,. Donc ¢; > c¢3 et par suite, on obtient que
3M? > c3 et ;>0 Vj> k.

Donc la solution triviale u = M (o v = 0) est stable.

(ii) On suppose maintenant que 3M? > —(e\z, — 1)® — 7 et )\i* < € < €. Alors on a

trivialement que py, > 0. En plus, comme

2

cr—c1 >0 &= e<—" =
Aky + Ak

€« (voir (4.15)).

Ce qui est vrai, car par hypothése € < e,. Donc ¢o > ¢ et par suite, on obtient que
3M?>¢; et pg, >0.
e Sij < ki (ouj < ki) alors e, < ﬁ En plus
* J

2
cg—c4 >0 <— e< ——.
Ak, + )\j
Ce qui est vrai car € < €,. Donc ¢y > ¢4 et par suite, on obtient que

3M? > ¢y et i >0 Vi < k.
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e Sij >k, alors ﬁ < ﬁ En plus

2
co—c3>0 < e€>——.
2 3 )\k*‘i‘)\j

Ce qui est vrai car € > )\1
k

. Donc ¢y > c3 et par suite, on obtient que

3M? > ¢35 et i >0 Vi > k.
Donc la solution triviale « = M (ou v = 0)) est stable.

Ce qui termine la démonstration de la proposition. ]

En résumé, la proposition précédente dit que, la solution constante (0,d) ou (e, M)
est stable, si k, = k4 + 1. Dans la suite, on travaillera avec cette condition. Autrement
dit, dans le plan (e,3M?), des parametres solutions doivent étre au dessus, de toutes les
paraboles de points de bifurcations, pour espérer avoir la stabilité.

On rappelle que le résultat de stabilité que nous souhaitons établir dans ce chapitre
est basé sur un principe de la stabilité réduite développé par Kilhofer dans ( [36], section
1.18). Ainsi, dans la section qui va suivre, nous allons donner une bréve description dudit
principe.

4.2 Description du principe de stabilité réduite linéaire

Comme son nom l'indique, le principe de stabilité réduite permet de réduire ’étude de
la stabilité linéaire des solutions bifurquantes du probleme (4.4), données par le Théoreme
3.3.1, de Vp au sous espace KerL(-,d,).

Soit v(y) un équilibre de (4.2), c’est-a-dire une solution de (4.4).

Définition 4.2.1
Selon le Principe de stabilité linéaire (de Lyapunov), v(y) est linéairement stable si et
seulement si le spectre de D, F(v(y),6(y)) est inclus dans R*,.

Comme F'(-,d,) est un opérateur de Fredholm d’indice 0 (dans le sens de la Définition
1.3.1), il vient les décompositions suivantes

L*(Q) = KerL(-,6,) ® R(L(-,6)) (4.19)

et
Vo = KerL(-,6,) @ <R(L(-,5*)) N VO> . (4.20)

Lesquelles en retour, définissent les projections suivantes
Q:L*(Q) —» R(L(-,6,)) et P:=1-Q (4.21)
telles que la solution v puisse s’écrire de maniére suivante
v=p+w avec ¢ = Pv. (4.22)
De maniere explicite P sera vue comme suit
Pv = 2(0, 04)290x + 2(0, 0us )2pns, Vv € LE(Q). (4.23)
Aussi, nous posons, comme dans le Chapitre 3, ¢ = ypg avec g = aws + BPsx-
o® + 6% =1,(a, ) € R* x R*, (4.24)
D’ou, grace aux hypotheses (4.8)-(4.10) et la Méthode de Réduction de Lyapunov-Schmidt
(voir Chapitre 3, Sous-section 3.3.2 et Théoreme 3.3.1), il résulte que
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toutes les solutions du probléme (4.4) qui consiste & chercher les solutions bi-
furquantes au voisinage du point de bifurcation (0,d,) € Vo x R?, sont obtenues
en résolvant

®(p,0) = PF(p +w(p,6),0) =0 (p,0) € KerL(-,8,) x (0, +00) x R. (4.25)

La courbe de solutions obtenue (voir (3.64), chapitre 3) vérifie
F(v(y),d(y)) =0, y € (—7,7) voir le théoreme 3.3.1. (4.26)

Le principe de stabilité réduite pour les solutions stationnaires est alors formulée comme
suit : v(y) = ¢(y) + w(e(y),0(y)) et ¢(y) = Puv(y) qui sont considérées comme des
équilibres respectifs du probleme % = F(v,9) et du probléme réduit Z—f = (¢, §) ont-elles
la méme stabilité 7 En d’autres mots, peut -t-on déduire la stabilité linéaire de v(y) de
celle de sa composante p(y) = Pv(y) dans le noyau 7

En effet, une réponse a cette question est apportée par Kielhofer dans [36] en étudiant
les valeurs propres des familles d’opérateurs,

T(y) := DyF(v(y),0(y)) (4.27)

K(y) := Dp®(e(y),0(y))- (4.28)

Bien str, il suppose que ces opérateurs dépendent analytiquement de y proche 0. Et, en fai-
sant usage du Polygone de Newton (voir [36], section 1.15), il prouve que les séries entieres
des valeurs propres perturbées de T'(y) := D, F(v(y),d(y)) et K(y) := Dy®((y),d(y))
ont les mémes termes dominants non nuls, pourvu que les deux points suivants soient
satisfaits

L K(y) = ynoKno + O(y”OH) pour ng > 1

2. 0 est une valeur propre de K, de multiplicité au plus 1.

Pour bien décrire ce principe, nous introduisons les notations suivantes

Tu(y) = PT(y) |kern(6.) € Z(KerL(:,6:), KerL(-,6:)),

Ti2(y) = PT(y) |RmV EX(RQVO,KWL( 04)), (4.29)
To1(y) =T - P)T(y) |n € ZL(KerL(-,64), R), '
Too(y) = (I = P)T(y) gy, € -Z(RNVo, R).

Alors, au vue de (4.19)-(4.20), T(y) € .2 (Vo, L*(Q)) est donné par Popérateur matriciel

~—

Ti1(y) Ti2(y)
T(y) = . (4.30)
T (y) T2 (y)
Proprietés 4.2.1
Par (4.19)-(4.20), on a
T11(0) =0,
T12(0) =0,
4.31
51 (0) = 0, (4.31)
T52(0) est un isomorphisme
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Remarque 4.2.1
La derniére propriété tient également pour Thy(y) quand y est proche de 0. Car, au moyen
d’un développement de Taylor a 'ordre 1, on peut facilement voir que

T (y) = T22(0) + O(y) - (4.32)
Le probleme spectral de T'(y) conduit a I’étude de
T11(y) — plgerr(-s.) Tr2(y)
T(y) — ply, = , meR (4.33)
1 (y) Tro(y) — ulpny,
En composant (4.33), & gauche, par I'isomorphisme (pour y et | u | trés petits)
Txern(.s.) T2 (y)(Toa(y) — il gy, )~
e (LX), L*(Q)), (4.34)
0 Ir
nous obtenons 'opérateur
T11(y) — M gerr(5.) — Tr2(y)(To2(y) — /“I’IROVO)_lTQl(y) 0
, neR.

T21(y) Tro(y) — plpay,
(4.35)
qui est dans Z(Vy, L?(Q)). Par conséquent, les valeurs propres perturbées p de T(y)
satisfont ’équation

det(T11(y) — ilgerr(., s,) — T12(y)(T22(y) — MIRQVO)71T21(y)) =0 (4.36)

Remarque 4.2.2
On observe que I'opérateur Ti1(y) — ilkerr(,s.) — Tr2(y)(To2(y) — plpay,)” T (y) est
dans £ (KerL(-,6.), KerL(-,d.)), et que selon I’hypothése (4.10), dimKerL(-,d,) = 2.

Finalement, puisque

(To2(y) — pdgeyy) ™ Z 1" Taa( , (4.37)

I'équation (4.36) est transformée en

hy,p) = det(Tu(y) — plgerr(.s.) — Ti2(y ZM Tos(y) ™" Toa(y))
= det(T11(y) — lgerr(.5.) — Z 1’ Bu(y)) = 0, (4.38)
By(y) = Tia(y)To2 ()" Tar (y) = O(v) - (4.39)

La fonction h est analytique dans le sens de ( [36], Section 1.15.2), ainsi la Méthode du
Polygone de Newton (voir [36], Section 1.15) donne la courbe solutions de h(y,u) = 0
passant par (0,0). On fait remarquer que

h(y,pu) =0 (4.40)
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est I’équation caractéristique de T'(y). Ensuite, nous construisons ’équation caractéristique
pour les valeurs propres de K(y). En effet, nous obtenons de (4.25),

Dw‘f((p, 5) = PDUF(()O + w(@? 5)7 5)(IKerL(-,5*) + DSOw((pa 5))7 (441)

et puisque (I—P)F(p+w(p,d),d) = 0 (cf. Chapitre 3, Section 3.3.1), alors la différentiation
par rapport a ¢ fournit

(I - P)DUF(QD + ’U)(QD, 6)’ 6)(IK€TL(-,6*) + D¢w(gp, 5)) =0. (442)
Pour les solutions

e(y) =ypo = Pu(y) et v(y)=ypo+ w(ypo,i(y)) (4.43)

nous tirons, en vue des définitions (4.29),

Dow(ypo,8(y)) = —Toa(y) ' Tor(y), (4.44)

et de (4.41), on obtient

K(y) =T (y) — Ti2(y)To2(y) ' To1(y). (4.45)

L’équation caractéristique pour les valeurs propres de K (y) est alors donnée par

9(y, 1) = det(T11(y) — lgerr(.5.) — Bo) = 0. (4.46)

Puisque le but est de comparer les solutions de (4.46) et (4.40), alors on a le résultat
suivant.

Théoréme 4.2.1 ( [36], section I.8)

Soit K(y) = y"Kp, + O(y™ ™) pour ng > 0. Si 0 est une valeur propre de Ky, €
ZL(KerL(-,d,),KerL(-,d.)) de multiplicité algébrique au plus 1, alors les développements
en séries de toutes les valeurs propres perturbées de T(y) = D,F(v(y),0(y)) et toutes
les valeurs propres de K(y) = D@é(ygoo, 0(y)) ont les mémes premiers termes dominants.
Pour tous, sauf peut étre un, ces termes sont donnés par

pey™®, p=1,.,r, r<n=dmKerL(,d), (4.47)

ot p, € R sont des valeurs propres non nuls de la matrice Ky,. Si detK(y) = 0, alors
1 = 0 est une valeur propre de K(y) et T(y). Si detK (y) = iyt + O(yl‘H) , L > nng, 'un
des termes dominants des possibles valeurs propres est

:U’Oyli(nil)no’

ou  po =Ty ey (4.48)
Ici, m, est la multiplicité algébrique de p,, p=1,...,7 <n — 1.

Remarque 4.2.3
Dans notre cas n = dimKerL(-,0,) = 2 (voir hypothése (4.10)). En plus, comme nous le
verrons dans la suite, ng sera également égale a 2, et 0 ne sera pas valeur propre de

K,, € L(KerL(-,6.), KerL(-,d.)).

Le résultat principal de ce chapitre sera une simple application du théoreme précédent.
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4.3 Théoreme de stabilité des solutions bifurquantes

Pour appliquer le Théoreéme 4.2.1, aux solutions bifurquantes du probléme (4.4), données
par le Théoreme 3.3.1, nous devons d’abord vérifier que les hypotheses (4.8)-(4.10) sont
suffisantes pour satisfaire les conditions exigées. Mais, au préalable, nous commencons par
fournir certains résultats préliminaires.

4.3.1 Quelques résultats préliminaires

Soit g satisfaisant (4.24), nous posons

1
01 := P(p2.0. —/0 ©5-pxd), (4.49)
1
1
O3 := P(ps-D,w(0,6:)0-10 _/ s D ,w(0, 8. )p0-podz), (4.51)
0
1
Q4 = P(Sp**,Diww(O,é*)goo.gpo —/ w**.Di¢w(0,5*)¢0-¢odﬂ?), (4.52)
0
1
5 := P(y0.D2,w(0,6.) 00 —/ 0o.D2,w(0, 8, ) popsdr), (4.53)
0
1
06 = Plgo.D2,w(0,5.)p0pn.) — / 00D (0, 6.)Popende). (4.54)
0

Les deux propositions suivantes tiennent.

Proposition 4.3.1 ( [30])
Soient k., kys, €x, M, et p satisfaisant (4.8)-(4.10) et o + 32 = 1 tel que g = s + Bepws
. Si ky # 2ky, alors w (voir (4.22)) vérifie

D2 ,w(0,6.)00-90 = T2k, Poke + Thuthes Phathes T Tho—hoePhe—hon + T2k P2k (4.55)
De méme (obtenues par analogie)

Lhstkax Ll —kux

2 Lok,
et T T T
D2 0 6* X " — 219** k*"l‘k‘** k‘*_k?** _ . 4‘57
2o W (0, 65) 0.0 5 P2k + o5 Ptk + o Pheke. (4.57)
Avec )
" « " Oéﬁ
Top, = —f (M Thytko, = —f (M ;
" Oéﬂ " /82
Thoboe = —f (M Tok,, = —f (M ;
( )Mk*—k** ( )2M2k**
ou
pi=(eXj— 12 =p, j = 2ke, kut ki, ke —Fn, 2k
Preuve. Elle est donnée par la Proposition 3.3.1. U
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Proposition 4.3.2
Soient k., ks, €x, M, et p satisfaisant (4.8)-(4.10) et o + 32 = 1 tel que g = s + Bepss
. Siky # 2ky et ky # 3k, alors

3@2 2
0= 2+ Dye. + s, (4.58)
2 2

a 3

0 = app. + (5 + Dy, (4.50)
_ T2k, Thythss T Thi—kos
O3 = Ox + Dsxs (4.60)
2 2
Thytkue T Thy—kow T2k,
04 = Or A+ 2t (4.61)
2 2

Top, B 1
O = | 2 & (gt + Tho k) | P | (Tt + Tha k) | P (4.62)

2 4oy 4
O = |~ (ko shes + k)| 20+ | 225 4 Ly ) (4.63)

= |-(z Tl . x x - )
6 = |7 (@hethons T Thomrn) | © 5 4ﬂ kot T Thoko) | @
Preuve. On sait que
Pv = 2(v,0x)20x + 2(0, s )2@un, YU E LQ(Q), (4.64)
or
oo = (0PQ2 + 208004 + B202,).0x
2 2
(0]
= — (14 0o, )0x + aB(Phy ks T Phobnn)Px + 5 (1 + 021, )Px,

2 2

d’ou en tenant compte des hypotheses, et en appliquant P a ’expression ci-dessus, on
trouve que
> 'y B
©1 = P(p5-px — / Pp-pxdr) = (T + 5 ) Ps + PP
0

Ce qui prouve (4.58).

Le résultat (4.60) est donné en multipliant (4.55) par ¢.. En effet,

(P*'waw(ov 0:)P00 = Pu(Tok, Poke T Thutbun Phuthun T The ks Phis—kuw T T2kor P2k )

x2k* xk* k**
= (p3k, + i) + %

2
T~k Lok,
A (P2 ke ) T (P2k ok Ooksr—ks)s

(P2kstkus + Do)

en appliquant P, on trouve que

1
L2k, Thytbor T Thy—kus
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Nous procédons de la méme fagon, pour établir (4.62). En effet, la multiplication de (4.56)
avec @, donne

2 o ka‘* xk*“l‘k‘** l‘k‘*—k**
0-Dpw(0,0:)p0ps - = (s + B ). (= = 0ok, + =5 =5 Phtons + =5 = Phu—e)
Tok, Thyt ko,
= 7(80319* + o) + T+(802k*+k** + )
Thy ks Brog,,
+T(¢2k*—k** + Qax) + o (P2kstkus + P2hr—k)
BTk, k.. BTk, k.,

L’application de la projection P donne (4.62). Ceci achéve la preuve de cette proposition
car le reste des résultats s’obtient de fagon analogue. O

Les calculs établis dans les deux propositions précédentes seront utilisés dans les
lemmes qui vont précéder le résultat principal.

4.3.2 Résultat principal de stabilité linéaire

Ici, il est question de donner le résultat principal de ce chapitre. Pour ce faire, on a
besoin du lemme suivant.

Lemme 4.3.1

Soient ky = ks + 1, € = m satisfaisant (4.8)-(4.10) et (o, ) € R* x R* vérifiant
(4.24). Si ky # 2k et ki # 3k alors Popérateur K (y) est développable a I'odre 2, comme
suit,

K(y)=y*K2+O(y*) Vye (-7,7) (4.65)
ot
1 . 1 a1 a2
Ky = §K(O) € Z(KerL(-,6.),KerL(-,d,)) et As= 3 (4.66)
ag az?

est sa représentation matricielle dans KerL(-,d.). Ici, les coefficients a1, a2, as et as
sont donnés par;

01 = as = 0 [6 + (M) (- L1 ﬂ , (4.67)

3 302 1 —a? 1 —a?
all = 5042 + 3 + f”(M*)Q ( >

Aok, 2ftktke.  2M—k..

+2€e(*0) (p+ V) + " (M) N (0), (4.68)
—_§ 2 2 1" 9 _3(1—@2) B o - a2 >
a2 = 204 + 2 + f (M*) < 4M2k** 2//44:*—1—]9** 2//44:*—19**
+ 20— )+ £ (1510, (4.69)

Ot, pj = (ex\j — 1)2 —p, avec j = 2k, ks + kiw, ki — kus,  2kan et Aj = (§m)2.
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Preuve. Nous rappelons que, pour ¢ = yyq
K(y) := D,®(ypo,0(y)) € L(KerL(-,6.), KerL(-,4.)) (4.70)

et

(ypo,9(y)) = PF(ypo + w(yeo, ), 0(y)). (4.71)

De fait, il résulte, par 'utilisation de la définition (4.25), que

K(0) = Dy®(0,6.)
= PDUF(O, 5*)(IKET‘L(~7(S*) + DSOU)(O, (5*))
= 07

car
PDUF(Oaé*)IKerL(-,(S*) = PL('75*)IK67"L(~,6*) =0

et Dyow(0,9,) =0 (cf. corollaire 3.3.1).
De méme, la différenciation de K (y) par rapport a y, en 0, donne,
K(0) = 0. (4.72)
En effet, avec ¢ = ypq (voir (4.24)), on obtient

. d
K(y) ly=0 = & [PD,F(v,6)(I + Dyw(ep,6))] ly=0
= PD;,F(v,0)[I + Dyw(p,d),¢0 + Dgow(%?)wo + Dsw(p, 6)d(y)] |y=o
—i—PDg(;F(v,(S)[I + Dyw(p,6),9] |y=o

+PDUF(U75)[D<,20<pw((P75)QOO + Di(;w(w, 5)5] ’y:O :

Comme §(0) = 0 (cf. Proposition 3.3.2) et Dwa(gp, o € ZL(KerL(-,04), R(L(+,04)),
donc

"

1
= f (M*)P(QOOIKerL(-,J*)_/O (POIKerL(-,(g*)dx)
= 0,
car selon les hypotheses ,

(0%

Po-Px = 5 (14 @ak,) + é(@k‘ﬂrk‘** + Ok ko) € R(L(:,64)),

2

et de méme

I5] «

[\)

D'olt (4.72).
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Nous calculons maintenant K (0). En dérivant K (y) par rapport & y, on obtient,

. d )
K(y) ly=0 = d—y(PDﬁvF(v, O)[I 4+ Dyw(p, ), p0 + Dyw(p,d)wo + Dsw(p,0)d(y)]) ly=o
d

+d_y(PDg5F(U75)[I +D80w(()075)75]) ‘y:O
d .
+d_y(PDUF(U75)[D<,20<pw((P75)QOO + Di(;w(w, 5)5]) ’y:O

= Z1(0) + Z2(0) + Z3(0).

Nous cherchons, ensuite, a calculer les trois quantités précédemment définies.

Evaluation de Z;(0) = Z1(y) |y=0

Zl(y) = %(PngF(U75)[I +D<Pw(()075)7900 + D¢w(<ﬂ75)<ﬂ0 + DMU(% 5)5(3/)])

- d%(P D}, F(v,8)(I + Dyw(e,8))[o + Dypw(sp, 6)po + Dsw(i, 6)8 ()]

+PD2,F(v,6)(I + Dyu(p, 5>>d—dy 0 + Dyw(p, 8)p0 + Dsw(p, 8)3(y)]

= PDSUUF(U75)[I +wa(ﬁp75)7<ﬂ0 —i—D@w(cp,(S)(po + Dsz(‘Pa 5)5(:1/)7

©0 + Dyw(p, 6)po + Dsw(p, 8)d(y)]
+PD31}5F(7}7 5) [I + wa((pa 5)7 ®o + wa(go, 5)@0 + D(;U)(QO, 5)5(:1/)7 5]
+PD},F(v,8)[D2, w(p,8)po + D2sw(p, 6)3, o+ Dyw(p,d)po + Dsw(p,8)d(y)]

+PD3UF(Ua 5)[1 + D¢w(gp, 6)5
waw(gp, d)eopo + Disw(gp, 5)3005 + Dg(;w(gp, 5)5@0 + Dg(;w(go, 5)55 + Dsw(p, 5)5],

comme w(0,8) =0 V& (voir (3.44) Chapitre 3) et 6(0) = 0 (voir Proposition 3.3.2), alors
d’apres le Corollaire 3.3.1, (D,w(0,d,)¢po = 0), il vient que

Zl(o) = P‘DSUUF(076*)[I7 QDOaQDO] +PD%UF(O’6*)[D<P<Pw(0’6*)900,QDO]

+PD3,F(0,6,)[I, D7 ,w(0,d.)p0p0]

1 1
= f (M*)P(cp%-f—/o wo-Idx) + f (M*)P(wo-Diww(O,é*)wo—/o 00.D,w(0,6.)podz)

1

1
+f (M*)P(I.Diww(O,é*)gpogoo—/ I.Diww(O,é*)gpogoodx).
0

Evaluation de Z(0) = Z»(y) |y=0

Zs(y) = ——(PD3F(v,8)[I + Dow(p,6),6(y)])

d
dy
diy( PD2F(v,8)(I + Dow(p, 6)5(y)

+PD2F (v, 0)(1 +D¢w<w,6>>d—25<y>y
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~ . . €
Pour les mémes raisons que précédemment et en se rappelant que § = < M ), on trouve

que

Z5(0) = PDZXF(0,0,)[I, ]

= [PDXF(0,6,), PD2),F(0,5,)] ( €(0) >

NL(0)
4 2 é
- p(ze*dd4 +2%) f”(M*)P} < z\;?g) )
4 2
= P(2é(0)ex—— +2¢(0 )dd2)+M(0)f”(M*)P.
Evaluation de Z3(0) = Z3(y) |y=0
Zy) = L (PD.F(,5)|DE,0(e. )00 + Diu(e,5))

= PDZF(v,0)[0 + Dyw(s,8))p0 + Dsw(p, 6)8(y), D2 w(i, 8)o + Dypsw(p, §)0]
+PD25F (v,6)[D2,w(ep, 6)p0 + Dypsw(e, 8)0, 0]
+PD F(U 5)[D3 ((pa 5)@0@0 + Di<p5w((p7 5)@05

pppW

+D3 _sw(p,8)p0d + DEssw(ip, 6)00 + D25w(e, 6)d(y)].

En prenant y = 0, il vient que

Z3(0) = PD2,F(0,6,)[¢0, D2,w(0,68.)p0] + PL(.,6,)[D2,,w(0, 8,)powo + DZsw(0,6,)5(0)]

= PD? F(0,6.)[¢o, waw(O, 8+) 0]

1"

1
= f (M*)P(@ODiww(075*)@0_A (PODicpw(Oa(S*)(pde)

car

D3,,w(0,8.)¢0p0 + D25w(0,8.)5(0) € R(L(-,4.)).

En regroupant les calculs de Z1(0), Z2(0) et Z3(0), il résulte que
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K(O) = P‘DSUUF(076*)[I7 QDOaQDO] +QPngF(O’é*)[Diapw(o’6*)900,QDO]

1

"

1

1"

1
1 (M) P(I.D2 (0, 5.) 90 — / 1.D2 (0, 6,)gopodz)
0

4 d2

+P(26(0)€s 7 + 2(0) =) M (0)f"(M,)P.

Puisque K(0) =0 et K(O) = 0, on conclut que, pour y proche de 0, 'opérateur K est

développable comme suite

y2 .
K(y) = K0 +0(y)

et pour finir, on pose
1 -
Ky = 5[( (0) et Ay sareprésentation matricielle dans la base exerr(. 5,y (4.74)

Ce qui permet de conclure sur (4.65). Il reste, maintenant, a calculer les coefficients de
As. Pour ce faire, il suffit de calculer les images de o, et @, par

K(0) € Z(KerL(-,6,), KerL(-,6,))

dans la base eg,r.s,)- En effet, par 'utilisation de (4.73), on obtient

0%

"

1
K(O)p. = f (M*)P[wﬁ-cp*—/o ©5-ps]
1
+2f (M*)P[wo-Di¢w(O,5*)<pocp*—/0 ©0-D2,w(0, 5, )pops]

1"

1
+f (M*)P[SD*-Diww(Oafs*)SDosDo—/0 0+ D2 ,w(0, 8, )00l

d4ap*
* dat

d?p,
dx?

+P(2¢(0)e +2¢(0) + M(0)f" (M,)ps).

(2

= 601 +2f" (M,)Os + f'(M.)O3 + P(2¢(0)eolY) + 26(0)p? + NI(0)f" (M.)py),

ot ©1, O3 et O5 sont données par la Proposition 4.3.2 et f” (M,) = 6 (voir (4.1)). En
plus, selon les hypotheses (4.8)-(4.10), on a

PRe0)c ol + 2600 + NO)f (M)p) = [2€0)e)l — 2600 + N(0)f" (ML) .
[ X2 — e\, . "
= [0S 0 0n)] 6.
= [P0 vp o) 0] o
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Alors, en tenons compte de ’hypotheése (4.24) (c’est-a-dire 2 = 1 — a?) et en regroupant
les coordonnées de chaque vecteur ¢, et . on trouve que

K(O)SD* = A11Px + 421 Psex- (475)

De la méme maniere, on montre que

K(O)SO** = a12¢x + 22 Pxx, (476)
a la seule différence que

2¢(0)

€x

P(26(0)e, ol + 260)0tY + M (0)f" (M) pus) = (p = V/P) + M(0)f" (M.)| P

Ici a1, a12, az1 et age sont données par (4.67)-(4.69). Cela acheve la preuve du lemme.
O

Remarque 4%1

Puisque =
que /p r+1"

étre exprimés en fonction de x comme suit,

(voir (4.12)), alors les coefficients de la matrice As peuvent, également,

(z+1)?
16z(4x — 1)(x — 4)

dz(x — 1)E(0) .
“wrie, T M), (4.77)

3
a1y = 502 + 3+ f"(M,)? [— (212 — 4)a? + 20z]

(z+1)°

T6(dr ~ D)@ 4 (4 +2a’ + 4z —1]

3 9
Ay = —§a2 + 2 + f(M,)?

)
(M= DEO) e aar0), (a)

(x 4 1)%es
et )
5(x +1)
_ - 6 "M 4.79
ai2 a21 Oéﬁ +f ( *) 2(4$—1)($—4) ( )
Ce sont ces dernieres formes qui seront utilisées dans la suite.
Le lemme qui va suivre traite les valeurs propres de As.
Lemme 4.3.2 1 [en a12
Sous les hypothéses du Lemme 4.3.1, le spectre de la matrice Ay = 3 est
a1 a22
donné par
1 2 2
pm=7 (o +agy — ¢/ (a11 — a)? +4ai, |, (4.80)
et
1
H2 =7 (an + ag + \/(au —an)? + 4a%2> . (4.81)
Preuve. La résolution de I’équation caractéristique de A ci-dessous,
2 1 1 2
det(Az = plierr(.s.) = 1° = glan +az)u+ 7 (an1az2 — ajy) =0 (4.82)
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donne les solutions suivantes

1
=7 (an +az — \/(an —a)? + 4a%2> )

et

1
P2 =7 (an + a9 + \/(au —axn)?+ 4a%2> .

Dot (4.80) et (4.81). 0

Les deux lemmes précédemment énoncés montrent que les hypotheses (4.8)-(4.10) sont
suffisantes pour appliquer le résultat de la stabilité réduite donné par le Théoreme 4.2.1.

Théoréme 4.3.1 (Stabilité réduite de la solution bifurquante)

Soit ky = ki +1 et e, = W Sous les hypotheses du Lemme 4.3.1, on suppose que

pe #0, 1 #0 et py # po.

Alors la stabilité (ou I'instabilité) de la solution v(y) bifurquant du point (0, (e, M,)), est
donnée par le signe des valeurs propres perturbées,

{my* +0(y%) |y € (—=m,m)} (4.83)

et
{2y + O(y%) |y € (—72, )} (4.84)

telle que

9(y, u(y)) = det (K(y) — p(W) I kerr(5,)) =0, avec pu(y) valeur propre de K(y).
(4.85)

Ici py et pg sont les valeurs de Ay données par (4.80) et (4.81).

Preuve. La premiere assertion est donnée par le Théoreme 4.2.1. En effet, sous les
hypotheéses du Lemme 4.2.1, V'opérateur K(y) est développable au voisinage de y = 0
comme suit

K(y) = y*Ko + O(y3) Yy € (—7,7) (4.86)

ou

1 .
K2 == §K(0) et A2 == 9 (487)

sa représentation matricielle de la base eg,1(.s5,)- Et comme nous avons supposé que
w1 # 0 et uy # 0, alors d’apres le Lemme 4.3.2, 0 n’est pas valeur propre de Az (ou de
Papplication linéaire K5). Et par conséquent, le théoréme 4.2.1 nous permet de conclure
que, la stabilité (ou l'instabilité) de la solution bifurquante v(y) = ypo + w(ypo, d(y)) est
donnée, a des ordres petits de y, par les valeurs propres de K (y) qu’il nous reste a calculer.
Pour cela, nous rappelons que le calcul des valeurs propres de K (y) revient a chercher les
solutions de I’équation

g(ya //J) = det (K(y) - :U‘IKerL(-,(S*)) = Oa (488)

or par 'utilisation de (4.86), il vient que les solutions de (4.88) sont encore données par

9(y, 1) = det (y* Ko — plgerr.5) + O(y%)) = 0. (4.89)
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Par suite, si on pose Mj, la représentation matricielle de 'opérateur a l'intérieur de
(4.89) dans KerL(-,d.), on a

1 1
§y2a11 —pn+O(y?) §y2a12 + O(y?)
M, = . (4.90)
1 1
5@/2%1 + O(y?) 5@/2%2 —p+0(y?)

Donc les solutions de (4.88) sont finalement données par

1

1
gy, p) = p® — 5( 11+ ag2)y*u + Z(anam —afy)y* + R(y,u) =0 (4.91)

R(y,u) = nO(y°) + O(y°) . (4.92)

Grace au polygone de Newton (cf. Chapitre 1) et au fait que ¢(0,0) = 0, nous faisons le
changement de variable suivant,

p=1vy*n VieR. (4.93)
Ainsi, (4.91) devient,
9y, 1) = y*a(y, 1) = 0, (4.94)
ou g est donnée par
o o 1 _ 1 9 _
9y, p) = A" = glan +axn)i+ (anaz —aty) + Ry, ) (4.95)
et
Ri(y, i) = 1 O(y) + O(y) - (4.97)

De ce fait, il s’ensuit que les solutions non triviales de (4.91) sont obtenues par résolution
de I’équation
3y, i) = 0. (4.98)
D’autre part, par (4.97), on trouve que
Rl(O,,ul) =0 et Rl(O,,ug) =0. (4.99)

D’ou (0, 1) (ou (0, u2) ) est une solution triviale du probleme (4.98). De plus, comme

Dag(y, 1) |y, i)=(0,u1)= H1 — 2, (4.100)

est une quantité non nulle car puy # po. Il résulte alors que (par utilisation du théoréme
des fonctions implicites)

f=p(y) Yy € (=m,m1) et [(0) =p. (4.101)
En substituant ce résultat, dans (4.93), on conclut que
p=uly) =y*ily) Vye(-m,m) et p(0)=0. (4.102)

Par ailleurs, la fonction fi est au moins de classe C'(—7,71) ( méme régularité que g,
d’apres le théoreme des fonctions implicites), alors elle peut étre développable a l'ordre 1,
comme suit,

i(y) =+ O(y) . (4.103)
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En remplagant, en retour, (4.103) dans (4.102), on trouve que

u(y) = my* +0(y%) . (4.104)

D’ou le résultat (4.83). Le résultat (4.84) est obtenu en inversant les roles de u et po dans
(4.101). Ce qui acheve la preuve du théoreme. O

Remarque 4.3.2
1. 71 et 7o donnés dans le théoréme précédent, sont nécessairement plus petits que T
du Théoreme 3.3.1.

2. Pour connaitre la stabilité linéaire de v(y), il est nécessaire d’étudier les signes de i
et Ha.

Dans la suite, nous poserons
Q(z, M2, ) := pu1.iz (4.105)

ot x = 0% = <k*
k**

Ainsi, le but de la section qui va suivre est d’effectuer une étude de la fonction Q(x, M2, ")

précédemment définie, pour a € [—1, 1]. En d’autres termes, nous allons tenter de déterminer

les valeurs des parameétres pour lesquels les solutions bifurquantes du probleme (4.4),

données par le Théoreme 3.3.1, sont stables (ou instables).

2
> , M, et a sont respectivement donnés par (4.11), (4.9) et (4.24).

4.4 Stabilité des solutions bifurquantes

Comme on peut le voir, dans le Théoreme 4.3.1, la stabilité (ou l'instabilité) linéaire
des solutions bifurquantes v(y) du probléme (4.4), données par le Théoréme 3.3.1, dépend
des signes des valeurs propres p1 et ps de As (ou de lopérateur Ky, voir Lemme 4.3.2).
Cependant, la complexité des coefficients de la matrice Ao, nous dispense de nous attaquer
directement aux études des signes de ses valeurs propres. Toutefois, pour contourner cette
difficulté, nous avons choisi d’étudier son déterminant Q(z, M2,-), en fonction de «, pour
le couple (z, M2) fixé dans |1,4[x]0, +oo[. Cette étude non suffisante dans le cas de la
stabilité est exhaustive pour conclure dans le cas de l'instabilité.

En utilisant les définitions de u; et po, données dans le Lemme 4.3.2, il vient que le
déterminant ) défini en (4.105), peut encore étre vu comme

1
Q(ﬂf,Mf,Oé) =1 (anaz2 - G%Q) ) (4.106)

ol ajy, ag et ajg sont donnés par (voir la Remarque 4.3.1)

" 2
ai] = qu + 34 f(M,)? 16:6(4; —+11))(a: Y [—(21z — 4)a® + 20z]
et ! (M,)M(0),  (4.107)
(z +1)?

o = —got 43+ fO) (4 20)0 + (d - )]

16(4x — 1)(z — 4)
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5(x +1)2
_ _ 6 "M 4.109
a2 a1 Oéﬁ + f ( *) 2(4.%. _ 1)(1_ _ 4) ( )
D’autre part, comme (voir Théoréme 3.3.1)
£(0) = S (Ae® + B), (4.110)
8\/p
et 1
. )
M(0) = SIL (Co” + D), (4.111)
ou A, B,C et D sont données par
x+1)2 (—227 + 61z — 2)
A:= Az, M?) =2 M2(
@ M) = 2 M =1
(4.112)
+1)? (4z — 61)
B = Blo,M?) — 14 12
(w, M) TS )@ o)
) 0+ 1) (@ 1) (1a? )
rz—1 z+1)(x—1) (4 — b7z + 4
= M?) = -2 M?
¢ = Cla, M) :U—i—1+ * x(4x — 1) (z —4) ’
(4.113)
x4 2 (z+1) (—42? + = — 60)
D := D(x, M2) = -2 2
(@, M) z+1l 0 Gr-D(@—4)
alors nous pouvons réécrire les coefficients aq1, age et ajo sous les formes suivantes :
ap; = T'a?, (4.114)
agy = Ta(a? — 1), (4.115)
et
aljo = oy 1-— 042P3 (4.116)
avec ( 2
+1
Ty(z, M2) =3 —3M2 22 4.117
To(z, M2) = —3 — g2 @+ (4.118)
2 4y * /) — * 2(56 — 4)5 .
90(z + 1)?
Dy(x, M?) =6 + M? . 4.119
De ce fait, on a
1
Q(x, M%) := 1 (T1T2 +T5) o? (@® - 1). (4.120)

Autrement dit il s’agit d’étudier pour (x, M2) fixé dans ]1,4[x]0, 4+o0[ la fonction
Q(.YJ,ME,) : ]_171[ - R
a = Qa, M a).

Afin de simplifier les notations, dans la suite, nous considérerons M? au lieu de M? et
on se limitera & prendre x dans |1,4[ et a dans ]0,1[ car Q(z, M?, —a) = Q(x, M?,q)
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(autrement dit, Q(z, M2, ) est paire). On signale que le choix de I'intervalle de = n’est pas
sans intérét, car d’un point de vue pratique, c’est dans ce dernier intervalle que l'on a le
plus de change d’obtenir une solution triviale stable (voir Proposition 4.1.2). Nous nous
intéressons désormais & 1’étude de la fonction Q(x, M?,-) définie par (4.120). On pose,
pour plus tard

o= oz, M?) =TTy + T3 (4.121)
et on donne un lemme relatif a ’étude du signe de o qui sera d’une grande utilité dans la
suite.

Lemme 4.4.1

Soient (x, M?) € ]1,4] x |0, 4+o0[ et Jy, J2 :]1,4[—]0, +o00[ deux fonctions définies par

Ji(z) = 236(4%_: 1()35 —4) _bl(xgix) ) (4.122)

et
2x(4x — 1)(z — 4) | —bi(x) — /h(zx)
(x +1)2 ba(x)

ot by, by et h sont définies en (4.126)-(4.128).

Jo(x) = (4.123)

1. Si M? € )Ji(z), Jo(x)[ alors o < 0.

2. Si M? ¢ 1Jy(x), J2(z)| alors o > 0.

Preuve. En effet, pour tout z fixé dans |1, 4], on va regarder o(z,+) comme une fonction
de la variable M? définie par
o(x, M?) = (I'1Ty +T'2)(z, M?). (4.124)

Apres avoir remplacer I'1, I's et I's par leurs expressions respectives, il vient que :

+ 1)251 (1‘) (.%' + 1)462(1')
M2 =934 & M? M4 4125
o(@, M%) Tl D@9 T2 12w -4y (4.125)
ou by, by, h :]1,4[— R, sont données par,
by(z) = —22% 4 121z — 2, (4.126)
ba(z) = w(4z* + 3583z + 4) (4.127)
et
h(z) = b3(x) — 3by(x) = 4(z? — 12423 + 97522 — 124z + 1) (4.128)

On montre, sans difficulté (voir Proposition 3.4.2) que toutes les fonctions définies ci-
dessus, sont positives sur |1,4[. Ainsi, si nous regardons ’équation ci-dessous, en fonction
de la variable M?

oz, M?) =0, Y(x, M?) € ]1,4] x ]0, +o0], (4.129)
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il vient, au regard de la positivité de h, qu’il existe Jij(xz) € R et Ja(x) € R, données
respectivement par (4.122) et (4.123), telles que o(z,-) puisse s’écrire sous la forme

9(x + 1)*ba(x)

M?) =

o M) = Tt =12 - 1) (
La conclusion vient du fait que Ji(-) et Ja(-) sont positives sur |1,4[. En effet, par (4.122),
on a

M? — Ji(z)) (M? = Ja(2)) . (4.130)

Ji(z) >0 &

20(4dx — 1)(z —4) | —bi(z) + \/h(x) =0
CESIE )

—bi(z) + /h(x) <0
bg(x)

< Vh(z) <bi(z) car ba(z)>0

& —=3by(z) <0 car bi(z) >0,

=4

cela est vrai car by est positive sur |1,4[. Par conséquent, J; est positive sur |1,4[. Et
comme Jo(x) > Ji(x), alors on en déduit que Jo l'est aussi. D’ou

o si M? € 1Ji(x), Jo(z)| alors o(z, M?) < 0,
o si M? ¢ 1Jy(x), Jo(z)] alors o(z, M?) > 0.

ce qui acheve la preuve du lemme. O

D’ou le théoréme suivant.

Théoréme 4.4.1 (Théoréme du signe de Q)
Soit x €]1,4[ , Ji et Jo les fonctions respectivement données par (4.122), (4.123) et a €
10,1].

1. si M? € ]Jy(x), J2(z)[ alors Q(z, M?, ) > 0,

2. si M? ¢ 1J1(x), Jo(z)[ alors Q(x, M?,a) < 0.

Preuve. Pour démontrer ce théoreme, nous étudierons, en fonction de a0 €]0, 1], le signe
de la fonction Q(x, M?,-) (voir (4.120)) que nous rappelons encore ici,

1
Q(z, M?, a) = 1 (T'1T2 +T3) o? (@ — 1) (4.131)
Dans un premier temps, on a le résultat suivant
Q(x, M?,0) = Q(x, M?,1) = 0. (4.132)

En effet, ce résultat découle de la définition Q(z, M2, ). Pour le reste de la preuve, il suffit
de remarquer que

sign@Q(z, M?, o) = —sign (I'1 Ty 4+ I'§) = —Signo. (4.133)

Ainsi, grace au Lemme 4.4.1, il vient que
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1. si M? € |Ji(x), Jo(x)[ alors Q(z, M?,a) >0, Va €]0,1],

2. si M? ¢ 1Ji(x), Jo(z)] alors Q(x, M?,a) <0, Va €]0,1].

Ce qui acheve la preuve du théoréme. O

Comme nous ’avons dit, dans I'introduction de cette section, ’étude du signe de @ n’est
pas suffisante pour conclure dans le cas de la stabilité. Pour y parvenir, il est nécessaire
de connaitre le signe de p1 (ou de pg2).

Soit (z, M?) €]1,4[x]0, +o00[, on rappelle que

Q(z, M?, @) = pu1.pa, (4.134)
ou u1 et puo sont données par
1 : 5 1
p =7 M1+ T2)a” =Ty~ \/((P1 —Ty)a? 4+ T2)” +4a?(1 — a?)l (4.135)
et ) )
p2 = i Ty +T9)a? — Ty + \/((Fl —Ty)a? +Ts)? + 4a2(1 — a?)I2 (4.136)

avec I'; j—1 2,3 définies par (4.117), (4.118) et (4.119).

Une conséquence des définitions ci-dessus est que nous pouvons maintenant définir z,
T'ig et T'yg respectivement par

Iy
20 = , car I'1+7T 0, 4.137
=TT, 1+ # ( )
et
2(x — 4
Tyo(z) = —% ( c’est la fonction d’annulation de I'y). (4.138)

On a la proposition suivante.

Proposition 4.4.1
Soient Jy, Jo et I'yy les fonctions définies respectivement sur |1,4[ par (4.122), (4.123) et
(4.138). On a l’assertion suivante

Jl(.%') < JQ(I’) < Fgo(m') YV 6]1,4[. (4.139)

Preuve. Puisque selon le lemme 4.3.1, Ji(x) < Jo(x) Vz €]1,4], alors nous allons juste
montrer que
J2($) < on(x) Vo 6]1,4[.

En effet, en utilisant les définitions (4.123) et (4.138) on obtient,

242 — )(z —4) |abi(z) + z/h(z) 1
(z+1)? ba(x) doe — 1

Jo(x) —To(z) = —

ou by, by et h sont données par (4.126), (4.127) et (4.128). Ainsi,

Jo(z) —Too(x) <0 & z(dr — 1)bi(x) — bo(x) < —x(4x — 1)\/h(z), car ba(x) > 0.
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Comme z — —z(4z — 1)y/h(x) est trivialement négative sur |1, 4], alors il est nécessaire
d’étudier la fonction g : R — R donnée par

g(x) = x(4x — 1)by(z) — ba(x).
En utilisant les définition de b; et by on trouve que
g(z) = —2x(423 — 2412% 4 1856 + 1), (4.140)

et d’olt on conclut que g est négative sur |1, 4[ car x + 42% — 24122 + 18562 + 1 est positive
sur ]1,4[. Par conséquent,

Jo(x) —To(x) <0 & g(x)* — 2?4z — 1)*h(x) > 0
& 4o (4a? + 3583z + 4)(4x — 31)2 > 0,

cela est vrai V z €]1,4[. D’ou le résultat (4.139). O

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le théoréme de stabilité des solutions
bifurquantes v(y) en fonction des données du probleme.

Théoréeme 4.4.2
Soit ky = ki +1 et €, = W On pose x = k%jl et on suppose que

(a2, M2) 2 ( 4z% — 31z (4 —1)(z — 4))

402 =62z +4°  15(z + 1)2

1. si M? < Jy(z) alors p1 < 0 < pg et v(y) est instable,
2. si Ji(x) < M? < Jo(x) alors pg > 1 > 0 et v(y) est stable,

3. si Jo(w) < M? alors 11 < 0 < o et v(y) est instable.
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"\ ZONE DE STABILITE DE LA SOLUTION BIFURQUANTE
O T T T
u1<0 et v(y) est instable
0.05— 1
0.1 1
u1>0 et v(y) est stable

0.15— 1

u1<0 et v(y) est instable
0.2 1

—J1
0.25 I I I I I

1 1.5 2 25 3 3.5 4

FIGURE 4.2 — Résumé graphique de la zone de stabilité de la solution bifurquante

Preuve. La preuve du Théoreme 4.4.2 se limite a ’étude de la fonction zy donnée par

(4.137). Car les signes de uj et ps dépendent de cette fonction. Néanmoins, on rappelle
42? — 31 4z —1)(z — 4

que 'hypothese (a2, M2) # <4x2x— e j_ T —( gi&’)(m )—i(—xl)Q )> Vz €]1,4] est équivalente

a 'hypothese p1 # po sans laquelle le resultat de stabilité, donné par le Théoreme 4.3.1

ne peut étre prouvé.

Etude de Ty pour (z, M?) €]1,4[ x ]0,+00[. On rappelle que

Doz, M?) = -3 — 3M2%. (4.141)
D’ou
To(z, M2) = 0 <= M? = T'pg(z) = —%. (4.142)

Comme I'yg est trivialement positive sur |1, 4[ alors,
o si M? < T'yg alors I's < 0,

o si M2 > Ty alors T's > 0.

Etude de T'; + ' pour (x, M?) € ]1,4] x ]0,+00[. Des définitions (4.117) et (4.118) il
vient que
2 (4 1)z —1)

(Ty +T9) (2, M?) = —6M (i~ D@ _4)

(4.143)
Donc
(T +To)(2, M?) > 0 V(z, M?) € ]1,4] x |0, +o0] . (4.144)

L’utilisation des définitions (4.135) et (4.136) nous permet de donner la conclusion partielle
suivante
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o si M2 < Tyo(x) alors 29 < 0 et g >0

o si M2 > T'gg(x) alors zp > 0 et v(y) est instable car d’apres la proposition 4.4.1 et
le Théoreme 4.3.1, Q(z, M?, &) = pypo < 0.

Le premier cas donne que, pour tout M? < I'sg(x), alors
Signu; = SignQ(x, M?, a). (4.145)

Et par suite, on a d’apres le théoreme 4.4.1,

1. si M? < Ji(z) alors g < 0 et v(y) est instable,
2. si Ji(z) < M? < Jy(x) alors py > 0 et v(y) est stable,

3. si Jo(z) < M? alors py < 0 et v(y) est instable.

Ce qui acheve la preuve du théoréme. O

4.4.1 Tests numériques

L’objectif de cette partie est d’illustrer, a ’aide des simulations numériques, la stabilité
linéaire des solutions bifurquantes, énoncée dans le Théoreme 4.4.2. Pour ce faire, nous
nous donnerons quelques valeurs du paramétre M? fixé dans lintervalle |Ji(z), J2(z)]
(car, ici nous sommes juste intéressés par les valeurs permettant d’avoir les solutions
bifurquantes stables) et x €]1,4[ (voir le Lemme 4.4.1). Ensuite, dans chaque cas, on
formera, pour « fixé dans |0, 1] la solution bifurquante

uo(z) = M(y) +y(acos(kemz) + 1 — a2 cos((ks — 1)mz)) voir Théoréme 3.3.1 (4.146)

ou
_ 1 2y 2 21y, 2
M(y) = M+ =—(Cla, M?)o? + Dz, M2))y
et
€y

e(y) = ex + (A(x, M*)a? 4 B(z, M?))y?

16,/p
(voir (4.112) et (4.113) pour les définitions de A, B, C' et D) et y sera prise proche de 0.
Pour finir, on calculera, grace au programme Scilab utilisé dans [30], la solution du
probleme d’évolution suivant

% = e(?m(GZ(?mmu +2e0pu + f(u)), (z,t) € Qx(0,00)

Optt = Opgptt = Opggazu = 0, sur 9Q x (0, 00) (4.147)

u(0) =ug dans L2((0,1)),

ou la donnée initiale u(0) est exactement la solution bifurquante formée en (4.146). Ainsi,
si aprés un test numérique, d’environ 107!, la solution calculée, que 1’on notera .y, (et
qui sera de couleur bleue sur toutes les figures) reste suffisamment proche de ug (dont
le profil sera de couleur noire), alors on pourra conclure que le résultat numérique est
conforme au Théoréeme 4.4.2.

Dans la suite, les figures seront organisées de facon suivante : Pour z et M? fixés,
nous regrouperons les données des parametres et les tests numériques de chaque solution
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calculée, dans un tableau de synthese, lequel sera lui méme accompagné des figures que
'on obtiendra. Plus précisément, nous avons choisi, de facon arbitraire, le couple (z, M?)

dans {%, 2_4117 %} X {%, 24—5, % et ensuite, nous avons construit les tableaux suivants en
nous servant des résultats théoriques obtenus dans le Chapitre 3 et le Chapitre 4.
a | m(a) | vy M (y) e(y) Tests Energies
fig4.2 [ 0.7 0.5 [ 0.06 | 0.2820329315 | 0.1558526421.10~ ! | 4.233.10716 | 0.0259240
fig 4.4 | 0.3 ] 0.125 | 0.06 | 0.2819362676 | 0.1560010827.10~ " | 5.832.10~16 | 0.0259049
fig4.3 | 0.4 | 0.22 | 0.06 | 0.2819531837 | 0.1559751056.10~ ! | 7.311.10~ ' | 0.0259050
fig4.5]0.9] 02 |0.06|0.2821102625 | 0.1557338896.10~% | 6.119.10~° | 0.0259389
TABLE 4.1 — Tableau de synthese pour x = %, M? = % et r= —%;’g
a | m(a)| vy M (y) e(y) Tests Energies
fig4.7 08| 04 |0.06]0.3996419866 | 0.1394765747.10~2 | 6.305.10~ 17 | 0.0468046
fig 4.8 | 0.9 | 0.224 | 0.06 | 0.3996599949 | 0.1391748303.10=2 | 5.880.10~ 1" | 0.0468092
fig 4.6 | 0.5 | 0.314 | 0.06 | 0.3996006733 | 0.1401688118.10~2 | 6.198.10~ 1" | 0.0467934
TABLE 4.2 — Tableau de synthese pour = = %, M? = % et r= —%
a | p(a) | y M(y) e(y) Tests Energies
fig4.9 | 0.4 | 0.14 | 0.06 | 0.4268506546 | 0.9192277989.102 | 1.104.10~'¢ | 0.0487265
fig 410 | 0.6 | 0.26 | 0.06 | 0.4268713030 | 0.9192188101.103 | 8.249.10~ 7 | 0.0487324
fig4.11 ] 0.5 | 0.2 | 0.06 | 0.4268599464 | 0.9211774068.103 | 5.145.10~ 7 | 0.0487292
fig 412 [ 0.35 | 0.11 | 0.06 | 0.4268467829 | 0.9234475983.10~2 | 5.561.10~1¢ | 0.0487254

TABLE 4.3 — Tableau de synthese pour x =

0.38
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FIGURE 4.3 — Solution stable pour x = % et a=0.7
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0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

FIGURE 4.4 — Solution stable pour x = % et a =04

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

FIGURE 4.5 — Solution stable pour x = % et a=0.3
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= 0.30

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

FIGURE 4.6 — Solution stable pour z = % et a=0.9

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

FIGURE 4.7 — Solution stable pour x = % et a=0.5
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0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

FIGURE 4.8 — Solution stable pour z = % et a =0.8

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

FIGURE 4.9 — Solution stable pour x = % et =09
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FIGURE 4.10 — solution stable pour x = % et =04

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

FIGURE 4.11 — solution stable pour x = % et a =0.6
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FIGURE 4.12 — solution stable pour x = % et a=0.5

FIGURE 4.13 — solution stable pour x = % et a =0.35

Dans le graphique ci-dessous, nous avons perturbé la solution bifurquante v(y)(profil
noir) par le terme 107! cos(kmx). Cela nous a donné une solution perturbée que nous
notons 0(y) (profil rouge). Afin de vérifier la stabilité, nous avons lancé le programme
en partant tres proche de la solution perturbée o(y). Le résultat obtenu montre que la
solution numérique converge bien vers la solution bifurquante.
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0.304

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

FIGURE 4.14 — solution stable perturbée pour = 2 et a = 0.9, Test=>5.781.10"16

[

Pour réaliser des simulations ci-dessus, nous avons fait un choix totalement arbi-
traire des valeurs des parametres. Plus précisément, nous avons pris x € {%, %, %} et
M? e {%, %, 2%} Les figures données ci-dessus montrent bien que les résultats obtenus
numériquement sont correctement approchés par les solutions bifurquantes ug(y) (voir
(4.146)). Ce résultat significatif laisse entendre qu’en plus des résultats obtenus lorsque
dimKerL(-,6,) = 1, les solutions obtenues par l’analyse développée dans cette these le

sont aussi, du moins par leurs propriétés de stabilité.

Remarque 4.4.1

Par analogie, il est possible d’obtenir des solutions bifurquantes instables. Par exemple

pour x = % et M? = % on obtient pour

uo(x) = M(y) + y(0.5 cos(3mx) 4+ 0.5 cos(2mz)) (4.148)

dans le probléme (4.147), le résultat suivant
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0.1

0.2

0.3

0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

9

FIGURE 4.15 — solution instable pour z = £ et a = 0.5.

4
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Chapitre 5

Etude des solutions bifurquantes :

Cas particulier £k, = 2k, et
k* — Bk**

Les résultats obtenus dans les Chapitre 3 et 4 sont en partie, possibles grace aux
hypotheses faites sur k, et k... A savoir,

ko # 2k et Ky £ ki (5.1)

La question est maintenant de savoir ce qui se passerait si I'une de ces conditions n’était
pas satisfaite. En d’autres mots, existe-t-il des courbes de solutions non triviales lorsque
ki = 2k et ki = 3ky 7 On signale, toute de méme, que ’hypothese (5.1) a été nécessaire
pour faire ’étude des variations des branches de solutions, et non pour prouver leurs
existences. Dans la suite, nous ferrons une analyse intégrale du premier cas et nous nous
limiterons a prouver l'existence des solutions non triviales dans le second. Comme dans le
chapitre 3, nous posons

5= (e, M). (5.2)

5.1 Analyse spectrale de L(-,6,) pour k, = 2k,, et k. = 3k,

Il est important de souligner que le résultat que nous souhaitons établir ici est un cas
particulier du chapitre 3. Pour cette raison, nous rappelons, en plus de (5.1), les hypotheses
qui ont rendu possible les résultats importants de ce dernier chapitre.

(H4) Soient 1 < kyy < ki et r < 0 fixés. (5.3)
(H5) Soient € >0 et M € R* vérifiant
(Mp, — D2+ 7 +3M?* = (eMp,, —1)> +7+3M*>=0. Onpose p=—3M? —r,
(5.4)
(H6) De plus, on suppose que 0 <p <1 et KerL(:,0s) =< @, , Pr.. > . (5.5)

Dans ce chapitre, on supposera encore que ces hypothéses sont vraies. Par contre dans
la suite, on travaillera avec les conditions

by = 2k et Ky = 3kys (5.6)
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Remarque 5.1.1
Pour k., = 2k, et k. = 3k4 le paramétre p est égale a % (respectivement ;—g) Car selon
I’hypothése (5.4), on peut voir que

6:14-\/]_9:1—\/]_9
Ak Y

* *

Et en utilisant la condition (5.6), il vient, par exemple que

2 2
Ko Ko 4-1 3
(&) +1 (F) +

Nous rappelons que le but dans cette section est de calculer les branches de solutions
bifurquantes du probléeme de bifurcation qui consiste a trouver (v,e) € V x (0,4+00) tels
que

€ Ongaat + 26050 + f/(M)v + @(v2 - / vidx) + %(03 - / v3dr) =0 (5.8)
Q Q

Dans la suite nous diviserons la partie de gauche de 1’équation (5.8) en deux parties
et on pose ] )
L(-,6) : Vo = LA(Q), v+ €0pppav + 2€0p50 + f/(M)v (5.9)

N(,0): Vo= L2(Q), v @(zﬂ - /91)2(156) + w(v:’z - /Qv?’dx). (5.10)

O L2(Q) et Vp sont donnés par

Vo ={u e HY(Q)|0,u = Oppou =0 sur 0Q}

L2(Q) = {v e L*(Q)| / vdr =0}
Q
Vo =VonL*(Q).
Finalement nous définissons, comme nous 'avons déja fait dans les chapitres précédents
F:Vyx(0,00) x R = L}(Q), (v,8) — F(v,€) = L(v,0) + N(v,9).

Ainsi, au lieu de (5.8), nous considérerons désormais le probleme qui consiste a trouver
(v,9) € Vo x (0,00) x R* tels que :

F(v,6) =0 L2*(Q). (5.11)

De plus, selon la Proposition 2.2.1, nous savons que l'opérateur L(-,d) admet une base
orthogonale de vecteurs propres

i =cos(km), k=12,.. (5.12)
Pour les valeurs propres
pr = (X — 1) —p, k=12 .. (5.13)
ou
p=1—f(M)=-3M*—r et M\, = (kr)> (5.14)
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5.1.1 Résultats préliminaires

On rappelle que de (5.3)-(5.5), les solutions du probléme spectral pour 'opérateur
L(-,6), avec les conditions homogenes aux bords de Neumann sont données par :

=(eNi— 1) =p, k=1,2,..
e = (€A, —1)" —p (5.15)
or(x) = cos(kmzx), k=1,2,..
Ainsi, pour k > 1, le noyau de L(-,d) est obtenu par :
1+ 1-
=0 e:=¢ €4 \/ﬁ; \/ﬁ} (5.16)
Ak Ak

Afin de simplifier les écritures, on adoptera pour k = k, fixé, les notations suivantes :
€ = €y A= Ay, P 0= Ok, Pax = Pk, 6 Ok = (€4, My). (5.17)

Comme la suite de vecteurs propres donnée par (5.15) de L(-, 8, ) est compléte dans L?(9),
alors on a les décompositions spatiales suivantes :

L*(Q) = KerL(-,6,) ® R(L(-,5.)) (5.18)
et
Vo = KerL(-,6,) & <R(L(-,6*)) N VO> . (5.19)
Ou
Pv :=2(v,04)20x + 2(V, Pux )2Psx, YU E LQ(Q) et Q=1—P (5.20)

sont les projections induites par la décomposition (5.18) et § = (e, M). D’ou la solution v
peut s’écrire de maniere unique comme

v=Pv+(I—-P)v=9p+w avec ¢ € KerL(-,6,), et weE (R(L(-,(L)) N VO> . (5.21)

De ce fait, il résulte que les solutions du probléme (5.11) sont données par le systéme
suivant :

0
0 (5.22)

{ PF(p+w,d) = P(L(¢,0) + PN(p +w,0)) =

Pour appliquer la méthode de réduction de Lyapunov-Schmidt au mieux, nous posons

© =ypy avec Py = ap, + Bee tel que o + B2 =1, (a,B) € R* x R*. (5.23)

Projection sur R(L(-,d.))

Par la méthode de Lyapunov-Schmidt et le théoréeme des fonctions implicites, pour
(v, w,d) proche de (0,0,0,), la deuxieme équation (5.22) est équivalente &

{ w = w(p,d), ¥(¢.8) € U x V C Ker(L(-,8,)) x R? (5.24)

w(0,d,) =0

ou U x V est un voisinage ouvert de (0,0, ). De plus w a la méme régularité que F et est
définie d’un voisinage de (0,0,) a valeurs dans R(L(-,d,)). Comme c’est I'unique solution
locale alors on a aussi :

w(0,8) =0, V6 ~ 5. (5.25)
On notera, comme dans le chapitre 3, par Ie,(L(.s,)) 'opérateur identité de Ker(L(-,d)).
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Projection sur Ker(L(-,d,))
Des relations (5.22) et (5.24), on définit par @ la fonction suivante
®(p,8) = PF(p +w(p,d),8) = PL(p + w(p,d),8) + PN(p + w(p,d),d). (5.26)
En plus, d’apres (5.22) et (5.25) on a
$(0,0) =0, VéeV. (5.27)

Ce qui donne la solution triviale du probleme

O(p,0) =0 @eUCKerL(-,d,) et 0€V C|0,+oo[xR", (5.28)
et permet d’écrire & comme suit
- 1 g . 1 -
D(p,0) = / a@(tap,é)dt = / D,®(tp, 6)edt. (5.29)
0 0
En posant ¢ = ypg (voir hypothese (5.23)), il résulte alors que
1
B(u0.8) =y | Dobltyen oot = y9(s.0) (5.30)
avec )
8(1.8) = [ Dobltyen.d)uit. (531)
0

D’ot les solutions non triviales du probleme (5.11), sont désormais obtenues par le probleme
suivant

yeR, §~d,, ®(y,0)=0. (5.32)

5.2 Existence des branches de solutions pour k, = 2k,.,

Pour que (0, é,) soit un point de bifurcation du probleme (5.32) il suffit que 'opérateur
Ds®(0,0,) soit inversible. On rappelle que d’apres le Lemme 3.3.1 et la condition (5.6) la

représentation matricielle A, g de Ds®(0,6,) dans les bases eg2 = << (1) > ; ( (1) >> et

CKer(L(-5.)) = (Px; Pxx) est donnée par

2 (Dwé(o, 5+)0, gp*)Q 2 <D¢M<i>(0, d+) o, %)2
Aap =
2 <Dtpe(i)(055*)900590**>2 2 <D¢M(i)(0,6*)g00590**)2
48 "
M.
5T af (M)
12 "
— M.
e, Bf (M)
En notant D, g le déterminant de A, 5. Il vient que
120£ﬁ "
Dy s = 5 f (M), (5.33)

Et comme D, g est non nul par les hypotheses (5.3)-(5.5) et (5.23). Alors on a le théoreme
suivant.
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Théoreme 5.2.1
Soit ks, ks, €x, My et p satisfaisant (5.3)-(5.5), a et B vérifiant (5.23), alors
e (0,0,) est un point de bifurcation de (5.32)

e Il existe 7 > 0 et une unique courbe de solutions non triviales de classe C? en (0, 6,)
et définie par

{(v(),6(y)) \y € (=7,7) et (v(0),6(0)) = (0,0.)}. (5.34)

telle que F(v(y),0(y)) =0, Vy € (—7,7) et 0(0) = po = aps + Bpus.

De plus, si 'hypothése (5.6) est satisfaite, alors € et M sont dérivables par rapport a
y et on a

_ 5e.f (M,)(302 — 1)

¢(0) 5o (5.35)
et
a2
M(0) = —%. (5.36)

Preuve. La preuve des deux premiers points, a savoir :
e (0,64) est un point de bifurcation de (5.32),

e il existe 7 > 0 et une unique courbe de solutions non triviales de classe C? en (0, d,)

par {(v(y),d(y)) \y € (=7,7) et (v(0),6(0)) = (0,0.)},
est donnée par le Théoréeme 3.3.1 (voir Chapitre 3). D’ot, grace au théoreme des fonctions
implicites, les solutions bifurquantes donnée par la courbe ci-dessus, vérifient

{ §=46(y) et 6(0) =4,
D(y,

5(y)=0,Vye(-771) (5.37)

Il reste & prouver (5.35) et (5.36). En effet, par le théoreme des fonctions implicites,
0 = (e, M) est infiniment dérivable par rapport a y. Ainsi, en dérivant la relation (5.37),
on obtient

d%@@,é(y)) yeo = Dy®(y.6()) + DsB(y, 6(1)5(w) [yo

— D,®(0,6,) + Ds®(0,8,)5(0) = 0. (5.38)

Autre part, on a
1 ~
D3 o = [ Dy(Dybltupo.)p0)dt |y
0
1
— [ D205 oo it ymo
0
1 2 jnd
= §DW‘1>(0’5*)[800,900]
1
= §ngF(075*) [©0, o]
En effet, par la définition de ® (voir (5.26)), on a

D,®(¢,8) = PD,F(v,8)(I + Dyw(p,?)).
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Et par suite

Di¢<i>(go, §) = PD2F(v,8)[I+ Dyw(yp,d),I + Dyw(p,d)] + PD,F(v, 5)Dzww(g0, J).

Pour (¢, ) = (0,0.) on obtient
D3,@(0,0.)[w0, wo] = PDy,F(0,6:) [po, vo]

1
= f”(M*)P(sog—/O pod)

car selon le Corollaire 5.1.1
Dow(0,6:)p0 =0 et PDy,F(0,0,)D} w0, p0] = PL(D} w0, o], 6+) = 0.

Comme Ag,p est la représentation matricielle de I'opérateur Ds®(0, 6,) dans les bases

1 0
e (( 0 > ;< 1 >> et exen(r(a)) = (Pr Pes)

et
2 2 o? 52
90 = (e + Fou)” = o (L + pan) + B b + b)) + 5 (14 021 ).
Alors par (5.6), il vient que
2 2 o? 52
0o = (s + Bpsx)” = 7(1 + Oar,,) + aB(Psk,, + Pr,.) + 7(1 + Yok, )-

Et par utilisation de la relation (5.38), on trouve 'égalité suivante

A (53 ) = =300 (05 (5.39)

La définition de A, g donne le systeme (5) suivant :

S E(0) + " (M)NE(0) = — 5 (M)
125 . ) (5.40)
5o 0) + Bf" (MM (0) = —5 " (M.)ap.

En multipliant la premiere équation par [ et la deuxieme par —« nous trouvons que

_ Se.f (M,)(302 — 1)

€0) 48«

On trouve 'expression M (0) en remplacant, simplement le résultat de €(0) ci-dessus dans
I'une des deux équations du systeme (S5). O

Nous allons maintenant donner un résultat relatif a I’étude du signe du rapport %.

Proposition 5.2.1
Sous les hypotheses du Théoreme 5.2.1,
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1. Si« €]0, \/—[ alors M(((;) > 0 et sign(e — €,)=-signy

o siy < 0 alors € > e,
e siy >0 alors € < ¢,.

2. Si 6]% 1] alors % < 0 et sign(e — €,)=signy.
e siy <0 alors € < ¢,

e siy > 0 alors € > ¢,.

De plus, le rapport (é)) est croissant et on a

d [ M(0) 48 N
( ) S0 >0 Va€o,1]. (5.41)

da \ €(0) «)(Ba? —1)2
En tirant y dans I'expression de €(y) et en le remplacant dans M (y), on obtient
M(0)
€(0)

Preuve. La preuve est triviale car d’apres le Théoreme 5.2.1 et y proche de 0, on peut
développer les parametres de bifurcation comme suit

c(y) =+ €0y +O0((v*) et M(y) =M.+ M©O)y+O((v*)) -

M(y) = M, + (e —e)+O(((e — e*)z)) . (5.42)

Remarque 5.2.1
Avec f"(M,) = 6M,, les valeurs limites du rapport % sont

e a— 0= M(((;) — =
o a— 1= M(((;) — —25EfM*.

a—1/V3eta<l1/V3= 1\6_'4(8(;) — 400.

a—1/V3eta>1/V/3= Ag((o(;) — —00.

5.3 Stabilité des solutions bifurquantes pour k, = 2k,,

Dans cette section nous étudions la stabilité linéaire des solutions bifurquantes données
par le Théoréme 5.2.1. Pour ce faire, nous utiliserons le méme principe de la stabilité réduite
que nous avions déja utilisé dans le Chapitre 4. Par ailleurs, on rappelle que, toutes les
solutions du probléme (5.11) au voisinage du point de bifurcation (0,4,) € Vy x R, sont
obtenues en résolvant

®(p,8) = PF(p +w(p,6),8) =0 (p,6) € KerL(-,6,) x (0, +00) x R. (5.43)
Les solutions obtenues (voir (5.34)) vérifient

F(v(y),d(y)) =0, y € (—7,7) voir le théoreme 5.2.1. (5.44)
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On rappelle que le principe de stabilité réduite (voir Chapitre 4, pour plus de détails)
consiste a établir que le~s équilibres v(y) et ¢(y) = Pv(y) du probleme % = F(v,9) et du
probleme réduit Ccll—f = ®(p,0), pour y proche de 0, ont la méme stabilité. Dans [36] (ou
plus précisément, dans le Théoreme 4.2.1), ce résultat est établi par ’étude des valeurs
propres des familles d’opérateurs

T(y) := DyF(v(y),6(y)) (5.45)

K(y) :== Dy®((y),0(y))- (5.46)

Etant donné que nous avions déja fait une description du principe de stabilité réduite, dans
le chapitre 4 alors, nous nous limiterons d’établir la stabilité des solutions bifurquantes
données par le théoreme 5.2.1, via une étude des valeurs propres de 'opérateur K(y).

Lemme 5.3.1
Soient k, = 2k., €, M, et p satisfaisant (5.3)-(5.5) et (o, 3) € R* x R* vérifiant (5.23).
Si ki = 2k, alors opérateur K (y) est développable a I'odre 1, comme suit,

K(y) =yKi+0((y*) Vye (-7,7) (5.47)

ou

K1 =K(0) € Z(KerL(-,6,), KerL(-,d.)). (5.48)

Si on pose A; la représentation matricielle de Ky dans le noyau KerL(-,d,). Alors

2 O /8
A = f1L) (5.49)

2 3 N

et ses valeurs propres sont données par :

=T o i) ot =T ey i) e
Preuve. Nous rappelons que, pour ¢ = yyq
K(y) := D,®(ypo,0(y)) € L(KerL(-,6.), KerL(-,4.)) (5.51)
et )
D(ypo,0(y)) = PF(ypo + w(ypo, ), d(y)). (5.52)

De fait, il résulte, par 'utilisation de la définition (5.43), que

K(0) = D,®(0,6.)
= PDUF(O, 5*)(IK67"L(~7(5*) + DSOU)(O, (5*))
= 07

car
PDUF(O75*)IK67“L(-,5*) = PL('75*)IK67"L(-,5*) = 0

et Dow(0,8,) =0 (cf. corollaire 3.3.1).
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De méme, la différenciation de K (y) par rapport a y, en 0, donne,

K@) b0 = 5 [PDoF(@0) + Dol 0))] |y

= PD2,F(v,8)[I + Dyw(¢,d), 0 + Dpw(e,d)po + Dsw(ep, §)d(y)] [y=o
—i—PDg(;F(v,(S)[I + Dyw(p,6),9] |y=o

+PDUF(U75)[D<,2oapw((P75)QOO + D<,2o5w((p7 5)5] ’y:O :

Comme D2 w(p,8)po € L (KerL(-,d.), R(L(-,d,)), donc

"

1
= f (M*)P((pOIKerL(-,(S*)_/O (pOIKerL(-,(s*)dx)'

Or d’apres ’hypothese k, = 2k, on a

a B B
005 = 5(1 + Oag,,) + 5(90%** + Vk,.) = P(po-ps) = 0.04 + 5 P (5.53)

et de méme

@
2

EVJ e

154 «
©0-Pux = = (L4 0or,,) + = (©3k,s + Okon) = P(00-0sx) = 5 Pr T 5 P (5.54)

D’ott K(0) est un opérateur non nul sur KerL(-,d,). Par conséquent, pour y proche de 0,
Popérateur linéaire K (y) est développable comme suit

K(y) =yK(0)+0(*) Vye(-7,7).

En posant K7 = K(0), on trouve le résultat (5.47).

Si on pose A; la représentation matricielle de 'opérateur K7. Il vient, au regard des
calculs (5.53) et (5.54) que

Kigo = /(M0 +50.) et Kigu = ["0)(S0. + S0u).  (555)

D’ot, on en déduit le résultat (5.49) suivant

f”(M*) O /8

A=
I5] o

Le calcul des valeurs propres de la matrice A7 est trivial. Ce qui acheve la preuve du
lemme. ]

Remarque 5.3.1
La valeur propre py donnée par (5.50) est trivialement négative pour tout o dans |0, 1].

Grace au lemme précédent nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le résultat de la
stabilité linéaire de la solution bifurquante v(y) = ypo + w(ywo, ox)-
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Théoréme 5.3.1
Sous les hypothéses du Lemme 5.3.1, les valeurs propres u(y) de 'opérateur K (y) données
au voisinage de y = 0 par

{my+0(*) ly € (—m,m)} (5.56)
et
{2y +O((1) |y € (—m2,m2)} (5.57)
telle que
9y, () = det (K (y) — (W) xerr(5.)) = 0, (5.58)

sont de signes opposés et la solution solution bifurquante v(y) du probleme (5.11) est
linéairement instable. Ici, 1 et po sont les valeurs propres de Ay données par (5.50).

Preuve. Par des hypotheses du Lemme 5.3.1, on montre grace au Théoreme 4.2.1, que
la stabilité de la solution bifurquante v(y) donnée par le Théoreme 5.2.1 est donnée, a
des ordres petits de y par les valeurs propres p(y) de Popérateur K (y), qu’il nous reste a
calculer. En effet, le calcul des valeurs propres de K (y) revient a chercher les solutions de
I’équation

9(y, ) = det (K(y) — pilkerr(.s.)) (5.59)

=0.
Or par l'utilisation de (5.47), il vient que les solutions de (5.59) sont encore données par

9(y, 1) = det (yK1 — plerr(.s.) + O((y%))) = 0. (5.60)

Par suite, si on pose My, la représentation matricielle de 'opérateur a l'intérieur de
(5.60) dans KerL(-,d.), on a

yain — p+ O((y?)) yaiz + O((y?))
M, = . (5.61)

yag1 + O((y?)) yagy — 4+ O((y?))

ou aji, aze, a1z et ag; sont les coefficients de la matrice A; donnée par (5.49). Donc les
solutions de (5.59) sont finalement données par

9(y, 1) = p* — (a11 + ag2)yp + (ar1a22 — aZy)y® + R(y, p) = 0 (5.62)
R(y, 1) = pO((¥%) + O((5%)) - (5.63)

Grace au polygone de Newton (cf. Chapitre 1, Sous section 1.3.2) et au fait que g(0,0) = 0,
nous faisons le changement de variable suivant,

p=yji VjieR. (5.64)
Ainsi, (4.91) devient,
9(y, 1) = y°3(y, 1) = 0, (5.65)
ou ¢ est donnée par
gy, i) = B = (an +an)i+ (aaz — afy) + Ry, i) (5.66)
= (= p) (B — p2) + Ra(y, i), (5.67)
et
Ri(y, i) = 1 O((y)) + O((y)) - (5.68)
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En utilisant le théoreme des fonctions implicites et le fait que 1 — po # 0 par (5.23), on
montre que (en argumentant comme dans la preuve du Théoréme 4.3.1)

p(y) = ym +O((y%) et signu(y) = —signy, car p1 <0 (5.69)

et
p(y) =yp2 +O((y*)) et signu(y) =signy, car py > 0. (5.70)
D’ou v(y) est instable car les valeurs propres de K (y) sont de signes opposés. Ce qui achéve
la preuve du théoreme. O
En prenant k, = 2, ko = 1, M, = 5—\1/3 et €, = 5%, on donne, grace au logiciel Scilab

de [30], une illustration numérique du résultat ci-dessus.

0.25

0.204

0.154

0.104

0.05+

0.00+

—0.05+

-0.10+

-0.15+

-0.20 T T T T T T T T T
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

FIGURE 5.1 — Solution instable pour x = 4 et a = 0.5.

5.4 Existence des solutions non triviales pour k., = 3k,.,

Dans cette section, nous nous contentons de montrer ’existence des solutions bifur-
quantes non triviales du probleme (5.11) avec la condition

ke = 3k (5.71)
Pour ce faire, on pose sous les hypotheses (5.3)-(5.5) et (5.23)
303 3ap® B3 ~ 3a2B  3ap? | 343

=— — : — .72
a 4+2+4, b 5 4+4, (5.72)
_ Mot f(Map? f(M)ap? (5.73)
dpgr, 2p4k,, 2ok,
et
" M* 3 12 M* 2 1" M* 2
d::—f( )B° f(My)Ba” f( )504. (5.74)
dpzg,., 2pu4k,. 2p0k,.

ol f1j = (€xAj — 1)2 —p, j =06k, 4ks, 2ke et Aj = (§m)2.
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Théoreme 5.4.1
Soit ks, ksx, €4, My et p satisfaisant (5.3)-(5.5), a et B vérifiant (5.23), alors
e (0,0,) est un point de bifurcation de (5.32)

e Il existe 7 > 0 et une unique courbe de solutions non triviales de classe C? en (0, 6,)
et définie par

{(w(), 0 \y € (=m,7) et (v(0),000)) = (0,6.)} . (5.75)

telle que F(v(y),d(y)) =0, Vy € (=7,7) et 0(0) = o = aps + Bipus.
De plus, si ’hypothése (5.71) est satisfaite, alors p = % et on a pour y proche de 0,

on € | 20 f{(M)e 26 f(M.)d
6(0)_4ﬁ[ s o TETT ] (5.76)
et
- 1 a f'(M)e 9 9f"(M,)d
=01 [_E_W_%_W]' 67

Ot a, b, ¢ et d sont données par (5.72)-(5.74).

Remarque 5.4.1
Le résultat ci-dessus est une simple application du Théoréeme 3.3.1, a la seule différence
que dans la relation (3.87) (cf. chapitre 3), on a (avec la condition k, = 3k.)

1 3 2 3 2 2 3
3« 3af B 3a”f  3ap 33
P(@%—/O phdr) = (T + g+ e+ (g T T e (5.78)

5.5 Un résultat de stabilité linéaire pour k, = 3k,

Dans cette section nous allons donner un résultat général de stabilité linéaire des
solutions bifurquantes données par le Théoreme 5.4.1. Pour ce faire, nous posons, pour (g
et w satisfaisant respectivement (5.23) et (5.24)

1
01 = P(p5. —/0 05 pudr), (5.79)
1
O3 := P (5P —/0 Po-Prxda), (5.80)
1
O3 := P(gp*.Diww(O,é*)goo.gpo —/ go*.D3¢w(0,6*)g00.goodx), (5.81)
0
1
Oy = P(go**.Diww(O,é*)goo.gpo —/ go**.Di¢w(O,5*)gpo.g00dx), (5.82)
0
1
O5 1= P(p0.D2,w(0, 6, )00ps —/ ©0-D},w(0,8,)pop.d), (5.83)
0
1
B¢ := P(@O.Divw(O,é*)gpogo**) —/ goo.D?ww(Oﬁ*)gpogp**d:v), (5.84)
0

et le lemme suivant tient.
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Proposition 5.5.1
Soient ki, kux, €x, M, et p satisfaisant (5.3)-(5.5) et a® 4+ 32 = 1 tel que pg = @y + Bsx-
Si ky = 3k alors p = % et

3 2 2 2
1=+ Dot s+ Dy, (5.85)
B 302 B2 a®> aBf 352
Oy = (T+Z)¢*+(7+7+T)@**, (5.86)
O3 = 30M2 o +(%+5—2) (5.87)
3T T g T U T ) '
2 2
o1 = 30022 | (% + Do+ (e + e (5.59)
B 9 a? 352 3a8 2
03 = 30022 (- S+ g+ 22 4 Dy (5.59)
eﬁzme@ﬁ+3?wa+@%@+aﬁwﬁww] (5.90)
De plus, on a
2 3 2
£(0) = ;;a [(3043 —3a8% - 8%+ 3a%B) + 60]7\4* (f—S - 50‘2ﬁ + 6a3)] (5.91)
et
2 3 2
M(0) = -5 ]\14 - [(5705S +33a8% + 8% +27a°B) + 60?4* (—f—8 + 75‘;5 + 54043)} .
(5.92)

Preuve. Les égalités (5.85)-(5.90) sont prouvées de fagon analogue a celles données par
la Proposition 4.3.2. Ainsi, nous montrerons seulement (5.91) et (5.92). En effet, pour
k. = 3k., trouve que a, b, ¢ et d (voir (5.72)-(5.74)) sont données par

303 3a8%> 3 3028  3a8% 3433

e R R
et 2 3 2 3
30M 30M~- (78
=— — —6aB?) d= 1682 ).
¢ 7(18 aﬁ) 7<2+ﬁ0‘>
La substitution de ces résultats dans (5.76) et (5.77) donne les assertions (5.91) et (5.92).
g
Soit K (y) 'opérateur défini par
K(y) = Do®((y), 8())- (5.93)
Avec

®(p,0) = PF(p +w(p,6),0) =0 (p,0) € KerL(-,8,) x (0, +00) x R. (5.94)

Alors selon le principe de la stabilité réduite (voir Chapitre 4) le théoréme suivant tient.
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Théoreme 5.5.1
Soient ki, kix, €x, My et p satisfaisant (4.8)-(4.10) et (o, ) € R* x R* vérifiant (4.24). Si
k. = 3k alors l'opérateur K (y) est développable a l'odre 2, comme suit,

K(y) =y*K2a+0((y)) Vye (—7,7) (5.95)

ot Ky — %K(O) € L(KerL(-d.), KerL(-,5.)).

Soit
1 (o a2
s =3 (5.96)
a1 a9

la représentation matricielle de Ky dans KerL(-,0,). Alors les valeurs propres de Ko sont
données par

1
= (an + ag — \/(an —a)?+ 4a%2> ; (5.97)
et
1 2 2
p2 =7 | an + az + \/(an —ag)? +4as, | . (5.98)
De plus, si
pr 70, pa A0 et py # po (5.99)

alors la stabilité linéaire des solutions bifurquantes (5.75) est donnée par les signes des
valeurs propres perturbées

{my* +0(W) |y e (—m.7m)} (5.100)

et
{129 + O((v?)) |y € (=72, m) } (5.101)
telle que

9(y, u(y)) = det (K(y) — p(W) kerr(5.)) =0, avec pu(y) valeur propre de K(y).

(5.102)
Ici, les coefficients a11, ai2, a1 et asy sont donnés par;
3 120 332
a1z = agy = 6af + + 30MZ(—= - b - é) (5.103)
902 5 5, o 632 3 9 3 6M? 533 5
- M2 (——=+ )4+ — |(=3a® —
ar 2+3ﬁ+30 (42+7)+2a(3a 6af” — B°) + (9 — 60a87) |,
(5.104)
5 932 5,203 332
a9y = 3o +3a5+7+30M (T—i-——i-a )
M2
—5n [(6&3 +3a8? +3a8) + T(35aﬂ2 + 60@3)](5.105)
«

Preuve. La preuve de ce théoreme est donnée par le Lemme 4.3.1 et 4.3.2 et le Théoréme
4.3.1 du Chapitre 4. O

Corollaire 5.5.1
Sous les hypothéses du Théoréme 5.5.1, si a = f3, alors les solutions bifurquantes v(y)
données par le Théoréme 5.4.1 sont linéairement instables.
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Preuve. En effet, si « = 8 alors

1
pape = Z(anam—a%z)
105 8030 458425
2 2 4
= —a® |-+ —- M
Ol T et T
< 0.

Donc 1 et po sont de signes opposés. Nous déduisons alors de (5.100) et (5.101) que les
valeurs propres perturbées sont également de signes opposés. D’ou le résultat. ]

-0.8 T T T T T T T T T
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

FIGURE 5.2 — Solution instable pour x =9, M = %, a=p= @ et test= 2.664.10717.
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Conclusion

Dans cette these, nous avons étudié le probleme stationnaire du modele de champs
de phase cristallin, en dimension 1 d’espace. Et ’essentiel des recherches effectuées, a été
orienté vers le calcul des branches de solutions bifurquantes locales, lorsque dimKerL(-, d,) =
2, avec 0y = (€4, M,). Pour finir, nous avons prouvé un résultat de stabilité linéaire des
solutions bifurquantes obtenues. Toutefois, nous avons consacré un chapitre entier (voir
chapitre 2), a I’étude du méme probleme dans le cas ou dimKerL(-,e,) = 1. Cela nous
a permis de fournir des diagrammes de phases illustrant les différentes orientations des
branches de solutions, au voisinage de tout point de bifurcation, et suivant uniquement
la donnée des parametres k, et r du probleme. Les résultats trouvés, dans ce dernier cas
nous ont servi de travail préliminaires, car on peut également les retrouvés dans [30].

Dans le chapitre 3, nous avons montré l'existence d’une courbe de solutions bifur-
quantes lorsque dimKerL(-,0,) = 2. La démonstration de ce résultat a été possible grace
a la méthode des multiparametres, dont 'usage, nous a poussé a considérer, en plus de
€, la massse M, comme un parametres de bifurcation. En retour, nous avons été amené
a étudier les signes de ces parametres et a s’intéresser aux directions tangentielles des
branches de solutions au voisinage de chaque point de bifurcation. A la fin du chapitre,
nous avons mené une petite étude de comparaison des énergies de la solution bifurquante
et de la solution triviale. Ce qui nous a permis d’obtenir le résultat selon lequel, proche du
point de bifurcation et selon les valeurs des parameétres, ’énergie de la solution bifurquante
peut étre plus grande que I’énergie de la solution triviale et reciproquement (voir théoréme
3.5.1).

Dans le chapitre 4, nous avons établi un résultat de la stabilité linéaire des solutions
bifurquantes obtenues dans le théoreme 3.3.1. La réalisation de ce dernier résultat, bien que
difficile, a cause de I'implication de plusieurs données du probleme, a été possible grace a
un principe de la stabilité réduite de [36]. En nous appuyant sur ce principe, nous avons pu
montrer que les solutions bifurquantes sont stables pour certaines valeurs des parameétres
(voir théoreme 4.3.2). Et, pour valider ce résultat intéressant, nous avons fourni quelques
exemples de tests numériques.

Enfin, dans le chapitre 5, nous avons prouvé 'existence des courbes de solutions non
triviales dans les cas particuliers k, = 2k, et k, = 3k, écartés dans le chapitre 3 et le
chapitre 4. Néanmoins, plus de détails ont été fournis dans le premier cas, car, en plus du
résultat d’existence, nous avons pu montrer que toutes les solutions bifurquantes obtenues
par le théoreme 5.2.1 sont linéairement instables.

D’un point de vue général, on peut dire que les solutions bifurquantes obtenues avec un
noyau de dimension 2, s’ajoutent au large panel des solutions du probleme stationnaire du
modele de champs de phase cristallin (voir [30]). En plus, grace a leur propriété de stabilité,
on peut se poser la question de savoir, laquelle de la solution bifurquante & une fréquence
et de la solution bifurquante a double fréquence est la plus stable, et quelle est celle qui
a la plus petite énergie 7 Dans bien des cas, et surtout pour des besoins expérimentaux,
la préférence est souvent portée a la solution a une fréquence. Cependant, d’un point de
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vue mathématique, aucun critere ne nous permet, a ce jour, de faire un choix objectif
de 'une des deux solutions par rapport & une autre. Ainsi, il serait intéressant d’orienter
les recherches en ce sens et aussi d’étendre les résultats que nous avons obtenus ici en
dimension 2 d’espace.
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Résumé

Cette these porte essentiellement sur 1’étude des solutions stationnaires, en dimension 1 d’espace, d’un
modele de champs de phase cristallin introduit par Elder en 2002. Ainsi, nous prouvons, par la méthode de
réduction de Lyapunov-Schmidt et la technique des multiparameétres, ’existence de courbes de solutions
bifurquantes stationnaires lorsque le noyau de l'opérateur linéarisé, au voisinage de la solution triviale est
de dimension 2. Une parenthese est ouverte pour la comparaison de 1’énergie de la solution bifurquante
par rapport a celle la solution triviale. Aussi, grace au principe de la stabilité réduite, nous fournissons
des ensembles précis de valeurs des parameétres de bifurcation pour lesquelles les solutions obtenues sont
stables ou instables. Ces résultats théoriques sont corroborés par plusieurs tests numériques.

Par ailleurs, dans le cas classique du noyau unidimensionel, nous établissons des diagrammes de phases
permettant de comprendre les différentes orientations de courbes de solutions non triviales au voisinage de
chaque point de bifurcation.
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Abstract

This thesis is devoted to the study of stationary solutions of a Phase Field Crystal model, in one space
dimension, introduced by Elder in 2002. Thus, we prove by the Lyapunov-Schmidt method of reduction
and the multiparameter technique, the existence of the curves of bifurcating stationary solutions when
the kernel of the linearized operator near to trivial solution is of two dimension. A parenthesis is open for
comparing the energies of the bifurcating solution and the trivial solution. Also, thanks to the principle of
reduced stability, we provide specific sets of parameter values for wich the obtained solutions are stable or
unstable. These theoretical results are confirmed by several numerical tests.

Moreover, in the classical case of a one dimensional kernel, we establish the phase diagrams allowing to
understand the different orientations of non-trivial solutions curves near to of each bifurcation point.

Keywords : Phase Field Crystal. Bifurcation. Lyapunov-Schmidt Method of Reduction. Multiparameter
method. Bifurcating solutions. Stability.




