
THÈSE

Pour l'obtention du grade de
DOCTEUR DE L'UNIVERSITÉ DE POITIERS

UFR des sciences fondamentales et appliquées
Laboratoire de mathématiques et applications - LMA (Poitiers)

(Diplôme National - Arrêté du 7 août 2006)

École doctorale : Sciences et ingénierie pour l'information, mathématiques - S2IM
(Poitiers)

Secteur de recherche : Mathématiques et leurs interactions

Présentée par :
Appolinaire Abourou Ella

Étude des solutions stationnaires
d'un modèle de champs de phase cristallin

Directeur(s) de Thèse :
Arnaud Rougirel

Soutenue le 19 septembre 2013 devant le jury

Jury :

Président Danielle Hilhorst Directeur de recherche CNRS, Université de Paris-Sud

Rapporteur Mariana Haragus Professeur des Universités, Université de Franche-Comté

Rapporteur Edgar Knobloch Professor, University of Berkeley

Membre Hassan Emamirad Professeur des Universités, Université de Poitiers

Membre Mokhtar Kirane Professeur des Universités, Université de La Rochelle

Membre Morgan Pierre Maître de conférences, Université de Poitiers

Pour citer cette thèse :
Appolinaire Abourou Ella. Étude des solutions stationnaires d'un modèle de champs de phase cristallin [En ligne].
Thèse Mathématiques et leurs interactions. Poitiers : Université de Poitiers, 2013. Disponible sur Internet 
<http://theses.univ-poitiers.fr>

false


THÈSE
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Directeur de thèse : Arnaud ROUGIREL

Soutenue le 19 Septembre 2013

devant la Commission d’Examen

Jury

M. HARAGUS Professeur, Université de Franche-Comté Rapporteur
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3.4 Etude des signes de ǫ̈(0) et M̈(0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

3.4.1 Etude du signe de ǫ̈(0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
3.4.2 Etude du signe de M̈(0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

3.4.3 Etude des variations du rapport
M̈(0)

ǫ̈(0)
en fonction de α . . . . . . . 77
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Mes remerciements vont chaleureusement à tous les membres du LMA de Poitiers, en
particulier au professeur Pierre Torasso, Directeur Adjoint de ED S2IM, pour son accueil
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à tous, une bonne continuation.

Florent, Kais, Armelle, Hélène, Nadia, Loüıse, le Big Sam, Sammy, Batoul, Ali, Mon-
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Notations principales

PFC Phase Field Crystal Model ( modèle de champs de phase cristallin).

MRLS Méthode de réduction de Lyapunov-Schmidt.

R Espace des nombres réels.

V ect(S) Ensemble engendré par S.

O(y) Fonction dominée par y.

KerL Noyau d’un opérateur borné L.

R(L) Image de d’un opérateur borné L.

dim(S) Dimension de l’ensemble fini S.

sign(f) Signe d’une fonction f définie sur R.

E,Z Espaces de Banach.

Rd Espace euclidien de dimension d.

Ω Domaine borné régulier de Rd.

∂Ω Frontière du domaine Ω.

C(E;Z) Fonctions continues de E dans Z.

Ck(E;Z) Fonctions Ck−différentiables de E dans Z.

L (E;Z) Ensemble des opérateurs bornés de E dans Z.

〈·, ·〉 Le crochet de dualité.

Lp(Ω) Espace de Lebesgue.

L2(Ω) Espace de Lebesgue pour p = 2.

‖ · ‖E Norme sur l’espace E.

‖ · ‖ Norme sur l’espace L2(Ω).

(·, ·) Produit scalaire sur l’espace L2(Ω).

W k,p(Ω) Espace de Sobolev.

Hk(Ω) Espace de Sobolev pour p = 2.

∆ Opérateur laplacien.
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v̇ =
dv

dy
Dérivée de v par rapport à un paramètre y.

DvF Différentielle de la fonctionnelle F par rapport à v.

∂xx...xv = v(k) Dérivée de v, k fois par rapport à la variable spatiale x.
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Introduction

Les surfaces en mouvement sont un élément essentiel de notre environnement naturel
et technologique. Leur description mathématique est pourtant loin d’être triviale, surtout
quand il s’agit de surfaces libres telles que les interfaces entre des fluides, ou entre deux
phases thermodynamiques distinctes, ou encore des membranes déformables en biologie.
La difficulté essentielle vient du fait que de telles surfaces développent souvent des formes
extrêmement complexes et façonnées par la dynamique, comme par exemple lors de la
croissance des grains [1] ou lors de la formation de microstructures.

La méthode du champs de phase a émergé récemment comme un outil élégant et
universel pour traiter ce genre de problèmes. Ses origines se trouvent dans la thermody-
namique hors d’équilibre et la dynamique des transitions de phases. Son principe est de
décrire l’état local de la matière à l’aide d’un ou plusieurs champs de phase qui peuvent
être assimilés à des paramètres d’ordre. Le point clé est que, ces champs prennent des
valeurs bien déterminées lors de l’évolution du système dynamique et qu’ils varient entre
ces valeurs de manière continue à travers des interfaces diffuses.

Les applications les plus poussées de la méthode du champ de phase se font en science
des matériaux (voir par exemples [2], [3], [4], [5], [6], [7]). D’ailleurs, certains modèles
de champs de phase ont fait l’objet de plusieurs recherches mathématiques ces dernières
années, et les résultats obtenus se sont avérés satisfaisants, aussi bien sur le plan théorique
que pratique. Nous pouvons citer, entre autres, le modèle de Cahn-Hilliard [8] et Allan-
Cahn pour leurs multiples utilisations dans les simulations des mouvements moléculaires,
des décompositions spinodales... En effet, le champs de phase est en train de devenir la
“méthode standard” de simulation pour la dynamique à l’échelle mésoscopique(l’échelle
des microstructures), au même titre que l’est déjà la dynamique moléculaire à l’échelle
microscopique.

0.1 Physique du modèle de champs de phase cristallin

Notons que depuis 2002, une nouvelle technique, introduite par K.R. Elder et appelée
“Champs de Phase Cristallin” (Phase Field Crystal, en anglais) a vu le jour (voir [1], [9],
[3], [4], [5], [6], [7]...) Basée également sur un formalisme continu, cette nouvelle méthode
se distingue très sensiblement des méthodes de champs de phase “ traditionnelles” et a
connu un grand succès auprès de nombreux spécialistes physiciens.

0.1.1 Motivations physiques

Selon [10], la modélisation des matériaux est une tâche qui peut être réalisée par
des simulations de la dynamique moléculaire. Cela conduit à la résolution des équations
couplées de mouvement pour calculer la position de chaque particule, à chaque étape. Le
coût de ce calcul est très élevé, surtout quand on cherche à considérer des phénomènes
qui mettent en jeu un nombre important de particules. De plus, seul les échelles de temps
atomiques courts peuvent être atteintes. Cependant, il y a des cas, où il est utile de tenir
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compte des matériaux à l’échelle de longueur atomique, pouvant aller jusqu’à la diffusion.
Une approche, par exemple qui pourrait être adoptée, pour la résolution de tels problèmes,
est le modèle de champs de phase cristallin. Ce modèle ( voir [1]) se veut intermédiaire
entre les modèles atomiques (dynamique moléculaire) et les modèles continus classiques
(équation de Cahn-Hilliard). Avec un avantage qu’il peut être utilisé pour capturer les
défauts dynamiques et les dislocations dans les cristaux [9], la dynamique des interactions
entre les grains, et même, l’élasticité non linéaire. Mais, malgré cela, il est montré (voir [1]
que la méthode de champs de phase cristallin présente des défauts. D’abord, il elle a été
construite pour des domaines très petits, et en plus, il ne réussit pas toujours à établir
une distinction, entre la détente élastique et des échelles de temps de diffusion [11].

0.1.2 Dérivation du modèle de champs de phase cristallin

Le modèle de champs de phase cristallin est une théorie de la fonctionnelle de densité
dynamique(Density Functional Theory ou DFT en anglais) donnant une description simple
de la solidification cristalline. Il représente l’état local de la matière par un champs de phase
moyenné en temps, qui est uniforme dans la phase liquide et périodique dans la phase
cristalline. Il est basé sur une fonctionnelle de l’énergie libre qui peut être déduite [1] de la
théorie de Ramakrishnan et Yussouff [12]. Après certaines simplifications on arrive à une
fonctionnelle de l’énergie libre du type Brazowskii en 1975 et Swift-Hohenberg en 1977 [13].
Ainsi une équation conservatrice du mouvement est adoptée pour décrire l’évolution du
paramètre d’ordre. Selon [1], l’équation simplifiée, sans dimension du modèle est donnée
par

∂ψ

∂t
= ∇2[(∇2 + 1)2ψ + rψ + ψ3] (1)

où r est un paramètre négatif ( que l’on peut typiquement assimiler à la température),
ψ la densité (ou le paramètre d’ordre) et ∇ désigne le gradient ou l’opérateur nabla. La
fonctionnelle de l’énergie libre associée à (1) est

E(ψ) =

∫

Ω

1

2
ψ(∇2 + 1)2ψ − r(−1

2
ψ2 +

1

4
ψ4)dx (2)

où Ω est un domaine de l’espace des phases. Cependant, le rapport entre la théorie de la
fonctionnelle de densité dynamique ( Density Functional Theory en anglais ) et le modèle
de champs de phase cristallin a été abordé en détail par V. Teeffelen et bien d’autres (voir
[14]). Au cours de ces dernières années, le modèle de champs de phase cristallin a été utilisé
pour comprendre une large gamme de phénomènes tels que l’élasticité et la croissance des
grains [15], l’anisotropie de l’énergie libre d’interface [16], [17], le taux de croissance des
grains [18], la croissance dendritique [9], [19], [20], la formation glaciale [4], la fusion durant
les dislocations et la croissance des grains [3], [7], et le polymorphisme [18]. Bien que le
modèle de champs de phase cristallin (PFC) ait une approche microscopique, il a un
avantage sur les autres techniques microscopiques telles que les simulations dynamiques
moléculaires, en ce sens que l’évolution temporelle du système peut être étudié sur de plus
grandes échelles de temps.

0.2 Mathématique du modèle de champs de phase cristallin

Dans la construction des modèles phénoménologiques, la compréhension physique ou la
connaissance empirique est souvent utilisée pour mettre au point une description mathématique
appropriée. De même, lorsqu’on étudie les modèles mathématiques qui dérivent de la phy-
sique, on considère, généralement ces modèles avec des conditions aux bords naturels, telles
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que les conditions aux bords de Neumann et des conditions aux bords périodiques. L’uti-
lisation de telles conditions est très importante, car dans le premier cas les solutions des
problèmes qui en découlent, présentent automatiquement des symétries. En outre, dans le
second cas, on peut étendre ces solutions à l’espaces tout entier. C’est l’une des raisons qui
nous pousserons à étudier, les solutions stationnaires du problème (1) avec des conditions
aux bords de Neumann. Considérée en dimension 1 d’espace, la description mathématique
de l’équation (1) est donnée par :











∂tu− ∂xx(∂
2
xxu+ 2∂xxu+ f(u)) = 0 dans Ω× (0,+∞)

u(1) = u(3) = u(5) = 0 ∂Ω× (0,+∞)

u(0) = u0 dans Ω

(3)

où f(u) = (1 + r)u + u3 est la dérivée du potentiel, Ω = (0, l) (avec l > 0) le domaine
occupé par le matériau, u le paramètre d’ordre, et r un paramètre négatif. Cette équation
possède une dynamique très riche, et peut être vue comme une version conservative de
l’équation de Swift-Hohenberg ( voir [21], [22], [23]), dont des résultats sur l’existence
globale et l’unicité de solutions, sur la convergence vers une solution stationnaire [24], sur
l’existence d’attracteurs ( [25], [26]) et sur l’existence de solutions stationnaires [?] sont
disponibles. Concernant la version conservative (3), malgré les multiples travaux (voir [27]
( [28], [29], [30])), son analyse mathématique pose toujours de nombreux problèmes. Par
exemple, une particularité de (3), vient du fait que toute constante réelle M est une
solution stationnaire. Ceci porte à 3 le nombre de paramètres du problème de bifurcation,
mettant en jeu (r, l ou ǫ = 1/l2, etM), ce qui complique considérablement ce type d’étude.
En plus, il est montrer que si on minimise E avec la contrainte de masse imposée, peut
également obtenir d’autres solutions. D’où, il est naturel de s’intéresser aux éventuelles
bifurcations des solutions stationnaires de (3).

0.2.1 Présentation des résultats

Après un changement approprié de variables qui ramène l’étude dans le domaine Ω =
(0, 1), il résulte que, les solutions stationnaires de (3) vérifient l’équation suivante :

ǫ2∂2xxv + 2ǫ∂xxv + f(v +M) =

∫

Ω
f(v +M)dx dans x ∈ Ω, (4)

où M =
∫

Ω u0(x)dx, et ǫ = 1/l2. Cette équation est écrite sous la forme suivante :

F (v, ǫ,M, r) = 0. (5)

En nous plaçant dans un espace de Hilbert bien choisi, l’opérateur L(·, ǫ,M, r), obtenu
en linéarisant (4) est auto-adjoint, avec résolvante compacte. Et les points de bifurcations
correspondent alors aux valeurs des paramètres pour lesquelles le noyau de L(·, ǫ,M, r) est
non trivial. Des résultats antérieurs de Pierre et Rougirel montrent que, selon les valeurs
des paramètres, la dimension de ce noyau est égale à 1 ou égale à 2 (voir la proposition
ci-après).

Soient

ǫk =
1 +

√
p

λk
et ǭk =

1−√
p

λk
(6)

où p := 1− f
′

(M) et λk = (kπ)2.
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Proposition 0.2.1 ( [30])
Soit M ∈ R, p := 1− f

′

(M), λk = (kπ)2 et ǫ > 0.
(i) Si p ∈ {0} ∪ [1,∞) et il existe k ≥ 1 tel que ǫ = ǫk alors

dimKerL(·, ǫ,M, r) = 1.

(ii) Si 0 < p < 1 et il existe k ≥ 1 tel que ǫ = ǫk alors

• si p ∈
{

pk,k′ |k
′

= 1, ...k − 1
}

alors

dimKerL(·, ǫ,M, r) = 2,

• si p /∈
{

pk,k′ |k
′

= 1, ...k − 1
}

alors

KerL(·, ǫ,M, r) = 1

(iii) Dans d’autres cas dimKerL(·, ǫ,M, r) = 0.

Dans leurs travaux, notamment, Pierre et Rougirel ont étudié l’existence des branches
de solutions stationnaires, lorsque le noyau de L(·, ǫ,M, r) est de dimension 1. Le but
principal de cette thèse est de prouver ce résultat dans le cas, plus compliqué, du noyau
bidimensionnel.

Dans un premier temps, nous abordons la question d’existence des solutions station-
naires par le cas le plus simple, lorsque le noyau de l’opérateur linéarisé est de dimension
1. Partant d’une approche différente, basée sur la méthode de réduction de Lyapunov-
Schmidt, l’analyse nous permet de retrouver les résultats antérieurs de Pierre et Rougirel.
En outre, nous fournissons un théorème résumant, selon les valeurs du paramètre négatif
r, une étude complète des variations de courbes de solutions. Cette étude est complétée
par plusieurs diagrammes de bifurcations.

Dans un deuxième temps, nous étudions l’existence des courbes de solutions, lorsque
le noyau de l’opérateur linéarisé est bidimensionnel. Ce cas difficile, sur lequel sont basés
les principaux résultats de cette thèse est abordé par un résultat particulier. En effet, en
s’appuyant sur les symétries du problème, nous parvenons à prouver l’existence des courbes
de solutions dans chacune des directions des deux vecteurs qui engendrent le noyau. Le
cas général, en revanche, nécessite une paramétrisation astucieuse des solutions lors de
l’application de la méthode de réduction de Lyapunov-Schmidt, ainsi que l’utilisation des
deux paramètres de bifurcations. L’existence des courbes bifurquantes est ainsi prouvée
dans le Théorème 3.2.1, selon la direction choisie. Ce théorème central de la thèse complète
les résultats utilisant les symétries. Un commentaire est fait à cet effet, dans la Section
3.3. Puis, on étudie des variations des branches de solutions. Une comparaison de leurs
énergies par rapport aux solutions constantes est également fournie.

Dans le Chapitre 4, on donne un résultat de stabilité des solutions obtenues avec un
noyau de dimension 2. Cette étude s’appuie sur un principe de stabilité linéaire réduite,
et permet d’identifier des régions des paramètres dans lesquelles les solutions bifurquantes
sont stables. Des exemples numérique corrobore ce résultat.

Afin de traiter la question d’existence dans toute son intégralité. Deux résultats traitant
les cas raisonnants qui n’entrent pas dans le cadre du Chapitres 3 sont fournis dans le
Chapitre 5.
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0.2. MATHÉMATIQUE DU MODÈLE DE CHAMPS DE PHASE CRISTALLIN

0.2.2 Plan général de la thèse

Cette thèse est composée de 5 chapitres, une conclusion et une introduction.

Le Chapitre 1 a pour objectif de rappeler, d’une part, l’essentiel des résultats antérieurs,
de Pierre et Rougirel. Ces rappels nous permettrons d’établir des comparaisons avec des
résultats que nous obtiendrons. D’autre part, il rappelle les outils de la théorie classique
de bifurcation que nous utiliserons tout au long de ce document.

Le Chapitre 2 traite la question de l’existence de courbes de solutions, lorsque le
noyau de l’opérateur linéarisé est unidimensionnel. Ainsi, après avoir défini le cadre fonc-
tionnel et donner les hypothèses dans la Section 2.1, nous prouvons le théorème principale,
dans la Section 2.3. Les études des variations des branches ainsi que les diagrammes qui
en découlent sont respectivement données dans les Sections 2.4 et 2.5.

Le Chapitre 3 est consacré à l’études des branches de solutions bifurquantes lorsque
le noyau est bidimensionnel. Nous commençons par donner les hypothèses, en fonction
des données du problème dans la Section 3.1. Les Section 3.2, 3.3 donnent les Théorèmes
3.2.1, 3.2.2 et 3.3.1 relatifs à l’existence des branches de solutions bifurquantes. Une étude
des variations des branches et de de comparaisons des énergies est menée respectivement
dans les Sections 3.4 et 3.5.

Le Chapitre 4 montre la stabilité linéaires des solutions bifurquantes données par le
théorème 3.3.1. Ce résultat est établi par l’utilisation d’un principe de stabilité linéaire
réduite, que nous rappelons dans la Section 4.1. La Section 4.2, et la section 4.3 sont
respectivement consacrées à la preuve du Théorème principal du chapitre, et à l’étude
du signe des valeurs propre perturbées. Tout à la fin du chapitre nous donnons quelques
exemples numériques de solutions bifurquantes stables suivant les valeurs des paramètres.

Dans le Chapitre 5, nous regardons le deux cas résonants qui n’entre pas dans le
cadre des Chapitres 3 et 4. Après un bref rappel des hypothèses et le cadre fonctionnel,
dans la Section 5.1, nous donnons les résultats d’existences dans les Sections 5.2 et 5.3.
Concernant le premier cas, un résultat de stabilité linéaire est fourni dans la Section 5.3.

Le rapport est compété par une Introduction et une Conclusion.
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Chapitre 1

Résultats antérieurs et méthode
de réduction de Lyapunov-Schmidt

L’objectif de ce chapitre est de donner une brève description de la théorie de la bifur-
cation et des rappels des résultats antérieurs de Pierre et Rougirel.

1.1 Rappel des résultats antérieurs de Pierre et Rougirel

Soit

ǫk∗ :=
1 +

√
p

λk∗
, ǭk∗ :=

1−√
p

λk∗
. (1.1)

On rappelle que le but de leur travail était d’étudier les solutions stationnaires du problème
suivant :

ǫ2∂xxxxv + 2ǫ∂xxv + f ′(M)v +
f ′′(M)

2
(v2 −

∫

Ω
v2dx) +

f ′′′(M)

6
(v3 −

∫

Ω
v3dx) = 0

On pose
ϕk = cos(kπ·) et µk = (ǫλk − 1)2 − p (1.2)

les vecteurs et valeurs propres de l’opérateur linéarisé

L(v, ǫ) = ǫ2∂xxxxv + 2ǫ∂xxv + f ′(M)v. (1.3)

Alors on a le théorème suivant

Théorème 1.1.1 ( [30])
Soit ǫ∗ > 0. On suppose que ǫ∗ ∈ {ǫk∗ , ǫk∗} pour un k∗ ≥ 1, avec KerL(·, ǫ∗) = V ect {ϕk∗}.
Alors, il existe localement une unique branche de solution non triviales de (??) passant
par (0, ǫ∗). De plus, si

(ǫ∗λ2k∗ − 1)2 + f
′

(M) 6= f
′′

(M)2

f ′′′(M)
, (1.4)

alors ces solutions satisfont

v = ±
(

2

ǫ̈(0)
(ǫ− ǫ∗)

)1/2

ϕk∗ +O
((

| ǫ− ǫ∗ |1/2
))

dans V̇0, (1.5)

où

ǫ̈(0) :=
ǫ∗/8

ǫ∗λk∗ − f ′(M)

(

f
′′

(M)2

(ǫ∗λ2k∗ − 1)2 + f ′(M)
− f

′′′

(M)

)

. (1.6)
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CHAPITRE 1. RÉSULTATS ANTÉRIEURS ET MÉTHODE DE RÉDUCTION DE
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Ce théorème, dont nous fournirons une autre preuve dans le chapitre 2, est l’un des résultats
principaux de [30] consacré à l’étude mathématique du modèle de champs de phase cris-
tallin lorsque le noyau de l’opérateur L(·, ǫ) est de dimension 1. En effet, non seulement il
donne l’existence des branches de solutions au voisinage du point de bifurcation, mais, il
donne aussi une approximation exacte de la solution non triviale, en fonction des données
du problème, pourvu qu’on reste proche du point de bifurcation.

Définition 1.1.1
Sous les hypothèses du théorème précédent, on dira que la bifurcation donnée par (1.5)
est convexe au point (0, ǫ∗) si,

ǫ̈(0)

(

ǫk∗ + ǭk∗
2

− ǫ∗

)

> 0.

Si cette quantité est négative, la branche est concave au point (0, ǫ∗).

Soit p0, le nombre définie par

p0 =

(

−4 +
√
10M2 + 1

5

)2

. (1.7)

Alors on a le deuxième résultat suivant.

Théorème 1.1.2 ( [30])
Sous les hypothèses du Théorème 0.3.1, la concavité au point (0, ǫ∗) de la branche bifur-
quante est décrite comme suit :

• Si ǫ = ǫk∗ alors
• si M2 ≤ 3/2 alors elle convexe,
• si M2 > 3/2 alors,

• si p < p0 alors la branche est concave,
• si p > p0 alors elle est convexe.

• Si 0 < p < 1 et ǫ∗ = ǭk∗ alors
• si M2 ≥ 3/2 alors

• si p < 9/25 alors la branche est concave,
• si p > 9/25 alors elle est convexe,

• si M2 < 3/2 alors,
• si p ∈ (p0, 9/25) alors la branche est concave,
• si p /∈ [9/25, 9/25] alors elle est convexe,

Ce théorème constitue le second résultat important de [30] et permet de connâıtre le sens
de concavité de la branche de solutions (1.5), au voisinage de tout point de bifurcation
(dans le sens de la Définition 1.1.1). Cependant, comme p0 (voir (1.7)) dépend de la masse
M , alors l’énoncé ci-dessus nécessite que ce dernier paramètre soit fixé. Ce qui porte,
en tout, le nombre de paramètres fixés à trois, car k∗ et r le sont déjà. Afin de réduire
ce nombre, nous donnerons, dans le Chapitre 2, une version plus détaillé du théorème
précédent, sans pour autant faire d’hypothèse de fixation sur la masse M (voir Théorème
2.5.1). Cela aura un intérêt conséquent, car grâce à cette réduction nous serons en mesure
de fournir des diagrammes de phases dans le plan (ǫ, 3M2) (c’est-à-dire, dans le plan des
paramètres).
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1.1. RAPPEL DES RÉSULTATS ANTÉRIEURS DE PIERRE ET ROUGIREL

1.1.1 Analyse du cas du noyau de dimension 2

Nous énonçons maintenant le théorème consacré à l’analyse des solutions stationnaires
quand le noyau bidimensionnel. Pour ce faire nous rappelons les hypothèses de [30] qui
rendent ce résultat possible.

Soit p ∈ (0, 1), 1 ≤ k∗∗ < k∗ et ǫ∗ > 0 tels que

ǫ∗λ∗ := 1 +
√
p et ǫ∗λ∗∗ := 1−√

p. (1.8)

Nous posons
ϕ∗ = ϕk∗ , ϕ∗∗ = ϕk∗∗ , λ∗ = λk∗ , λ∗∗ = λk∗∗

où λk = (kπ)2 et ϕk = cos(kπ·). Alors

kerL(·, ǫ∗) =< ϕ∗, ϕ∗∗ > . (1.9)

De plus nous supposerons que

k∗ 6= 2k∗∗, k∗ 6= 3k∗∗. (1.10)

Théorème 1.1.3 ( [30])
Sous les hypothèses (1.8)-(1.9), (0, ǫ∗) est un point de bifurcation pour (??) et il existe
une branche (v∗(·), ǫ(·)) de solution non triviales passant par (0, ǫ∗). De plus, si

P (ǫ∗λ2k∗) 6= f ′′2/f ′′′(M) (1.11)

alors ces solutions satisfont

v∗(ǫ) ≃ ±
√

2

ǫ̈∗(0)
(ǫ− ǫ∗)ϕ∗ dans V̇0, (1.12)

où

ǫ̈(0) =
ǫ∗/8

ǫ∗λk∗ − f ′(M)

(

f
′′

(M)2

P (ǫ∗λ2k∗)
− f

′′′

(M)

)

. (1.13)

et ǫ ∼ ǫ∗ est tel que ǫ̈∗(0)(ǫ − ǫ∗ > 0). En plus, si k∗ 6= 2k∗∗, k∗ 6= 3k∗∗ et

P (ǫ∗λ2k∗∗) 6= f ′′2/f ′′′(M) (1.14)

alors il existe une autre branche de solutions non triviales à travers (0, ǫ∗) satisfaisant

v∗∗(ǫ) ≃ ±
√

2

ǫ̈∗∗(0)
(ǫ− ǫ∗)ϕ∗∗ dans V̇0, (1.15)

où

ǫ̈(0) =
ǫ∗/8

ǫ∗λk∗∗ − f ′(M)

(

f
′′

(M)2

P (ǫ∗λ2k∗∗)
− f

′′′

(M)

)

, (1.16)

et ǫ̈∗∗(0)(ǫ − ǫ∗) > 0.

Ce théorème, moins important que les deux premiers et plus délicat à démontrer, est
en quelque sorte, le leitmotiv de cette thèse, dont l’objectif est de traiter la question
des solutions stationnaires bifurquantes lorsque le noyau de l’opérateur L(·, ǫ∗) est en-
gendré par deux vecteurs. En effet, dans [30], hormis le cas où k∗

k∗∗
/∈ N, la question n’est

pas entièrement traitée. Car les auteurs utilisent un argument de réduction spatiale qui
les ramène au Théorème 0.3.1. En revanche, dans le cas contraire, les choses sont plus
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CHAPITRE 1. RÉSULTATS ANTÉRIEURS ET MÉTHODE DE RÉDUCTION DE
LYAPUNOV-SCHMIDT

complexes, car en plus de la Méthode de Lyapunov-Schmidt (voir Chapitre 1), ils sont
contraints de faire appel à la Méthode du Polygone de Newton (voir également Chapitre
1) afin de conclure. Pour contourner ce dernier argument, nous utiliserons la Méthode
des Multi-paramètres, dont l’idée est de choisir autant de paramètres du problème que la
dimension du noyau. Ce qui nous permettra, grâce au théorème des fonctions implicites
de conclure de manière plus directe.

1.2 Méthode de réduction de Lyapunov-Schimdt (MRLS)

La théorie des bifurcations étudie la structure des solutions pour des équations non-
linéaires définies dans des espaces de Banach et dépendant d’un paramètre. Si (E, ‖ · ‖E)
et (Z, ‖ · ‖Z) sont des espaces de Banach réels, D(= R ou R2), (x0, λ0) ∈ E × D et
F : U×V −→ Z (où U ⊂ E et V ⊂ D sont des ouverts) un opérateur tel que F (x0, λ0) = 0,
on veut déterminer toutes les solutions de

F (x, λ) = 0, (1.17)

dans un voisinage de (x0, λ0). Enmécanique des fluides (voir par exemples [31], [32]) comme
dans d’autres domaines de la science d’ailleurs, la théorie de la bifurcation tente d’expliquer
les mécanismes de transitions vers des régimes complexes. La technique utilisée consistant
à réduire le problème (1.17) à un système de petites dimensions, sur une variété centrale et
à en déterminer la structure par des arguments de symétrie et de forme normale (voir [33],
[34] et [35]). On obtient ainsi un système d’équation dont la difficulté première réside en
l’élaboration des méthodes spécifiques permettant, d’une part de déterminer pour quelles
valeurs des paramètres cette bifurcation a lieu et d’autre part, de calculer les coefficients de
ce dernier système (”étude non linéaire”). D’un point de vue mathématique, l’analyse de la
bifurcation permet d’étudier aisément le comportement qualitatif des systèmes d’équations
différentielles. De plus, elle permet de détecter des valeurs des paramètres pour lesquelles
le comportement asymptotique du système change qualitativement. Ce sont des valeurs
de bifurcations. Il est également possible d’identifier quel changement advient : c’est la
nature de la bifurcation. L’importance de la bifurcation pour les sciences a poussé plusieurs
auteurs à proposer des techniques de résolutions qui sont directement liées à cette théorie.
Pour plus de détails le lecteur pourra consulter [36], [37], [33], [34], [38]...

D’un point de vue géométrique, une bifurcation peut correspondre à la ”collision” de
deux objets ( attracteurs, points répulsifs ou points selles) ou de deux variétés. Ainsi, la
collision de deux variétés donne naissance à une bifurcation ” globale”, alors que la collision
de deux objets donne lieu à une bifurcation locale. Cependant, un premier résultat dans
le sens de résoudre (1.17) est donné par le ” Théorème des Fonctions Implicites”.

1.2.1 Théorème des Fonctions Implicites (TFI)

Le théorème des fonctions implicites est l’un des outils analytiques locaux les plus
importants pour la recherche des solutions des problèmes non linéaires de la forme (1.17).

Définition 1.2.1
Soit T : Ω ⊂ E −→ Z (où E et Z sont des espaces de Banach) un opérateur défini sur un
ouvert Ω de E et soit x0 ∈ Ω. On dit que T est Fréchet différentiable en x0 si et seulement
si il existe une application linéaire continue A : E −→ Z telle que

lim
x→x0

‖ T (x)− T (x0)−A(x− x0) ‖
‖ x− x0 ‖

= 0.
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1.2. MÉTHODE DE RÉDUCTION DE LYAPUNOV-SCHIMDT (MRLS)

Proposition 1.2.1
L’application linéaire continue A donnée dans la Définition 1.2.1 est unique et on l’identifie
à T ′(x0). En d’autres termes A = T ′(x0).

Définition 1.2.2
Soient E et Z deux espaces de Banach. Un opérateur T : E −→ Z est de classe C1 si T
est Fréchet différentiable et T ′ : E −→ L (E,Z) est continu.

Définition 1.2.3
Soient E1, E2 et Z des espaces de Bannach, (x1, x2) ∈ E1 ×E2 et T : E1 ×E2 −→ Z. Les
dérivées partielles de T en (a1, a2)

Dx1
T (a1, a2) : E1 → Z, Dx2

T (a1, a2) : E2 → Z,

sont, respectivement, les dérivées de Fréchet des applications T (·, a2) : E1 → Z en a1 et
T (a1, ·) : E2 → Z en a2. On note

Dx1
T (a1, a2) := T (·, a2)′(a1), Dx2

T (a1, a2) := T (a1, ·)′(a2).

Proposition 1.2.2 ( [37])
Soient E1, E2 et Z des espaces de Banach, (x1, x2) ∈ E1 × E2 et T : E1 × E2 −→ Z.

(i) Si T est Fréchet différentiable en x = (x1, x2) ∈ E1×E2 alors les dérivées partielles
de T en (x1, x2) existent et on a

T ′(x)(h) = Dx1
T (x)(h1) +Dx2

T (x)(h2) ∀h = (h1, h2) ∈ E1 × E2.

(ii) T est une classe C1 si et seulement si les dérivées partielles existent et sont conti-
nues en tout point de E1 × E2.

Théorème 1.2.1 ( Théorèmes des Fonctions Implicites [37])
On suppose que (1.17) a une solution triviale (x0, λ0) ∈ U × V ⊂ E × D tel que la
différentielle (au sens de Fréchet) de F par rapport à x au point (x0, λ0) est bijective :

F (x0, λ0) = 0,

DxF (x0, λ0) : E −→ Z est continue et son inverse est borné.
(1.18)

On suppose également que F et DxF sont continues :

F ∈ C(U × V,Z),

DxF ∈ C(U × V,L (E,Z))
(1.19)

Alors il existe un voisinage U1 × V1 dans U × V de (x0, λ0) et une application g : V1 −→
U1 ⊂ E tel que

g(λ0) = x0,

F (g(λ), λ) = 0 pour tout λ ∈ V1.
(1.20)

En plus, g est continue sur V1 :

g ∈ C(V1, E). (1.21)

Finalement, chaque solution de (1.17) dans U1 × V1 est de la forme (g(λ), λ).

Remarque 1.2.1
Si G ∈ Ck(U × V,Z), alors g ∈ Ck(V1, U1) (voir toujours [37]).
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CHAPITRE 1. RÉSULTATS ANTÉRIEURS ET MÉTHODE DE RÉDUCTION DE
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Théorème 1.2.2 (Théorème du point fixe de Shauder)
Soit U un sous-ensemble de E(= espace de Banach) fermé et convexe et g : U 7→ U une
application continue telle que g(U) est relativement compact. Alors g possède un point
fixe. Plus généralement, si U est un compact convexe alors toute fonction continue de U
sur U possède un point fixe.

On considère, à nouveau le problème (1.17) et G l’application U × V ⊂ E ×D −→ E
tel que

F (x0, λ0) = 0. (1.22)

On peut obtenir un résultat d’existence locale de solutions de l’équation (1.17) au voisinage
de λ0 de deux façons :

1. En supposant que F est de classe C1 et que DxF (x0, λ0) est un isomorphisme de
E dans E. Par le théorème des fonctions implicites, il existe une courbe unique de
solutions de (1.17) paramètrée par λ dans un voisinage de λ0 ;

2. En supposant que F (x, λ) = x− λK(x) où K : E −→ E est compact. Le théorème
du point fixe de Schauder montre l’existence de solutions de (1.17) pour λ proche de
λ0.

Lorsque les hypothèses citées ci-dessus ne sont pas satisfaites il est souvent possible de
retrouver les résultats souhaités en utilisant d’autres méthodes. L’une des plus connues est
la méthode de réduction de Lyapunov-Schmidt qui sera beaucoup utilisée dans les analyses
que nous mènerons dans cette thèse. Pour plus de détails sur les méthodes de la théorie
classique de bifurcations le lecteur consulté les références suivantes [38], [39], [40], [41], [36]

1.2.2 Théorème de réduction de Lyapunov-Schimdt (MRLS)

La Méthode de Réduction de Lyapunov-Schmidt (MRLS), comme son nom l’indique,
permet de réduire les problèmes du type (1.17) à un problème de dimension finie (Pour
plus de détails nous renvoyons le lecteur aux références [36] et [37]).

Théorème 1.2.3 (Alternative de Fredholm [42], [37])
Soit (E, ‖ · ‖E un espace de Banach, L ∈ L (E,E) un opérateur compact et λ 6= 0. Alors

(i) Ker(L− λId) = {0} si et seulement si Img(L− λId) = E,

(ii) Img(L− λId) = [Ker(L∗ − λId)]⊥,

(iii) Ker(L− λId) est de dimension finie et Img(L− λId) est fermé,

(iv) la suite Ker((L−λId)n) est croissante et il existe p ∈ N tel queKer((L−λId)n) =
Ker((L−λId)p) pour tout n ≥ p. Le plus petit des p satisfaisant cette propriété est
appelé multiplicité algébrique de λ.

Définition 1.2.4
Une application continue F : U −→ Z, où U ⊂ E est un ouvert et où E,Z sont des espaces
de Banach, est un opérateur non linéaire de Fredholm si elle est différentiable sur U et si
∀x ∈ U , DF (x) remplit les conditions suivantes :

(i) dimN(DF (x)) <∞ (N = noyau),

(ii) codimdR(DF (x)) <∞ (R = rang),

(iii) R(DF (x)) est fermé dans Z.

L’entier dimN(DF (x))−codimR(DF (x)) est appelé ”l’indice de Fredholm” de DF (x).
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1.2. MÉTHODE DE RÉDUCTION DE LYAPUNOV-SCHIMDT (MRLS)

Nous considérons maintenant F : U × V −→ Z, U ⊂ E, V ⊂ D, où

F (x0, λ0) = 0 pour (x0, λ0) ∈ U × V,

F ∈ C1(U × V,Z),

DxF ∈ C(U × V,L (E,Z)) .

(1.23)

On suppose que pour λ = λ0 ∈ D(= espace des paramètres, en général R où R2),
l’application F est un opérateur non linéaire de Fredholm par rapport à x, c’est-à-dire
F (·, λ0) : U −→ Z satisfait la définition 1.3.1. D’où il existe des compléments dans les
espaces de Banach E et Z tels que :

E = N(DxF (x0, λ0))⊕E0

Z = R(DxF (x0, λ0))⊕ Z0
(1.24)

(voir [43], p.553). En particulier, on peut faire remarquer que les espaces N et Z0, définis ci-
dessus, sont de dimensions finies. D’où les décompositions ci-dessus, définissent, de manière
triviale, les projections suivantes :

P : E → N, le long de E0 (N = N(DxF (x0, λ0))),

Q : Z → Z0, le long de R (R = R(DxF (x0, λ0))),
(1.25)

et x peut se décomposer de manière unique comme suit

x = v + w, où v ∈ N et w ∈ E0. (1.26)

Par le Théorème du Graphe Fermé (voir [44]), les projections P et Q sont bornées ( ou
continues). Alors le théorème suivant tient.

Théorème 1.2.4 ( [36])
Il existe un voisinage ouvert U2 × V2 de (x0, λ0) dans U × V ⊂ E ×D tel que le problème

F (x, λ) = 0 pour (x, λ) ∈ U2 × V2 (1.27)

est équivalent au problème de dimension finie

Φ(v, λ) = 0 pour (v, λ) ∈ Ũ2 × V2 ⊂ N ×D

Φ : Ũ2 × V2 −→ Z0 est continue

et Φ(v0, λ0) = 0, (v0, λ0) ∈ Ũ2 × V2.

(1.28)

La fonction Φ, appelée fonction de bifurcation, est donnée par :

Φ(λ, v) = QF (v + ψ(v, λ), λ) (1.29)

où w = ψ(v, λ) est donnée par le théorème des fonctions implicites.

Preuve. Le problème (1.27) est évidemment équivalent au système
{

QF (Px+ (I − P )x, λ) = 0,

(I −Q)F (Px+ (I − P )x, λ) = 0,
(1.30)

où nous posons Px = v ∈ N et (I − P )x = w ∈ E0. En suite nous définissons






















G : Ũ2 ×W2 × V2 −→ Z par

G(v,w, λ) ≡ (I −Q)F (v + w, λ), où v0 = Px0 ∈ Ũ2 ⊂ N,

w0 = (I − P )x0 ∈W2 ⊂ E0,

et Ũ2, W2 sont des voisinages tels que Ũ2 +W2 ⊂ U ⊂ X.

(1.31)
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On a G(v0, w0, λ0) = 0 et par le choix des espaces, DwG(v0, w0, λ0) = (I−Q)DxF (x0, λ0) :
E0 −→ R(DxF (x0, λ0)) est bijective. L’application du Théorème des Fonctions implicites
(voir théorème 1.2.1) fournit











G(v,w, λ) = 0 pour (v,w, λ) ∈ Ũ2 ×W2 × V2 est équivalent à

w = ψ(v, λ) pour ψ : Ũ2 × V2 →W2 ⊂ E0 tel que

ψ(v0, λ0) = w0.

(1.32)

L’insertion de la fonction ψ dans la première équation de (1.30) donne

Φ(v, λ) = QF (v + ψ(v, λ), λ) = 0. (1.33)

Le Théorème des Fonctions Implicites prouve la continuité de ψ. �

Remarque 1.2.2
L’espace des paramètres D sera généralement R ou R2 dans cette thèse, mais il peut aussi
être Rn (n > 2) dans d’autres problèmes.

La Méthode de Lyapunov-Schmidt, résumée dans le théorème 1.3.1 décrit la réduction du
problème (1.27) (qui est de dimension infinie) à un problème ayant autant de dimension
que le noyau de DxF (x0, λ0). Avant de fermer cette section nous rappelons une méthode
appelée Polygone de Newton qui est souvent utilisée dans les bifurcations dégénérées et
qui nous sera d’une grande utilité pour montrer la stabilité des solutions bifurquantes.

1.2.3 Méthode des multi-paramètres

Une façon naturelle de surmonter les difficultés d’une dégénérescence à un noyau de
dimension très grand est la condition que l’application F dépende d’autant de paramètres
que la dimension du noyau de l’opérateur linéarisé.

Nous considérons F : U × V −→ Z, où 0 ∈ U ⊂ E et λ0 ∈ V ⊂ Rn et nous supposons
que

F (0, λ) = 0 pour tout λ ∈ V,
dimN(DxF (0, λ0)) = codimR(DxF (0, λ0)) = n ≥ 1.

(1.34)

Pour la suite, nous supposons que :

D2
xλF ∈ C(U × V,L (E,Z)) (1.35)

Comme L (Rn,L (E,Z)) ∼= L (Rn×E,Z) alorsD2
xλF (0, λ0)x ∈ L (Rn, Z) est représenté

par n vecteurs D2
xλi
F (0, λ0)x ∈ Z, i = 1, ..., n pour x ∈ E.

L’hypothèse transversale qui assure souvent l’existence des solutions dans le cas du
noyau de dimension 1 est généralisée comme suit :

Il existe un vecteur v̂0 ∈ N(DxF (0, λ0)), || v̂0 ||X= 1,

tel que le complementaire Z0 de R(DxF (0, λ0))

est engendré par les vecteurs D2
xλi
F (0, λ0)v̂0, i = 1, ..., n.

(1.36)

Soit Z0 le complémentaire de R(DxF (0, λ0)) dans Z. Quand la projection Q : Z → Z0

le long de R(DxF (0, λ0)) est donnée par

Qz =
n
∑

k=1

〈z, v̂′k〉v̂∗k (1.37)
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alors l’hypothèse (1.36) est équivalent à dire que

la matrice
(

〈D2
xλi
F (0, λ0)v̂0, v̂

′
k〉
)

i,k=1,...,n
est inversible. (1.38)

Ensuite, nous suivons les étapes de la preuve du théorème 1.2.3. La méthode de réduction
de Lyapunov-Schmidt fournit le problème de dimension n,

Φ(v, λ) = 0, (v, λ) ∼ (0, λ0) ∈ N ×Rn. (1.39)

En posant v = yv̂0, nous obtenons les solutions non triviales en résolvant

Φ̃(y, λ) =

∫ 1

0
DvΦ(ytv̂0, λ)v̂0dt = 0 ∀y ∈ (−τ, τ). (1.40)

Comme Φ(0, λ0) = 0 et que

DλΦ̃(0, λ0) = QD2
xλF (0, λ0)v̂0 (1.41)

est inversible par (1.36), alors le Théorème des fonctions implicites donne la courbe de
solutions continûment différentiable suivante

Φ̃(y, λ(s)) = 0, y ∈ (−τ, τ), λ(0) = λ0

Φ(yv̂0, λ(s)) = yΦ̃(y, λ(y)) = 0.
(1.42)

D’où le théorème suivant :

Théorème 1.2.5 ( [36])
Sous les hypothèses (1.34)-(1.36), l’équation F (x, λ) = 0 possède une courbe continûment
différentiable de solution

{(x(y), λ(y)) | y ∈ (−τ, τ)} ⊂ E × Rn (1.43)

tels que (x(0), λ(0)) = (0, λ0) et ẋ = v̂0.

1.2.4 Méthode du polygone de Newton

La ”Méthode du polygone de Newton” est un outil de substitution du Théorème des
Fonctions Implicites lorsque l’hypothèse de la bijection n’est pas vérifiée. Elle est indis-
pensable pour étudier les bifurcations dégénérées. Plus précisément, il s’agit de chercher,
au voisinage d’une solution triviale (0, 0), les solutions de l’équation (1.27), en faisant la
supposition suivante :

F est analytique dans un voisinage U × V de (0, 0) et F (0, 0) = 0, c’est-à-dire

F (x, λ) =

∞
∑

j,k

cjkx
kλj , où cjk ∈ R et la convergence tient dans U × V. (1.44)

Puisque F (0, 0) = 0, alors on en déduit que c00 = 0 et par la suite, on cherche les solutions
non triviales de F (x, λ) = 0 passant par (0, 0). Pour cela nous marquons les puissances j
de λ sur les ordonnées et les puissances k de x sur les abscisses et on place tous les points
(k, j) qui satisfont la condition cjk 6= 0, dans un plan (voir Figure (1.1)).
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Qu≥lqu≥sr≥marqu≥simportant≥s
•Sicjk=0pourtoutj∈N0,k=0,...,k0−1,c’≥st-̀a-≤ir≥,sil≥sco≥ffici≥ntsnon
nuls≥xist≥nts≥ul≥m≥nt,qu’̀apartir≤urangk0,alorsnouspouvons≤ivis≥rparxk0
≥tpourlanouv≥ll≥δ≥quation,noustrouvonsl≥plusp≥titpoint(0,j0)surl’ax≥≤≥s
or≤onnδ≥≥s.

•Sik0=0alorsj0≥1carc00=0.
•Sik0≤0,nousavonslacourb≥solution{(0,λ)}≥tsij0=0c’≥stl’uniqu≥courb≥
passantpar(0,0).
Onsuppos≥≤δ≥sormaisqu≥j0≥1.Ensuit≥,s≥ulsl≥sco≥ffici≥ntscjkav≥c0≤j≤

j0−1,k≥1,nousintδ≥r≥ss≥rons.Tout≥foisonfaitr≥marqu≥rqu≥si≤≥t≥lsco≥ffici≥nts
sonttousnuls,alorsonp≥ut≤ivis≥rparλj0≥t{(x,0)}≥stlas≥ul≥solutionpassantpar
(0,0).Sinon,ontrouv≥l≥sco≥ffici≥ntscjk=0av≥c0≤j≤j0−1≥tonp≥utsuppos≥r
qu’il≥xist≥unplusp≥titkn≥1t≥lqu≥c0kn=0.Onr≥marqu≥raqu≥,sijn>0,alorsonal’≥xist≥nc≥≤≥lacourb≥solution{(x,0)}.
Maint≥nant,nousnousm≥ttons≤anslasituationòuilyaunplusp≥titpoint(0,j0),j0≥

1surl’ax≥≤≥sor≤onnδ≥≥s≥tunplusp≥titpoint(0,kn),kn≥1surl’ax≥≤≥sabsciss≥s.Alors
l≥polygon≥formantl’≥nv≥lopp≥conv≥x≥≤≥tousl≥spoints(k,j)t≥lsqu≥cjk=0
≥tjkn+j0k≤j0kn≥stapp≥lδ≥l≥”polygon≥≤≥N≥wton”.

Ilr≥li≥l≥spoints(kν,jν),ν=0...n,j0>j1>...>jn=0,0=k0<k1<...<kn≥t
cjk=0si(k,j)≥st≥n≤≥ssous≤’un≥≤roit≥passantpar≤≥uxpointsconsδ≥cutifs(kν,jν).
Onpos≥cjνkν=cν=0pourν=0,...n,alors(1.44)≥strδ≥δ≥crit≥comm≥

F(x,λ)=
n

ν=0
cνxkνλjν+R(x,λ), òuRconti≥ntl≥r≥st≥≤≥st≥rm≥s. (1.45)

•

•

•

•

k1 k2 k3
•
k4k0

j1

j2

j3
j4

••

•
•

•

•

•

λ

x

Figur≥1.1–Graphiqu≥≤upolygon≥≤≥N≥wton.
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Soit−1γun≤≥sco≥ffici≥nts≤ir≥ct≥urs≤≥s≤roit≥sformantl≥polygon≥≤≥N≥wton.Alorstousl≥sr+1points(kl,jl)...(kl+r,jl+r),appart≥nantàla≤roit≤≥co≥ffici≥nts≤ir≥ct≥ur
−1γ,vδ≥rifi≥nt γjl+kl=...=γjl+r+kl+r=σ. (1.46)
Enfaisantlasubstitution

λ=xγ̃λ ≤ans (1.45), (1.47)
onobti≥ntpour(x,̃λ)l’δ≥quation

xσ


r

ρ=0
cl+ρ̃λjl+ρ+R1(x,̃λ)


=0 (1.48)

D’autr≥part,sionsuppos≥qu≥λ̃0≥stun≥racin≥,≤≥multiplicitδ≥1,≤upolyn̂om≥Pγ
suivant

Pγ(̃λ)=
r

ρ=0
cl+ρ̃λjl+ρ. (1.49)

Alorscomm≥R1(0,̃λ) =0,ontrouv≥parl≥Thδ≥or̀≥m≥≤≥sFonctionsImplicit≥(voir
thδ≥or̀≥m≥1.2.1)qu≥lacourb≥solution≤≥F(x,λ)=0proch≥≤≥(0,0),≥st≤onnδ≥≥par

x,xγ(̃λ0+
∞

k=1
akxk) |0≤x≤γ2 (1.50)

Pourplus≤≥≤δ≥tailsl≥l≥ct≥urpourraconsult≥r[36].Noust≥rmin≥ronsla≤≥scription≤u
polyn̂om≥≤≥N≥wtonparun≥x≥mpl≥.
Ex≥mpl≥1.2.1
Soit̀arδ≥sou≤r≥auvoisinag≥≤≥(0,0)l’δ≥quation,à≤≥uxvariabl≥ssuivant≥

F(x,λ)=λ2−x2λ+x3λ+x5+x6=0. (1.51)
L≥polygon≥≤≥N≥wtonassociδ≥àl’δ≥quationci-≤≥ssus≥st≤onnδ≥parlafigur≥(1.2)

•

•

•

λ

x

2

•

•

1

2 53
•

•

Figur≥1.2–L≥polygon≥≤≥N≥wtonassociδ≥à(1.51).
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LYAPUNOV-SCHMIDT

Comme on peut le voir, l’enveloppe convexe du polygone de Newton, ci-dessus est
délimité par deux droites, que nous noterons par D−1/2 et D−1/3, et dont les coefficients
directeurs sont respectivement donnés par −1/2 et −1/3. Par l’utilisation de D−1/2, nous
faisons

λ = λ̃x2 dans (1.51) (1.52)

et on obtient,

x4
(

λ̃2 − λ̃+ λ̃x+ x2
)

= 0

x4
(

λ̃(λ̃− 1) +R(x, λ̃)
)

= 0.

comme R(λ̃, 0) = 0 ∀ λ̃, alors on trouve que les courbes solutions de (1.51), proche de
(0, 0) sont données par

{(

x, x2 +O
(

(x3)
))

| −τ ≤ x ≤ τ
}

(1.53)

et
{(

x,O
(

(x3)
))

| −τ1 ≤ x ≤ τ1
}

. (1.54)

Les autres courbes solutions sont obtenues en utilisant D−1/3.
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Chapitre 2

Etude des solutions stationnaires
bifurquantes avec dimKerL(·, ǫ) = 1

Dans ce chapitre, nous abordons l’étude du problème par le cas simple du noyau
de dimension 1. Cette étude est menée grâce à une approche développée par Kielhöfer
dans [36]. Les résultats obtenus permettent d’établir des comparaisons avec le travail
antérieur de Pierre et Rougirel. L’étude théorique est complétée par des diagrammes de
bifurcations illustrant les différentes orientations des courbes de solutions non triviales au
voisinage de chaque point de bifurcation.

2.1 Cadre fonctionnel et équations

Soient Ω = (0, 1), ǫ > 0, x ∈ Ω et r un paramètre réel négatif. Nous définissons

f : R −→ R, u 7→ (1 + r)u+ u3. (2.1)

W0 = {u ∈ H2(Ω)|∂xu = 0, sur ∂Ω},

V0 = {u ∈ H4(Ω)|∂xu = ∂xxxu = 0 sur ∂Ω},

L̇2(Ω) = {v ∈ L2(Ω)|
∫

Ω
vdx = 0},

V̇0 = V0 ∩ L̇2(Ω), Ẇ0 =W0 ∩ L̇2(Ω).

Soit u(x, 0) = u0(x), une donnée initiale. L’équation de champ de phase cristallin avec
les conditions homogènes de Neumann s’écrit :















∂u

∂t
= ǫ∂xx(ǫ

2∂xxxxu+ 2ǫ∂xxu+ f(u)), (x, t) ∈ Ω× (0,∞)

∂xu = ∂xxxu = ∂xxxxxu = 0, sur ∂Ω× (0,∞)

u(·, 0) = u0.

(2.2)

Proposition 2.1.1 (conservation de la masse)
Toute solution u de (2.2) vérifie la loi de conservation de masse

∫

Ω
u(x, t)dx =

∫

Ω
u0dx. (2.3)
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Preuve.
∫

Ω

∂u

∂t
dx =

d

dt

∫

Ω
u(x, t)dx = ǫ

∫

Ω
∂x(ǫ

2∂xxxxu+ 2ǫ∂xxu+ f(u)).∂x(1)dx

+
[

∂x
(

ǫ2∂xxxxu+ 2ǫ∂xxu+ f(u)
)]1

0

= 0.

�

En posant M =
∫

Ω u0(x)dx, on rappelle que le but est d’étudier les solutions bifur-
quantes du problème stationnaire suivant

u ∈M + V̇0, ǫ2∂xxxxu+ 2ǫ∂xxu+ f(u) =

∫

Ω
f(u)dx dans L2(Ω). (2.4)

Nous introduisons pour ce faire, une nouvelle fonction v définie par u = M + v, et
en utilisant l’expansion de Taylor de la fonction f(M + v) à l’ordre 3, nous obtenons le
problème suivant :















v ∈ V̇0, ǫ2∂xxxxv + 2ǫ∂xxv + f ′(M)v +
f ′′(M)

2
(v2 −

∫

Ω
v2dx)

+
f ′′′(M)

6
(v3 −

∫

Ω
v3dx) = 0 dans L2(Ω)

(2.5)

Dans la suite nous posons F la fonction définie par :

F (v, ǫ,M) = ǫ2∂xxxxv+2ǫ∂xxv+ f
′(M)v+

f ′′(M)

2
(v2−

∫

Ω
v2dx)+

f ′′′(M)

6
(v3−

∫

Ω
v3dx).

La division de F en deux parties, nous permet de définir l’opérateur suivant

L(·, ǫ,M) : V̇0 → L̇2(Ω), v 7→ ǫ2∂xxxxv + 2ǫ∂xxv + f ′(M)v (2.6)

et

N(·, ǫ,M) : V̇0 → L̇2(Ω), v 7→ f ′′(M)

2
(v2 −

∫

Ω
v2dx) +

f ′′′(M)

6
(v3 −

∫

Ω
v3dx). (2.7)

Dans tout ce chapitre, l’unique paramètre de bifurcation est ǫ. Alors, pour simplifier les
écritures, au lieu de L(·, ǫ,M) on écrira désormais L(·, ǫ). Et on fera pareil pour le reste
des notations.

Cela étant fait, on peut maintenant regarder F de la manière suivante

F : V̇0 × (0,∞)× R → L̇2(Ω), v 7→ F (v, ǫ) = L(v, ǫ) +N(v).

Ainsi, au lieu de (2.5) on est désormais conduit à étudier le problème de bifurcation
suivant :

v ∈ V̇0, ǫ > 0 F (v, ǫ,M) = 0 dans L̇2(Ω). (2.8)

2.2 Analyse spectrale et notations

Cette section est consacrée à l’étude des valeurs propres de l’opérateur L(·, ǫ) défini en
(2.6). Autrement dit, il s’agit de résoudre le problème spectral suivant

{

L(ϕ, ǫ) = λϕ, dans L2(Ω)

ϕ ∈ V̇0 \ { 0} , λ ∈ R.
(2.9)
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Par utilisation de (2.1), nous posons

p := 1− f
′

(M) et λk := (kπ)2, k = 1, 2, 3... (2.10)

La proposition suivante tient.

Proposition 2.2.1
Soit ǫ > 0 et p = 1− f

′

(M). Le spectre de L(·, ǫ) est donné par

µk = (ǫλk − 1)2 − p, k = 1, 2, 3... (2.11)

où λk = (kπ)2. Et les vecteurs propres associés sont

ϕk := cos(kπ·), k = 1, 2, 3... (2.12)

De plus, L(·, ǫ) est auto-adjoint, c’est-à-dire que

∫ 1

0
L(v, ǫ)wdx =

∫ 1

0
wL(v, ǫ)dx ∀v,w ∈ V̇0. (2.13)

Preuve. La preuve est basée sur la résolution de l’équation ordinaire suivante
{

−∂xxϕ = λϕ, dans L2(Ω)

ϕ
′

(0) = ϕ
′

(1) = 0
(2.14)

Comme (2.14) est une équation ordinaire du second ordre, alors la solution réelle et générale
est donnée sous la forme :

A1 cos(
√
λx) +A2 sin(

√
λx), où , A1, A2 sont des constantes réelles.

En utilisant les conditions homogènes de Neumann, nous trouvons que

ϕk(x) = A cos(kπx), k = 1, 2, 3...

0u, plus simplement
ϕk(x) = cos(kπx), n = 1, 2, 3...

Car A1 est non nulle. Nous déduisons ainsi le spectre de L(·, ǫ) de la façon suivante

L(ϕk, ǫ) = ǫ2ϕ
(4)
k + 2ǫϕ

(2)
k + f ′(M)ϕk

= ǫ2λ2kϕk − 2ǫλkϕk + f ′(M)ϕk

=
[

(ǫλk − 1)2 − p
]

ϕk.

On prouve (4.131) par les intégrations par parties. En effet, soit v et w dans V̇0, en
utilisant la définition (2.6), on trouve que

∫ 1

0
L(v, ǫ)wdx = ǫ2

∫ 1

0
v(4)wdx+ 2ǫ

∫ 1

0
v(2)wdx+ f ′(M)

∫ 1

0
vwdx

= ǫ2
∫ 1

0
v(2)w(2)dx+ 2ǫ

∫ 1

0
vw(2)dx+ f ′(M)

∫ 1

0
vwdx

= ǫ2
∫ 1

0
vw(4)dx+ 2ǫ

∫ 1

0
vw(2)dx+ f ′(M)

∫ 1

0
vwdx

=

∫ 1

0
vL(w, ǫ)dx.

Ce qui achève la démonstration de la proposition. �
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Remarque 2.2.1
Comme

{

ϕk

||ϕk|| |k ∈ N∗
}

est une base orthonormée dans L2(Ω), et que la suite (µk)k≥1 des

valeurs propres tend vers +∞ quand k → +∞, alors L(·, ǫ) admet au moins une résolvante
compacte.

Posons, pour k ≥ 1 et p = 1− f
′

(M) ≥ 0,

ǫk :=
1 +

√
p

λk
et ǭk :=

1−√
p

λk
. (2.15)

On rappelle qu’une description complète du noyau de L(·, ǫ) est donnée dans la Proposition
0.3.1. En effet, dans cette proposition, Pierre et Rougirel fournissent les conditions sur les
paramètres du problème pour avoir un noyau de dimension 1.

2.3 Théorème de bifurcation avec dimKerL(·, ǫ) = 1

Pour prouver le théorème principale de ce chapitre, nous faisons les hypothèses sui-
vantes :

(H1) Soient k∗ ∈ N∗ et r < 0 fixés. (2.16)

(H2) Soient ǫ > 0 et M ∈ R vérifiant (ǫλk∗ − 1)2 + r + 3M2 = 0.

On pose p = −3M2 − r.

(2.17)

(H3) De plus, on suppose que p > 0 et dimKerL(·, ǫ) = 1. (2.18)

Pour simplifier les notations, on pose

ǫ = ǫ∗, ϕ∗ = ϕk∗ , et λ∗ = λk∗. (2.19)

où ǫ ∈
{

1 +
√
p

λk∗
,
1−√

p

λk∗

}

. Une masse M correspondant à ǫ∗ sera notée M∗.

Remarque 2.3.1
Soit k∗ et r fixés, si nous posons

X := 3M2 = −(ǫλk∗ − 1)2 − r.

Alors l’ensemble des points (ǫ,X), forment une parabole dont le sommet est S(1/λ∗,−r).
De plus

– si ǫ > 1/λ∗, alors ǫ =
1 +

√
p

λ∗
,

– si ǫ < 1/λ∗, alors ǫ =
1−√

p

λ∗
.

Excepté l’étude du signe de ǫ̈(0) qui sera faite dans la Sous section 2.4, tous les résultats

de bifurcation que nous obtiendrons dans la suite sont aussi bien vrais pour ǫ∗ =
1+

√
p

λ∗

24
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que pour ǫ∗ =
1−√

p
λ∗

. Et comme, L(·, ǫ∗) est auto-adjoint avec résolvant compact, alors les

espaces L̇2(Ω) et V̇0 ont les décompositions suivantes :

L̇2(Ω) = KerL(·, ǫ∗)⊕R(L(·, ǫ∗)), (2.20)

et

V̇0 = KerL(·, ǫ∗)⊕
(

R(L(·, ǫ∗)) ∩ V̇0
)

, (2.21)

où

KerL(·, ǫ∗) = Vect(ϕ∗) et R(L(·, ǫ∗)) = l’image de L(·, ǫ∗).

Ces décompositions en retour définissent de manière naturelle les projections continues
suivantes

P : L̇2(Ω) −→ KerL(·, ǫ∗) et Q = I − P : L̇2(Ω) −→ R(L(·, ǫ∗))

où

Pv := 2(v, ϕ∗)ϕ∗, ∀v ∈ L̇2(Ω). (2.22)

Ici, (·, ·) désigne le produit scalaire dans L2(Ω). Ainsi, la solution v peut se décomposer
de manière unique, comme suit

v = Pv+(I−P )v = ϕ+w avec ϕ ∈ KerL(·, ǫ∗), et w ∈
(

R(L(·, ǫ∗)) ∩ V̇0
)

. (2.23)

Les solutions de (2.8) sont alors données par le système suivant :

{

PF (ϕ+ w, ǫ) = P (L(ϕ+ w, ǫ) +N(ϕ+ w)) = 0, ϕ ∈ KerL(·, ǫ∗)
QF (ϕ+w, ǫ) = Q(L(ϕ+ w, ǫ) +N(ϕ+ w)) = 0, w ∈

(

R(L(·, ǫ∗)) ∩ V̇0
) (2.24)

2.3.1 Projection sur R(L(·, ǫ∗))
D’après (2.24) la projection du problème (2.8) sur l’image de L(·, ǫ∗) fournit l’équation

suivante :

QF (ϕ+ w, ǫ) = QL(w, ǫ) +QN(ϕ+ w, ǫ) = 0. (2.25)

En utilisant (voir Chapitre 1) la méthode de Lyapunov-Schmidt et le théorème des fonc-
tions implicites, pour (ϕ,w, ǫ) proche de (0, 0, ǫ∗), on trouve que la solution de (2.25) est
donnée par

{

w := w(ϕ, ǫ), ∀(ϕ, ǫ) ∈ U × V ⊂ Ker(L(·, ǫ∗))× R

w(0, ǫ∗) = 0.
(2.26)

où U × V est un voisinage ouvert de (0, ǫ∗) dans Ker(L(·, ǫ∗))×R. De plus, w a la même
régularité que F , et est définie sur U × V à valeurs dans R(L(·, ǫ∗)). Et comme, c’est
également l’unique solution locale de (2.25) alors w vérifie aussi

w(0, ǫ) = 0, ∀ ǫ ∼ ǫ∗. (2.27)

On notera par IKer(L(·,ǫ∗)) l’opérateur identité du noyau Ker(L(·, ǫ∗)).

Corollaire 2.3.1
Sous les hypothèses (2.16)-(2.18) et les décompositions spatiales (2.20)-(2.21) , on a

Dϕw(0, ǫ∗) = 0. (2.28)
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Preuve. Par utilisation de (2.25), on a

DϕQF (ϕ+ w(ϕ, ǫ), ǫ) = QDvF (ϕ+ w, ǫ)(IKer(L(·,ǫ∗)) +Dϕw)

= QDvF (ϕ+ w, ǫ)IKer(L(·,ǫ∗)) +QDvF (ϕ+ w, ǫ)Dϕw

= 0.

Pour (ϕ, ǫ) = (0, ǫ∗), on trouve que

QDvF (0, ǫ∗).IKer(L(·,ǫ∗)) ≡ 0 car IKer(L(·,ǫ∗)) est à valeurs dans le noyau.

D’où Dϕw(0, ǫ∗) = 0 car QDvF (0, ǫ∗) : L̇2(Ω) −→ R(L(·, ǫ∗)) est inversible. �

Pour des besoins ultérieurs, nous calculons D2
ϕϕw(0, ǫ∗)[ϕ∗, ϕ∗].

Proposition 2.3.1
Soit p = 1− f ′(M). Alors sous les hypothèses (2.16)-(2.18), on a

D2
ϕϕw(0, ǫ∗) [ϕ∗, ϕ∗] = −f ′′

(M)
1

2µ2k∗
ϕ2k∗ , (2.29)

où µ2k∗ = (ǫ∗λ2k∗ − 1)2 − p.

Preuve. En différentiant (2.25) deux fois par rapport à ϕ, il vient que D2
ϕw(0, ǫ∗) [ϕ∗, ϕ∗]

est solution de l’équation suivante

QL(D2
ϕw(0, ǫ∗) [ϕ∗, ϕ∗] , ǫ∗) +Qf

′′

(M)(ϕ2
∗ −

∫

Ω
ϕ2
∗) = 0 dans L̇2(Ω).

Mais comme ϕ2
∗ −

∫

Ω ϕ
2
∗ ∈ R(L(·, ǫ∗)). Donc on peut réécrire l’équation précédente, plus

simplement comme

L(D2
ϕw(0, ǫ∗) [ϕ∗, ϕ∗] , ǫ∗) + f

′′

(M)(ϕ2
∗ −

∫

Ω
ϕ2
∗) = 0 dans R(L(·, ǫ∗)).

En testant l’équation ci-dessus avec ϕk, et en utilisant le fait que

D2
ϕw(0, ǫ∗) [ϕ∗, ϕ∗] ∈ R(L(·, ǫ∗)),

nous obtenons
∫

Ω
ϕkL(D

2
ϕw(0, ǫ∗) [ϕ∗, ϕ∗] , ǫ∗)dx = −f ′′(M)

∫

Ω
ϕk(ϕ

2
∗ −

∫

Ω
ϕ2
∗)dx.

Ou encore, comme

ϕ2
∗ =

1

2
ϕ2k∗ +

1

2

∫

Ω
µk(ǫ∗)ϕkD

2
ϕw(0, ǫ∗) [ϕ∗, ϕ∗] dx = −f ′′(M)

∫

Ω
ϕk

(

(
1

2
ϕ2k∗ +

1

2
)−

∫

Ω
(
1

2
ϕ2k∗ +

1

2
)

)

dx

car L(·, ǫ∗) est auto adjoint (voir (2.6)). Et pour finir, nous faisons une identification de
termes grâce à l’égalité suivante

∫

Ω
ϕkD

2
ϕw(0, ǫ∗) [ϕ∗, ϕ∗] dx = −f ′′(M)

∫

Ω

1

2µk(ǫ∗)
ϕkϕ2k∗dx.

�
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2.3.2 Projection sur Ker(L(·, ǫ∗))
Nous définissons, d’après (2.24) et (2.26) la fonction Φ̃ par

Φ̃(ϕ, ǫ) = PF (ϕ+ w(ϕ, ǫ), ǫ) = PL(ϕ+w(ϕ, ǫ), ǫ) + PN(ϕ+ w(ϕ, ǫ), ǫ). (2.30)

Par l’utilisation de (2.27), nous déduisons que

Φ̃(0, ǫ) = 0, ∀ ǫ ∈ R.

Cette égalité permet d’écrire la relation suivante

Φ̃(ϕ, ǫ) =

∫ 1

0

d

dt
Φ̃(tϕ, ǫ)dt =

∫ 1

0
DϕΦ̃(tϕ, ǫ)ϕdt. (2.31)

De plus, en posant

ϕ = yϕ∗, ∀y ∈ R, (2.32)

il en résulte que

Φ̃(yϕ∗, ǫ) = y

∫ 1

0
DϕΦ̃(tyϕ∗, ǫ)ϕ∗dt = yΦ(y, ǫ) (2.33)

où

Φ(y, ǫ) =

∫ 1

0
DϕΦ̃(tyϕ∗, ǫ)ϕ∗dt. (2.34)

Finalement, les solutions non triviales du problème (2.24), ou plutôt du problème suivant

ϕ ∈ KerL(·, ǫ∗), ǫ > 0, Φ̃(ϕ, ǫ) = 0,

sont obtenues par la résolution de ce nouveau problème

y ∈ R, ǫ > 0, Φ(y, ǫ) = 0, dans KerL(·, ǫ∗). (2.35)

Remarque 2.3.2
Puisque w = w(ϕ, ǫ) est complètement connue par la donnée de ϕ et ǫ (voir (2.26)), alors
toutes les solutions bifurquantes du problème (2.8) sont obtenues en résolvant l’équation
(2.35). Ce qui nous permet de restreindre notre étude à un problème de dimension finie.

Définition 2.3.1
Φ sera appelée fonction de bifurcation dans toute la suite.

Corollaire 2.3.2
Sous les hypothèses (2.16)-(2.18) on a

Φ(0, ǫ∗) = 0. (2.36)

Preuve. De (2.30)-(2.34) on a

Φ(0, ǫ∗) =

∫ 1

0
DϕΦ̃(0, ǫ∗)ϕ∗dt

= PL(ϕ∗ +Dϕw(0, ǫ∗)ϕ∗, ǫ∗), par la définition (2.30)

= PL(ϕ∗, ǫ∗) + PL(Dϕw(0, ǫ∗)ϕ∗, ǫ∗)

= 0 car ϕ∗ ∈ KerL(·, ǫ∗) et Dϕw(0, ǫ∗)ϕ∗ = 0.

�
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Définition 2.3.2
On dira que (0, ǫ∗) est un point de bifurcation du problème (2.5), si il existe une suite de
solutions non triviales (v(y), ǫ(y))−τ≤y≤τ du problème (2.8) dans un voisinage de (0, ǫ∗)
telle que (v(0), ǫ(0)) = (0, ǫ∗).

2.3.3 Théorème de bifurcation

Dans cette section nous nous intéressons aux solutions non triviales du problème (2.35)
(ou de manière équivalente, aux solutions bifurquantes du problème (2.8)), c’est-à-dire les
solutions obtenues pour y 6= 0. Pour ce faire, on donne d’abord le lemme suivant.

Lemme 2.3.1
Sous les hypothèses (2.16)-(2.18),

DǫΦ(0, ǫ∗) = DϕǫΦ̃(0, ǫ∗)ϕ∗ =















2
p+

√
p

ǫ∗
ϕ∗, si ǫ∗ =

1 +
√
p

λ∗
,

2
p−√

p

ǫ∗
ϕ∗, si ǫ∗ =

1−√
p

λ∗
,

(2.37)

est un vecteur non nul.

Preuve. D’une part, on a d’après (2.34),

DǫΦ(0, ǫ∗) =

∫ 1

0

(

DϕǫΦ̃(0, ǫ∗)ϕ∗
)

dt

= DϕǫΦ̃(0, ǫ∗)ϕ∗.

D’autre part, (2.30) et (2.6) donnent

DϕǫΦ̃(0, ǫ∗)ϕ∗ = DǫL(ϕ∗, ǫ) |ǫ=ǫ∗

= 2ǫ∗ϕ
′′′′

∗ + 2ϕ
′′

∗
= 2

[

ǫ∗
(

λ2∗ϕ∗
)

− (λ∗ϕ∗)
]

= 2
(

ǫ∗λ
2
∗ − λ∗

)

ϕ∗

= 2
ǫ∗λ∗ − f

′

(M)

ǫ∗
ϕ∗

car ǫ2∗λ
2
∗ − 2ǫ∗λ∗ + f

′

(M) = 0 (voir hypothèses (2.16)-(2.18) et la définition (2.10)). En
utilisant alors ce qui précède, on en déduit que

DǫΦ(0, ǫ∗) est non nul si et seulement si
ǫ∗λ∗ − f

′

(M)

ǫ∗
6= 0. (2.38)

Or

ǫ∗λ∗ − f
′

(M) =















p+
√
p, si ǫ∗ =

1 +
√
p

λ∗
,

p−√
p, si ǫ∗ =

1−√
p

λ∗
,

est non nulle par l’hypothèse (2.18). D’où le résultat. �

Nous pouvons maintenant énoncer le théorème général de notre analyse.
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Théorème 2.3.1 (Théorème de bifurcation)
Sous les hypothèses (2.16)-(2.18), alors

• (0, ǫ∗) est un point de bifurcation de (2.5).

• Il existe τ > 0 et une unique courbe au moins de classe C 2 au voisinage de (0, ǫ∗)

{(v(y), ǫ(y)) \ y ∈ (−τ, τ) et (v(0), ǫ(0)) = (0, ǫ∗)} , (2.39)

telle que F (v(y), ǫ(y)) = 0, ∀ y ∈ (−τ, τ) et dv
dy

|y=0= v̇(0) = ϕ∗.

• La dérivée seconde du paramètre de bifurcation ǫ est donnée par :

ǫ̈(0) =
ǫ∗

8(ǫ∗λ∗ − f ′(M))

(

f
′′

(M)2

(ǫ∗λ2k∗ − 1)2 − p
− f

′′′

(M)

)

(2.40)

où

ǫ∗ ∈
{

1 +
√
p

λ∗
,
1−√

p

λ∗

}

.

Avant de prouver le théorème précédent, nous donnons les propriétés du couple solutions
(v(y), ǫ(y)) dans le corollaire suivant :

Corollaire 2.3.3
Sous les hypothèses du Théorème 2.3.1, la solutions v et le paramètre solution ǫ, satisfont

v = ±
(

2

ǫ̈(0)
(ǫ− ǫ∗)

)1/2

ϕ∗ +O
(

(ǫ− ǫ∗)
2
)

dans V̇0. (2.41)

et

ǫ(y) = ǫ∗ +
ǫ̈(0)

2
y2 +O

(

y3
)

. (2.42)

Preuve. (Théorème 2.3.1)

Il est question ici de trouver les couples non triviaux (y, ǫ) ∈ R∗×R du problème (2.35)
vérifiant

Φ(y, ǫ) = 0,

où Φ est donnée par

Φ(y, ǫ) :=

∫ 1

0
DvΦ̃(tyϕ∗, ǫ)ϕ∗dt

et

Φ̃(ϕ, ǫ) = PF (ϕ+ w(ϕ, ǫ), ǫ).

En effet, d’après le Corollaire 2.3.2, (0, ǫ∗) est une solution triviale du problème (2.35). De
plus, selon le Lemme 2.3.1, la différentielle de Φ par rapport à ǫ au point (0, ǫ∗) est non
inversible. Donc d’après le théorème des fonctions implicites, on déduit que les solutions
non triviales du système suivant

{

Φ(y, ǫ) = 0 (y, ǫ) ∈ R∗ × (0,+∞)

Φ(0, ǫ∗) = 0,
(2.43)

vérifient
{

ǫ = ǫ(y)

Φ(y, ǫ(y)) = 0, ∀ y ∈ (−τ, τ).
(2.44)
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En utilisant la relation (2.33), on obtient que

Φ̃(yϕ∗, ǫ(y)) = yΦ(y, ǫ(y)) = y.0 = 0.

Et de même

F (v(y), ǫ(y)) = (I − P )F (yϕ∗ + w(yϕ∗, ǫ(y)), ǫ(y)) + PF (yϕ∗ + w(yϕ∗, ǫ(y)), ǫ(y))

= (I − P )F (yϕ∗ + w(yϕ∗, ǫ(y)), ǫ(y)) + Φ̃(yϕ∗, ǫ(y))

= 0 + Φ̃(yϕ∗, ǫ(y)) d’après (2.26)

= 0 d’après (2.30).

De ce fait, on conclut que (yϕ∗, ǫ(y)) est une suite de solutions non triviales de (2.30) et
que de manière équivalente (v(y), ǫ(y)) est une suite de solutions non triviales de (2.8).
D’où (0, ǫ∗) est un point de bifurcation de (2.5) (dans le sens de la Définition 2.3.2).

Il reste juste à montrer le dernier point du théorème. En effet, ǫ est au moins deux
fois dérivable par rapport à y (régularité due au théorème des fonctions implicites). Donc
nous pouvons dériver, sans problème, la relation (2.44). Dans un premier temps, on a le
résultat suivant

ǫ̇(0) = 0. (2.45)

En effet,

d

dy
Φ(y, ǫ(y)) |y=0 = DyΦ(y, ǫ(y)) +DǫΦ(y, ǫ(y))ǫ̇(y) |y=0

= DyΦ(0, ǫ∗) +DǫΦ(0, ǫ∗)ǫ̇(0) (2.46)

= 0.

Or par l’utilisation de (2.34) et (2.30), on a

DyΦ(y, ǫ∗) |y=0 =

∫ 1

0
Dy(DϕΦ̃(tyϕ∗, ǫ∗)ϕ∗)dt |y=0

=

∫ 1

0
D2

ϕϕΦ̃(tyϕ∗, ǫ∗)[ϕ∗, tϕ∗]dt |y=0

=
1

2
D2

ϕϕΦ̃(0, ǫ∗)[ϕ∗, ϕ∗]

=
1

2
PD2

vvF (0, ǫ∗)[ϕ∗, ϕ∗]

=
1

2
f

′′

(M)P (ϕ2
∗ −

∫ 1

0
ϕ2
∗dx)

= 0 car ϕ2
∗ −

∫ 1

0
ϕ2
∗dx ∈ R(L(·, ǫ∗)).

Comme d’après le Lemme 2.3.1, l’opérateur DǫΦ(0, ǫ∗) est inversible, alors le résultat est
donné par (2.46).

On passe maintenant au calcul de ǫ̈(0). Pour ce faire, nous procédons de façon analogue
au calcul de ǫ̇(0). C’est-à-dire, nous dérivons (2.44) deux fois par rapport à y.

d2

dy2
Φ(y, ǫ(y)) |y=0 =

d

dy
(DyΦ(y, ǫ) +DǫΦ(y, ǫ).ǫ̇(y)) |y=0

= D2
yyΦ(y, ǫ) + 2D2

yǫΦ(y, ǫ).ǫ̇(y) +D2
ǫǫΦ(y, ǫ) [ǫ̇(y), ǫ̇(y)] +DǫΦ(y, ǫ).ǫ̈(y) |y=0

= 0.
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Comme d’après ce qui précède, ǫ̇(0) = 0 lorsque y = 0, il vient que

D2
yyΦ(0, ǫ∗) +DǫΦ(0, ǫ∗).ǫ̈(0) = 0. (2.47)

Cette égalité nous amène au calcul de D2
yyΦ(0, ǫ∗), car l’expression DǫΦ(0, ǫ∗) est donnée

par le Lemme 2.3.1.

Sous les hypothèses (2.16)-(2.18), on a

D2
yyΦ(0, ǫ∗) =

1

3
PD3

vvvF (0, ǫ∗) [ϕ∗, ϕ∗, ϕ∗] + PD2
vvF (0, ǫ∗)

[

ϕ∗,D
2
ϕϕw(0, ǫ∗)[ϕ∗, ϕ∗]

]

.

(2.48)
En effet, partant des égalités (2.30)-(2.31) d’une part, et (2.34) d’autre part, on trouve
que

D2
yyΦ(y, ǫ) =

∫ 1

0
t2D3

ϕϕϕΦ̃(tyϕ∗, ǫ) [ϕ∗, ϕ∗, ϕ∗] dt. (2.49)

Cela donne, en prenant y = 0,

D2
yyΦ(0, ǫ∗) =

1

3
D3

ϕϕϕΦ̃(0, ǫ∗) [ϕ∗, ϕ∗, ϕ∗] . (2.50)

D’autre part, la différentielle de (2.30) par rapport à ϕ donne, dans un premier temps

DϕΦ̃(ϕ, ǫ) = PDvF (v, ǫ).(IKer(L(·,ǫ∗)) +Dϕw(ϕ, ǫ)),

et

D2
ϕϕΦ̃(ϕ, ǫ) = PD2

vvF (v, ǫ)
[

IKer(L(·,ǫ∗)) +Dϕw(ϕ, ǫ), IKer(L(·,ǫ∗)) +Dϕw(ϕ, ǫ)
]

+PDvF (v, ǫ)Dϕϕw(ϕ, ǫ).

Dans un deuxième temps, elle donne

D3
ϕϕϕΦ̃(ϕ, ǫ) = Dϕ

[

PD2
vvF (v, ǫ).(IKer(L(·,ǫ∗)) +Dϕw)

]

.(IKer(L(·,ǫ∗)) +Dϕw)

+2PD2
vvF (v, ǫ)

[

IKer(L(·,ǫ∗)) +Dϕw,D
2
ϕϕw

]

+ PDvF (v, ǫ).D
3
ϕϕϕw

= PD3
vvvF (v, ǫ)

[

IKer(L(·,ǫ∗)) +Dϕw, IKer(L(·,ǫ∗)) +Dϕw, IKer(L(·,ǫ∗)) +Dϕw
]

+PD2
vvF (v, ǫ).(IKer(L(·,ǫ∗)) +Dϕw).D

2
ϕϕw

+2PD2
vvF (v, ǫ)

[

IKer(L(·,ǫ∗)) +Dϕw,D
2
ϕϕw

]

+DvF (v, ǫ).D
3
ϕϕϕw

En faisant (ϕ, ǫ) = (0, ǫ∗) dans l’expression ci-dessus, il vient, grâce à (2.28), que

D3
ϕϕϕΦ̃(0, ǫ∗) = PD3

vvvF (0, ǫ∗) [ϕ∗, ϕ∗, ϕ∗] + 3PD2
vvF (0, ǫ∗)

[

ϕ∗,D
2
ϕϕw(0, ǫ∗)[ϕ∗, ϕ∗]

]

.
(2.51)

La substitution de (2.51) dans (2.50) donne (2.48). Par ailleurs, de (2.47), il résulte que

DǫΦ(0, ǫ∗).ǫ̈(0) = −1

3

(

PD3
vvvF (0, ǫ∗) [ϕ∗, ϕ∗, ϕ∗] + 3PD2

vvF (0, ǫ∗)
[

ϕ∗,D
2
ϕϕw(0, ǫ∗)[ϕ∗, ϕ∗]

])

.
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Une utilisation de F , donne la formulation suivante

DǫΦ(0, ǫ∗).ǫ̈(0) = −f
′′′(M)

3
P

(

ϕ3
∗ −

∫ 1

0
ϕ3
∗dx

)

−f ′′(M)P

(

ϕ∗.D
2
ϕϕw(0, ǫ∗)[ϕ∗, ϕ∗]−

∫ 1

0
ϕ∗.D

2
ϕϕw(0, ǫ∗)[ϕ∗, ϕ∗]dx

)

(2.52)

où D2
ϕϕw(0, ǫ∗)[ϕ∗, ϕ∗] est donnée par (2.29).

Enfin par (2.1) et la Proposition 2.3.1, on peut voir que

P (ϕ3
∗ −

∫ 1

0
ϕ3
∗dx) =

3

4
ϕ∗. (2.53)

et

P

(

ϕ∗.D
2
ϕϕw(0, ǫ∗)[ϕ∗, ϕ∗]−

∫ 1

0
ϕ∗.D

2
ϕϕw(0, ǫ∗)[ϕ∗, ϕ∗]dx

)

= −f
′′

(M)

4µ2k∗
ϕ∗. (2.54)

où µ2k∗ = (ǫ∗λ2k∗ − 1)2 − p. Et comme selon le Lemme 2.3.1,

DǫΦ(0, ǫ∗) = 2
ǫ∗λ∗ − f ′(M)

ǫ∗
ϕ∗

alors (2.40) est déduite de (2.52) d’une part et de (2.53) et (2.54) d’autre part. Cela achève
la preuve du théorème. �

Le Théorème 2.3.1 fournit l’existence des solutions non triviales du problème (2.5)
lorsque le noyau de l’opérateur linéarisé est unidimensionnel. Le Corollaire 2.3.3 donne
quelques unes de leurs propriétés au voisinage du point de bifurcation (0, ǫ∗). Par compa-
raison avec le Théorème 1.1.1 établi par Pierre et Rougirel dans [30], on peut voir que nous
avons trouvé exactement les mêmes résultats bien que nous sommes partis des approches
différentes. Ce fait nous conduit à l’étude du signe de ǫ̈(0), qui d’une part constitue le
deuxième résultat important de [30] et d’autre part permet de connâıtre les variations de
branches de solutions dans le sens de (2.41).

2.4 Etude du signe de ǫ̈(0)

Dans cette section, on étudie les variations de branches de solutions au voisinage de
tout point de bifurcation (0, ǫ). On rappelle que, selon le Théorème 2.3.1, cette étude passe
par la connaissance du signe de ǫ̈(0) donnée ci-après

ǫ̈(0) =
ǫ

8(ǫ∗λk − f
′

(M))

(

f
′′

(M)2

(ǫ∗λ2k − 1)2 − p
− f

′′′

(M)

)

, (2.55)

où k, r, ǫ et M vérifient les hypothèses (2.16)-(2.18). La particularité essentielle ici est
que, le paramètre de bifurcation ǫ, en lequel on obtient une bifurcation peut être interprété
grâce à l’hypothèse (2.17) comme étant l’abscisse dans le plan (ǫ,X) où X = 3M2, des
points appartenant à la parabole de sommet (1/λk, r) et d’équation

X = − (ǫλk − 1)2 − r, ǫ > 0, k ∈ N∗, (2.56)

Nous avons représenté l’ensemble de tous ces points sur un graphique, en fixant k = 3 et
r = −4/5.(voir figure ci-dessous).
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2.4. ETUDEDUSIGNEDEǫ̈(0)

0 5 10 15 20 250

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

ε × 1000

X

COURBE DES POINTS DE BIFURCATIONS POUR k=3 ET r=−4/5.

ελ3=1−(−X+4/5)1/2 ελ3=1+(−X+4/5)1/2

Figur≥2.1–l≥graph≥≤≥spoints≤≥bifurcationpourk=3≥tr=−4/5.

Posons
Y:=√p ≥t X:=3M2. (2.57)

C≥s≤≥uxvariabl≥ssontliδ≥≥sparlar≥lationp=−r−3M2(voirhypoth̀≥s≥(2.17)).La
propositionsuivant≥≤onn≥l≥urs≥ns≥mbl≥s≤≥≤δ≥finitions.
Proposition2.4.1
Soi≥ntp=−r−3M2≥tX,Y ≤onnδ≥spar(2.57).
•p=−r−X∈]0,−r]⇔Y∈ 0,√−r⇔X∈[0,−r[.
•p=−r−X∈]0,−r]∩]0,1[⇔Y∈ 0,√−r∩]0,1[⇔X∈[0,−r[∩]−1−r,−r[.

Plusprδ≥cisδ≥m≥nt,l≥≤≥rni≥rpoint≤onn≥


Y∈ 0,√−r si−r<1,
ou
Y∈]0,1[si−r≥1.

⇔



X∈[0,−r[si−r<1,
ou

X∈]−r−1,−r[si−r≥1.
(2.58)

Pr≥uv≥. Puisqu≥Y=√−r−X ≥tX =3M2,alorslapr≥uv≥consist≥simpl≥m≥ntà
trouv≥rl≥sint≥rvall≥s≤’appart≥nanc≥s≤≥X≥tYsuivantl≥sval≥urs≤≥r.
Avant≤≥continu≥r,nous≤onnonsqu≥lqu≥srδ≥sultatsprδ≥liminair≥squ≥nousutilis≥rons

≤anslasuit≥.

2.4.1 Qu≥lqu≥scalculsprδ≥liminair≥s
Soi≥ntk,r,ǫ≥tM satisfaisantl≥shypoth̀≥s≥s(2.16)-(2.18).L≥sδ≥galitδ≥sr≥lativ≥sau

param̀≥tr≥p=√−r−3M2.
(ǫkλ2k−1)2−p=(4(1+√p)−1)2−p=9+24√p+15p,
(̄ǫkλ2k−1)2−p=(4(1−√p)−1)2−p=9−24√p+15p. (2.59)

≥t
ǫkλk−f′(M)=1+√p−f′(M)=1+√p+p−1=p+√p,
ǭkλk−f′(M)=1−√p−f′(M)=1−√p+p−1=p−√p.

(2.60)

òuf(s)=(1+r)s+s3.
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On donne également une version des égalités ci-dessus en fonction de Y .

{

(ǫkλ2k − 1)2 − p = 9 + 24Y + 15Y 2,

(ǭkλ2k − 1)2 − p = 9− 24Y + 15Y 2.
(2.61)

et
{

ǫkλk − f
′

(M) = Y 2 + Y,

ǭkλk − f
′

(M) = Y 2 − Y.
(2.62)

Dans la suite, nous ferons deux études distinctes du signe de ǫ̈(0). Car l’expression (2.55)
change, selon que ǫ > 1/λk et ǫ < 1/λk. On se souviendra que 1/λk est l’abscisse du
sommet de la parabole (2.56) des points de bifurcations, pour un k fixé.

2.4.2 Signe de ǫ̈(0) pour ǫ > 1/λk

Nous commençons cette étude par une proposition.

Proposition 2.4.2
Soient ǫ, k, r, M fixés et vérifiant (2.16)-(2.18). Si ǫ > 1/λk alors

ǫ =
1 + Y

λk
et ǫ̈(0) =

−3

4λkY

[

17
3 Y

2 + 8Y + 2
3r + 3

5Y 2 + 8Y + 3

]

. (2.63)

Preuve. La première assertion vient de l’hypothèse (2.16). Ceci étant, la seconde assertion
est obtenue par une utilisation de l’expression (2.55) d’une part, et des formules (2.61) et
(2.62) d’autre part. �

Remarque 2.4.1
Si 3M2 −→ 0 alors Y −→

√
−r et donc,

lim
Y→

√
−r
ǫ̈(0) =

−3

4λk
√
−r < 0. (2.64)

Nous posons h, la fonction quadratique, dépendant du paramètre r et définie par

h(Y ) =
17

3
Y 2 + 8Y +

2

3
r + 3, (2.65)

et dont le discriminant réduit est,

d(r) =
1

9
(−34r − 9) . (2.66)

Comme les signes de h et ǫ̈(0) sont opposés (voir (2.63)), il vient alors l’analyse suivante

1. si 2
3r + 3 ≥ 0 ⇐⇒ −r ≤ 9/2, alors h(Y ) > 0, ∀ Y > 0 et donc ǫ̈(0) < 0,

2. si 2
3r+3 < 0 ⇐⇒ −r > 9/2, alors pour donner le signe de ǫ̈(0), nous devons étudier

la fonction h, car son signe n’est plus constant.

Proposition 2.4.3
Soit −r > 9/2, la fonction h admet une unique racine, Y0(r) > 0 telle que :
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• ∀ Y ≤ Y0(r) =⇒ h(Y ) ≤ 0,

• ∀ Y > Y0(r) =⇒ h(Y ) > 0.

De façon explicite, Y0(r) est définie par :

Y0(r) :=
1

17

(

−12 +
√
−34r − 9

)

. (2.67)

Preuve.

– Pour −r > 9
2 , alors d(r) est positif et par conséquent les racines de h sont :

1

17

(

−12−
√
−34r − 9

)

et
1

17

(

−12 +
√
−34r − 9

)

.

La seule racine positive est :

Y0(r) :=
1

17

(

−12 +
√
−34r − 9

)

.

En effet, pour −r > 9/2,

Y0(r) > 0 ⇔ −12 +
√
−34r − 9 > 0

⇔
√
−34r − 9 > 12

⇔ −34r − 9 > 144

⇔ −r > 9/2.

Cela est vrai par hypothèse et nous permet de conclure que Y0(r) > 0, ∀ − r > 9/2,
alors

– si Y > Y0(r) alors h(Y ) > 0,

– si Y ≤ Y0(r) alors h(Y ) ≤ 0.

�

Remarque 2.4.2
En utilisant la définition (2.57), on trouve que la valeur X correspondant à Y0 est donnée
par

X0(r) := −
(−12 +

√
−34r − 9

17

)2

− r. (2.68)

Puisque les signes de ǫ̈(0) et h sont opposés, comme nous l’avions déjà fait remarquer plus
haut, alors il résulte de la proposition précédente le corollaire suivant.

Corollaire 2.4.1
Soient −r > 9/2, k ∈ N∗, ǫ > 1/λk vérifiant (2.16)-(2.18) et Y0(r) donnée par (2.67).
Alors,

1. si Y > Y0(r) alors ǫ̈(0) < 0,

2. si Y < Y0(r) alors ǫ̈(0) ≥ 0.
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2.4.3 Signe de ǫ̈(0) pour ǫ < 1λk

Comme dans le cas de l’étude précédente, nous commençons cette analyse par une
proposition.

Proposition 2.4.4
Soit ǫ, k, r, M fixés et vérifiant (2.16)-(2.18). Si ǫ < 1/λk alors Y 6= 1, Y 6= 3

5 et

ǫ =
1− Y

λk
et ǫ̈(0) =

3

4λkY

[

17
3 Y

2 − 8Y + 2
3r + 3

5(Y − 1)(Y − 3
5)

]

, (2.69)

où Y =
√
−3M2 − r.

Preuve. Elle est due à la formule (2.55) et aux égalités (2.61) et (2.62). �

Afin d’éliminer certains cas dans les analyses ultérieures, on donne le résultat suivant.

Proposition 2.4.5
Soit −r, k fixés et Y =

√−r, alors, on a

ǫ̈(0) =
3

4λk
√
−r > 0. (2.70)

Preuve. Pour Y =
√
−r on a :

17

3
Y 2 − 8Y +

2

3
r + 3 = 5Y 2 − 8Y + 3

= 5(Y − 1)(Y − 3/5).

La conclusion est ensuite triviale. �

Pour la suite, nous définissons g la fonction quadratique de R dans R par :

g(Y ) =
17

3
Y 2 − 8Y +

2

3
r + 3. (2.71)

On remarquera que le discriminant réduit de g(Y ) = 0 est donné par (2.66). Par ailleurs,
nous pouvons voir par (2.69) que le signe de ǫ̈(0) dépend de celui de g.

Proposition 2.4.6
Si −r ≥ 9/2 alors

g(Y ) < 0, ∀ 0 < Y < 1. (2.72)

Preuve. Si 2
3r + 3 ≤ 0 ⇔ −r ≥ 9/2, alors d’après la Proposition 2.4.1, Y ∈ ]0, 1[. Et

donc,

0 < Y < 1 =⇒ Y 2 < Y

=⇒ 17

3
Y 2 − 8Y < −7

3
Y

=⇒ g(Y ) < −7

3
Y +

2

3
r + 3 < 0.

D’où le résultat. �

Par le résultat précédent, le corollaire suivant tient.

Corollaire 2.4.2
Si −r ≥ 9/2 alors Y ∈ ]0, 1[ et
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1. si Y > 3/5 alors ǫ̈(0) > 0,

2. si Y < 3/5 alors ǫ̈(0) < 0.

Preuve. C’est une conséquence de la Proposition 2.4.6 et de la Proposition 2.4.1. �

En revanche, si −r < 9/2 ⇔ 2
3r + 3 > 0, nous voyons que le signe de g n’est plus

constant. En plus, on a

1. si −r ∈ [1, 9/2[ alors Y ∈ ]0, 1[ ,

2. si −r ∈ ]0, 1[ alors Y ∈
]

0,
√
−r
[

.

Signe de ǫ̈(0) pour −r ∈ [1, 9/2[ et Y ∈ ]0, 1[

Ici, nous étudions le signe de ǫ̈(0) donnée par (2.69), lorsque −r ∈ [1, 9/2[ et Y ∈ ]0, 1[.

Proposition 2.4.7
Si −r ∈ [1, 9/2[ alors g admet Y1(r) comme unique racine dans ]0, 1[. De plus

• si Y ≤ Y1(r), alors g(Y ) ≥ 0,

• si Y > Y1(r), alors g(Y ) < 0.

De façon explicite, Y1(r) est égale à

Y1(r) =
1

17

(

12−
√
−34r − 9

)

. (2.73)

Preuve. Pour −r ∈ [1, 9/2[, le discriminant d(r) (voir (2.66)) est strictement positif et
par conséquent g admet deux racines Y1(r) et Y2(r) données par :

Y1(r) :=
1

17

(

12−
√
−34r − 9

)

et Y2(r) :=
1

17

(

12 +
√
−34r − 9

)

. (2.74)

Pour conclure, il suffit de vérifier que Y1 ∈]0, 1[ et Y2 /∈]0, 1[.

Comme la racine Y2(r) est positive, il reste juste à la comparer à 1. En effet,

Y2(r) ≥ 1 ⇔ 12 +
√
−34r − 9 ≥ 17

⇔ −r ≥ 1,

Donc Y2(r) /∈ ]0, 1[ .

En ce qui concerne Y1, nous vérifions d’abord la positivité. En effet,

Y1(r) > 0 ⇔ 12−
√
−34r − 9 > 0

⇔ −34r − 9 < 144

⇔ −r < 9/2,

cela est vrai. Sa comparaison avec 1 donne

Y1(r) < 1 ⇔ 12−
√
−34r − 9 < 17

⇔ −
√
−34r − 9 < 5,

cela est toujours vrai. Donc Y1(r) ∈ ]0, 1[ . �
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Remarque 2.4.3
En utilisant la définition (2.57), on trouve que la valeur X correspondant à Y1 est donnée
par

X1(r) := −
(−12−

√
−34r − 9

17

)2

− r = X0(r) (2.75)

Pour donner la conclusion de cette partie, nous devons étudier les positions relatives
de Y1(r) par rapport à la valeur critique Y = 3/5.

Proposition 2.4.8
Si −r ∈ [1, 9/2[, alors Y1(r) < 3/5.

Preuve. Pour −r ∈ [1, 9/2[, on a ;

Y1(r) < 3/5 ⇔ −
√
−9− 34r < −9/5,

⇔ −r > 9/25.

Comme 9/25 < 1 alors la relation ci-dessus est également vraie pour −r ∈ [1, 9/2[. Et d’où
le résultat. �

Par les deux propositions précédentes, nous sommes maintenant en mesure de donner
le signe de ǫ̈(0) pour −r ∈ [1, 9/2[ .

Corollaire 2.4.3
Si −r ∈ [1, 9/2[ alors Y ∈ ]0, 1[ et

1. si 0 < Y ≤ Y1(r), alors ǫ̈(0) ≥ 0

2. si Y1(r) < Y < 3/5, alors ǫ̈(0) < 0,

3. si 3/5 < Y < 1, alors ǫ̈(0) > 0.

Preuve. C’est simplement une conséquence de la Proposition 2.4.7 et la Proposition
2.4.8. �

Signe de ǫ̈(0) pour −r ∈ ]0, 1[ et Y ∈
]

0,
√−r

[

Dans cette partie, l’analyse est plus complexe, car les cas changent suivant les valeurs
du paramètre r. On rappelle que le cas Y =

√−r a été traité dans la proposition 2.4.5.

Proposition 2.4.9
Sous les hypothèses de la proposition 2.4.4, si −r ∈ ]0, 9/34] alors

ǫ̈(0) > 0. (2.76)

Preuve.

Si −r ∈ ]0, 9/34[ alors d(r) < 0 (voir (2.66)) et par suite g(Y ) > 0. De plus

−r < 9/34 ⇒ −r < 9/25 =⇒ 0 < Y < 3/5,

donc ǫ̈(0) > 0.
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Si −r = 9/34 alors d(r) = 0 et g(Y ) = 17
3 (Y − 12/17)2 ≥ 0. Or

0 < Y <
√

9/34 < 12/17 et
√

9/34 < 3/5.

Donc ǫ̈(0) > 0.
�

Pour la suite, nous devons d’abord étudier les positions relatives de Y1(r) et Y2(r),
données en (2.79), par rapport à la borne

√
−r.

Proposition 2.4.10
Pour −r ∈ ]9/34, 1[, les racines Y1(r) et Y2(r) satisfont les points suivants :

• si −r ∈ ]9/34, 9/25[ alors Y1(r) >
√
−r,

• si −r ∈ ]9/25, 1[ alors Y1(r) <
√
−r,

• ∀ − r ∈ ]9/34, 1[ alors Y2(r) >
√
−r.

Preuve. Par (2.79) et pour tout −r ∈ ]9/34, 1[ nous rappelons que les expressions
respectives de Y1 et Y2 sont données par :

Y1(r) =
1

17

(

12−
√
−34r − 9

)

et Y2(r) =
1

17

(

12 +
√
−34r − 9

)

. (2.77)

Preuve du dernier point :

Y2(r) <
√
−r ⇔ 1

172
(12 +

√
−34r − 9)2 < −r

⇔ 45 + 16
√
−34r − 9− 5(−34r − 9) < 0

⇔ 5Z2 − 16Z − 45 > 0.

où Z :=
√
−34r − 9. Or

5Z2 − 16Z − 45 = 5(Z + 9/5)(Z − 5)

et comme 9/34 < −r < 1, alors Z ∈ ]0, 5[. Par conséquent 0 < Z < 5 ⇔ 9/34 < −r < 1,
et d’après (2.82) on conclut que Y2(r) >

√
−r.

Preuve des 2 premiers points :

Comme Y1(r) ≥ 0 sur ]9/34, 1[, il vient

Y1(r) <
√
−r ⇔ 1

172
(12−

√
−34r − 9)2 < −r

⇔ 45− 16
√
−34r − 9− 5(−34r − 9) < 0

⇔ 5Z2 + 16Z − 45 > 0.

où Z :=
√
−34r − 9. Cependant

5Z2 + 16Z − 45

est un polynôme du second degré et de discriminant réduit 172. D’où

5Z2 + 16Z − 45 = 5(Z − 9/5)(Z + 5)

puisque 9/5 ∈ ]0, 5[, alors par utilisation de (2.83),
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5 > Z > 9/5 ⇔ 1 > −r > 9/25 =⇒ Y1(r) <
√−r,

0 < Z < 9/5 ⇔ 9/34 < −r < 9/25 =⇒ Y1(r) >
√−r.

D’où le résultat. �

Proposition 2.4.11
Si −r ∈ ]9/34, 1[ alors Y1(r) satisfait les points suivants :

• si −r ∈ ]9/34, 9/25[ alors Y1(r) > 3/5,

• si −r ∈ ]9/25, 1[ alors Y1(r) < 3/5.

Preuve. Pour −r ∈ ]9/34, 1[

Y1(r) < 3/5 ⇔ −
√
−9− 34r < −9/5,

⇔ −r > 9/25.

Et on peut conclure car 9/25 ∈ ]9/34, 1[ . �

Nous sommes maintenant en mesure de donner le signe de ǫ̈(0) pour −r ∈ ]9/34, 1[ .

Corollaire 2.4.4
Si −r ∈ ]9/34, 1[, alors il résulte que

1. si −r ∈ ]9/34, 9/25[ alors ǫ̈(0) > 0,

2. si −r ∈ ]9/25, 1[ alors

2.1 si 0 < Y ≤ Y1(r) alors ǫ̈(0) ≥ 0,

2.2 si Y1(r) < Y < 3/5 alors ǫ̈(0) < 0,

2.3 si 3/5 < Y alors ǫ̈(0) > 0.

Remarque 2.4.4
Notre analyse n’est pas suffisante pour conclure dans le cas où ǫ̈(0) = 0. En d’autres mots,
dans le cas où

Y ∈ {Y0(r), Y1(r)} . (2.78)

2.5 Théorème de synthèse et diagrammes de bifurcation

Dans cette section nous donnons deux versions de la synthèse du signe ǫ̈(0). La première
est faite en fonction de la variable Y . La deuxième version, beaucoup plus utile que la
première est effectué en fonction de X. Et, l’utilité dont nous parlons ici est simplement
due au fait que tous les diagrammes de bifurcations que nous donnons plus bas sont
représentés dans le plan (ǫ,X), avec X = 3M2.

Proposition 2.5.1
Soit k, r fixés et ǫ, M vérifiant les hypothèses (2.17)-(2.18).

1. si −r ≤ 9/2 alors Y ∈
]

0,
√
−r
]

et
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1.1 si ǫ > 1/λk alors ǫ̈(0) < 0,

1.2 si ǫ < 1/λk alors,

1.2.1 si −r ∈]0, 9/25[ alors ǫ̈(0) > 0,

1.2.2 si −r ∈]9/25, 1[∪[1, 9/2[ alors Y1(r) ∈]0, 1[∩]0,
√−r[,

• si 0 < Y < Y1(r) alors ǫ̈(0) ≥ 0,

• si Y1(r) < Y < 3/5 alors ǫ̈(0) < 0,

• si 3/5 < Y alors ǫ̈(0) > 0.

2. Si −r > 9/2 alors Y ∈ ]0, 1[ et

2.1 si ǫ > 1/λk alors Y0(r) ∈]0, 1[

• si Y > Y0(r) alors ǫ̈(0) < 0,

• si Y ≤ Y0(r) alors ǫ̈(0) ≥ 0,

2.2 si ǫ < 1/λk

• si 0 < Y < 3/5 alors ǫ̈(0) < 0,

• si 3/5 < Y < 1 alors ǫ̈(0) > 0.

Nous énonçons maintenant la synthèse du signe de ǫ̈(0) en fonction de X. Mais, pour
cela, on doit préciser certaines propriétés de Y et X. En effet, on sait que les deux variables
sont liées par la relation

Y =
√
−X − r. (2.79)

Nous notons par X0(r) la valeur commune de X correspondant à Y1 et Y2. On rappelle
que

• si −r ∈ ]9/34, 9/2[

Y1(r) :=
1

17

(

12−
√
−34r − 9

)

,

• si −r ≥ 9/2 alors

Y0(r) :=
1

17

(

−12 +
√
−34r − 9

)

,

En utilisant la relation (2.79), la valeur X0 est explicitement donnée par

X0(r) := −
(−12 +

√
−34r − 9

17

)2

− r. (2.80)
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Théorème 2.5.1
Soit k, r fixés et ǫ, M vérifiant les hypothèses (2.17)-(2.18).

1. si −r ≤ 9/2 alors X ∈ ]0,−r] et

1.1 si ǫ > 1/λk alors ǫ̈(0) < 0,

1.2 si ǫ < 1/λk alors,

1.2.1 si −r ∈]0, 9/25[ alors ǫ̈(0) > 0,

1.2.2 si −r ∈]9/25, 1[∪[1, 9/2[ alors X0(r) ∈]− r − 9/25,−r[,

• si X0(r) ≤ X < −r alors ǫ̈(0) ≥ 0,

• si −r − 9/25 < X < X0(r) alors ǫ̈(0) < 0,

• si X < −r − 9/25 alors ǫ̈(0) > 0.

2. Si −r > 9/2 alors X ∈ ]−r − 1,−r[ et

2.1 si ǫ > 1/λk alors X0(r) ∈]0,−r[

• si X < X0(r) alors ǫ̈(0) < 0,

• si X ≥ X0(r) alors ǫ̈(0) ≥ 0,

2.2 si ǫ < 1/λk

• si −r − 9/25 < X < −r alors ǫ̈(0) < 0,

• si −r − 1 < X < −r − 9/25 alors ǫ̈(0) > 0.

Preuve. Elle est due à la Proposition 2.5.1. �

Contrairement au Théorème 1.2.1, des travaux antérieurs de Pierre et Rougirel où la
synthèse du signe de ǫ̈(0) avait poussé les auteurs à fixer M . Le Théorème 2.5.1 ci-dessus
apporte quelques améliorations intéressantes. Car le paramètre M n’est plus fixé, et cela
permet de donner les variations de la courbe

y 7−→ ǫ(y) = ǫ+
ǫ̈(0)

2
y2 +O

(

y3
)

, (2.81)

au voisinage de tout point (ǫ,X) (c’est-à-dire, au voisinage de tout point de bifurcation)
vérifiant

X = − (ǫλk − 1)2 − r, (2.82)

pourvu que k et r soient fixés. Ce fait avantageux nous a permis de connâıtre la nature
des bifurcations des branches solutions au voisinage de chaque point de bifurcation (0, ǫ).

2.5.1 Diagrammes de bifurcations suivant les valeurs de r

Le but ici est de donner les variations de (2.81), au voisinage de tout ǫ, correspondant à
un point de bifurcation (0, ǫ). Cependant, on sait que les résultats donnés dans le Théorème
2.3.1 sont locaux. De ce fait, pour réaliser des diagrammes de bifurcations, on se donne
k∗ et r, et ensuite, on se place sur un point de bifurcation (0, ǫ∗) (où encore (ǫ∗, 3M2

∗ ))
particulier. L’hypothèse (2.17) permet de voir que
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1. Si ǫ∗ > λk∗ alors ǫ∗ =
1 +

√

−r − 3M2∗
λk∗

.

2. Si ǫ∗ < λk∗ alors ǫ∗ =
1−

√

−r − 3M2∗
λk∗

.

Cela étant faite, nous écrirons la perturbation de ǫ∗ comme suit

ǫ(y) = ǫ∗ +
ǫ̈(0)

2
y2 +O

(

y3
)

(2.83)

où ǫ̈(0) est donnée par (2.63) (ou (2.69)). Ce développement montre que au voisinage du
point de bifurcation (0, ǫ∗), nous nous attendons à avoir soit une bifurcation sous critique,
soit une bifurcation sur critique (ou simplement de type Pichfork) suivant le signe de ǫ̈(0).

Pour bien décrire ce phénomène, nous avons choisi de représenter dans un même plan,
l’ensemble des points de bifurcations (ǫ,X = 3M2) (courbe bleue) et l’ensemble des points
(ǫ̃, X) où ǫ̃ est donné plus bas (pour un ǫ∗ donné). Il est important, de souligner que ǫ̃
désigne la perturbation du paramètre de bifurcation ǫ par ǫ̈(0). Dans toutes les figures,
l’ensemble des points de perturbation (ǫ̃, X) sera de couleur verte lorsque ǫ < 1/(3π)2 et
de couleur rouge lorsque ǫ > 1/(3π)2. Pour des besoins pratiques, nous définissons ǫ̃∗ de
la manière suivante

ǫ̃ =











−10, si ǫ̈(0) ≤ −10

ǫ∗ + ǫ̈(0), si − 10 < ǫ̈(0) < 10

10, si ǫ̈(0) ≥ 10.

(2.84)

Définition 2.5.1
Soit (ǫ, 3M2) un point appartenant à la parabole d’équation (2.82) et ǫ > 1/λk. On dira
que la bifurcation est de type sur-critique lorsque la courbe rouge sera à l’extérieur de la
courbe bleue, et sous critique lorsqu’elle sera à l’intérieur.

Définition 2.5.2
Soit (ǫ, 3M2) un point appartenant à la parabole d’équation (2.82) et ǫ < 1/λk. On dira
que la bifurcation est de type sur-critique lorsque la courbe verte sera à l’intérieur de la
courbe bleue, et sous critique lorsqu’elle sera à l’extérieur.

Les figures suivantes, illustrent les différentes situations que nous avons étudiées en
fonction du paramètre fixé r (voir Théorème 2.5.1). Pour la réalisation de toutes les figures,
nous avions pris k = 3, et comme les résultats sont obtenues pour de très petites valeurs
de ǫ (à peu près de 1/(kπ)2 ≃ 11.25810−3), nous avons donc changé ǫ en 103 × ǫ sur l’axe
des abscisses afin de rendre les graphiques plus lisibles.

Dans la figure 2.2 (où on a pris r = −9/20), nous pouvons voir que, dans la partie
droite (c’est-à-dire ǫ > 1/λk) qui correspond à la situation ǫ = ǫk, la courbe rouge reste
constamment à l’intérieur de la courbe bleue pour tout X = 3M2 ∈ [0, 9/20[. En réalité
cela veut dire que le signe de ǫ̈(0) demeure constant pour X = 3M2 fixé dans [0, 9/20[. Ce
qui est conforme au Théorème 2.5.1, cas 1.1. Du point de vue analytique, nous dirons que
les branches de solutions obtenues dans le Théorème 2.3.1, gardent une même orientation
au voisinage des points de bifurcations. Aussi, selon la Définition 2.5.1, on peut simplement
dire qu’on a une bifurcation sous critique pour tout X = 3M2 ∈ [0, 9/20[ et ǫ > 1/λk.
En revanche, dans la partie gauche (ǫ < 1/λk), correspondant à la situation ǫ = ǭk,
nous voyons que pour X ∈ [0, 0.09[ ∪ [X0(−9/20) ≃ 0.138, 9/20[ la courbe verte est à
l’intérieur de la courbe bleue (bifurcation super critique selon la définition 2.5.2) et pour
X ∈ [0.09, 0.138] elle est à l’extérieur (bifurcation sous critique). Ce double changement
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d’orientation de la courbe verte est conforme au résultat du Théorème 2.5.1, cas 1.2.2. Car
ǫ̈(0) change deux fois de signes suivant les intervalles de la variable X. Analytiquement,
nous dirons que les branches de solutions bifurquantes, changent d’orientation suivant que
X ∈ [0, 0.09[ ∪ [X0(−9/20) ≃ 0.138, 9/20[ ou X ∈ [0.09, 0.138] .

Selon le Théorème 2.5.1, on peut remarquer qu’il ne reste que deux situations possibles
pouvant se produire. Ces situations sont décrites par les diagrammes de phases donnés
par la figure 2.3 et la figure 2.4. En effet, dans la figure 2.3, (où on a pris r = −9/30),
la courbe verte et la courbe rouge ne changent pas de sens d’orientation pour tout X et
respectivement dans les deux cas ǫ < 1/λk et ǫ > 1/λk. Ce qui, une fois de plus est conforme
aux résultats théoriques trouvés dans le Théorème 2.5.1, cas 1.1 et cas 1.2.1. Par contre,
dans la figure 2.4 (où r = −12), nous observons un seul changement d’orientation dans les
deux situations. Plus précisément, lorsque (ǫ > 1/λk), la courbe rouge est à l’intérieur de
la courbe bleue pour tout X ≤ X0(−12) et à l’extérieur dans le cas contraire. De même,
lorsque ǫ < 1/λk la courbe verte est l’intérieur de la courbe rouge pour tout X < 12−9/25,
et à l’extérieur dans le cas contraire. Ce qui correspond, du point de vue analytique à un
seul changement d’orientation des branches de solutions dans les deux situations (voir cas
2.1 et cas 2.2).

Par ailleurs, nous pouvons remarquer que dans les figures 2.2 et 2.4 les changements
d’orientation de la courbe verte ne se font pas toujours de la même manière. Dans certains
cas, nous avons des changements continus, et dans d’autres cas, ils sont discontinus. Par
exemple dans la figure 2.2 le phénomène de changement continu apparâıt lorsque la courbe
verte passe de l’extérieur à l’intérieur de la courbe bleue et dans la figure 2.4 lorsque la
courbe rouge passe de l’intérieur à l’extérieur de la courbe bleue. En fait, ces points de
changements d’orientation continus correspondent aux points X0(r) définis par (??) qui
est, selon l’étude théorique, le point d’annulation de la fonction ǫ̈(0). Cependant, notre
analyse ne nous permet pas de donner des orientations des solutions bifurquantes en ces
points. Par contre le phénomène de changement discontinu n’est observable ici que pour
ǫ < 1/λk (courbe verte). Et pour comprendre ce phénomène, il faut retourner à l’expression
(2.69). En effet, dans cette expression, ǫ̈(0) admet 3

5 comme point critique, en lequel elle
n’est pas continue. Plus tard, on verra que ce point correspond à un noyau de dimension
2, et qu’il n’est pas un cas isolé. Bien entendu, si nous posons

Xk := X = − (ǫλk − 1)2 − r, (2.85)

pour k > 1 et r < 0 fixés. et

Xk′ := −
(

ǫλk′ − 1
)2 − r, avec 1 ≤ k

′

< k. (2.86)

D’un point de vue graphique, pour r < 0 et k fixés, ces points de bifurcation qui donnent
un noyau de dimension 2 sont des points d’intersections de la parabole Xk avec toutes les
autres paraboles Xk′ tel que 1 ≤ k

′

< k. Il est clair que les hypothèses qui ont rendu notre
étude possible ne peuvent plus être valides dans ce cas (voir Proposition 2.2.2). Pour y
remédier nous utiliserons dans le prochain chapitre la méthode des espaces symétriques,
lorsque la réduction du noyau sera possible, et la méthode des multiparamètres dans le cas
contraire. Les figures 3.1 et 3.2 donnent une idée sur certains de ces points de bifurcations
où le noyau est de dimension 2.
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Chapitre 3

Etude des solutions stationnaires
bifurquantes avec dimKerL(·, δ) = 2

Ce chapitre couvre la majeure partie des recherches effectuées dans cette thèse. En
effet, ici nous prouvons l’existence des branches de solutions non triviales lorsque le noyau
de l’opérateur linéarisé est bidimensionnel. Cette étude qui aurait pu être un cas par-
ticulier du Chapitre 2 nécessite une paramétrisation astucieuse, pour l’application de la
méthode de Lyapunov-Schmidt, et la prise en compte des paramètres qui seront impliqués
dans la résolution. Une étude des variations des branches bifurquantes et un résultat de
comparaison des énergies complètent le chapitre.

3.1 Motivations et hypothèses

Dans leurs travaux antérieurs consacrés à l’étude des solutions stationnaires du modèle
de champs de phase cristallin [30], Pierre et Rougirel avaient déjà commencé à regarder
la question de l’existence des solutions bifurquantes avec un noyau bidimensionnel (voir
Théorème 1.1.3). Mais, très vite, ils ont été confrontés à un problème de dimension. Car,
en théorie classique de bifurcations il est bien connu que plus la dimension du noyau
est grand moins il existe de méthodes adéquates permettant de calculer les branches de
solutions bifurquantes. Cette complication les a poussé à particulariser certaines données
du problème, mais ne les avaient pas permis de conclure. D’où, nous nous donnons l’objectif
ici de prouver le cas général et aussi, d’étudier des éventuelles branches de solutions qui y
sont obtenues.

Avant de continuer, nous rappellerons brièvement le problème à étudier, et le cadre
fonctionnel, dans lequel nous allons travailler.

Soient Ω = (0, 1), ǫ > 0, x ∈ Ω et r un paramètre réel négatif. Nous définissons

f : R −→ R, u 7→ (1 + r)u+ u3. (3.1)

V0 = {u ∈ H4(Ω)|∂xu = ∂xxxu = 0 sur ∂Ω},

L̇2(Ω) = {v ∈ L2(Ω)|
∫

Ω
vdx = 0},

V̇0 = V0 ∩ L̇2(Ω)

En plus des définitions, ci-dessus, on pose

δ = (ǫ,M) ∈ (0,∞) × R, (3.2)
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car M sera considérée, comme un paramètre de bifurcation plus tard.

Soit u(x, 0) = u0(x), une donnée initiale. Le problème d’évolution du modèle de champs
de phase cristallin, en dimension 1 d’espace, avec les conditions homogènes de Neumann
s’écrit















∂u

∂t
= ǫ∂xx(ǫ

2∂xxxxu+ 2ǫ∂xxu+ f(u)), (x, t) ∈ Ω× (0,∞)

∂xu = ∂xxxu = ∂xxxxxu = 0, sur ∂Ω× (0,∞)

u(0) = u0.

(3.3)

Le but est de prouver l’existence de solutions bifurquantes stationnaires du problème
suivant

u ∈M + V̇0, ǫ2∂xxxxu+ 2ǫ∂xxu+ f(u) =

∫

Ω
f(u)dx dans L2(Ω), (3.4)

où M =
∫

Ω u0(x)dx.

Nous introduisons, pour ce faire, une nouvelle fonction v définie par u = M + v. Et,
en utilisant l’expansion de Taylor de la fonction f(M + v) à l’ordre 3 nous obtenons le
problème















v ∈ V̇0, ǫ2∂xxxxv + 2ǫ∂xxv + f ′(M)v +
f ′′(M)

2
(v2 −

∫

Ω
v2dx)

+
f ′′′(M)

6
(v3 −

∫

Ω
v3dx) = 0 dans L2(Ω).

(3.5)

Dans la suite, nous diviserons le membre de gauche de l’équation (3.5) en deux parties. A
savoir,

L(·, δ) : V̇0 → L̇2(Ω), v 7→ ǫ2∂xxxxv + 2ǫ∂xxv + f ′(M)v (3.6)

et

N(·, δ) : V̇0 → L̇2(Ω), v 7→ f ′′(M)

2
(v2 −

∫

Ω
v2dx) +

f ′′′(M)

6
(v3 −

∫

Ω
v3dx). (3.7)

Finalement nous définissons

F : V̇0 × (0,∞) × R → L̇2(Ω), (v, δ) 7→ F (v, δ) = L(v, δ) +N(v, δ).

Alors, au lieu de (3.5), nous sommes désormais conduits à étudier le problème de bifurca-
tion qui consiste à trouver v et δ tels que

v ∈ V̇0, δ = (ǫ,M) ∈ (0,∞) × R, F (v, δ) = 0 dans L̇2(Ω). (3.8)

En plus, par la Proposition 2.2.1 (voir Chapitre 2), on sait que l’opérateur L(·, δ) admet
dans L2(Ω), une base orthogonale de vecteurs propres,

ϕk = cos(kπ·), k = 1, 2, ... (3.9)

Pour des valeurs propres

µk = (ǫλk − 1)2 − p, k = 1, 2, ... (3.10)

On rappelle que

p = 1− f ′(M) et λk = (kπ)2. (3.11)
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Nousformulonsmaint≥nant,l≥shypoth̀≥s≥s,gr̂ac≥auxqu≥ll≥s,nousm̀≥n≥ronsl≥sana-
lys≥s≤≥c≥chapitr≥.
(H4) Soi≥nt1≤k∗∗<k∗≥tr<0fixδ≥s. (3.12)

(H5) Soi≥nt ǫ>0≥tM ∈R∗vδ≥rifiant
(ǫλk∗−1)2+r+3M2=(ǫλk∗∗−1)2+r+3M2=0.Onpos≥ p=−3M2−r.

(3.13)

(H6) D≥plus,onsuppos≥qu≥0<p<1≥tK≥rL(η,δ∗)=V≥ct(ϕk∗,ϕk∗∗).(3.14)
Gr̂ac≥̀al’hypoth̀≥s≥(3.13),l≥param̀≥tr≥pvδ≥rifi≥

√p=θ
2−1
θ2+1 òu θ:=k∗k∗∗. (3.15)

Poursimplifi≥rl≥sδ≥critur≥s≤anslasuit≥,ona≤opt≥ral≥snotationssuivant≥s
ϕk∗=ϕ∗,ϕk∗∗=ϕ∗∗,λk∗=λ∗≥tλk∗∗=λ∗∗. (3.16)

R≥marqu≥3.1.1
Sik∗,k∗∗,r,ǫ∗≥tX∗=3M∗vδ≥rifi≥ntl≥shypoth̀≥s≥s(3.12)-(3.14)alors,onp≥utvoirgra-
phiqu≥m≥ntqu≥(ǫ∗,3M2∗)(ouδ∗=(ǫ∗,M∗))≥stl≥point≤’int≥rs≥ction≤≥≤≥uxparabol≥s,≤ontl≥sδ≥quationssont:

X=−(ǫλk∗−1)2−r, (3.17)
≥t

X=−(ǫλk∗∗−1)2−r. (3.18)
av≥cX=3M2.(voirfigur≥s3.1≥t3.2,pourk∗=3≥tk∗∗∈{1,2,3,4,5}).
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Figur≥3.2–Point≤≥bifurcationav≥c≤imK≥rL(η,δ)=2≥t≤ir≥ction≤≥sbranch≥squan≤
≤imK≥rL(η,δ)=1
Notonsqu≥,l’utilisation≤≥ssymδ≥tri≥s≤’unprobl̀≥m≥,≤anslar≥ch≥rch≥≤≥sbranch≥s≤≥
solutionsbifurquant≥s≥stun≥mδ≥tho≤≥quis’av̀≥r≥souv≥nt≥fficac≥≥n≤im≥nsionn≥2.
Car≥ll≥sp≥rm≥tt≥ntsouv≥nt,≤ansbi≥n≤≥scas,≤≥rδ≥≤uir≥la≤im≥nsion≤unoyau≤≥
L(η,δ)(voir[33]≥t[34],[45],[46]).Outr≥c≥la,≥ll≥sp≥rm≥tt≥nt,parfoisaussi,≤’obt≥nir
c≥rtainsrδ≥sultatssatisfaisants≥n≤im≥nsion1≤’≥spac≥.Comm≥nousallonsl≥voir,≤ans
laprochain≥s≥ction.

3.2 Exist≥nc≥≤≥ssolutionsparutilisation≤≥ssymδ≥tri≥s
L’i≤δ≥≥,ici,consist≥àutilis≥rl≥ssymδ≥tri≥s≤≥s≤≥uxv≥ct≥urspropr≥sϕk∗≥tϕk∗∗qui≥ng≥n≤r≥ntl≥noyau≤≥L(η,δ∗),afin≤≥fair≥pass≥rsa≤im≥nsion≤≥2̀a1.Pourappliqu≥r

c≥tt≥t≥chniqu≥,nousprocδ≥≤≥ronscomm≥≤ans[30],lorsqu≥l≥saut≥ursmontr≥ntl≥ca-
ract̀≥r≥symδ≥triqu≥≤≥ssolutionsbifurquant≥s≤uprobl̀≥m≥(3.5).Enplus,nous≤δ≥finissons
Tu∈L2loc(R),pourtoutu∈L2(Ω)comm≥un≥fonctionpδ≥rio≤iqu≥≤≥pδ≥rio≤≥2t≥ll≥qu≥T(u)=u≤ansΩ≥t

T(u)(x)=u(2−x) pourpr≥squ≥toutx∈[1,2]. (3.19)
Onr≥marqu≥ra,paraill≥urs,qu≥T(ϕk)=cos(kπη),k≥1.Plusprδ≥cisδ≥m≥nt,l’i≤δ≥≥≥st≤≥
r≥str≥in≤r≥l’analys≥≤≥bifurcation,soitàl’≥spac≥n≥cont≥nantqu≥≤≥sfonctions2/k∗-
pδ≥rio≤iqu≥s,ou≥ncor≥àl’≥spac≥n≥cont≥nantqu≥≤≥sfonctions2/k∗∗-pδ≥rio≤iqu≥s.Pour
c≥la,nousintro≤uisons,pourtoutnombr≥positifη,l≥s≥spac≥ssuivants

V̇0,η= v∈V̇0|Tv≥stη−pδ≥rio≤iqu≥ ,
L̇2η(Ω)= v∈L̇2(Ω)|Tv≥stη−pδ≥rio≤iqu≥ .

Soitk∗∗un≥nti≥rnatur≥lfixδ≥.Il≥stclairqu≥
ϕmk∗∗
||ϕmk∗∗|||m∈N\{0} ⊂V̇0,2/k∗∗
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est une base spectrale dans L̇2
2/k∗∗

(Ω) pour l’opérateur L(·, δ∗).
Dans toute cette partie, M n’est pas considérée comme un paramètre de bifurcation.

Et donc, la bifurcation se fera uniquement en fonction de ǫ, comme dans le chapitre 2.

Proposition 3.2.1
Soient k∗, k∗∗ satisfaisant (3.12)-(3.14), et θ = k∗

k∗∗
/∈ N. Si L(·, δ∗) est vu comme un

opérateur de V̇0,2/k∗∗ dans L̇2
2/k∗∗

(Ω) alors

KerL(·, δ∗) = Vect(ϕk∗∗). (3.20)

Preuve. la preuve est triviale car

ϕ∗ ∈ V̇0,2/k∗∗ ⇔ T (ϕ∗) est 2/k∗∗ − périodique

⇔ ∃m ∈ N∗ tel que k∗ = mk∗∗

En effet,

⇒) T (ϕ∗) est 2/k∗∗ − périodique si

cos(k∗πx) = cos(k∗π(x− 2/k∗∗))

= cos(k∗πx− 2π
k∗
k∗∗

)

En faisant x = 0, il vient de ce qui précède que 1 = cos(2π k∗
k∗∗

). D’où l’existence d’un
m ∈ N∗ tel que k∗ = mk∗∗.

⇐) triviale. Mais cela est faux par hypothèse. D’où le résultat. �

En particulier, si nous regardons L(·, δ∗) comme un opérateur de V̇0,2/k∗∗ dans L̇
2
2/k∗∗

(Ω),
on obtient les décompositions spatiales suivantes

L̇2
2/k∗∗

(Ω) = R(L(·, δ∗))⊕ kerL(·, δ∗) (3.21)

et
V̇0,2/k∗∗ =

(

R(L(·, δ∗)) ∩ V̇0,2/k∗∗
)

⊕ kerL(·, δ∗). (3.22)

En argumentant comme dans le chapitre 2 (ou plus précisément comme dans la section
2.3), il vient le résultat suivant

Théorème 3.2.1
Soient k∗, k∗∗, ǫ∗, M∗ et p satisfaisant (3.12)-(3.14) et θ = k∗

k∗∗
/∈ N alors

• (0, δ∗) est un point de bifurcation de (3.8)

• Il existe localement une unique courbe, au moins de classe C2 au voisinage de (0, ǫ∗)

{(v(y), ǫ(y)) \ y ∈ (−τ, τ), τ > 0 et (v(0), ǫ(0)) = (0, ǫ∗)} ⊂ V̇0,2/k∗∗ × (0,+∞),
(3.23)

telle que F (v(y), ǫ(y)) = 0, ∀ y ∈ (−τ, τ) et ϕ̇(0) = ϕ∗∗.

De plus
ǫ̇(0) = 0. (3.24)

et

ǫ̈(0) =
ǫ∗

8(ǫ∗λ∗∗ − f ′(M))

(

f
′′

(M)2

(ǫ∗λ2k∗∗ − 1)2 − p
− f

′′′

(M)

)

. (3.25)
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Preuve. La démonstration est identique à celle du Théorème 2.3.1. �

De façon analogue, nous montrons, dans le théorème qui va suivre, qu’il existe aussi
une unique branche de solutions bifurquantes dans V̇0,2/k∗ × (0,+∞), proche de (0, δ∗),

lorsque nous regardons L(·, δ∗) comme un opérateur de V̇0,2/k∗ dans L̇2
2/k∗

(Ω). La seule
particularité importante ici est que θ est quelconque dans Q.

Théorème 3.2.2
Soient k∗, k∗∗, ǫ∗, M∗ et p satisfaisant (3.12)-(3.14) et θ = k∗

k∗∗
> 1. Si L(·, δ∗) est vu

comme un opérateur de V̇0,2/k∗ dans L̇2
2/k∗

(Ω) alors

• (0, ǫ∗) est un point de bifurcation de (3.8)

• Il existe localement une unique courbe, au moins de classe C2 au voisinage de (0, ǫ∗)
et définie par

{(v(y), ǫ(y)) \ y ∈ (−τ, τ), τ > 0 et (v(0), ǫ(0)) = (0, ǫ∗)} ⊂ V̇0,2/k∗ × (0,+∞),
(3.26)

telle que F (v(y), ǫ(y)) = 0, ∀ y ∈ (−τ, τ) et ϕ̇(0) = ϕ∗.
De plus

ǫ̇(0) = 0. (3.27)

et

ǫ̈(0) =
ǫ∗

8(ǫ∗λ∗ − f
′

(M))

(

f
′′

(M)2

(ǫ∗λ2k∗ − 1)2 − p
− f

′′′

(M)

)

. (3.28)

La démonstration de ce théorème repose sur la Proposition 3.2.2 ci-après, car le reste est
identique au Théorème 2.3.1.

Proposition 3.2.2
Soient k∗, k∗∗ satisfaisant (3.12)-(3.14), et θ = k∗

k∗∗
> 1. Si L(·, δ∗) est vu comme un

opérateur de V̇0,2/k∗ dans L̇2
2/k∗

(Ω) alors

KerL(·, δ∗) = Vect(ϕ∗). (3.29)

Preuve. la preuve est triviale car

ϕ∗∗ ∈ V̇0,2/k∗ ⇔ T (ϕ∗∗) est 2/k∗ − périodique

⇔ ∃m ∈ N∗ tel que k∗∗ = mk∗

ce qui est absurde car k∗ > k∗∗. D’où le résultat. �

Remarque 3.2.1
La proposition précédente est vraie pour θ > 1. De fait, il résulte que la réduction du noyau
est toujours possible pour η = 2/k∗. En revanche, pour η = 2/k∗∗ nous avons besoin de
plus de restrictions (comme par exemple θ > 1 et θ /∈ N) pour espérer avoir une réduction.

En conclusion, nous dirons que la technique des symétries nous a permis de trouver les
branches de solutions bifurquantes dans la direction de ϕ∗, pour θ > 1 et dans la direction
de ϕ∗∗ pour θ /∈ N. Ce phénomène est illustré dans la figure 3.2 pour θ = 3

2 . Néanmoins,
il est important de remarquer que, si θ ∈ N (c’est-à-dire k∗ = mk∗∗ pour m > 1) alors,
l’utilisation des symétries ne peut plus nous permettre de faire la réduction du noyau, du
moins pour η = 2/k∗∗, car la fonction propre ϕ∗ = ϕmk∗∗ ne peut être isolée de l’espace
V̇0,2/k∗∗ , au moyen de la seule symétrie T . Afin d’établir l’existence des solutions dans
le cas général, utiliserons, en plus de la méthode de Lyapunov-Schmidt, la méthode des
multi-paramètres (voir Chapitre 1 ou [36], pour plus de détail).
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3.3 Existence des solutions par des multi-paramètres

Cette section est consacrée au calcul des branches de solutions non triviales du problème
(3.8) lorsque dimKerL(·, δ∗) = 2. Pour parvenir à notre fin, nous utiliserons la méthode des
multi-paramètres, qui consiste, à faire impliquer, dans la résolution du problème, autant
de paramètres que la dimension du noyau. Et cela explique, l’importance de considérer
δ = (ǫ,M) comme paramètre de bifurcation. En plus de cela, nous faisons l’hypothèse
suivant

θ =
k∗
k∗∗

/∈ {2, 3}. (3.30)

Nous traiterons ces deux cas dans le Chapitre 5. Pour revenir, au cas général qui nous
concerne, il faut signaler que, outre l’utilisation la de méthode des multi-paramètres,
notre principal outil, pour conduire les analyses, reste encore, la méthode de réduction
de Lyapunov-Schmidt (voir Chapitre 1). Ainsi, en dépit de quelques changements formels,
la démarche de fond demeurera analogue à celle qui a été réalisée dans le Chapitre 2. En

prime, comme
{

ϕk

||ϕk|| |k ∈ N \ {0}
}

est une base spectrale dans L̇2(Ω), on a

L̇2(Ω) = KerL(·, δ∗)⊕R(L(·, δ∗)) (3.31)

et

V̇0 = KerL(·, δ∗)⊕
(

R(L(·, δ∗)) ∩ V̇0
)

. (3.32)

Où, selon des hypothèses (3.12)-(3.14),

KerL(·, δ∗) = Vect(ϕ∗, ϕ∗∗). (3.33)

Ces décompositions, en retour, définissent de manière naturelle les projections continues
suivantes

P : L̇2(Ω) −→ KerL(·, δ∗) et Q = I − P : L̇2(Ω) −→ R(L(·, δ∗))

où

Pv := 2(v, ϕ∗)ϕ∗ + 2(v, ϕ∗∗)ϕ∗∗, ∀v ∈ L̇2(Ω). (3.34)

Ici, (·, ·) désigne le produit scalaire dans L2(Ω). D’où, on peut écrire la solution v sous la
forme suivante

v = Pv+(I−P )v = ϕ+w avec ϕ ∈ KerL(·, δ∗), et w ∈
(

R(L(·, δ∗)) ∩ V̇0
)

. (3.35)

De ce fait, il résulte que les solutions du problème (3.8) sont données par le système suivant

{

PF (ϕ+ w, δ) = P (L(ϕ, δ) +N(ϕ+ w, δ)) = 0
QF (ϕ+ w, δ) = Q(L(w, δ) +N(ϕ+ w, δ)) = 0.

(3.36)

Soit ϕ0 un vecteur de KerL(·, δ∗), vérifiant que

ϕ0 = αϕ∗ + βϕ∗∗ avec α 6= 0 et β 6= 0. (3.37)

Autrement dit, ϕ0 n’est ni colinéaire à ϕ∗, ni colinéaire à ϕ∗∗. Ensuite, on suppose que α
et β satisfont

(H7) α2 + β2 = 1 (c’est-à-dire || ϕ0 ||2=
1

2
). (3.38)
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Enfin, pour tout ϕ ∈ KerL(·, δ∗), tel que || ϕ ||2= | y |
2

avec y ∈ R, nous posons,

ϕ = yϕ0 y ∈ R. (3.39)

Cette substitution est faite, pour faciliter l’application de la méthode de réduction, et la
technique des multi-paramètres, sur lesquelles reposent les analyses que nous mènerons
plus tard. La compréhension de ce qui précède, peut se traduire en des termes suivants :

Soit un vecteur ϕ0 non colinéaire aux vecteurs de base ϕ∗ et ϕ∗∗. Peut-on
trouver des branches de solutions bifurquantes dans la direction ϕ0 ?

C’est précisément, à cette question que nous allons tenter de répondre dans la suite.
De plus, on considèrera que chaque vecteur ϕ ∈ KerL(·, δ∗) est de la forme (3.39). En
revanche, l’hypothèse (3.38) sera utile, pour l’étude des variations des branches.

3.3.1 Projection sur R(L(·, δ∗))
D’après (3.36), la projection du problème (3.8) sur l’image de L(·, δ∗) nous fournit

l’équation suivante :
QL(w, δ) +QN(ϕ+ w, δ) = 0. (3.40)

Ainsi, par l’utilisation du théorème des fonctions implicites (voir Chapitre 1) et pour
(v,w, δ) proche de (0, 0, δ∗), la relation (3.40) est équivalente à

{

w := w(ϕ, δ), ∀(ϕ, δ) ∈ U × V ⊂ Ker(L(·, δ∗))× R2

w(0, δ∗) = 0,
(3.41)

où U × V est un voisinage ouvert de (0, δ∗). De plus w a la même régularité que F et est
définie d’un voisinage de (0, δ∗) à valeurs dans R(L(·, δ∗)). Aussi, puisqu’elle est l’unique
solution locale de (3.40) alors w vérifie

w(0, δ) = 0, ∀ δ ∼ δ∗. (3.42)

Nous posons
IKer(L(·,δ∗)) = l’opérateur identité sur Ker(L(·, δ∗)). (3.43)

Corollaire 3.3.1
Sous les hypothèses (3.12)-(3.14) et les décompositions spatiales (3.31)-(3.32) on a

Dϕw(0, δ∗) = 0. (3.44)

Preuve.

DϕQF (ϕ+ w(ϕ, δ), δ) = QDvF (ϕ+ w(ϕ, δ), δ)(IKer(L(·,δ∗)) +Dϕw(ϕ, δ))

= QDvF (ϕ+ w(ϕ, δ), δ)IKer(L(·,δ∗))
+ QDvF (ϕ+ w(ϕ, δ), δ)Dϕw(ϕ, δ)

= 0.

Il résulte que, pour (ϕ, δ) = (0, δ∗)

QDvF (0, δ∗)Dϕw(0, δ∗) = 0 car QDvF (0, δ∗)IKer(L(·,δ∗)) = 0.

D’où Dϕw(0, δ∗) = 0 car QDvF (0, δ∗) : L̇2(Ω) −→ R(L(·, δ∗)) est inversible. �

Pour des besoins ultérieurs nous calculons D2
ϕϕw(0, δ∗)[ϕ0, ϕ0].
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Proposition 3.3.1 ( [30])
Sous les hypothèses (3.12)-(3.14), k∗

k∗∗
6= 2 et ϕ0 = αϕ∗ + βϕ∗∗ avec α2 + β2 = 1, il résulte

que,

D2
ϕϕw(0, δ∗)ϕ0.ϕ0 = x2k∗ϕ2k∗ + xk∗+k∗∗ϕk∗+k∗∗ + xk∗−k∗∗ϕk∗−k∗∗ + x2k∗∗ϕ2k∗∗ (3.45)

où

x2k∗ = −f ′′

(M)
α2

2µ2k∗
xk∗+k∗∗ = −f ′′

(M)
αβ

µk∗+k∗∗

xk∗−k∗∗ = −f ′′

(M)
αβ

µk∗−k∗∗

x2k∗∗ = −f ′′

(M)
β2

2µ2k∗∗
,

et
µj = (ǫ∗λj − 1)2 − p

pour j = 2k∗, k∗ + k∗∗, k∗ − k∗∗, 2k∗∗ et λj = (jπ)2.

Preuve. En différentiant (3.40) deux fois par rapport à ϕ et en appliquant le résultat à
ϕ0 il s’ensuit que D2

ϕϕw(0, δ∗)[ϕ0, ϕ0] est solution de l’équation suivante

QL(D2
ϕϕw(0, δ∗)[ϕ0, ϕ0], δ∗) +Qf

′′

(M)(ϕ2
0 −

∫

Ω
ϕ2
0dx) = 0 dans L̇2(Ω),

et puisque k∗ 6= 2k∗∗, alors

ϕ2
0 −

∫

Ω
ϕ2
0dx =

α2

2
ϕ2k∗ + αβϕk∗+k∗∗ + αβϕk∗−k∗∗ +

β2

2
ϕ2k∗∗ ∈ R(L(·, δ∗))

d’où on a simplement,

L(D2
ϕϕw(0, δ∗)[ϕ0, ϕ0], δ∗) + f

′′

(M)(ϕ2
0 −

∫

Ω
ϕ2
0dx) = 0.

En testant l’équation ci-dessus avec ϕk, on obtient

∫ 1

0
D2

ϕw(0, δ∗)[ϕ0, ϕ0]L(ϕk, δ∗)dx+ f
′′

(M)

∫ 1

0
(ϕ2

0 −
∫ 1

0
ϕ2
0dx)ϕkdx = 0

car L(·, δ∗) est auto-adjoint. Et par suite, on a

∫ 1

0
D2

ϕw(0, δ∗)[ϕ0, ϕ0]µkϕkdx+ f
′′

(M)

∫ 1

0
(ϕ2

0 −
∫ 1

0
ϕ2
0dx)ϕkdx = 0

ou encore
∫ 1

0
D2

ϕw(0, δ∗)[ϕ0, ϕ0]µkϕkdx = −f ′′

(M)

∫ 1

0
(
α2

2
ϕ2k∗+αβϕk∗+k∗∗+αβϕk∗−k∗∗+

β2

2
ϕ2k∗∗)ϕkdx.

On obtient le résultat en faisant une identification termes. �

3.3.2 Projection sur Ker(L(·, δ∗))
Les relations (3.36) et (3.43) permettent de définir Φ̃ par

Φ̃(ϕ, δ) = PF (ϕ +w(ϕ, δ), δ) = PL(ϕ+ w(ϕ, δ), δ) + PN(ϕ+ w(ϕ, δ), δ). (3.46)

De plus, d’après (3.42) et le fait que Φ̃ est nulle par définition (voir (3.36) ), on a

Φ̃(0, δ) = 0, ∀ δ ∈ V ⊂ (0,+∞[×R∗. (3.47)
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Ce qui permet d’écrire Φ̃ de la manière suivante

Φ̃(ϕ, δ) =

∫ 1

0

d

dt
Φ̃(tϕ, δ)dt =

∫ 1

0
DϕΦ̃(tϕ, δ)ϕdt. (3.48)

Puisque nous cherchons des solutions de la forme ϕ = yϕ0 (voir (3.39)), il résulte que

Φ̃(yϕ0, δ) = y

∫ 1

0
DϕΦ̃(tyϕ0, δ)ϕ0dt = yΦ(y, δ), (3.49)

avec

Φ(y, δ) =

∫ 1

0
DϕΦ̃(tyϕ0, δ)ϕ0dt. (3.50)

Donc, les solutions non triviales du problème (3.8), sont désormais, obtenues par le nouveau
problème de bifurcation suivant

y ∈ R, δ ∼ δ∗, Φ(y, δ) = 0 dans KerL(·, δ∗). (3.51)

Corollaire 3.3.2
Sous les hypothèses (3.12)-(3.14) et la décomposition spatiale (3.31) on a,

Φ(0, δ∗) = 0. (3.52)

Preuve.

Φ(0, δ∗) =

∫ 1

0
DϕΦ̃(0, δ∗)ϕ0dt

= PL(IKer(L(·,δ∗)) +Dϕw(0, δ∗), δ∗)ϕ0

= PL(IKer(L(·,δ∗)), δ∗)ϕ0 + PL(Dϕw(0, δ∗), δ∗)ϕ0

= 0.

Car ϕ0 ∈ Ker(L(·, δ∗)) et Dϕw(0, δ∗)ϕ0 = 0 (voir (3.44)). �

3.3.3 Théorème de bifurcation par les multi-paramètres

En théorie de la bifurcation, la méthode des multi-paramètres consiste à faire impli-
quer, dans la recherche de branches de solutions, autant de paramètres que la dimension
du noyau de l’opérateur qui gouverne l’évolution du système. C’est pour cette raison,
précisément, que nous avons choisi, dans ce chapitre, de considérer deux paramètres de
bifurcations, à savoir : ǫ et M (ou δ = (ǫ,M)). De plus, on prendra V ect(ϕ∗, ϕ∗∗) comme
une base orthonormée de KerL(0, δ∗). Autrement dit,

∀ϕ ∈ Ker(L(·, δ∗)) ⇔ ϕ = 2(ϕ,ϕ∗)ϕ∗ + 2(ϕ,ϕ∗∗)ϕ∗∗. (3.53)

Cette expression, nous permettra de simplifier les écritures des coefficients de la représentation
matricielle Aα,β, de l’opérateur DδΦ(0, δ∗) ∈ L (R2,Ker(L(·, δ∗))), définie ci-après. En
outre, on prendra

eR2 :=

((

1
0

)

;

(

0
1

))

comme la base canonique de R2.
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Dans les bases définies ci-dessus, on donne la représentation matricielle de l’opérateur
DδΦ(0, δ∗) par

Aα,β =













2
(

DϕǫΦ̃(0, δ∗)ϕ0, ϕ∗
)

2
(

DϕM Φ̃(0, δ∗)ϕ0, ϕ∗
)

2
(

DϕǫΦ̃(0, δ∗)ϕ0, ϕ∗∗
)

2
(

DϕM Φ̃(0, δ∗)ϕ0, ϕ∗∗
)













, (3.54)

et on a le lemme suivant.

Lemme 3.3.1
Soient k∗, k∗∗, δ∗ satisfaisant (3.12)-(3.14). La matrice Aα,β, explicitement donnée par

Aα,β =

















2α
ǫ∗λ∗ − f

′

(M∗)
ǫ∗

αf
′′

(M∗)

2β
ǫ∗λ∗∗ − f

′

(M∗)
ǫ∗

βf
′′

(M∗)

















(3.55)

est inversible.

Preuve. Nous commençons la preuve de ce lemme par le calcul des coefficients de la
matrice Aα,β donnée en (3.54). Pour ce faire, il suffit de déterminer les composantes des
vecteurs

DϕǫΦ̃(0, δ∗)ϕ0 et DϕM Φ̃(0, δ∗)ϕ0 (3.56)

dans la base eKer(L(·,δ∗)).

D’une part, la definition (3.50) de Φ, donne

DδΦ(0, δ∗) =

∫ 1

0

[

DϕǫΦ̃(0, δ∗)ϕ0, DϕM Φ̃(0, δ∗)ϕ0

]

dt

=
[

DϕǫΦ̃(0, δ∗)ϕ0, DϕM Φ̃(0, δ∗)ϕ0

]

.

D’autre part, en différentiant Φ̃ par rapport à ϕ (voir (3.46)), on obtient

DϕΦ̃(ϕ, δ) = PL(I +Dϕw, δ) + PDvN(ϕ+ w, δ)(I +Dϕw). (3.57)

La différentiation du résultat ci-dessus par rapport à δ donne

DϕδΦ̃(ϕ, δ)ϕ0 = PDδL(·, δ)(I +Dϕw)ϕ0 + PL(Dϕδw, δ)ϕ0

+PD2
vvN(ϕ+ w, δ)(ϕ0 +Dϕwϕ0).Dδw

+PDvδN(ϕ+ w, δ)(I +Dϕw)ϕ0 + PDvN(ϕ+ w, δ)(Dϕδw)ϕ0

=
[

DϕǫΦ̃(ϕ, δ)ϕ0 , DϕM Φ̃(ϕ, δ)ϕ0

]

.

En appliquant le résultat à (ϕ, δ) = (0, δ∗), et en utilisant le fait que

DvN(0, δ) = 0, D2
vδN(0, δ∗) = 0 et Dδw(0, δ) = 0 ∀ δ ∈ R2 (3.58)

(voir (3.7) et (3.42)), il vient que

DϕδΦ̃(0, δ∗)ϕ0 = PDδL(·, δ)(I +Dϕw)ϕ0 |δ=δ∗

= PDδL(ϕ0, δ) |δ=δ∗ car Dϕw(ϕ0, δ∗) = 0

= [PDǫL(ϕ0, δ) |δ=δ∗ , PDML(ϕ0, δ) |δ=δ∗ ] . (3.59)
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Cette dernière égalité nous permet de déduire que

DϕǫΦ̃(0, δ∗)ϕ0 = PDǫL(ϕ0, δ) |δ=δ∗

= P
(

2ǫ∗ϕ
′′′′

0 + 2ϕ
′′

0

)

= 2
[

ǫ∗
(

αλ2∗ϕ∗ + βλ2∗∗ϕ∗∗
)

− (αλ∗ϕ∗ + βλ∗∗ϕ∗∗)
]

= 2α
(

ǫ∗λ
2
∗ − λ∗

)

ϕ∗ + 2β
(

ǫ∗λ
2
∗∗ − λ∗∗

)

ϕ∗∗

= 2α
ǫ∗λ∗ − f

′

(M∗)
ǫ∗

ϕ∗ + 2β
ǫ∗λ∗∗ − f

′

(M∗)
ǫ∗

ϕ∗∗ (3.60)

car ǫ2∗λ
2
∗ − 2ǫ∗λ∗ + f

′

(M∗) = 0 et ǫ2∗λ
2
∗∗ − 2ǫ2∗λ∗∗ + f

′

(M∗) = 0. (voir hypothèse (3.14)). De

même, on obtient

DϕM Φ̃(0, δ∗)ϕ0 = PDML(ϕ0, δ) |δ=δ∗

= αf
′′

(M∗)ϕ∗ + βf
′′

(M∗)ϕ∗∗. (3.61)

Les résultats (3.60) et (3.61) donnent les coefficients de Aα,β . Il reste à montrer son ca-
ractère inversible. En effet, le déterminant de Aα,β que l’on notera Dα,β est donné par

Dα,β =
2αβ

ǫ∗
(
√
p+ p− p+

√
p)f

′′

(M∗) = 4
αβ

√
p

ǫ∗
f

′′

(M∗). (3.62)

Comme selon l’hypothèse (3.13), le paramètre M∗ est non nul. Donc, il resulte que

Dα,β 6= 0 ⇐⇒ α 6= 0 et β 6= 0. (3.63)

Et, cela est vérifié (voir (3.37)). Donc Aα,β est inversible. �

Nous sommes maintenant en mesure de donner le résultat principal de ce chapitre.

Théorème 3.3.1 (Bifurcation)
Soient k∗, k∗∗, ǫ∗, M∗ et p satisfaisant (3.12)-(3.14). Alors,

• (0, δ∗) est un point de bifurcation de (3.8).

• Il existe τ > 0 et une unique courbe au moins de classe C2 dans un voisinage de
(0, δ∗) par,

{(v(y), δ(y)) \ y ∈ (−τ, τ) et (v(0), δ(0)) = (0, δ∗)} , (3.64)

telle que F (v(y), δ(y)) = 0, ∀ y ∈ (−τ, τ) et v̇(0) = ϕ0 = αϕ∗ + βϕ∗∗.

De plus, si (3.30) et (3.38) sont satisfaites, alors

ǫ̈(0) =
3ǫ∗
8
√
p

(

A(θ2,M2
∗ )α

2 +B(θ2,M2
∗ )
)

, (3.65)

M̈(0) =
1

8M∗

(

C(θ2,M2
∗ )α

2 +D(θ2,M2
∗ )
)

. (3.66)

Avec


























A(θ2,M2
∗ ) = 2 +M2

∗

(

θ2 + 1
)2 (−2θ4 + 61θ2 − 2

)

θ2 (4θ2 − 1) (θ2 − 4)

B(θ2,M2
∗ ) = −1 +M2

∗

(

θ2 + 1
)2 (

4θ2 − 61
)

2 (4θ2 − 1) (θ2 − 4)
.

(3.67)
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et






















C(θ2,M2
∗ ) = −2

θ2 − 1

θ2 + 1
+M2

∗

(

θ2 + 1
) (

θ2 − 1
) (

4θ4 − 57θ2 + 4
)

θ2 (4θ2 − 1) (θ2 − 4)

D(θ2,M2
∗ ) = −2

θ2 + 2

θ2 + 1
+M2

∗

(

θ2 + 1
) (

−4θ4 + θ2 − 60
)

(4θ2 − 1) (θ2 − 4)
.

(3.68)

Avant de continuer, il est nécessaire, de faire quelques commentaires, et de donner des
conséquences immédiates. En effet, le Théorème 3.3.1, donne l’existence des branches de
solutions non triviales, du problème (3.5), lorsque le noyau de l’opérateur linéarisé est
bidimensionnel. Et cela, pourvu que les hypothèses posées, soient respectées. Ce résultat
compliqué, qui avait déjà été abordé dans [30], est établi, ici, de manière générale et plus
directe. En plus, il présente un intérêt important, en ce sens que l’on peut établir une
connexion avec les Théorème 3.2.1 et 3.2.2, de la Section 3.2. Car, si on fait tendre α vers
0 (respectivement β vers 0) dans (3.37), alors, tout le problème revient à chercher des
branches bifurquantes de solutions, dans la direction de ϕ∗ (ou ϕ∗∗). Et, on peut montrer,
par exemple par utilisation du système (3.89), qu’on a exactement les résultats (3.25) et
(3.28). Un avantage, non négligeable, que nous pouvons également signaler est que des
expressions ǫ̈(0) et M̈(0) sont quadratiques en α. Cela, sera très utile dans l’étude des
variations des branches de solutions.

Corollaire 3.3.3
Sous les hypothèses du Théorème 3.3.1, la solutions v et des paramètres solutions ǫ et M
satisfont

v = ±
(

2

ǫ̈(0)
(ǫ− ǫ∗)

)1/2

ϕ∗ +O
(

(ǫ− ǫ∗)
2
)

dans V̇0. (3.69)

ǫ(y) = ǫ∗ +
ǫ̈(0)

2
y2 +O

(

y3
)

. (3.70)

et

M(y) =M∗ +
M̈ (0)

2
y2 +O

(

y3
)

. (3.71)

Preuve. (Théorème 3.3.1)

Nous prouvons seulement l’assertion (3.64). Le reste de la preuve fera l’objet d’une
proposition qui sera donnée plus tard. En effet, il s’agit, ici, de trouver des solutions non
triviales du problème (3.51) consistant à trouver y et δ tels que,

y ∈ R, δ ∼ δ∗, Φ(y, δ) = 0.

Or grâce au Corollaire 3.3.2, on peut voir que (0, δ∗) est une solution particulière de ce
problème. Et comme DδΦ(0, δ∗) est inversible (voir Lemme 3.3.1), alors le théorème des
fonctions implicites permet de dire que, les solutions du problème suivant

{

Φ(y, δ) = 0, y ∈ R et δ ∼ δ∗
Φ(0, δ∗) = 0

vérifient,
{

δ = δ(y) et δ(0) = δ∗
Φ(y, δ(y)) = 0, ∀ y ∈ (−τ, τ)

. (3.72)

De plus, par (3.49), on déduit que

Φ̃(yϕ0, δ(y)) = yΦ(y, δ(y)) = y.0 = 0 ∀y ∈ (−τ, τ).
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Donc (yϕ0, δ(y)) sont solutions de (3.46). Et finalement, de (3.36) on trouve que

F (v(y), δ(y)) = PF (yϕ0 + w(y), δ(y)) + (I − P )F (yϕ0 + w(y), δ(y)) ∀y ∈ (−τ, τ)
= Φ̃(yϕ0, δ(y)) + 0 car w(y) est l’unique solution de (3.40)

= 0.

D’où (3.64). De ce dernier résultat, on conclut que (0, δ∗) est un point de bifurcation du
problème (3.8), dans le sens de la Définition 2.3.2 du Chapitre 2. �

Pour compléter la preuve du Théorème 3.3.1, on va donner une proposition relative
aux calculs de ǫ̈(0) et de M̈(0). Pour ce faire, nous posons

a :=
3α3

4
+

3αβ2

2
, b :=

3β3

4
+

3βα2

2
, (3.73)

c := −f
′′

(M∗)α3

4µ2k∗
− f

′′

(M∗)αβ2

2µk∗+k∗∗

− f
′′

(M)αβ2

2µk∗−k∗∗

, (3.74)

et

d := −f
′′

(M∗)β3

4µ2k∗∗
− f

′′

(M∗)βα2

2µk∗+k∗∗

− f
′′

(M∗)βα2

2µk∗−k∗∗

, (3.75)

où

µj = (ǫ∗λj − 1)2 − p, j = 2k∗, k∗ + k∗∗, k∗ − k∗∗, 2k∗∗ et λj = (jπ)2. (3.76)

Proposition 3.3.2
Sous les hypothèses du Théorème 3.3.1 alors

ǫ̇(0) = 0 et Ṁ(0) = 0. (3.77)

De plus, si (3.30) est satisfaite, alors

ǫ̈(0) =
ǫ∗

4
√
p

[

−2a

α
− f

′′

(M∗)c
α

+
2b

β
+
f

′′

(M∗)d
β

]

, (3.78)

et

M̈(0) =
1

f ′′(M∗)

[

a(
√
p− 1)

α
+
f

′′

(M∗)(
√
p− 1)c

2α
− (

√
p+ 1)b

β
− f

′′

(M∗)(
√
p+ 1)d

2β

]

(3.79)
où a, b, c et d sont données par (3.73)-(3.75).

Preuve. Sous les hypothèses du Théorème 3.3.1, le couple (y, δ(y)) est solution de (3.51)
si et seulement si

Φ(y, δ(y)) = 0 ∀ y ∈ (−τ, τ). (3.80)

En dérivant (3.80) une fois, par rapport à y on obtient,

d

dy
Φ(y, δ(y)) |y=0 = DyΦ(y, δ(y)) +DδΦ(y, δ(y))δ̇(y) |y=0

= DyΦ(0, δ∗) +DδΦ(0, δ∗)δ̇(0) (3.81)

= 0.
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D’autre part, par l’utilisation de (3.46) et (3.50), on obtient

DyΦ(y, δ∗) |y=0 =

∫ 1

0
Dy(DϕΦ̃(tyϕ0, δ∗)ϕ0)dt |y=0

=

∫ 1

0
D2

ϕϕΦ̃(tyϕ0, δ∗)[ϕ0, tϕ0]dt |y=0

=
1

2
D2

ϕϕΦ̃(0, δ∗)[ϕ0, ϕ0]

=
1

2
PD2

ϕϕF (0, δ∗)[ϕ0, ϕ0]

=
1

2
f

′′

(M∗)P (ϕ
2
0 −

∫ 1

0
ϕ2
0dx)

= 0 car par hypothèse k∗ 6= 2k∗∗ et ϕ2
0 −

∫ 1

0
ϕ2
0dx ∈ KerL(·, δ∗).

Ainsi par (3.81), et en faisant usage de la matrice Aα,β , nous déduisons que

DδΦ(0, δ∗).δ̇(0) = 0 ⇔ Aαβ δ̇(0) =

(

0
0

)

.

D’où

δ̇(0) =

(

0
0

)

car Aαβ est inversible.

Et comme δ̇(0) =

(

ǫ̇(0)

Ṁ(0)

)

, alors on obtient (3.77).

Pour calculer δ̈(0) (ou encore ǫ̈(0) et M̈(0) ) nous dérivons la relation (3.80), deux fois,
par rapport à y. D’une part, on obtient,

d2

dy2
Φ(y, δ(y)) |y=0 =

d

dy
(DyΦ(y, δ) +DδΦ(y, δ).δ̇(y))

= D2
yyΦ(y, δ) + 2D2

yδΦ(y, δ).δ̇(y) +D2
δδΦ(y, δ).δ̇.(y)δ̇(y) +DδΦ(y, δ).δ̈(y)

= 0,

Comme δ̇(0) = 0 pour y = 0, alors la relation ci-dessus devient

D2
yyΦ(0, δ∗) +DδΦ(0, δ∗).δ̈(0) = 0. (3.82)

Pour conclure, nous devons calculer D2
yyΦ(0, δ∗). En effet, d’après (3.50), on a

D2
yyΦ(y, δ∗) =

∫ 1

0
t2D3

ϕϕϕΦ̃(tyϕ0, δ∗)[ϕ0, ϕ0, ϕ0]dt,

en y = 0, ce résultat devient

D2
yyΦ(0, δ∗) =

1

3
D3

ϕϕϕΦ̃(0, δ∗)[ϕ0, ϕ0, ϕ0]. (3.83)

Or, en utilisant la définition (3.46), on obtient premièrement

DϕΦ̃(ϕ, δ) = PDvF (ϕ+ w, δ).(IKer(L(·,δ∗)) +Dϕw).

Ensuite, on a

D2
ϕϕΦ̃(ϕ, δ) = PD2

vvF (ϕ+ w, δ).(IKer(L(·,δ∗)) +Dϕw).(IKer(L(·,δ∗)) +Dϕw)

+PDvF (ϕ+ w, δ)D2
ϕϕw.
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Et enfin

D3
ϕϕϕΦ̃(ϕ, δ) = Dϕ

[

PD2
vvF (ϕ+ w, δ).(IKer(L(·,δ∗)) +Dϕw)

]

.(IKer(L(·,δ∗)) +Dϕw)

+2PD2
vvF (ϕ+ w, δ).(IKer(L(·,δ∗)) +Dϕw).D

2
ϕϕw

+PDvF (ϕ+ w, δ).D3
ϕϕϕw.

Que l’on peut encore écrire sous la forme suivante

D3
ϕϕϕΦ̃(ϕ, δ) = PD3

vvvF (ϕ+ w, δ).(IKer(L(·,δ∗)) +Dϕw).(IKer(L(·,δ∗)) +Dϕw).(IKer(L(·,δ∗)) +Dϕw)

+PD2
vvF (ϕ+ w, δ).(IKer(L(·,δ∗)) +Dϕw).D

2
ϕϕw

+2PD2
vvF (ϕ+ w, δ).(IKer(L(·,δ∗)) +Dϕw).D

2
ϕϕw + PDvF (ϕ+ w, δ).D3

ϕϕϕw.

Pour (ϕ, δ) = (0, δ∗) on trouve, grâce à (3.42) et au Corollaire 3.3.1, que

D3
ϕϕϕΦ̃(0, δ∗) = PD3

vvvF (0, δ∗)[ϕ0, ϕ0, ϕ0] + 3PD2
vvF (0, δ∗)[ϕ0,D

2
ϕϕw(0, δ0)[ϕ0, ϕ0]].

(3.84)
D’où, au regard de (3.83) on obtient,

D2
yyΦ(0, δ∗) =

1

3

[

PD3
vvvF (0, δ∗)[ϕ0, ϕ0, ϕ0] + 3PD2

vvF (0, δ∗)[ϕ0,D
2
ϕϕw(0, δ0)[ϕ0, ϕ0]]

]

.

Alors, de (3.82) il résulte que

DδΦ(0, δ∗).δ̈(0) = −1

3

[

PD3
vvvF (0, δ∗)[ϕ0, ϕ0, ϕ0] + 3PD2

vvF (0, δ∗)[ϕ0,D
2
ϕϕw(0, δ0)[ϕ0, ϕ0]

]

.

(3.85)
Ou encore, par utilisation de la forme explicite de F (voir (3.8))

DδΦ(0, δ∗).δ̈(0) = −1

3
P (f

′′′

(M)(ϕ3
0 −

∫ 1

0
ϕ3
0dx)

−P (f ′′

(M)(ϕ0.D
2
ϕϕw(0, δ0)[ϕ0, ϕ0]−

∫ 1

0
ϕ0.D

2
ϕϕw(0, δ0)[ϕ0, ϕ0]dx)).

(3.86)

Par ailleurs, en utilisant la Proposition 3.3.1 et l’hypothèse (3.30), on trouve, par calcul
directe que

P (ϕ3
0 −

∫ 1

0
ϕ3
0dx) = (

3α3

4
+

3αβ2

2
)ϕ∗ + (

3β3

4
+

3βα2

2
)ϕ∗∗ := aϕ∗ + bϕ∗∗ (3.87)

et
P (ϕ0.D

2
ϕϕw(0, δ0)ϕ0.ϕ0 −

∫ 1
0 ϕ0.D

2
ϕϕw(0, δ0)ϕ0.ϕ0dx) =

(

−f
′′

(M∗)α3

4µ2k∗
− f

′′

(M∗)αβ2

2µk∗+k∗∗

− f
′′

(M∗)αβ2

2µk∗−k∗∗

)

ϕ∗+

(

−f
′′

(M)β3

4µ2k∗∗
− f

′′

(M∗)βα2

2µk∗+k∗∗

− f
′′

(M∗)βα2

2µk∗−k∗∗

)

ϕ∗∗
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ou encore

P (ϕ0.D
2
ϕϕw(0, δ0)ϕ0.ϕ0 −

∫ 1

0
ϕ0.D

2
ϕϕw(0, δ0)ϕ0.ϕ0dx) := cϕ∗ + dϕ∗∗. (3.88)

Comme Aα,β est la représentation matricielle de DδΦ(0, δ∗) (voir Lemme 3.3.1) alors de
(3.86) il découle le système d’inconnues (ǫ̈(0), M̈ (0)), suivant :















2α(ǫ∗λ∗ − f
′

(M∗))
ǫ∗

ǫ̈(0) + αf
′′

(M∗)M̈ (0) = −1/3f
′′′

(M∗)a− f
′′

(M∗)c

2β(ǫ∗λ∗∗ − f
′

(M∗))
ǫ∗

ǫ̈(0) + βf
′′

(M∗)M̈(0) = −1/3f
′′′

(M∗)b− f
′′

(M∗)d.

(3.89)

Puisque, selon des hypothèses (3.12)-(3.14) et la définition (3.1) de f , on a

f ′′′(M∗) = 6, ǫ∗λ∗ = 1 +
√
p et ǫ∗λ∗∗ = 1−√

p. (3.90)

Alors, si on multiplie la première équation du système (3.89) par β et la seconde équation
par −α, on obtient

2αβ (ǫ∗λ∗ − ǫ∗λ∗∗)
ǫ∗

ǫ̈(0) = 1/3f
′′′

(M∗)(αb− βa) + f
′′

(M∗)(αd− βc).

Et, de l’égalité (3.90), on tire,

ǫ̈(0) =
ǫ∗

4αβ
√
p

(

2(αb− βa) + f
′′

(M∗)(αd− βc)
)

,

=
ǫ∗

4
√
p

[

−2a

α
− f

′′

(M∗)c
α

+
2b

β
+
f

′′

(M∗)d
β

]

.

Le remplacement de ǫ̈(0) dans la seconde équation du système (3.89), donne

M̈(0) =
1

βf ′′(M∗)

[

−2β(ǫ∗λ∗∗ − f
′

(M∗))
ǫ∗

ǫ̈(0)− 1

3
f

′′′

(M∗)b− f
′′

(M∗)d

]

=
1

βf
′′

(M∗)

[

−2β(p −√
p)

ǫ∗
ǫ̈(0)− 2b− f

′′

(M∗)d

]

=
1

βf ′′(M∗)

[

2β(
√
p− p)

ǫ∗

[

ǫ∗
4αβ

√
p

(

2(αb − βa) + f
′′

(M∗)(αd − βc)
)

]

− 2b− f
′′

(M∗)d

]

=
1

βf ′′(M∗)

[

(1−√
p)

[

b− β

α
a+

f
′′

(M∗)
2

d− βf
′′

(M∗)
2α

c

]

− 2b− f
′′

(M∗)d

]

=
1

f
′′

(M∗)

[

a(
√
p− 1)

α
+
f

′′

(M∗)(
√
p− 1)c

2α
− (

√
p+ 1)b

β
− f

′′

(M∗)(
√
p+ 1)d

2β

]

.

Ce qui achève la preuve de la Proposition 3.3.2. �

Pour avoir les résultats (3.67) et (3.68), nous considérons le paramètre p sous la forme
suivante

√
p =

θ2 − 1

θ2 + 1
voir (3.15),

Bien entendu, on suppose que θ satisfait l’hypothèse (3.30). En remplaçant a, b, c et d par
(3.73)-(3.75), et en tenant compte de (3.38), il vient que

ǫ̈(0) =
3ǫ∗
8
√
p

[

2 +
f

′′

(M∗)2

3

(

1

2µ2k∗
− 2

µk∗+k∗∗

− 2

µk∗−k∗∗

+
1

2µ2k∗∗

)

]

α2

+
3ǫ∗
8
√
p

[

−1 +
f

′′

(M∗)2

3

(

− 1

2µ2k∗∗
+

1

µk∗+k∗∗

+
1

µk∗−k∗∗

)

]
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:=
3ǫ∗
8
√
p

[

Aα2 +B
]

.

Avec

A = 2 +
f

′′

(M∗)2

3

(

1

2µ2k∗
− 2

µk∗+k∗∗

− 2

µk∗−k∗∗

+
1

2µ2k∗∗

)

,

et

B = −1 +
f

′′

(M∗)2

3

(

− 1

2µ2k∗∗
+

1

µk∗+k∗∗

+
1

µk∗−k∗∗

)

.

Cependant pour p =
(θ2 − 1)2

(θ2 + 1)2
, on a d’après (3.76)







































































µ2k∗ = (4θ2(1−√
p)− 1)2 − p = 12θ2

4θ2 − 1

(θ2 + 1)2

µ2k∗∗ = (4(1 −√
p)− 1)2 − p = −12

θ2 − 4

(θ2 + 1)2

µk∗+k∗∗ =
(

(θ + 1)2(1−√
p)− 1

)2 − p =
4θ(2θ + 1)(θ + 2)

(θ2 + 1)2

µk∗−k∗∗ =
(

(θ − 1)2(1−√
p)− 1

)2 − p = −4θ(2θ − 1)(θ − 2)

(θ2 + 1)2
.

D’où

A = 2 +
f

′′

(M∗)2

3

(

1

2µ2k∗
− 2

µk∗+k∗∗

− 2

µk∗−k∗∗

+
1

2µ2k∗∗

)

= 2 +
f

′′

(M∗)2(θ2 + 1)2

6

[

1

12θ2(4θ2 − 1)
− 1

12(θ2 − 4)
− 1

θ(2θ + 1)(θ + 2)
+

1

θ(2θ − 1)(θ − 2)

]

= 2 +
f

′′

(M∗)2(θ2 + 1)2

6

[ −4θ4 + 122θ2 − 4

12θ2(θ2 − 4)(4θ2 − 1)

]

= 2+M2
∗ (θ

2 + 1)2
[ −2θ4 + 61θ2 − 2

θ2(θ2 − 4)(4θ2 − 1)

]

, car f
′′

(M∗) = 6M∗.

et

B = −1 +
f

′′

(M∗)2

3

(

− 1

2µ2k∗∗
+

1

µk∗+k∗∗

+
1

µk∗−k∗∗

)

= −1+
f

′′

(M∗)2(θ2 + 1)2

12

[

1

6(θ2 − 4)
+

1

θ(2θ + 1)(θ + 2)
− 1

θ(2θ − 1)(θ − 2)

]

= −1 +
f

′′

(M∗)2(θ2 + 1)2

12

[

4θ2 − 61

6(θ2 − 4)(4θ2 − 1)

]

= −1+
M2

∗ (θ
2 + 1)2

2

[

4θ2 − 61

(θ2 − 4)(4θ2 − 1)

]

car f
′′

(M∗) = 6M∗.
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Par analogie, le calcul de M̈(0) est donné comme suit

M̈(0) =
3

4f ′′(M∗)

[

−2
√
p− f

′′

(M∗)2

3
(
√
p− 1)

(

1

2µ2k∗
− 1

µk∗+k∗∗

− 1

µk∗−k∗∗

)

]

α2

+
3

4f ′′(M∗)

[

f
′′

(M∗)2

3
(
√
p+ 1)

(

− 1

2µ2k∗∗
+

1

µk∗+k∗∗

+
1

µk∗−k∗∗

)

]

α2

+
3

4f ′′(M∗)

[

√
p− 3− f

′′

(M∗)2

3
(
√
p− 1)

(

1

µk∗+k∗∗

+
1

µk∗−k∗∗

)

]

+
3

4f ′′(M∗)

[

f
′′

(M∗)2

3
(
√
p+ 1)

1

2µ2k∗∗

]

.

:= 3
4f ′′ (M∗)

[

Cα2 +D
]

.

Avec

C = −2
√
p− f

′′

(M∗)2

3
(
√
p− 1)

(

1

2µ2k∗
− 1

µk∗+k∗∗

− 1

µk∗−k∗∗

)

+
f

′′

(M∗)2

3
(
√
p+ 1)

(

− 1

2µ2k∗∗
+

1

µk∗+k∗∗

+
1

µk∗−k∗∗

)

et

D =
√
p− 3− f

′′

(M∗)2

3
(
√
p− 1)

(

1

µk∗+k∗∗

+
1

µk∗−k∗∗

)

+
f

′′

(M∗)2

3
(
√
p+ 1)

1

2µ2k∗∗
.

Comme p =
(θ2 − 1)2

(θ2 + 1)2
alors on obtient

C = −2
√
p− f

′′

(M∗)2

3
(
√
p− 1)

(

1

2µ2k∗
− 1

µk∗+k∗∗

− 1

µk∗−k∗∗

)

+
f

′′

(M∗)2

3
(
√
p+ 1)

(

− 1

2µ2k∗∗
+

1

µk∗+k∗∗

+
1

µk∗−k∗∗

)

= −2
θ2 − 1

θ2 + 1
+ f

′′

(M∗)
2 θ

2 + 1

6

(

1

6θ2(4θ2 − 4)
− 1

θ(2θ + 1)(θ + 2)
+

1

θ(2θ − 1)(θ − 2)

)

+f
′′

(M∗)
2 θ

2(θ2 + 1)

6

(

1

6(θ2 − 4)
+

1

θ(2θ + 1)(θ + 2)
− 1

θ(2θ − 1)(θ − 2)

)

= −2
θ2 − 1

θ2 + 1
+ f

′′

(M∗)
2 θ

2 + 1

6

(

61θ2 − 4

6θ2(4θ2 − 1)(θ2 − 4)

)

+f
′′

(M∗)
2 θ

2(θ2 + 1)

6

(

4θ3 − 61θ

6θ(θ2 − 4)(4θ2 − 1)

)

= −2
θ2 − 1

θ2 + 1
+ f

′′

(M∗)
2

(

θ2 + 1

6

)(

4θ6 − 61θ4 + 61θ2 − 4

6θ2(4θ2 − 1)(θ2 − 4)

)
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= −2
θ2 − 1

θ2 + 1
+M2

∗ (θ
2 + 1)

(θ2 − 1)(4θ4 − 57θ2 + 4)

θ2(4θ2 − 1)(θ2 − 4)
,

et

D =
√
p− 3− f

′′

(M∗)2

3
(
√
p− 1)

(

1

µk∗+k∗∗

+
1

µk∗−k∗∗

)

+
f

′′

(M∗)2

3
(
√
p+ 1)

1

2µ2k∗∗

= −2
θ2 + 2

θ2 + 1
+ f

′′

(M∗)
2 (θ

2 + 1)

6

( −10

(4θ2 − 1)(θ2 − 4)

)

−f ′′

(M∗)
2 (θ

2 + 1)

6

θ2

6(θ2 − 4)

= −2
θ2 + 2

θ2 + 1
+ f

′′

(M∗)
2 (θ

2 + 1)

6

( −4θ4 + θ2 − 60

6(4θ2 − 1)(θ2 − 4)

)

= −2
θ2 + 2

θ2 + 1
+M2

∗ (θ
2 + 1)

( −4θ4 + θ2 − 60

(4θ2 − 1)(θ2 − 4)

)

.

Pour obtenir le résultat donné dans le Théorème 3.3.1, il suffit de remplacer A et B dans
ǫ̈(0) et C et D dans M̈(0).

Pour simplifier les écritures dans la suite, on pose

x = θ2. (3.91)

Ainsi, on regardera désormais ǫ̈(0) et M̈(0) sous les formes suivantes

ǫ̈(0) =
3ǫ∗
8
√
p

(

Aα2 +B
)

, (3.92)

et

M̈(0) =
1

8M∗

(

Cα2 +D
)

. (3.93)

Avec






















A := A(x,M2
∗ ) = 2 +M2

∗
(x+ 1)2

(

−2x2 + 61x− 2
)

x (4x− 1) (x− 4)

B := B(x,M2
∗ ) = −1 +M2

∗
(x+ 1)2 (4x− 61)

2 (4x− 1) (x− 4)

(3.94)

et






















C := C(x,M2
∗ ) = −2

x− 1

x+ 1
+M2

∗
(x+ 1) (x− 1)

(

4x2 − 57x+ 4
)

x (4x− 1) (x− 4)

D := D(x,M2
∗ ) = −2

x+ 2

x+ 1
+M2

∗
(x+ 1)

(

−4x2 + x− 60
)

(4x− 1) (x− 4)
.

. (3.95)

L’objectif maintenant du travail qui va suivre est d’étudier est d’étudier les variations
des branches de solutions bifurquantes. En effet, on sait que, cette étude passe par la
détermination des signes de ǫ̈(0) et M̈(0).
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Remarque 3.3.1
De (3.92) et (3.93), nous pouvons voir que ǫ̈(0) et M̈(0) sont des fonctions paires de la
variable α ∈ (−1, 1). De ce fait, il s’ensuit que











ǫ̈(0) ∈ 3ǫ∗
8
√
p [min(B,A+B),max(B,A+B)]

M̈(0) ∈ 1
8M∗

[min(D,C +D),max(D,C +D)] .

(3.96)

Cette remarque, bien qu’importante, ne permet pas de connaitre les signes de ǫ̈(0) et M̈(0),
car les valeurs limites dépendent des paramètres θ (ou p) et M∗ du problème (3.5).

3.4 Etude des signes de ǫ̈(0) et M̈(0)

Le défi que nous souhaitons relever, ici est d’étudier les signes de ǫ̈(0) et M̈(0) respec-
tivement données par (3.92) et (3.93). A travers cette étude nous pourrons comme dans
le Chapitre 2 tirer des informations précises sur des variations de branches de bifurcation
données par le Théorème 3.3.1. Mais, la dépendance en θ (ou p) et M∗, des valeurs A,
B, C et D rend cette étude complexe. Pour y remédier, nous étudierons comme dans la
Remarque 3.3.1 les valeurs aux limites de ǫ̈(0) et M̈(0).

3.4.1 Etude du signe de ǫ̈(0)

Le but, dans cette partie, est de donner un résultat relatif au signe de ǫ̈(0). Pour ce
faire, nous posons

A+B = 1 +M2
∗
(x+ 1)2 (61x− 4)

2x (4x− 1) (x− 4)
, (3.97)

et

B = −1 +M2
∗
(x+ 1)2 (4x− 61)

2 (4x− 1) (x− 4)
. (3.98)

Soient, maintenant B0 et (A+B)0 les fonctions définies par :

B0 : ]1,+∞[\{61/4} → R, x 7→ B0(x) et (A+B)0 : ]1,+∞[ → R, x 7→ (A+B)0(x)

où

B0(x) =
2 (x− 4) (4x− 1)

(x+ 1)2 (4x− 61)
, (3.99)

et

(A+B)0(x) =
2x (4x− 1) (−x+ 4)

(x+ 1)2 (61x− 4)
. (3.100)

Il découle de ce qui précède, les lemmes suivants :

Lemme 3.4.1
Soit B0 la fonction donnée par (3.99). Il vient que,

• si x ∈ ]1, 4[ ∪ ]61/4,∞[ alors

. si M2
∗ > B0(x) alors B > 0,

. si M2
∗ < B0(x) alors B < 0.

• Si x ∈ ]4, 61/4[ alors B0(x) ≤ 0 et B < 0.
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Preuve. Nous rappelons que B est donnée par

B = −1 +M2
∗
(x+ 1)2 (4x− 61)

2 (4x− 1) (x− 4)
.

En utilisant (3.99), nous obtenons

B = 0 ⇐⇒M2
∗ = B0(x) =

2 (x− 4) (4x− 1)

(x+ 1)2 (4x− 61)
. (3.101)

Or pour x > 1, on a

signB0(x) = sign

(

x− 4

4x− 61

)

, ∀ x ∈ ]1,+∞[ \ {61/4} . (3.102)

D’où, il vient que

• si x ∈ ]1, 4[ ∪ ]61/4,∞[ alors B0(x) > 0 et par (3.101), on a

M2
∗ < B0(x) ⇔ B < 0,

• si x ∈ ]4, 61/4[ alors B0(x) < 0. De même, par (3.101), on trouve que

M2
∗ > B0(x) ⇒ B > 0.

Cela achève la preuve du lemme. �

Lemme 3.4.2
Soit (A+B)0 la fonction donnée par (3.100). Il vient que,

• si x ∈ ]4,+∞[ alors (A+B)0(x) < 0 et A+B > 0

• si x ∈ ]1, 4[ alors (A+B)0(x) > 0. De plus

. si M2
∗ > (A+B)0(x) alors A+B < 0,

. si M2
∗ < (A+B)0(x) alors A+B > 0.

Preuve. Nous rappelons que l’expression de A+B est donnée par

A+B = 1 +M2
∗
(x+ 1)2 (61x− 4)

2x (4x− 1) (x− 4)
.

En utilisant (3.100), on obtient

A+B = 0 ⇐⇒M2
∗ = (A+B)0(x) =

2x (4x− 1) (−x+ 4)

(x+ 1)2 (61x− 4)
. (3.103)

Mais pour tout x > 1
sign(A+B)0(x) = sign (−x+ 4) . (3.104)

D’où

. si x < 4 alors (A+B)0 > 0 et en utilisant (3.103), il vient que

M2
∗ < (A+B)0(x) ⇔ A+B > 0,
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. si x > 4 alors (A+B)0 < 0 et

M2
∗ > (A+B)0(x) ⇒ A+B > 0.

D’où le résultat. �

Lemme 3.4.3
Pour tout x ∈ ]1, 4[ on a :

B0(x) > (A+B)0(x). (3.105)

Preuve. D’après (3.99) et (3.100), on a :

(B0 − (A+B)0)(x) =
2 (4x− 1)

(x+ 1)2

(

4x2 − 4
)

(x− 4)

(4x− 61) (61x− 4)
. (3.106)

Comme 61x− 4 et 4x2 − 4 sont strictement positives pour x > 1, il vient que,

sign(B0 − (A+B)0)(x) = sign

[

x− 4

4x− 61

]

.

Mais
x− 4

4x− 61
> 0,∀x ∈ ]1, 4[ .

Alors on en déduit que

(B0 − (A+B)0)(x) > 0, ∀ x ∈ ]1, 4[ .

�

Pour la suite on pose,

α0 =

√

| B
A

|, (3.107)

et on a le théorème suivant.

Théorème 3.4.1
Soient k∗, k∗∗, p, (ǫ∗,M∗) satisfaisant (3.12) -(3.14) , x /∈ {4, 9} , α ∈ ]0, 1[, et B0 et
(A+B)0 données respectivement par (3.99) et (3.100). Alors

1. si x ∈ ]1, 4[ alors B0 et (A+B)0 sont positives. De plus

(a) si M2
∗ < (A+B)0 alors α0 ∈]0, 1[ et

• α < α0 =⇒ ǫ̈(0) < 0,

• α > α0 =⇒ ǫ̈(0) > 0.

(b) si (A+B)0(x) ≤M2
∗ ≤ B0(x) alors ǫ̈(0) < 0.

(c) si M2
∗ > B0(x) alors α0 ∈]0, 1[ et

• α < α0 =⇒ ǫ̈(0) > 0,
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• α > α0 =⇒ ǫ̈(0) < 0.

2. Si x ∈ ]4, 61/4[, alors B0 et (A+B)0 sont négatives, α0 ∈]0, 1[ et

• α < α0 =⇒ ǫ̈(0) < 0,

• α > α0 =⇒ ǫ̈(0) > 0.

3. Si x ∈ ]61/4,+∞[ , alors B0 est positive et (A+B)0 est négative. De plus

(a) si M2
∗ < B0(x) alors α0 ∈]0, 1[ et

• α < α0 =⇒ ǫ̈(0) < 0,

• α > α0 =⇒ ǫ̈(0) > 0.

(b) si M2
∗ ≥ B0(x) alors ǫ̈(0) > 0.

Preuve. La preuve du Théorème 3.4.1 est donnée par les Lemmes 3.4.1 , 3.4.2 et 3.4.3.
�

Avant de fermer cette partie, nous donnons certaines valeurs particulières des fonctions
B et A+B

Valeurs particulière de B et B0

• B −→ −∞ quand x→ 4+

• B −→ +∞ quand x→ 4−

• limx→1B = −1 +
38

3
M2.

• limx→+∞B = +∞

• x→ 1 =⇒ B0(x) → 3
38 et B0(x) −→ 0 quand x→ +∞.

Valeurs particulières de A+B

• A+B −→ −∞ quand x→ 4−,
• A+B −→ +∞ quand x→ 4+,

• quand x→ +∞ alors A+B → 1 + 61M2
∗

8 ,

• quand x = 1 alors A+B = 1− 38M2
∗

3 .

Ce faisant, nous pouvons regrouper tous les résultats ci-dessus, dans le tableau suivant.
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0 10 20 30 40 50 60

0

2

4

6

8

10

12

14

16

18

20 
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0
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0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

SIGNE DE ε’’(0)

 

 

A+B=0
B=0

 A+B<0<B

ε’’(0)>0
ε’’(0)=0
ε’’(0)<0

ε’’(0)<0
ε’’(0)=0
ε’’(0)>0

ε’’(0)<0
ε’’(0)=0
ε’’(0)>0

B<0<A+B

B<0<A+B

B<0 ≥t A+B<0

B>0 ≥t A+B>0

ε’’(0)<0

ε’’(0)<0

4 61/4

+∞
−∞ +∞
+∞

+∞+∞

1M2∗
θ2

3/38

Figur≥3.3–Sign≥≤≥̈ǫ(0)

3.4.2 Etu≤≥≤usign≥≤≥M̈(0)
Comm≥≤ansl≥cas≤≥̈ǫ(0),l≥butici,≥st≤’δ≥tu≤i≥rl≥sign≥≤≥M̈(0).Pourc≥la,nous

posons,
D=−2x+2x+1+M

2(x+1)−4x2+x−60
(4x−1)(x−4) , (3.108)

≥t
C+D=−22x+1x+1 +M

2(x+1)−60x2+x−4
x(4x−1)(x−4) . (3.109)

Soi≥ntD0≥t(C+D)0l≥sfonctions≤δ≥fini≥spar:
D0:]1,+∞[→R, x→D0(x) ≥t (C+D)0:]1,+∞[→R, x→(C+D)0(x),

av≥c
D0(x)=2(x+2)(x−4)(4x−1)(x+1)2(−4x2+x−60), (3.110)

≥t
(C+D)0(x)=2x(2x+1)(4x−1)(x−4)(x+1)2(−60x2+x−4). (3.111)

Ilvi≥ntlaPropositionimmδ≥≤iat≥suivant≥.
Proposition3.4.1
Pourtoutx∈]1,4[,ona

D0(x)>(C+D)0(x). (3.112)
Pr≥uv≥. Parl≥s≤δ≥finitions≤≥(3.110)≥t(3.111)ona:

(D0−(C+D)0)(x)=2(4x−1)(x−4)(x+1)2
8x4−58x3+58x−8

(−60x2+x−4)(−4x2+x−60) .(3.113)
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Or, trivialement, pour x ∈ ]1, 4[ ,

(

−60x2 + x− 4
) (

−4x2 + x− 60
)

> 0.

D’où

sign (D0 − (C +D)0) (x) = sign
(

(x− 4)
(

8x4 − 58x3 + 58x− 8
))

. (3.114)

Il suffit alors de connâıtre le signe de h, donnée ci-dessous, pour conclure.

h(x) := 8x4 − 58x3 + 58x− 8 = 2(x2 − 1)(4x2 − 29x+ 4), ∀ x ∈ ]1, 4[ .

Or x 7→ 4x2−29x+4 est négative sur ]1, 4[, alors on conclut que h aussi l’est et on obtient
le résultat par (3.114). �

Avant d’énoncer le résultat relatif au signe de M̈(0), nous avons besoin de deux lemmes.
Le premier donnant le signe de D0, et le second, le signe de (C +D)0.

Lemme 3.4.4
Soit D0 la fonction définie par (3.110),

• si x ∈ ]1, 4[ alors D0(x) > 0. De plus

. si M2
∗ > D0(x) alors D > 0

. si M2
∗ < D0(x) alors D < 0.

• Si x ∈ ]4,+∞[ alors D0(x) < 0 et D < 0.

Preuve. On rappelle que

D = −2
x+ 2

x+ 1
+M2 (x+ 1)

(

−4x2 + x− 60
)

(4x− 1) (x− 4)
.

En utilisant D0 donnée par (3.110), on a,

D = 0 ⇐⇒M2
∗ = D0(x) = 2

(x+ 2) (4x− 1) (x− 4)

(x+ 1)2 (−4x2 + x− 60)
. (3.115)

Cependant, l’expression de D0 donne

signD0(x) = sign (−x+ 4) ∀x ∈ ]1,+∞[ . (3.116)

Donc

– si x ∈]1, 4[ alors D0(x) > 0, et d’après (3.115)

M2
∗ < D0(x) ⇔ D < 0.

– si x ∈]4,+∞[ alors D0(x) < 0 et

M2
∗ > D0(x) ⇒ D < 0.

�
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Lemme 3.4.5
Soit (C +D)0 la fonction définie par (3.111),

• si x ∈ ]1, 4[ alors (C +D)0(x) > 0. De plus

. si M2
∗ > (C +D)0(x) alors C +D > 0,

. si M2
∗ < (C +D)0(x) alors C +D < 0.

• Si x ∈ ]4,+∞[ alors (C +D)0(x) < 0 et donc C +D < 0.

Preuve. Nous rappelons que C +D est donnée par

C +D = −2
2x+ 1

x+ 1
+M2

∗
(x+ 1)

(

−60x2 + x− 4
)

x (4x− 1) (x− 4)
. (3.117)

En utilisant la fonction (C +D)0, il vient,

C +D = 0 ⇐⇒M2
∗ = (C +D)0(x) = 2

x (2x+ 1) (4x− 1) (x− 4)

(x+ 1)2 (−60x2 + x− 4)
. (3.118)

Cependant, pour x ∈ ]1,+∞[ on a,

sign(C +D)0(x) = sign (−x+ 4) . (3.119)

car, pour x > 1, la fonction x 7→ −60x2 + x− 4 est strictement négative. Ainsi

. si x ∈]1, 4[ alors (C +D)0(x) > 0, et d’après (3.118), on a

M2
∗ < (C +D)0(x) ⇔ C +D < 0.

. Si x ∈]4,+∞[ alors (C +D)0(x) < 0, et on a

M2
∗ > (C +D)0(x) ⇒ C +D < 0.

D’où le résultat. �

En posant

α1 =

√

| D
C

|, (3.120)

le signe de M̈(0) est donné par le théorème suivant.

Théorème 3.4.2
Soient k∗, k∗∗, p, (ǫ∗,M∗) satisfaisant (3.12) -(3.14) , x /∈ {4, 9} , α ∈ ]0, 1[, D0 et (C+D)0
données respectivement par (3.110) et (3.111). Alors

1. Si x ∈ ]1, 4[ alors D0 et (C +D)0 sont positives. De plus

(a) si M2
∗ ≤ (C +D)0(x) alors M̈(0) < 0.

(b) si (C +D)0(x) < M2
∗ < D0(x) alors α1 ∈ (0, 1) et
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• si α < α1 alors M̈(0) < 0,

• si α > α1 alors M̈(0) > 0.

(c) si M2
∗ ≥ D0(x) alors M̈(0) > 0.

2. Si x ∈ ]4,+∞[, alors M̈ (0) < 0.

Preuve. La preuve du Théorème 3.4.1 est donnée par les Lemmes 3.4.4 et 3.4.5, et la
Proposition 3.4.1. �

Nous donnons, dans la suite, quelques valeurs particulières de D et C +D.

Valeurs particulières de D

• Si x→ 1 alors D = −9 + 42M2
∗ ,

. si M2
∗ = 9/42 alors D = 0,

. si M2
∗ → +∞ alors D → +∞.

• Si x→ +∞ alors D → −∞.

• Si x→ 4− alors D → +∞.

• Si x→ 4+ alors D → −∞.

Valeurs particulières de C +D

• Si x→ 1 alors (C +D) = −9 + 58M2
∗ et

– si M2
∗ = 9/58 alors C +D = 0,

– si M2
∗ → +∞ alors C +D → +∞.

• Si x→ +∞ alors C +D → −12− 75M2
∗ et

– si M2
∗ → +∞ alors C +D → −∞

• si x→ 4− alors C +D → +∞,

• si x→ 4+ alors C +D → −∞.

De ce fait, nous pouvons regrouper, comme nous l’avons fait dans la section précédente,
les résultats du Théorème 3.4.2, dans un tableau ci-dessous.
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+∞ −∞

θ2
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M"(0)=0
M"(0)>0

D<0<C+D

D<0 ≥t C+D<0

D<0 ≥t C+D<0

M"(0)>0

D>0 ≥t C+D>0

M"(0)<0

M2∗

Figur≥3.4–Sign≥≤≥M̈(0)

Enposant
α∗∗=min(α0,α1)≥tα∗=max(α0,α1). (3.121)

≥tl≥rapport,
M̈(0)
ǫ̈(0). (3.122)

Un≥consδ≥qu≥nc≥immδ≥≤iat≥,≤≥s≤≥uxthδ≥or̀≥m≥sprδ≥cδ≥≤≥nts≥st≤δ≥critcomm≥suit
Corollair≥3.4.1
Soi≥ntk∗,k∗∗,p,(ǫ∗,M∗)satisfaisant(3.12)-(3.14),x/∈{4,9},α∈]0,1[,B0,(A+B)0,
D0≥t(C+D)0≤onnδ≥≥sr≥sp≥ctiv≥m≥ntpar(3.99),(3.100),(3.110)≥t(3.111).Alors,
1.six∈]1,4[alors0≤(A+B)0≤B0≤(C+D)0≤D0.D≥plus

(a)siM2∗<(A+B)0(x)alorsα0∈]0,1[≥t

•α<α0=⇒ M̈(0)
ǫ̈(0)>0≥ẗǫ(0)<0

•α>α0=⇒ M̈(0)
ǫ̈(0)<0≥ẗǫ(0)>0.

(b)Si(A+B)0(x)<M2∗<B0(x)alorsM̈(0)ǫ̈(0)>0≥ẗǫ(0)<0.

(c)SiB0(x)<M2∗<(C+D)0(x)alorsα0∈]0,1[≥t
•α<α0=⇒ M̈(0)

ǫ̈(0)<0≥ẗǫ(0)>0,

•α>α0=⇒ M̈(0)
ǫ̈(0)>0≥ẗǫ(0)<0.

(≤)Si(C+D)0(x)<M2∗<D0(x)alorsα0,α1∈]0,1[≥t
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• α < α∗∗ =⇒ M̈(0)
ǫ̈(0) < 0 et ǫ̈(0) > 0

• α∗∗ < α < α∗ =⇒



















M̈(0)

ǫ̈(0)
> 0 et ǫ̈(0) > 0 si α0 = α∗,

M̈(0)

ǫ̈(0)
> 0 et ǫ̈(0) < 0 si α0 = α∗∗

• α > α∗ =⇒ M̈(0)
ǫ̈(0) < 0 et ǫ̈(0) < 0.

(e) Si M2
∗ > D0(x) alors α0 ∈]0, 1[ et

• α < α0 =⇒ M̈(0)
ǫ̈(0) > 0 et ǫ̈(0) > 0

• α > α0 =⇒ M̈(0)
ǫ̈(0) < 0 et ǫ̈(0) < 0.

2. Si x ∈ ]4, 61/4[, alors (A+B)0, B0, (C+D)0 etD0 sont négatives. Alors α0 ∈]0, 1[ on a

• α < α0 =⇒ M̈(0)
ǫ̈(0) > 0 et ǫ̈(0) < 0,

• α > α0 =⇒ M̈(0)
ǫ̈(0) < 0 et ǫ̈(0) > 0.

3. Si x ∈ ]61/4,+∞[ , alors B0 est positive et (A+B)0, (C +D)0 et D0 sont négatives.
De plus

(a) si M2
∗ < B0(x) alors α0 ∈]0, 1[ et

• α < α0 =⇒ M̈(0)
ǫ̈(0) > 0 et ǫ̈(0) < 0

• α > α0 =⇒ M̈(0)
ǫ̈(0) < 0 et ǫ̈(0) > 0

(b) Si M2
∗ > B0(x) alors

M̈(0)
ǫ̈(0) < 0 et ǫ̈(0) > 0.

Preuve. La preuve est déduite des Théorème 3.4.1 et 3.4.2. Toutefois nous devons montrer
l’assertion suivante

(C +D)0(x) > B0(x) ∀x ∈ ]1, 4[ . (3.123)

Pour cela, nous posons
h(x) = ((C +D)0 −B0)(x).

Et en utilisant les définitions (3.99) et (3.110) on obtient

h(x) =
2(x− 4)(4x − 1)

(x+ 1)2

[

8x3 − 58x2 − 62x+ 4

(−60x2 + x− 4)(4x − 61)

]

.

Cependant, (−60x2 + x − 4)(4x − 61) est strictement positif et x − 4 négative, sur ]1, 4[
alors on en déduit que

sign(h(x)) = sign((x− 4)(8x3 − 58x2 − 62x+ 4)) ∀x ∈ ]1, 4[ . (3.124)

En factorisant s(x) = 8x3 − 58x2 − 62x+ 4, on obtient

s(x) = 2(x+ 1)(4x2 − 33x+ 2).
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Orx→4x2−33x+2≥stnδ≥gativ≥sur]1,4[,≤onclafonctionsl’≥staussi.D’òuonconclut
qu≥h≥stnδ≥gativ≥sur]1,4[≥tqu≥parsuit≥,(C+D)0(x)>B0(x) ∀x∈]1,4[.
Nousrδ≥sumonsl≥srδ≥sultats≤ucorollair≥prδ≥cδ≥≤≥nt≤ansl≥tabl≥auci-≤≥ssous.
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Figur≥3.5–Sign≥s≤≥̈ǫ(0)≥tM̈(0)

Enutilisantl≥s≥xpansions(3.70)≥t(3.71),onp≥utvoirqu≥,l≥sparam̀≥tr≥ssolutions
(ǫ,M)sontliδ≥spar

X=X∗+6M∗M̈(0)ǫ̈(0)(ǫ−ǫ∗) av≥c
ǫ>ǫ∗sïǫ(0)>0
ǫ<ǫ∗sïǫ(0)<0. (3.125)

Comm≥c≥tt≥≤≥mi-≤roit≥≥sttang≥nt≥àlabranch≥≤≥solutions,alorsil≥stnδ≥c≥ssair≥
≤’≥nδ≥tu≤i≥rl≥svariations≤ansl’≥spac≥≤≥sparam̀≥tr≥s(ǫ,X)av≥cX=3M2.Onnot≥ra
qu≥nousavonschoisi≤≥travaill≥r≤ansc≥t≥spac≥afin≤≥simplifi≥rl≥sr≥prδ≥s≥ntations
graphiqu≥s.

3.4.3 Etu≤≥≤≥svariations≤urapportM̈(0)ǫ̈(0)≥nfonction≤≥α
Onsaitqu≥l’δ≥tu≤≥≤≥svariations≤≥sbranch≥s≤≥solutions,pass≥parc≥ll≥sl≥svaria-

tionsparam̀≥tr≥s≤≥bifurcations.Autr≥m≥nt≤it,ilsuffit≤≥connâıtr≥l≥svariations≤≥s
≤≥mi-tang≥nt≥s(3.125)pourconclur≥.Mais,comm≥onp≥utl≥voir,c≥tt≥δ≥tu≤≥,≥ll≥m̂≥m≥
≥st≤δ≥≤uit≥≤≥l’analys≥≤urapportM̈(0)ǫ̈(0)≥nfonction≤≥α∈(0,1).

Posons,pour̈ǫ(0)=0(c’≥st-̀a-≤ir≥α=α0= |BA|voir(3.107)),

tanΨα=6M∗M̈(0)ǫ̈(0)=
2√p
ǫ∗

Cα2+D
Aα2+B ,∀α=α0, (3.126)
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où Ψα est l’angle formé par la demi-droite d’équation (3.125) et l’axe des abscisses du plan
(ǫ,X). De cette définition, nous pouvons voir que tanΨα est α dérivable sur ]0, 1[ et sa
dérivée est donnée par

d(tan Ψα)

dα
=

2
√
p

ǫ∗

[

2α(BC −AD)

(Aα2 +B)2

]

, ∀ α 6= α0. (3.127)

Ce qui nous amène à la relation suivante

sign
d(tanΨα)

dα
= sign(BC −AD), ∀ α ∈ ]0, 1[ . (3.128)

En retour, nous sommes conduits à l’étude du signe de BC − AD. Mais avant, nous
rappelons que, pour M∗ non nul et x donnée par (3.91), on a























A = 2 +M2
∗
(x+ 1)2

(

−2x2 + 61x− 2
)

x (4x− 1) (x− 4)

B = −1 +M2
∗
(x+ 1)2 (4x− 61)

2 (4x− 1) (x− 4)
,

(3.129)

et






















C = −2
x− 1

x+ 1
+M2

∗
(x+ 1) (x− 1)

(

4x2 − 57x+ 4
)

x (4x− 1) (x− 4)

D = −2
x+ 2

x+ 1
+M2

∗
(x+ 1)

(

−4x2 + x− 60
)

(4x− 1) (x− 4)
.

(3.130)

Il résulte alors que

BC = 2
x− 1

x+ 1
+ 2M2

∗ (x+ 1)

[−4x3 + 63x2 − 61x+ 2

x(4x− 1)(x− 4)

]

+M4
∗ (x+ 1)3

[

16x4 − 488x3 + 3965x2 − 3737x + 244

2x(4x − 1)2(x− 4)2

]

,

et

AD = −4
x+ 2

x+ 1
+ 2M2

∗ (x+ 1)

[−2x3 − 56x2 − 180x + 4

x(4x− 1)(x− 4)

]

+M4
∗ (x+ 1)3

[

8x4 − 246x3 + 189x2 − 3662x + 120

x(4x− 1)2(x− 4)2

]

.

En faisant un réarrangement de termes, on trouve que la différence BC − AD est une
fonction quadratique de la variable M2

∗ comme suit,

BC −AD = 2

[

3 +
(x+ 1)2b1(x)

x(4x− 1)(x− 4)
M2

∗ +
(x+ 1)4b2(x)

4x2(4x− 1)2(x− 4)2
M4

∗

]

(3.131)

où les fonctions

b1 : R −→ R, x 7→ b1(x) et b2 : R −→ R, x 7→ b2(x),

sont définies par
b1(x) = −2x2 + 121x− 2, (3.132)
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et
b2(x) = x(4x2 + 3583x + 4). (3.133)

Le discriminant, noté dM , de l’équation

BC −AD = 0 (3.134)

est donné par

dM =
(x+ 1)4

x2(x− 4)2(4x− 1)2
[

b1(x)
2 − 3b2(x)

]

. (3.135)

En utilisant les définitions b1 et b2, il s’en suit que

dM =
(x+ 1)4

x2(x− 4)2(4x− 1)2
[

(−2x2 − 121x+ 2)2 − 3x(4x2 + 3583x + 4)
]

ou encore

dM =
(x+ 1)4

x2(x− 4)2(4x− 1)2
[

4(x4 − 124x3 + 975x2 − 124x + 1)
]

. (3.136)

Soit h : R −→ R, x 7→ h(x), définie par

h(x) = 4(x4 − 124x3 + 975x2 − 124x+ 1) = b1(x)
2 − 3b2(x). (3.137)

CommeBC−AD dépend des signes de b1, b2 et h, il est donc utile de donner la proposition

suivante.

Proposition 3.4.2
Les fonction b1, b2 et h, respectivement données par (3.132), (3.133) et (3.137), sont
positives sur ]1, 4[.

Preuve. Par (3.133) on voit clairement que b2 est trivialement positive sur ]1, 4[. Donc,
il reste juste à montrer la positivité de b1 et h. En effet, par (3.132), on a

b1(x) = −2(x− 121 + 15
√
65

4
)(x− 121− 15

√
65

4
)

> 0 ∀ x ∈]1, 4[.

D’où on conclut quant à la positivité de b1 sur ]1, 4[. En revanche, pour montrer la positivité
de h sur ]1, 4[, on pose

s(x) = x4 − 124x3 + 975x2 − 124x+ 1.

Comme s est indéfiniment dérivable sur R, alors on a

s(1)(x) = 4x4−124x3+975x2−124x+1, s(2)(x) = 12x2−744x+1950 et s(3)(x) = 24x−744.

Puisque s(3)(x) < 0 ∀x ∈]1, 4[ et s(2)(1) = 1218 et s(2)(4) = −834, alors il existe x0 ∈]1, 4[
tel que

• x ∈]1, x0[=⇒ s(2)(x) > 0 =⇒ s(1) est croissante.

• x ∈]x0, 4[=⇒ s(2)(x) < 0 =⇒ s(1) est décroissante.
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Or s(1)(1) = 1458 et s(1)(4) = 1980, d’où on en déduit que s(1)(x) > 0 ∀ x ∈]1, 4[.
Et cela, en retour, permet d’affirmer que la fonction s est croissante sur ]1, 4[. Comme
s(1) = 229, alors on conclut que s est positive sur ]1, 4[. Ce qui permet également de
conclure sur la positivité de h. Car h = 4s. �

Nous posons, pour tout x ∈ ]1, 4[

J1(x) =
2x(4x − 1)(x − 4)

(x+ 1)2

[

−b1(x) +
√

h(x)

b2(x)

]

, (3.138)

et

J2(x) =
2x(4x − 1)(x − 4)

(x+ 1)2

[

−b1(x)−
√

h(x)

b2(x)

]

. (3.139)

Le théorème relatif au variation de M̈(0)
ǫ̈(0) s’énonce alors, comme suit.

Théorème 3.4.3
Soient α ∈ ]0, 1[, J1 et J2 les fonctions réelles, respectivement données par (3.138) et
(3.139). Si x ∈ ]1, 4[, alors J1 et J2 sont strictement positives. De plus,

• Si M2
∗ ∈ ]J1(x), J2(x)[, alors tanΨα décrôıt avec α,

• Si M2
∗ ∈ ]0, J1(x)[ ∪ ]J2(x),+∞[, alors tanΨα crôıt avec α.

Preuve. D’après la proposition 3.4.2, les fonctions b1, b2 et h sont positives sur ]1, 4[.
Ce qui implique, d’après (3.136), que dM est strictement positif. Et par conséquent, la
différence BC −AD peut se mettre sous la forme suivante

(BC −AD)(x,M∗) =
(x+ 1)4b2(x)

2x2(4x− 1)2(x− 4)2
(M2

∗ − J1(x))(M
2
∗ − J1(x)). (3.140)

Où J1 et J2 sont données par (3.138) et (3.139).

Il reste juste à démontrer que J1 et J2 sont positives sur ]1, 4[. En effet,

J1(x) > 0 ⇔ −b1(x) +
√

h(x) < 0

⇔
√

h(x) < b1(x) car b1(x) > 0

⇔ −3b2(x) < 0 car h(x) = b1(x)
2 − 3b2(x)

cela est toujours vrai car b2(x) > 0 sur ]1, 4[ (cf. proposition 3.4.2). Et comme, J2(x) >
J1(x) sur ]1, 4[ alors on conclut que J2 est aussi positive sur ]1, 4[. Cela, achève la preuve
du théorème. �

Certaines valeurs particulières

Pour ǫ̈(0) 6= 0, nous rappelons que

tanΨα = 6M∗
M̈(0)

ǫ̈(0)
=

2
√
p

ǫ∗

[

Cα2 +D

Aα2 +B

]

, ∀α 6= α0. (3.141)

De la définition ci-dessus et du théorème précédent, nous déduisons les limites suivantes

• α −→ 0 =⇒ tanΨα −→ 2D
√
p

ǫ∗B
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3.5. COMPARAISONDESδENERGIESDELASOLUTIONBIFURQUANTEPAR
RAPPORTÀLASOLUTIONCONSTANTE

•α−→1=⇒tanΨα−→2
√p
ǫ∗

C+DA+B .
Si,≤≥plus,onsuppos≥qu≥α0∈(0,1)alors
•α−→α0≥tα<α0=⇒tanΨα−→−∞×sign(BC−AD)
•α−→α0≥tα>α0=⇒tanΨα−→+∞×sign(BC−AD).

Enrδ≥sumδ≥,nousavonspuδ≥tu≤i≥rl≥svariations≤urapport M̈(0)
ǫ̈(0) ouplusprδ≥cisδ≥m≥ntl≥s≤iffδ≥r≥nt≥sori≥ntations≤≥la≤≥mi-≤roit≥(3.125).C≥rδ≥sultat,tr̀≥sintδ≥r≥ssantnous

p≥rm≥t≤≥connâıtr≥l≥s≤iffδ≥r≥nt≥s≤ir≥ctions≤≥sbranch≥s≤≥solutions.Aussi,≤’unpoint
≤≥vu≥pratiqu≥,onp≥utl’utilis≥rpouraffin≥rl≥schoix≤≥sval≥urs≤≥sparam̀≥tr≥ssuivant
l≥s≤ir≥ctionssouhaitδ≥≥s.Enfin,nousfaisonsr≥marqu≥rqu≥l≥thδ≥or̀≥m≥prδ≥cδ≥≤≥ntp≥ut
facil≥m≥nt̂≥tr≥gδ≥nδ≥ralisabl≥sur]1,+∞[,≥taun≥conn≥xion≤ir≥ct≥av≥clastabilitδ≥linδ≥air≥
qu≥nousr≥gar≤≥rons≤ansl≥Chapitr≥4.
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Figur≥3.6–variations≤≥M̈(0)ǫ̈(0)pourx∈]1,+∞[

3.5 Comparaison≤≥sδ≥n≥rgi≥s≤≥lasolutionbifurquant≥par
rapportàlasolutionconstant≥

L’δ≥tu≤≥≤≥svariations≤≥tanΨ,≥ff≥ctuδ≥≥≤anslas≥ctionprδ≥cδ≥≤≥nt≥,p≥rm≥t≤≥savoir
≥xact≥m≥nt≤ansqu≥lqua≤rant≤uplan(ǫ,X=3M2)quan≤l≥sparam̀≥tr≥ssolutions
(ǫ(y),M(y))vari≥nt.Ainsi,il≥stintδ≥r≥ssant≤≥compar≥rl’δ≥n≥rgi≥≤≥lasolutionbifur-
quant≥parrapport̀ac≥ll≥≤≥laconstanst≥,suivantqu≥noussoyons≤ansunqua≤rantou
≤ansunautr≥.Pourm≥n≥rc≥tt≥δ≥tu≤≥,nousrapp≥lonsqu≥,pouru=M+v∈M+V̇,la
fonctionn≥ll≥≤≥l’δ≥n≥rgi≥libr≥associδ≥≥àl’δ≥quation(3.3)≥st≤onnδ≥≥par

E:L2(0,1)×(0,+∞)→R, (u,ǫ)→
1

0
1
2(ǫuxx+u)

2+r2u
2+14u

4≤x. (3.142)
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Donc, pour être précis, il s’agit d’étudier les variations de l’énergie de la solution bifur-
quante E(M + v, ǫ) par rapport à l’énergie de la solution triviale E(M, ǫ). Or, d’après le
théorème 3.3.1, chaque solution u est développable au voisinage du point de bifurcation,
comme suit,

{

u(y) =M(y) + v(y) =M(y) + yϕ0 + w(y) =M(y) + yϕ0 +
1
2ẅ(0, δ∗)y

2 +O(y3)
u(0) =M∗

(3.143)
Car on se rappelera que v(y) = yϕ0+w(yϕ0, δ(y)) (voir (3.35)) et que d’après le corollaire
3.3.1 et la relation (3.44), le vecteur w est développable de la manière suivante

w(y) = w(yϕ0, δ(y)) =
1

2
ẅ(0, δ∗)y

2 +O
(

y3
)

. (3.144)

Pour mener à bien cette comparaison, nous définissons pour y proche de 0, la fonction S
par

S(y) = E(M(y) + v(y), ǫ(y)) − E(M(y), ǫ(y)) = Ê(v(y), ǫ(y),M(y)). (3.145)

Remarque 3.5.1
1) E(M(y), ǫ(y)) ne dépend pas de ǫ(y) (voir (3.142)).

2) S(0) = 0, car E(M(0) + v(0), ǫ(0)) = E(M(0), ǫ(0)) = E(M∗, ǫ∗).

On rappelle également que pour θ2 = x ∈]1, 4[, les expressions de ǫ̈(0) et M̈(0) sont données
(voir théorème 3.3.1)

ǫ̈(0) =
3ǫ∗
8
√
p

(

Aα2 +B
)

(3.146)

et

M̈(0) =
1

8M∗

(

Cα2 +D
)

. (3.147)

Où A,B,C et D sont données par























A(x,M2
∗ ) = 2 +M2

∗
(x+ 1)2

(

−2x2 + 61x− 2
)

x (4x− 1) (x− 4)

B(x,M2
∗ ) = −1 +M2

∗
(x+ 1)2 (4x− 61)

2 (4x− 1) (x− 4)
,

(3.148)

et






















C(x,M2
∗ ) = −2

x− 1

x+ 1
+M2

∗
(x+ 1) (x− 1)

(

4x2 − 57x+ 4
)

x (4x− 1) (x− 4)

D(x,M2
∗ ) = −2

x+ 2

x+ 1
+M2

∗
(x+ 1)

(

−4x2 + x− 60
)

(4x− 1) (x− 4)
.

(3.149)

Il vient le théorème suivant.
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RAPPORT À LA SOLUTION CONSTANTE

Théorème 3.5.1
Soient k∗, k∗∗, p, (ǫ∗,M∗) satisfaisant (3.12) -(3.14) , x ∈]1, 4[ et ϕ0 = αϕ∗ + βϕ∗∗ avec
α2 + β2 = 1. Alors la fonction S vérifie que, pour y proche de 0,

sign
d

dy
S(y) = signG(α)y (3.150)

avec G : (0, 1) −→ R, α 7−→ G(α) telle que

G(α) =
ǫ̈(0)

(

2
√
pα2 −√

p+ p
)

2ǫ∗
+

3M∗M̈(0)

2
. (3.151)

De plus,

1) Si M̈(0) > 0 alors

1.1) si ǫ̈(0) > 0 et M̈(0)
ǫ̈(0) >

λ∗∗

√
p

3M∗

alors S(y) > 0 et E(M + v, ǫ) > E(M, ǫ),

1.2) si ǫ̈(0) < 0 et − M̈(0)
ǫ̈(0) >

λ∗

√
p

3M∗

alors S(y) > 0 et E(M + v, ǫ) > E(M, ǫ).

2) Si M̈(0) < 0 alors

2.1) si ǫ̈(0) > 0 et M̈(0)
ǫ̈(0) < −λ∗

√
p

3M∗

alors S(y) < 0 et E(M + v, ǫ) < E(M, ǫ),

2.2) si ǫ̈(0) < 0 et M̈(0)
ǫ̈(0) <

λ∗∗

√
p

3M∗

alors S(y) < 0 et E(M + v, ǫ) < E(M, ǫ).

3) Si ǫ̈(0) > 0 et −λ∗

√
p

3M∗

< M̈(0)
ǫ̈(0) <

λ∗∗

√
p

3M∗

alors il existe τ(α) ∈]0, 1[ dépendant de α tel
que

3.1) si α <
√

τ(α) alors S(y) < 0 et E(M + v, ǫ) < E(M, ǫ),

3.2) si α >
√

τ(α) alors S(y) > 0 et E(M + v, ǫ) > E(M, ǫ).

4) Si ǫ̈(0) < 0 et −λ∗∗

√
p

3M∗

< − M̈(0)
ǫ̈(0) <

λ∗

√
p

3M∗

alors il existe τ(α) ∈]0, 1[ dépendant de α
tel que

4.1) si α <
√

τ(α) alors S(y) > 0 et E(M + v, ǫ) > E(M, ǫ),

4.2) si α >
√

τ(α) alors S(y) < 0 et E(M + v, ǫ) < E(M, ǫ).
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parabol≥ ≤≥s points ≤≥ bifurcation k=2
parabol≥ ≤≥s points ≤≥ bifurcation k=3

∃ τ (α) ∈ ]0, 1[ t≥l qu≥
si α <τ(α)1/2 alors E(u(y), ε(y)) > E(M(y), ε(y))
si α >τ (α)1/2 alors E(u(y), ε(y)) < E(M(y), ε(y))

≤roit≥ tang≥nt≥ à la parabol≥ roug≥ au
point ≤≥ bifurcation (ε∗, 3M2∗)

≤roit≥ tang≥nt≥ à la parabol≥ bl≥u≥ au
point ≤≥ bifurcation (ε∗, 3M2∗)

∃ τ (α) ∈ ]0, 1[ t≥l qu≥
si α <τ(α)1/2 alors E(u(y), ε(y)) < E(M(y), ε(y))
si α >τ (α)1/2 alors E(u(y), ε(y)) > E(M(y), ε(y))

 E(u(y), ε(y)) > E(M(y), ε(y))

 E(u(y), ε(y)) < E(M(y), ε(y))

Figur≥3.7–En≥rgi≥≤≥lasolutionnontrivial≥(oubifurquant≥)parrapportàc≥ll≥≤≥
laconstant≥
Pr≥uv≥. En≤δ≥rivantlafonctionS≤δ≥fini≥≥n(3.145),parrapport̀ay,onobti≥nt

≤
≤yS(y)=DvÊ.v̇+Dǫ̂E.̇ǫ+DMÊ.Ṁ. (3.152)

Comm≥DvÊ.v̇=DuÊ.v̇=0(caṙv∈L̇2(0,1)),nousavons
≤
≤yS(y)=Dǫ̂E.ǫ̇+DMÊ.̇M. (3.153)

Pourlasuit≥,nousposons,pouryproch≥≤≥0,
S1(y)=Dǫ̂E.ǫ̇ (3.154)

≥t
S2(y)=DMÊ.Ṁ(y). (3.155)

Dδ≥v≥lopp≥m≥nt≤≥S1proch≥≤≥0
Par≤δ≥finitions≤≥Ê≥tS1

S1(y) = ǫ̇
1

0
ǫu2xx−u2x≤x

= ǫ̇
ǫ(y)

1

0
(ǫ2u2xx−ǫu2x)≤x

= ǫ̇
ǫ(y)T1(y).

Nousallonsch≥rch≥run≤δ≥v≥lopp≥m≥nt≤≥T1proch≥≤≥0.Par≤δ≥finition≤≥u(y)(voir
(3.143))onatrivial≥m≥nt,

T1(0)=
1

0
ǫ2∗u2xx(0)−ǫ∗u2x(0)≤x=0 (3.156)
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et

Ṫ1(0) =

∫ 1

0
2ǫ̇(0)ǫ∗u

2
xx(0) + 2ǫ2∗u̇xx(0)uxx(0) − ǫ̇(0)u2x(0)− 2ǫ∗u̇x(0)ux(0)dx = 0. (3.157)

D’où la nécessité de calculer T̈0(0). Pour cela nous dérivons T1 deux fois par rapport à y
et on obtient

T̈1(y) =

∫ 1

0
2(ǫ̈ǫ+ ǫ̇2)u2xx + 8ǫ̇ǫüxxuxx + 2ǫ2(üxxuxx + u̇2xx)

−ǫ̈u2x − 4ǫ̇üxux − 2ǫ(üxux + u̇2x)dx. (3.158)

Puisque ux(0) = uxx(0) = ǫ̇(0) = 0, alors

T̈1(0) =

∫ 1

0
2ǫ2∗[(ϕ0)xx]

2 − 2ǫ∗[(ϕ0)x]
2dx

= α2(ǫ2∗λ
2
∗ − ǫ∗λ∗) + β2(ǫ2∗λ

2
∗∗ − ǫ∗λ∗∗).

Or d’après l’hypothèse (3.13),

ǫ∗λ∗ = 1 +
√
p et ǫ∗λ∗∗ = 1−√

p

et le fait que
α2 + β2 = 1,

on trouve que
T̈1(0) = 2α2√p+ (p −√

p). (3.159)

Ainsi de (3.156)-(3.159), pour y proche de 0 on obtient,

T1(y) =
T̈1(0)

2
y2 +O

(

y3
)

. (3.160)

Par ailleurs,
ǫ̇(y)

ǫ(y)
=
ǫ̈(0)

ǫ∗
y +O

(

y2
)

(3.161)

donc, pour y proche de 0

S1(y) =
ǫ̈(0)T̈1(0)

2ǫ∗
y3 +O

(

y4
)

(3.162)

où ǫ̈(0) est donnée par (3.146).

Développement de S2 proche de 0

Par définitions de Ê et S2, on a

S2(y) = Ṁ

∫ 1

0
ǫuxx + u+ ru+ u3 −M − rM −M3dx

= Ṁ

∫ 1

0
[f(u(y)− f(M(y))] dx car ux(0) = ux(1) = 0.

Nous posons pour la suite

T2(y) =

∫ 1

0
[f(u(y)− f(M(y)] dx. (3.163)
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Et nous allons maintenant chercher le développement de T2 proche de 0. Puisque u(0) =M∗
(voir (3.143)) et f(u) = (1 + r)u+ u3, on a

T2(0) =

∫ 1

0
[f(u(0)) − f(M∗)] dx

=

∫ 1

0
[f(M∗)− f(M∗)] dx car M(0) =M∗

= 0.

En dérivant T2 une fois par rapport à y, on a également,

Ṫ2(0) = 0. (3.164)

En effet,

Ṫ2(0) =

∫ 1

0

[

f
′

(u(0))u̇(0)− f
′

(M∗)Ṁ(0)
]

dx

=

∫ 1

0
f

′

(M∗)u̇(0)dx car Ṁ(0) = 0 (cf. proposition 3.3.2)

=

∫ 1

0
(1 + r)ϕ0 + 3M2

∗ϕ0dx

= 0 car

∫ 1

0
ϕ0dx = 0.

Par suite, nous trouvons que

T̈2(0) = 3M∗. (3.165)

En effet,

T̈2(0) =

∫ 1

0

[

f
′′

(M∗)u̇(0).u̇(0) + f
′

(M∗)ü(0)− f
′′

(M∗)Ṁ(0).Ṁ (0)− f
′

(M∗)M̈(0)
]

dx

=

∫ 1

0

[

f
′′

(M∗)u̇(0).u̇(0) + f
′

(M∗)ü(0)− f
′

(M∗)M̈(0)
]

dx

=

∫ 1

0
6M∗ϕ

2
0 + (1 + r)(M̈ (0) + ẅ(0)) + 3M2

∗ (ẅ(0) + M̈(0))dx

−
∫ 1

0
(1 + r)M̈(0) + 3M2

∗ M̈(0)dx

=

∫ 1

0
6M∗ϕ

2
0 + (1 + r)ẅ(0) + 3ẅ(0)M2

∗ dx

= 6M∗

∫ 1

0
ϕ2
0dx, car ẅ(0) ∈ L̇2(0, 1).

= 3M∗(α
2 + β2).

On conclut avec l’hypothèse α2+β2 = 1. Bien entendu, nous avons aussi utilisé le fait que
ü(0) = M̈(0) + ẅ(0) (voir (3.143)). Ainsi de (3.164)-(3.165), nous déduisons que

T2(y) =
3M∗
2

y2 +O
(

y3
)

. (3.166)
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Par ailleurs, on a

Ṁ = M̈(0)y +O(y) . (3.167)

Donc pour y proche de 0, on obtient,

S2(y) =
3M∗M̈(0)

2
y3 +O

(

y4
)

(3.168)

en regroupant les résultats (3.162) et (3.168), nous trouvons que

d

dy
S(y) =

[

ǫ̈(0)T̈1(0)

2ǫ∗
+

3M∗M̈ (0)

2

]

y3 +O
(

y4
)

. (3.169)

Et donc, pour y proche de 0.

sign
d

dy
S(y) = sign

[

ǫ̈(0)T̈1(0)

ǫ∗
+ 3M∗M̈(0)

]

y. (3.170)

Pour finir nous posons

G(α) =
ǫ̈(0)T̈1(0)

2ǫ∗
+

3M∗M̈(0)

2
. (3.171)

En remplaçant T̈1(0), par son expression correspondante (voir (3.159)), on obtient pour
tout x ∈ ]1, 4[ et pourvu que ǫ̈(0) 6= 0,

G(α) =
ǫ̈(0)

2ǫ∗

[

2α2√p+ p−√
p+

3M∗ǫ∗M̈(0)

ǫ̈(0)

]

(3.172)

ou encore

G(α) =

√
pǫ̈(0)

ǫ∗

[

α2 +
1

2

(

√
p− 1 +

3M∗ǫ∗M̈(0)√
pǫ̈(0)

)]

. (3.173)

En posant

τ(α) = −1

2

(

√
p− 1 +

3M∗ǫ∗M̈(0)√
pǫ̈(0)

)

, (3.174)

il vient finalement que

G(α) =

√
pǫ̈(0)

ǫ∗
(α2 − τ(α)). (3.175)

De ce fait, il résulte que le reste de la preuve consiste simplement à étudier τ(α) dans
]0, 1[.

1.1) si (ǫ̈(0) > 0) et
(

M̈(0)
ǫ̈(0) >

λ∗∗

√
p

3M∗

)

alors τ(α) < 0 et donc G > 0.

En effet, comme M̈(0)
ǫ̈(0) >

λ∗∗

√
p

3M∗

alors

√
p− 1 +

3M∗ǫ∗M̈ (0)√
pǫ̈(0)

>
√
p− 1 + ǫ∗λ∗∗

>
√
p− 1 + (1−√

p) = 0 car ǫ∗λ∗∗ = 1−√
p.

D’où par (3.174), on a que τ(α) < 0 et on conclut en utilisant (3.175) et le fait que
ǫ̈(0) > 0.
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1.2) si (ǫ̈(0) < 0) et
(

− M̈(0)
ǫ̈(0) >

λ∗

√
p

3M∗

)

alors τ(α) > 1 et donc G > 0.

En effet, comme − M̈(0)
ǫ̈(0) >

λ∗

√
p

3M∗

alors

−√
p+ 1− 3M∗ǫ∗M̈(0)√

pǫ̈(0)
> −√

p+ 1 + ǫ∗λ∗

> −√
p+ 1 + (1 +

√
p) = 2 car ǫ∗λ∗ = 1 +

√
p.

D’où par (3.174), on a que τ(α) > 1 et on conclut en utilisant (3.175) et le fait que
ǫ̈(0) < 0.

Les assertions 2.1) et 2.2) s’obtiennent de façon analogue. Ce qui n’est pas le cas pour le
reste des autres assertions.

3) Si ǫ̈(0) > 0 et −λ∗

√
p

3M∗

< M̈(0)
ǫ̈(0) <

λ∗∗

√
p

3M∗

alors τ(α) ∈]0, 1[.

En effet, si M̈(0) > 0, alors

√
p− 1 +

3M∗ǫ∗M̈(0)√
pǫ̈(0)

<
√
p− 1 + ǫ∗λ∗∗

<
√
p− 1 + (1−√

p) = 0 car ǫ∗λ∗∗ = 1−√
p.

Donc τ(α) > 0. Il reste à montrer que τ(α) < 1. En effet, on suppose que τ(α) ≥ 1.
D’où

τ(α) ≥ 1 ⇒ √
p− 1 +

3M∗ǫ∗M̈ (0)√
pǫ̈(0)

≤ −2

⇒ √
p+

3M∗ǫ∗M̈(0)√
pǫ̈(0)

≤ −1

⇒ √
p− λ∗ǫ∗ < −1 par hypothèse

⇒ √
p− (1 +

√
p) < −1 car ǫ∗λ∗ = 1 +

√
p

⇒ −1 < −1 ce qui est absurde. Et donc τ(α) < 1.

De même, si M̈(0) < 0, alors

√
p− 1 +

3M∗ǫ∗M̈(0)√
pǫ̈(0)

>
√
p− 1− ǫ∗λ∗

>
√
p− 1− (1 +

√
p) = −2 car ǫ∗λ∗ = 1 +

√
p.

Donc τ(α) < 1. Il reste à montrer que τ(α) > 0. En effet, on suppose que τ(α) ≤ 0.
D’où

τ(α) ≤ 0 ⇒ √
p− 1 +

3M∗ǫ∗M̈(0)√
pǫ̈(0)

≥ 0

⇒ √
p+

3M∗ǫ∗M̈(0)√
pǫ̈(0)

≥ 1

⇒ √
p+ λ∗∗ǫ∗ > 1 par hypothèse

⇒ √
p+ (1−√

p) > 1 car ǫ∗λ∗∗ = 1−√
p

⇒ 1 > 1 ce qui est absurde. Et donc τ(α) > 0.

Par conséquent, on peut conclure que
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3.1) si α <
√

τ(α) alors G(α) < 0 et S(y) < 0.

3.2) si α >
√

τ(α) alors G(α) > 0 et S(y) > 0.
Les assertions 4.1) et 4.2) sont obtenues par analogies.

Ce qui achève la preuve du théorème. �

Remarque 3.5.2
Les assertions 1.1) et 1.2) du théorème précédent peuvent également être prouvées par les
estimations suivantes

• si ǫ̈(0) > 0 et
M̈(0)

ǫ̈(0)
>
λ∗∗

√
p

3M∗
, alors G >

ǫ̈(0)α2√p
ǫ∗

.

• si ǫ̈(0) < 0 et −M̈(0)

ǫ̈(0)
>
λ∗

√
p

3M∗
alors G >

ǫ̈(0)(α2 − 1)
√
p

ǫ∗
.
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Chapitre 4

Stabilité linéaire des solutions
bifurquantes avec dimKerL(·, δ∗) = 2

Hormis les problèmes présentant des bifurcations de type Hopf (voir [47]), l’étude
de la stabilité (linéaire) des solutions bifurquantes, souvent décrite comme un principe
d’échange de stabilité, est loin d’être triviale [48], [36]. D’ailleurs, nous n’avons pas trouvé
beaucoup de publications, dans la littérature, traitant concrètement cette question. Surtout
lorsque le noyau de l’opérateur linéarisé est de dimension plus grand que 1. Ainsi, en
se basant sur un principe de stabilité réduite, développé par Kielhöfer dans [36], nous
avons pu montrer l’existence des ensembles de valeurs des paramètres, pour lesquelles
les solutions bifurquantes données par le Théorème 3.3.1 sont stables et respectivement
instables. Ces résultats sont appuyés par plusieurs tests numériques, que nous donnons à
la fin du chapitre.

4.1 Cadre fonctionnel et préliminaires

Soient Ω = (0, 1), ǫ > 0, x ∈ Ω et r un paramètre réel négatif. Nous définissons

f : R −→ R, u 7→ (1 + r)u+ u3. (4.1)

W0 = {u ∈ H2(Ω)|∂xu = 0, sur ∂Ω},

V0 = {u ∈ H4(Ω)|∂xu = ∂xxxu = 0 sur ∂Ω},

L̇2(Ω) = {v ∈ L2(Ω)|
∫

Ω
vdx = 0},

V̇0 = V0 ∩ L̇2(Ω), Ẇ0 =W0 ∩ L̇2(Ω),

et

δ = (ǫ,M).

Le but, dans ce chapitre est d’étudier la stabilité linéaire des branches de solutions sta-
tionnaires données dans le Théorème 3.3.1. Cette stabilité est prouvée pour le problème
d’évolution suivant :



















∂v

∂t
= F (v, δ), (x, t) ∈ Ω× (0,∞)

∂xu = ∂xxxu = ∂xxxxu = 0, sur ∂Ω × (0,∞)

u(0) = u0 dans L2((0, 1)),

(4.2)
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Où F est donnée par (3.5).

On peut remarquer (4.2) est un problème de Swift-Hohenberg stabilisant ( voir [49]).
Cette équation et le problème d’évolution d’origine (3.3), pour lequel, nous avons montré
l’existence de branches de solutions stationnaires, dans le Théorème 3.3.1, ont le même
système gradient dont la fonctionnelle de Lyapunov correspondante est

E(u, ǫ) =

∫ 1

0

1

2
(ǫuxx + u)2 +

r

2
u2 +

1

4
u4dx. (4.3)

Cela signifie que (voir [50]), si les solutions stationnaires de (4.2) sont isolées alors u(x, t)
tend vers ces solutions quand t −→ +∞. Autrement dit, pour tout x ∈ Ω,

u(x, t) −→ v(x) quand t −→ +∞.

où v(x) est solution du problème

(v, δ) ∈ V̇0 × (0,+∞) ×R F (v, δ) = 0. (4.4)

On rappelle que F est explicitement définie comme suit :

F : V̇0 × (0,∞) × R → L̇2(Ω), (v, δ) 7→ F (v, δ) = L(v, δ) +N(v, δ).

Avec,
L(·, δ) : V̇0 → L̇2(Ω), v 7→ ǫ2∂xxxxv + 2ǫ∂xxv + f ′(M)v (4.5)

et

N(·, δ) : V̇0 → L̇2(Ω), v 7→ f ′′(M)

2
(v2 −

∫

Ω
v2dx) +

f ′′′(M)

6
(v3 −

∫

Ω
v3dx). (4.6)

Remarque 4.1.1
Selon la Proposition 2.2.1, l’opérateur L(·, δ) admet une base orthogonale de vecteurs
propres

ϕk : x 7→ cos(kπx), k = 1, 2, ...

dans L̇(Ω). Son spectre est donné par

µk = (ǫλk − 1)2 − p, λk = (kπ)2, p = 1− f ′(M) = −3M2 − r, (4.7)

Sous les notations (4.7), on donne le résultat trivial suivant.

Proposition 4.1.1
Soit r < 0 et (ǫ,M) ∈]0,+∞[×R∗

+. On suppose que 0 n’est pas dans le spectre de L(·, δ)
(rappelle que δ = (ǫ,M)).

• Si 3M2 > −(ǫλk − 1)2 − r ∀k ≥ 1, alors la solution triviale ū = M (ou v = 0) est
stable (au sens où toutes les valeurs propres L(·, δ) sont positives).

• S’il existe j ≥ 1 tel que 3M2 < −(ǫλj − 1)2 − r alors ū =M (ou v = 0) est instable
(au sens où l’une des valeurs propres de L(·, δ) est négative).

Preuve. La preuve est triviale car il s’agit simplement d’étudier la positivité de la valeur
propre

µk = (ǫλk − 1)2 − p, λk = (kπ)2 = −3M2 − r.

�
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Enfin, nous rappelons les hypothèses qui ont permis de prouver l’existence des solutions
bifurquantes du problème (4.4) (voir Théorème 3.3.1).

(H4) Soient 1 ≤ k∗∗ < k∗ et r < 0 fixés. (4.8)

(H5) Soient ǫ > 0 et M ∈ R∗ vérifiant

(ǫλk∗ − 1)2 + r + 3M2 = (ǫλk∗∗ − 1)2 + r + 3M2 = 0. On pose p = −3M2 − r.

(4.9)

(H6) De plus, on suppose que 0 < p < 1 et KerL(·, δ∗) =< ϕk∗ , ϕk∗∗ > . (4.10)

Si nous posons

x = θ2 :=

(

k∗
k∗∗

)2

, (4.11)

alors, grâce à l’hypothèse (4.9), le paramètre p vérifie

√
p =

x− 1

x+ 1
. (4.12)

Pour simplifier les notations, on posera, comme nous l’avons souvent fait, dans les chapitres
précédents

ϕk∗ = ϕ∗, ϕk∗∗ = ϕ∗∗, λk∗ = λ∗ et λk∗∗ = λ∗∗. (4.13)

Bien que nous soyons intéressés ici, par la stabilité linéaire des solutions données dans
le Théorème 3.3.1, il est, tout de même, nécessaire de donner un résultat de la stabilité
de la constante (ou la solution triviale). Ainsi, sous les hypothèses (4.8)-(4.10), on a la
proposition suivante.

Proposition 4.1.2 (Stabilité neutre de la solution triviale)
Soient 1 ≤ k∗∗ < k∗, r, ǫ∗, M∗ et p = −3M2

∗ − r satisfaisant (4.8)-(4.10). Dans le plan
(ǫ,X = 3M2) la condition suivante,

{

−(ǫ∗λk∗ − 1)2 − r = −(ǫ∗λk∗∗ − 1)2 − r

−(ǫ∗λk∗ − 1)2 − r > −(ǫ∗λj − 1)2 − r
(4.14)

est vérifiée pour tout j 6= k∗ et j 6= k∗∗ si et seulement si

k∗∗ = k∗ − 1 et ǫ∗ =
2

λk∗ + λk∗−1
. (4.15)

De plus, si on suppose que ǫ ∈] 1
λk∗

, 1
λk∗∗

[ alors

(i) si 3M2 > −(ǫλk∗∗ − 1)2 − r et ǫ∗ < ǫ < 1
λk∗∗

alors la solution triviale ū = M (ou

v = 0) est stable dans le sens de la Proposition 4.1.1.

(ii) Si 3M2 > −(ǫλk∗ − 1)2 − r et 1
λk∗

< ǫ < ǫ∗ alors la solution triviale ū = M (ou

v = 0) est stable dans le sens de la Proposition 4.1.1.

(iii) Si 3M2 < −(ǫλk∗∗ − 1)2 − r la solution triviale ū =M (ou v = 0) est instable.
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(103.ε∗, 3M2∗)
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PARAMETRES DE BIFURCATION AVEC ≤imK≥rL(×, δ)=2

CONSTANTE STABLE

CONSTANTE INSTABLE

Figur≥4.1–stabilitδ≥n≥utr≥≤≥laconstant≥.
Pr≥uv≥. Onrapp≥ll≥qu≥λj=(jπ)2.D≥c≥fait,onp≥utvoirqu≥

(4.14)⇔




ǫ∗= 2
λk∗+λk∗∗,

[ǫ∗(λk∗−λj)][ǫ∗(λk∗+λj)−2]<0,
[ǫ∗(λk∗∗−λj)][ǫ∗(λk∗∗+λj)−2]<0.

(4.16)

Enr≥tour,l≥syst̀≥m≥(4.16)fournit



ǫ∗= 2
λk∗+λk∗∗,

(λk∗−λj)(λj−λk∗∗)<0,
(λk∗∗−λj)(λj−λk∗)>0.

(4.17)

D’òu



ǫ∗= 2
λk∗+λk∗∗

soitλk∗<λj ≥t λj>λk∗∗
soit λk∗>λj ≥t λj<λk∗∗.

(4.18)

Ilrδ≥sult≥qu’iln≥p≥ut≥xist≥r≤≥j=k∗≥tj=k∗∗t≥lqu≥
k∗∗<j<k∗.

Parconsδ≥qu≥ntk∗∗=k∗−1.
Soit(ǫ,M)∈(0,+∞)×R.Pourmontr≥rl≥sass≥rtions(i)≥t(ii),nousposons

c1=−(ǫλk∗∗−1)2−r ≥t c2=−(ǫλk∗−1)2−r,
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et
{

c3 = −(ǫλkj − 1)2 − r ∀j > k∗,
c4 = −(ǫλkj − 1)2 − r ∀j < k∗∗.

Ainsi, la preuve consiste à montrer que pour tout (ǫ, 3M2) tel que ǫ ∈] 1
λk∗

, 1
λk∗∗

[ alors

µj = −(ǫλj − 1)2 − r > 0 ∀j ≥ 1.

En effet,

(i) si on suppose que 3M2 > −(ǫλk∗∗ − 1)2 − r et ǫ∗ < ǫ < 1
λk∗∗

alors on trivialement

que µk∗∗ > 0. En plus, comme

c1 − c2 > 0 ⇐⇒ ǫ >
2

λk∗ + λk∗∗
= ǫ∗ (voir (4.15)).

Ce qui est vrai car par hypothèse ǫ > ǫ∗. Donc c1 > c2 et par suite, on obtient que

3M2 > c2 et µk∗ > 0.

• Si j < k∗∗ alors 1
λk∗∗

< 2
λk∗∗+λj

. En plus

c1 − c4 > 0 ⇐⇒ ǫ <
2

λk∗∗ + λj
.

Ce qui est vrai car ǫ < 1
λk∗∗

. Donc c1 > c4 et par suite, on obtient que

3M2 > c4 et µj > 0 ∀j < k∗∗.

• Si j > k∗∗ alors ǫ∗ <
2

λk∗∗+λj
. En plus

c1 − c3 > 0 ⇐⇒ ǫ >
2

λk∗∗ + λj
.

Ce qui est vrai car ǫ > ǫ∗. Donc c1 > c3 et par suite, on obtient que

3M2 > c3 et µj > 0 ∀j > k∗∗.

Donc la solution triviale ū =M (où v = 0) est stable.

(ii) On suppose maintenant que 3M2 > −(ǫλk∗ − 1)2 − r et 1
λk∗

< ǫ < ǫ∗. Alors on a

trivialement que µk∗ > 0. En plus, comme

c2 − c1 > 0 ⇐⇒ ǫ <
2

λk∗ + λk∗∗
= ǫ∗ (voir (4.15)).

Ce qui est vrai, car par hypothèse ǫ < ǫ∗. Donc c2 > c1 et par suite, on obtient que

3M2 > c1 et µk∗∗ > 0.

• Si j < k∗∗ (ou j < k∗) alors ǫ∗ < 2
λk∗+λj

. En plus

c2 − c4 > 0 ⇐⇒ ǫ <
2

λk∗ + λj
.

Ce qui est vrai car ǫ < ǫ∗. Donc c2 > c4 et par suite, on obtient que

3M2 > c4 et µj > 0 ∀j < k∗.
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• Si j > k∗ alors 1
λk∗

< 2
λk∗+λj

. En plus

c2 − c3 > 0 ⇐⇒ ǫ >
2

λk∗ + λj
.

Ce qui est vrai car ǫ > 1
λk∗

. Donc c2 > c3 et par suite, on obtient que

3M2 > c3 et µj > 0 ∀j > k∗.

Donc la solution triviale ū =M (ou v = 0)) est stable.

Ce qui termine la démonstration de la proposition. �

En résumé, la proposition précédente dit que, la solution constante (0, δ) où (ǫ,M)
est stable, si k∗ = k∗∗ + 1. Dans la suite, on travaillera avec cette condition. Autrement
dit, dans le plan (ǫ, 3M2), des paramètres solutions doivent être au dessus, de toutes les
paraboles de points de bifurcations, pour espérer avoir la stabilité.

On rappelle que le résultat de stabilité que nous souhaitons établir dans ce chapitre
est basé sur un principe de la stabilité réduite développé par Kilhöfer dans ( [36], section
I.18). Ainsi, dans la section qui va suivre, nous allons donner une brève description dudit
principe.

4.2 Description du principe de stabilité réduite linéaire

Comme son nom l’indique, le principe de stabilité réduite permet de réduire l’étude de
la stabilité linéaire des solutions bifurquantes du problème (4.4), données par le Théorème
3.3.1, de V̇0 au sous espace KerL(·, δ∗).

Soit v(y) un équilibre de (4.2), c’est-à-dire une solution de (4.4).

Définition 4.2.1
Selon le Principe de stabilité linéaire (de Lyapunov), v(y) est linéairement stable si et
seulement si le spectre de DvF (v(y), δ(y)) est inclus dans R∗

+.

Comme F (·, δ∗) est un opérateur de Fredholm d’indice 0 (dans le sens de la Définition
1.3.1), il vient les décompositions suivantes

L̇2(Ω) = KerL(·, δ∗)⊕R(L(·, δ∗)) (4.19)

et
V̇0 = KerL(·, δ∗)⊕

(

R(L(·, δ∗)) ∩ V̇0
)

. (4.20)

Lesquelles en retour, définissent les projections suivantes

Q : L̇2(Ω) → R(L(·, δ∗)) et P := I −Q (4.21)

telles que la solution v puisse s’écrire de manière suivante

v = ϕ+ w avec ϕ = Pv. (4.22)

De manière explicite P sera vue comme suit

Pv := 2(v, ϕ∗)2ϕ∗ + 2(v, ϕ∗∗)2ϕ∗∗, ∀v ∈ L̇2(Ω). (4.23)

Aussi, nous posons, comme dans le Chapitre 3, ϕ = yϕ0 avec ϕ0 = αϕ∗ + βϕ∗∗.

α2 + β2 = 1, (α, β) ∈ R∗ ×R∗. (4.24)

D’où, grâce aux hypothèses (4.8)-(4.10) et la Méthode de Réduction de Lyapunov-Schmidt
(voir Chapitre 3, Sous-section 3.3.2 et Théorème 3.3.1), il résulte que
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toutes les solutions du problème (4.4) qui consiste à chercher les solutions bi-
furquantes au voisinage du point de bifurcation (0, δ∗) ∈ V̇0×R2, sont obtenues
en résolvant

Φ̃(ϕ, δ) = PF (ϕ+ w(ϕ, δ), δ) = 0 (ϕ, δ) ∈ KerL(·, δ∗)× (0,+∞)× R. (4.25)

La courbe de solutions obtenue (voir (3.64), chapitre 3) vérifie

F (v(y), δ(y)) = 0, y ∈ (−τ, τ) voir le théorème 3.3.1. (4.26)

Le principe de stabilité réduite pour les solutions stationnaires est alors formulée comme
suit : v(y) = ϕ(y) + w(ϕ(y), δ(y)) et ϕ(y) = Pv(y) qui sont considérées comme des
équilibres respectifs du problème dv

dt = F (v, δ) et du problème réduit dϕ
dt = Φ̃(ϕ, δ) ont-elles

la même stabilité ? En d’autres mots, peut -t-on déduire la stabilité linéaire de v(y) de
celle de sa composante ϕ(y) = Pv(y) dans le noyau ?

En effet, une réponse à cette question est apportée par Kielhöfer dans [36] en étudiant
les valeurs propres des familles d’opérateurs,

T (y) := DvF (v(y), δ(y)) (4.27)

K(y) := DϕΦ̃(ϕ(y), δ(y)). (4.28)

Bien sûr, il suppose que ces opérateurs dépendent analytiquement de y proche 0. Et, en fai-
sant usage du Polygone de Newton (voir [36], section I.15), il prouve que les séries entières
des valeurs propres perturbées de T (y) := DvF (v(y), δ(y)) et K(y) := DϕΦ̃(ϕ(y), δ(y))
ont les mêmes termes dominants non nuls, pourvu que les deux points suivants soient
satisfaits

1. K(y) = yn0Kn0
+O

(

yn0+1
)

pour n0 ≥ 1

2. 0 est une valeur propre de Kn0
de multiplicité au plus 1.

Pour bien décrire ce principe, nous introduisons les notations suivantes

T11(y) ≡ PT (y) |KerL(·,δ∗) ∈ L (KerL(·, δ∗),KerL(·, δ∗)),
T12(y) ≡ PT (y) |R∩V̇0

∈ L (R ∩ V̇0,KerL(·, δ∗)),
T21(y) ≡ (I − P )T (y) |N ∈ L (KerL(·, δ∗), R),
T22(y) ≡ (I − P )T (y) |R∩V̇0

∈ L (R ∩ V̇0, R).

(4.29)

Alors, au vue de (4.19)-(4.20), T (y) ∈ L (V̇0, L̇
2(Ω)) est donné par l’opérateur matriciel

T (y) =









T11(y) T12(y)

T21(y) T22(y)









. (4.30)

Propriètés 4.2.1
Par (4.19)-(4.20), on a

T11(0) = 0,
T12(0) = 0,
T21(0) = 0,
T22(0) est un isomorphisme.

(4.31)
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Remarque 4.2.1
La dernière propriété tient également pour T22(y) quand y est proche de 0. Car, au moyen
d’un développement de Taylor à l’ordre 1, on peut facilement voir que

T22(y) = T22(0) +O(y) . (4.32)

Le problème spectral de T (y) conduit à l’étude de

T (y)− µIV̇0
=









T11(y)− µIKerL(·,δ∗) T12(y)

T21(y) T22(y)− µIR∩V̇0









, µ ∈ R. (4.33)

En composant (4.33), à gauche, par l’isomorphisme (pour y et | µ | très petits)








IKerL(·,δ∗) −T12(y)(T22(y)− µIR∩V̇0
)−1

0 IR









∈ L (L̇2(Ω), L̇2(Ω)), (4.34)

nous obtenons l’opérateur








T11(y)− µIKerL(·,δ∗) − T12(y)(T22(y)− µIR∩V̇0
)−1T21(y) 0

T21(y) T22(y)− µIR∩V̇0









, µ ∈ R.

(4.35)
qui est dans L (V̇0, L̇

2(Ω)). Par conséquent, les valeurs propres perturbées µ de T (y)
satisfont l’équation

det(T11(y)− µIKerL(·, δ∗) − T12(y)(T22(y)− µIR∩V̇0
)−1T21(y)) = 0 (4.36)

Remarque 4.2.2
On observe que l’opérateur T11(y) − µIKerL(·, δ∗) − T12(y)(T22(y) − µIR∩V̇0

)−1T21(y) est
dans L (KerL(·, δ∗),KerL(·, δ∗)), et que selon l’hypothèse (4.10), dimKerL(·, δ∗) = 2.

Finalement, puisque

(T22(y)− µIR∩V̇0
)−1 =

∞
∑

ν=0

µνT22(y)
−ν−1, (4.37)

l’équation (4.36) est transformée en

h(y, µ) = det(T11(y)− µIKerL(·,δ∗) − T12(y)

∞
∑

ν=0

µνT22(y)
−ν−1T21(y))

= det(T11(y)− µIKerL(·,δ∗) −
∞
∑

ν=0

µνBν(y)) = 0, (4.38)

où
Bν(y) = T12(y)T22(y)

ν−1T21(y) = O
(

y2
)

. (4.39)

La fonction h est analytique dans le sens de ( [36], Section I.15.2), ainsi la Méthode du
Polygone de Newton (voir [36], Section I.15) donne la courbe solutions de h(y, µ) = 0
passant par (0, 0). On fait remarquer que

h(y, µ) = 0 (4.40)
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est l’équation caractéristique de T (y). Ensuite, nous construisons l’équation caractéristique
pour les valeurs propres de K(y). En effet, nous obtenons de (4.25),

DϕΦ̃(ϕ, δ) = PDvF (ϕ+ w(ϕ, δ), δ)(IKerL(·,δ∗) +Dϕw(ϕ, δ)), (4.41)

et puisque (I−P )F (ϕ+w(ϕ, δ), δ) ≡ 0 (cf. Chapitre 3, Section 3.3.1), alors la différentiation
par rapport à ϕ fournit

(I − P )DvF (ϕ+ w(ϕ, δ), δ)(IKerL(·,δ∗) +Dϕw(ϕ, δ)) ≡ 0. (4.42)

Pour les solutions

ϕ(y) = yϕ0 = Pv(y) et v(y) = yϕ0 + w(yϕ0, δ(y)) (4.43)

nous tirons, en vue des définitions (4.29),

Dϕw(yϕ0, δ(y)) = −T22(y)−1T21(y), (4.44)

et de (4.41), on obtient

K(y) = T11(y)− T12(y)T22(y)
−1T21(y). (4.45)

L’équation caractéristique pour les valeurs propres de K(y) est alors donnée par

g(y, µ) ≡ det(T11(y)− µIKerL(·,δ∗) −B0) = 0. (4.46)

Puisque le but est de comparer les solutions de (4.46) et (4.40), alors on a le résultat
suivant.

Théorème 4.2.1 ( [36], section I.8)
Soit K(y) = yn0Kn0

+ O
(

yn0+1
)

pour n0 ≥ 0. Si 0 est une valeur propre de Kn0
∈

L (KerL(·, δ∗),KerL(·, δ∗)) de multiplicité algébrique au plus 1, alors les développements
en séries de toutes les valeurs propres perturbées de T (y) = DvF (v(y), δ(y)) et toutes
les valeurs propres de K(y) = DϕΦ̃(yϕ0, δ(y)) ont les mêmes premiers termes dominants.
Pour tous, sauf peut être un, ces termes sont donnés par

µρy
n0 , ρ = 1, ..., r, r ≤ n = dimKerL(·, δ∗), (4.47)

où µρ ∈ R sont des valeurs propres non nuls de la matrice Kn0
. Si detK(y) ≡ 0, alors

µ ≡ 0 est une valeur propre de K(y) et T (y). Si detK(y) = rly
l +O

(

yl+1
)

, l ≥ nn0, l’un
des termes dominants des possibles valeurs propres est

µ0y
l−(n−1)n0 , où µ0 = rlµ

−m1

1 ...µ−mr
r . (4.48)

Ici, mρ est la multiplicité algébrique de µρ, ρ = 1, ..., r ≤ n− 1.

Remarque 4.2.3
Dans notre cas n = dimKerL(·, δ∗) = 2 (voir hypothèse (4.10)). En plus, comme nous le
verrons dans la suite, n0 sera également égale à 2, et 0 ne sera pas valeur propre de

Kn0
∈ L (KerL(·, δ∗),KerL(·, δ∗)).

Le résultat principal de ce chapitre sera une simple application du théorème précédent.
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CHAPITRE 4. STABILITÉ LINÉAIRE DES SOLUTIONS BIFURQUANTES AVEC
DIMKERL(·, δ∗) = 2

4.3 Théorème de stabilité des solutions bifurquantes

Pour appliquer le Théorème 4.2.1, aux solutions bifurquantes du problème (4.4), données
par le Théorème 3.3.1, nous devons d’abord vérifier que les hypothèses (4.8)-(4.10) sont
suffisantes pour satisfaire les conditions exigées. Mais, au préalable, nous commençons par
fournir certains résultats préliminaires.

4.3.1 Quelques résultats préliminaires

Soit ϕ0 satisfaisant (4.24), nous posons

Θ1 := P (ϕ2
0.ϕ∗ −

∫ 1

0
ϕ2
0.ϕ∗dx), (4.49)

Θ2 := P (ϕ2
0.ϕ∗∗ −

∫ 1

0
ϕ2
0.ϕ∗∗dx), (4.50)

Θ3 := P (ϕ∗.D
2
ϕϕw(0, δ∗)ϕ0.ϕ0 −

∫ 1

0
ϕ∗.D

2
ϕϕw(0, δ∗)ϕ0.ϕ0dx), (4.51)

Θ4 := P (ϕ∗∗.D
2
ϕϕw(0, δ∗)ϕ0.ϕ0 −

∫ 1

0
ϕ∗∗.D

2
ϕϕw(0, δ∗)ϕ0.ϕ0dx), (4.52)

Θ5 := P (ϕ0.D
2
ϕϕw(0, δ∗)ϕ0ϕ∗ −

∫ 1

0
ϕ0.D

2
ϕϕw(0, δ∗)ϕ0ϕ∗dx), (4.53)

Θ6 := P (ϕ0.D
2
ϕϕw(0, δ∗)ϕ0ϕ∗∗)−

∫ 1

0
ϕ0.D

2
ϕϕw(0, δ∗)ϕ0ϕ∗∗dx). (4.54)

Les deux propositions suivantes tiennent.

Proposition 4.3.1 ( [30])
Soient k∗, k∗∗, ǫ∗, M∗ et p satisfaisant (4.8)-(4.10) et α2+β2 = 1 tel que ϕ0 = αϕ∗ +βϕ∗∗
. Si k∗ 6= 2k∗∗, alors w (voir (4.22)) vérifie

D2
ϕϕw(0, δ∗)ϕ0.ϕ0 = x2k∗ϕ2k∗ + xk∗+k∗∗ϕk∗+k∗∗ + xk∗−k∗∗ϕk∗−k∗∗ + x2k∗∗ϕ2k∗∗ . (4.55)

De même (obtenues par analogie)

D2
ϕϕw(0, δ∗)ϕ0.ϕ∗ =

x2k∗
α

ϕ2k∗ +
xk∗+k∗∗

2α
ϕk∗+k∗∗ +

xk∗−k∗∗

2α
ϕk∗−k∗∗, (4.56)

et

D2
ϕϕw(0, δ∗)ϕ0.ϕ∗∗ =

x2k∗∗
β

ϕ2k∗∗ +
xk∗+k∗∗

2β
ϕk∗+k∗∗ +

xk∗−k∗∗

2β
ϕk∗−k∗∗ . (4.57)

Avec

x2k∗ = −f ′′

(M)
α2

2µ2k∗
xk∗+k∗∗ = −f ′′

(M)
αβ

µk∗+k∗∗

,

xk∗−k∗∗ = −f ′′

(M)
αβ

µk∗−k∗∗

x2k∗∗ = −f ′′

(M)
β2

2µ2k∗∗
,

où

µj = (ǫ∗λj − 1)2 − p, j = 2k∗, k∗ + k∗∗, k∗ − k∗∗, 2k∗∗.

Preuve. Elle est donnée par la Proposition 3.3.1. �
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4.3. THÉORÈME DE STABILITÉ DES SOLUTIONS BIFURQUANTES

Proposition 4.3.2
Soient k∗, k∗∗, ǫ∗, M∗ et p satisfaisant (4.8)-(4.10) et α2+β2 = 1 tel que ϕ0 = αϕ∗ +βϕ∗∗
. Si k∗ 6= 2k∗∗ et k∗ 6= 3k∗∗, alors

Θ1 = (
3α2

4
+
β2

2
)ϕ∗ + αβϕ∗∗, (4.58)

Θ2 = αβϕ∗ + (
α2

2
+

3β2

4
)ϕ∗∗, (4.59)

Θ3 =
x2k∗
2
ϕ∗ +

xk∗+k∗∗ + xk∗−k∗∗

2
ϕ∗∗, (4.60)

Θ4 =
xk∗+k∗∗ + xk∗−k∗∗

2
ϕ∗ +

x2k∗∗
2

ϕ∗∗, (4.61)

Θ5 =

[

x2k∗
2

+
β

4α
(xk∗+k∗∗ + xk∗−k∗∗)

]

ϕ∗ +

[

1

4
(xk∗+k∗∗ + xk∗−k∗∗)

]

ϕ∗∗, (4.62)

Θ6 =

[

1

4
(xk∗+k∗∗ + xk∗−k∗∗)

]

ϕ∗ +

[

x2k∗∗
2

+
α

4β
(xk∗+k∗∗ + xk∗−k∗∗)

]

ϕ∗∗. (4.63)

Preuve. On sait que

Pv := 2(v, ϕ∗)2ϕ∗ + 2(v, ϕ∗∗)2ϕ∗∗, ∀v ∈ L̇2(Ω), (4.64)

or

ϕ2
0.ϕ∗ = (α2ϕ2

∗ + 2αβϕ∗ϕ∗∗ + β2ϕ2
∗∗).ϕ∗

=
α2

2
(1 + ϕ2k∗)ϕ∗ + αβ(ϕk∗+k∗∗ + ϕk∗−k∗∗)ϕ∗ +

β2

2
(1 + ϕ2k∗∗)ϕ∗,

d’où en tenant compte des hypothèses, et en appliquant P à l’expression ci-dessus, on
trouve que

Θ1 = P (ϕ2
0.ϕ∗ −

∫ 1

0
ϕ2
0.ϕ∗dx) =

(

3α2

4
+
β2

2

)

ϕ∗ + αβϕ∗∗.

Ce qui prouve (4.58).

Le résultat (4.60) est donné en multipliant (4.55) par ϕ∗. En effet,

ϕ∗.D
2
ϕϕw(0, δ∗)ϕ0ϕ0 = ϕ∗.(x2k∗ϕ2k∗ + xk∗+k∗∗ϕk∗+k∗∗ + xk∗−k∗∗ϕk∗−k∗∗ + x2k∗∗ϕ2k∗∗)

=
x2k∗
2

(ϕ3k∗ + ϕ∗) +
xk∗+k∗∗

2
(ϕ2k∗+k∗∗ + ϕ∗∗)

+
xk∗−k∗∗

2
(ϕ2k∗−k∗∗ + ϕ∗∗) +

x2k∗
2

(ϕ2k∗∗+k∗ + ϕ2k∗∗−k∗),

en appliquant P , on trouve que

P (ϕ∗.D
2
ϕϕw(0, δ∗)ϕ0ϕ0 −

∫ 1

0
ϕ∗.D

2
ϕϕw(0, δ∗)ϕ0ϕ0dx) =

x2k∗
2
ϕ∗ +

xk∗+k∗∗ + xk∗−k∗∗

2
ϕ∗∗.
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CHAPITRE 4. STABILITÉ LINÉAIRE DES SOLUTIONS BIFURQUANTES AVEC
DIMKERL(·, δ∗) = 2

Nous procédons de la même façon, pour établir (4.62). En effet, la multiplication de (4.56)
avec ϕ∗ donne

ϕ0.D
2
ϕϕw(0, δ∗)ϕ0ϕ∗ = (αϕ∗ + βϕ∗∗).(

x2k∗
α

ϕ2k∗ +
xk∗+k∗∗

2α
ϕk∗+k∗∗ +

xk∗−k∗∗

2α
ϕk∗−k∗∗)

=
x2k∗
2

(ϕ3k∗ + ϕ∗) +
xk∗+k∗∗

4
(ϕ2k∗+k∗∗ + ϕ∗∗)

+
xk∗−k∗∗

2
(ϕ2k∗−k∗∗ + ϕ∗∗) +

βx2k∗∗
2α

(ϕ2k∗+k∗∗ + ϕ2k∗−k∗∗)

+
βxk∗+k∗∗

4α
(ϕk∗+2k∗∗ + ϕ∗) +

βxk∗−k∗∗

4α
(ϕk∗−2k∗∗ + ϕ∗).

L’application de la projection P donne (4.62). Ceci achève la preuve de cette proposition
car le reste des résultats s’obtient de façon analogue. �

Les calculs établis dans les deux propositions précédentes seront utilisés dans les
lemmes qui vont précéder le résultat principal.

4.3.2 Résultat principal de stabilité linéaire

Ici, il est question de donner le résultat principal de ce chapitre. Pour ce faire, on a
besoin du lemme suivant.

Lemme 4.3.1
Soient k∗ = k∗∗ + 1, ǫ∗ = 2

λk∗+λk∗−1

satisfaisant (4.8)-(4.10) et (α, β) ∈ R∗ × R∗ vérifiant

(4.24). Si k∗ 6= 2k∗∗ et k∗ 6= 3k∗∗ alors l’opérateur K(y) est développable à l’odre 2, comme
suit,

K(y) = y2K2 +O
(

y3
)

∀y ∈ (−τ, τ) (4.65)

où

K2 =
1

2
K̈(0) ∈ L (KerL(·, δ∗),KerL(·, δ∗)) et A2 =

1

2





a11 a12

a21 a22



 (4.66)

est sa représentation matricielle dans KerL(·, δ∗). Ici, les coefficients a11, a12, a21 et a22
sont donnés par ;

a12 = a21 = αβ

[

6 + f ′′(M∗)
2

(

− 1

µk∗+k∗∗

− 1

µk∗−k∗∗

)]

, (4.67)

a11 =
3

2
α2 + 3 + f ′′(M∗)

2

(

− 3α2

4µ2k∗
− 1− α2

2µk∗+k∗∗

− 1− α2

2µk∗−k∗∗

)

+
2ǫ̈(0)

ǫ∗
(p +

√
p) + f

′′

(M∗)M̈(0), (4.68)

a22 = −3

2
α2 +

9

2
+ f ′′(M∗)

2

(

−3(1− α2)

4µ2k∗∗
− α2

2µk∗+k∗∗

− α2

2µk∗−k∗∗

)

+
2ǫ̈(0)

ǫ∗
(p −√

p) + f
′′

(M∗)M̈(0). (4.69)

Où, µj = (ǫ∗λj − 1)2 − p, avec j = 2k∗, k∗ + k∗∗, k∗ − k∗∗, 2k∗∗ et λj = (jπ)2.
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Preuve. Nous rappelons que, pour ϕ = yϕ0

K(y) := DϕΦ̃(yϕ0, δ(y)) ∈ L (KerL(·, δ∗),KerL(·, δ∗)) (4.70)

et

Φ̃(yϕ0, δ(y)) = PF (yϕ0 + w(yϕ0, δ), δ(y)). (4.71)

De fait, il résulte, par l’utilisation de la définition (4.25), que

K(0) = DϕΦ̃(0, δ∗)

= PDvF (0, δ∗)(IKerL(·,δ∗) +Dϕw(0, δ∗))

= 0,

car

PDvF (0, δ∗)IKerL(·,δ∗) = PL(·, δ∗)IKerL(·,δ∗) ≡ 0

et Dϕw(0, δ∗) ≡ 0 (cf. corollaire 3.3.1).

De même, la différenciation de K(y) par rapport à y, en 0, donne,

K̇(0) = 0. (4.72)

En effet, avec ϕ = yϕ0 (voir (4.24)), on obtient

K̇(y) |y=0 =
d

dy
[PDvF (v, δ)(I +Dϕw(ϕ, δ))] |y=0

= PD2
vvF (v, δ)[I +Dϕw(ϕ, δ), ϕ0 +Dϕw(ϕ, δ)ϕ0 +Dδw(ϕ, δ)δ̇(y)] |y=0

+PD2
vδF (v, δ)[I +Dϕw(ϕ, δ), δ̇ ] |y=0

+PDvF (v, δ)[D
2
ϕϕw(ϕ, δ)ϕ0 +D2

ϕδw(ϕ, δ)δ̇] |y=0 .

Comme δ̇(0) = 0 (cf. Proposition 3.3.2) et D2
ϕϕw(ϕ, δ)ϕ0 ∈ L (KerL(·, δ∗), R(L(·, δ∗)),

donc

K̇(0) = PD2
vvF (0, δ∗)[I, ϕ0]

= f
′′

(M∗)P (ϕ0IKerL(·,δ∗) −
∫ 1

0
ϕ0IKerL(·,δ∗)dx)

= 0,

car selon les hypothèses ,

ϕ0.ϕ∗ =
α

2
(1 + ϕ2k∗) +

β

2
(ϕk∗+k∗∗ + ϕk∗−k∗∗) ∈ R(L(·, δ∗)),

et de même

ϕ0.ϕ∗∗ =
β

2
(1 + ϕ2k∗∗) +

α

2
(ϕk∗+k∗∗ + ϕk∗−k∗∗) ∈ R(L(·, δ∗)).

D’où (4.72).
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Nous calculons maintenant K̈(0). En dérivant K̇(y) par rapport à y, on obtient,

K̈(y) |y=0 =
d

dy
(PD2

vvF (v, δ)[I +Dϕw(ϕ, δ), ϕ0 +Dϕw(ϕ, δ)ϕ0 +Dδw(ϕ, δ)δ̇(y)]) |y=0

+
d

dy
(PD2

vδF (v, δ)[I +Dϕw(ϕ, δ), δ̇]) |y=0

+
d

dy
(PDvF (v, δ)[D

2
ϕϕw(ϕ, δ)ϕ0 +D2

ϕδw(ϕ, δ)δ̇]) |y=0

:= Z1(0) + Z2(0) + Z3(0).

Nous cherchons, ensuite, à calculer les trois quantités précédemment définies.

Evaluation de Z1(0) = Z1(y) |y=0

Z1(y) =
d

dy
(PD2

vvF (v, δ)[I +Dϕw(ϕ, δ), ϕ0 +Dϕw(ϕ, δ)ϕ0 +Dδw(ϕ, δ)δ̇(y)])

=
d

dy
(PD2

vvF (v, δ)(I +Dϕw(ϕ, δ))[ϕ0 +Dϕw(ϕ, δ)ϕ0 +Dδw(ϕ, δ)δ̇(y)]

+PD2
vvF (v, δ)(I +Dϕw(ϕ, δ))

d

dy
[ϕ0 +Dϕw(ϕ, δ)ϕ0 +Dδw(ϕ, δ)δ̇(y)]

= PD3
vvvF (v, δ)[I +Dϕw(ϕ, δ), ϕ0 +Dϕw(ϕ, δ)ϕ0 +Dδw(ϕ, δ)δ̇(y),

ϕ0 +Dϕw(ϕ, δ)ϕ0 +Dδw(ϕ, δ)δ̇(y)]

+PD3
vvδF (v, δ)[I +Dϕw(ϕ, δ), ϕ0 +Dϕw(ϕ, δ)ϕ0 +Dδw(ϕ, δ)δ̇(y), δ̇]

+PD2
vvF (v, δ)[D

2
ϕϕw(ϕ, δ)ϕ0 +D2

ϕδw(ϕ, δ)δ̇, ϕ0 +Dϕw(ϕ, δ)ϕ0 +Dδw(ϕ, δ)δ̇(y)]

+PD2
vvF (v, δ)[I +Dϕw(ϕ, δ),

D2
ϕϕw(ϕ, δ)ϕ0ϕ0 +D2

ϕδw(ϕ, δ)ϕ0 δ̇ +D2
δδw(ϕ, δ)δ̇ϕ0 +D2

δδw(ϕ, δ)δ̇ δ̇ +Dδw(ϕ, δ)δ̈],

comme w(0, δ) = 0 ∀δ (voir (3.44) Chapitre 3) et δ̇(0) = 0 (voir Proposition 3.3.2), alors
d’après le Corollaire 3.3.1, (Dϕw(0, δ∗)ϕ0 = 0), il vient que

Z1(0) = PD3
vvvF (0, δ∗)[I, ϕ0, ϕ0] + PD2

vvF (0, δ∗)[Dϕϕw(0, δ∗)ϕ0, ϕ0]

+PD2
vvF (0, δ∗)[I,D

2
ϕϕw(0, δ∗)ϕ0ϕ0]

= f
′′′

(M∗)P (ϕ
2
0.I −

∫ 1

0
ϕ2
0.Idx) + f

′′

(M∗)P (ϕ0.D
2
ϕϕw(0, δ∗)ϕ0 −

∫ 1

0
ϕ0.D

2
ϕϕw(0, δ∗)ϕ0dx)

+f
′′

(M∗)P (I.D
2
ϕϕw(0, δ∗)ϕ0ϕ0 −

∫ 1

0
I.D2

ϕϕw(0, δ∗)ϕ0ϕ0dx).

Evaluation de Z2(0) = Z2(y) |y=0

Z2(y) =
d

dy
(PD2

vδF (v, δ)[I +Dϕw(ϕ, δ), δ̇(y)])

=
d

dy
(PD2

vδF (v, δ)(I +Dϕw(ϕ, δ))δ̇(y)

+PD2
vδF (v, δ)(I +Dϕw(ϕ, δ))

d

dy
δ̇(y)].
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Pour les mêmes raisons que précédemment et en se rappelant que δ =

(

ǫ
M

)

, on trouve

que

Z2(0) = PD2
vδF (0, δ∗)[I, δ̈]

=
[

PD2
vǫF (0, δ∗), PD

2
vMF (0, δ∗)

]

(

ǫ̈(0)

M̈(0)

)

=

[

P (2ǫ∗
d4

dx4
+ 2

d2

dx2
), f ′′(M∗)P

](

ǫ̈(0)

M̈(0)

)

= P (2ǫ̈(0)ǫ∗
d4

dx4
+ 2ǫ̈(0)

d2

dx2
) + M̈(0)f ′′(M∗)P.

Evaluation de Z3(0) = Z3(y) |y=0

Z3(y) =
d

dy
(PDvF (v, δ)[D

2
ϕϕw(ϕ, δ)ϕ0 +D2

ϕδw(ϕ, δ)δ̇])

= PD2
vvF (v, δ)[ϕ0 +Dϕw(ϕ, δ))ϕ0 +Dδw(ϕ, δ)δ̇(y),D

2
ϕϕw(ϕ, δ)ϕ0 +Dϕδw(ϕ, δ)δ̇]

+PD2
vδF (v, δ)[D

2
ϕϕw(ϕ, δ)ϕ0 +Dϕδw(ϕ, δ)δ̇, δ̇]

+PDvF (v, δ)[D
3
ϕϕϕw(ϕ, δ)ϕ0ϕ0 +D3

ϕϕδw(ϕ, δ)ϕ0 δ̇

+D3
ϕϕδw(ϕ, δ)ϕ0 δ̇ +D3

ϕδδw(ϕ, δ)δ̇δ̇ +D2
ϕδw(ϕ, δ)δ̈(y)].

En prenant y = 0, il vient que

Z3(0) = PD2
vvF (0, δ∗)[ϕ0,D

2
ϕϕw(0, δ∗)ϕ0] + PL(., δ∗)[D

3
ϕϕϕw(0, δ∗)ϕ0ϕ0 +D2

ϕδw(0, δ∗)δ̈(0)]

= PD2
vvF (0, δ∗)[ϕ0,D

2
ϕϕw(0, δ∗)ϕ0]

= f
′′

(M∗)P (ϕ0.D
2
ϕϕw(0, δ∗)ϕ0 −

∫ 1

0
ϕ0.D

2
ϕϕw(0, δ∗)ϕ0dx)

car

D3
ϕϕϕw(0, δ∗)ϕ0ϕ0 +D2

ϕδw(0, δ∗)δ̈(0) ∈ R(L(·, δ∗)).

En regroupant les calculs de Z1(0), Z2(0) et Z3(0), il résulte que
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K̈(0) = PD3
vvvF (0, δ∗)[I, ϕ0, ϕ0] + 2PD2

vvF (0, δ∗)[D
2
ϕϕw(0, δ∗)ϕ0, ϕ0]

+PD2
vvF (0, δ∗)[I,D

2
ϕϕw(0, δ∗)ϕ0ϕ0] + PD2

vδF (0, δ∗)[I, δ̈(0)]

= f
′′′

(M∗)P (ϕ
2
0.I −

∫ 1

0
ϕ2
0.Idx) + 2f

′′

(M∗)P (ϕ0.D
2
ϕϕw(0, δ∗)ϕ0 −

∫ 1

0
ϕ0.D

2
ϕϕw(0, δ∗)ϕ0dx)

+f
′′

(M∗)P (I.D
2
ϕϕw(0, δ∗)ϕ0ϕ0 −

∫ 1

0
I.D2

ϕϕw(0, δ∗)ϕ0ϕ0dx)

+P (2ǫ̈(0)ǫ∗
d4

dx4
+ 2ǫ̈(0)

d2

dx2
) + M̈(0)f ′′(M∗)P. (4.73)

Puisque K(0) = 0 et K̇(0) = 0, on conclut que, pour y proche de 0, l’opérateur K est
développable comme suite

K(y) =
y2

2
K̈(0) +O

(

y3
)

et pour finir, on pose

K2 =
1

2
K̈(0) et A2 sa représentation matricielle dans la base eKerL(·,δ∗) (4.74)

Ce qui permet de conclure sur (4.65). Il reste, maintenant, à calculer les coefficients de
A2. Pour ce faire, il suffit de calculer les images de ϕ∗ et ϕ∗∗ par

K̈(0) ∈ L (KerL(·, δ∗),KerL(·, δ∗))

dans la base eKerL(·,δ∗). En effet, par l’utilisation de (4.73), on obtient

K̈(0)ϕ∗ = f
′′′

(M∗)P [ϕ
2
0.ϕ∗ −

∫ 1

0
ϕ2
0.ϕ∗]

+2f
′′

(M∗)P [ϕ0.D
2
ϕϕw(0, δ∗)ϕ0ϕ∗ −

∫ 1

0
ϕ0.D

2
ϕϕw(0, δ∗)ϕ0ϕ∗]

+f
′′

(M∗)P [ϕ∗.D
2
ϕϕw(0, δ∗)ϕ0ϕ0 −

∫ 1

0
ϕ∗.D

2
ϕϕw(0, δ∗)ϕ0ϕ0]

+P (2ǫ̈(0)ǫ∗
d4ϕ∗
dx4

+ 2ǫ̈(0)
d2ϕ∗
dx2

+ M̈(0)f
′′

(M∗)ϕ∗).

= 6Θ1 + 2f
′′

(M∗)Θ5 + f
′′

(M∗)Θ3 + P (2ǫ̈(0)ǫ∗ϕ
(4)
∗ + 2ǫ̈(0)ϕ

(2)
∗ + M̈(0)f

′′

(M∗)ϕ∗),

où Θ1, Θ3 et Θ5 sont données par la Proposition 4.3.2 et f
′′′

(M∗) = 6 (voir (4.1)). En
plus, selon les hypothèses (4.8)-(4.10), on a

P (2ǫ̈(0)ǫ∗ϕ
(4)
∗ + 2ǫ̈(0)ϕ

(2)
∗ + M̈(0)f

′′

(M∗)ϕ∗) =
[

2ǫ̈(0)ǫ∗λ
2
∗ − 2ǫ̈(0)λ∗ + M̈(0)f

′′

(M∗)
]

ϕ∗

=

[

2ǫ̈(0)
ǫ2∗λ

2
∗ − ǫ∗λ∗
ǫ∗

+ M̈(0)f
′′

(M∗)

]

ϕ∗

=

[

2ǫ̈(0)

ǫ∗
(p+

√
p) + M̈(0)f

′′

(M∗)

]

ϕ∗.
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Alors, en tenons compte de l’hypothèse (4.24) (c’est-à-dire β2 = 1− α2) et en regroupant
les coordonnées de chaque vecteur ϕ∗ et ϕ∗∗ on trouve que

K̈(0)ϕ∗ = a11ϕ∗ + a21ϕ∗∗. (4.75)

De la même manière, on montre que

K̈(0)ϕ∗∗ = a12ϕ∗ + a22ϕ∗∗, (4.76)

à la seule différence que

P (2ǫ̈(0)ǫ∗ϕ
(4)
∗∗ + 2ǫ̈(0)ϕ

(2)
∗∗ + M̈(0)f

′′

(M∗)ϕ∗∗) =

[

2ǫ̈(0)

ǫ∗
(p−√

p) + M̈(0)f
′′

(M∗)

]

ϕ∗∗.

Ici a11, a12, a21 et a22 sont données par (4.67)-(4.69). Cela achève la preuve du lemme.

�

Remarque 4.3.1
Puisque

√
p =

x− 1

x+ 1
(voir (4.12)), alors les coefficients de la matrice A2 peuvent, également,

être exprimés en fonction de x comme suit,

a11 =
3

2
α2 + 3 + f ′′(M∗)

2 (x+ 1)2

16x(4x − 1)(x− 4)

[

−(21x− 4)α2 + 20x
]

+
4x(x− 1)ǫ̈(0)

(x+ 1)2ǫ∗
+ f

′′

(M∗)M̈ (0), (4.77)

a22 = −3

2
α2 +

9

2
+ f ′′(M∗)

2 (x+ 1)2

16(4x − 1)(x − 4)

[

(−4x+ 21)α2 + 4x− 1
]

−4(x− 1)ǫ̈(0)

(x+ 1)2ǫ∗
+ f

′′

(M∗)M̈ (0), (4.78)

et

a12 = a21 = αβ

[

6 + f ′′(M∗)
2 5(x+ 1)2

2(4x− 1)(x − 4)

]

. (4.79)

Ce sont ces dernières formes qui seront utilisées dans la suite.

Le lemme qui va suivre traite les valeurs propres de A2.

Lemme 4.3.2
Sous les hypothèses du Lemme 4.3.1, le spectre de la matrice A2 =

1

2





a11 a12

a21 a22



 est

donné par

µ1 =
1

4

(

a11 + a22 −
√

(a11 − a22)2 + 4a212

)

, (4.80)

et

µ2 =
1

4

(

a11 + a22 +
√

(a11 − a22)2 + 4a212

)

. (4.81)

Preuve. La résolution de l’équation caractéristique de A2 ci-dessous,

det(A2 − µIKerL(·,δ∗)) = µ2 − 1

2
(a11 + a22)µ+

1

4
(a11a22 − a212) = 0 (4.82)

107
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donne les solutions suivantes

µ1 =
1

4

(

a11 + a22 −
√

(a11 − a22)2 + 4a212

)

,

et

µ2 =
1

4

(

a11 + a22 +
√

(a11 − a22)2 + 4a212

)

.

D’où (4.80) et (4.81). �

Les deux lemmes précédemment énoncés montrent que les hypothèses (4.8)-(4.10) sont
suffisantes pour appliquer le résultat de la stabilité réduite donné par le Théorème 4.2.1.

Théorème 4.3.1 (Stabilité réduite de la solution bifurquante)
Soit k∗ = k∗∗ + 1 et ǫ∗ =

2
λk∗+λk∗−1

. Sous les hypothèses du Lemme 4.3.1, on suppose que

µ2 6= 0, µ1 6= 0 et µ1 6= µ2.

Alors la stabilité (ou l’instabilité) de la solution v(y) bifurquant du point (0, (ǫ∗,M∗)), est
donnée par le signe des valeurs propres perturbées,

{

µ1y
2 +O

(

y3
)

| y ∈ (−τ1, τ1)
}

(4.83)

et
{

µ2y
2 +O

(

y3
)

| y ∈ (−τ2, τ2)
}

(4.84)

telle que

g(y, µ(y)) = det
(

K(y)− µ(y)IKerL(·,δ∗)
)

= 0, avec µ(y) valeur propre de K(y).
(4.85)

Ici µ1 et µ2 sont les valeurs de A2 données par (4.80) et (4.81).

Preuve. La première assertion est donnée par le Théorème 4.2.1. En effet, sous les
hypothèses du Lemme 4.2.1, l’opérateur K(y) est développable au voisinage de y = 0
comme suit

K(y) = y2K2 +O
(

y3
)

∀y ∈ (−τ, τ) (4.86)

où

K2 =
1

2
K̈(0) et A2 =

1

2





a11 a12

a21 a22



 (4.87)

sa représentation matricielle de la base eKerL(·,δ∗). Et comme nous avons supposé que
µ1 6= 0 et µ2 6= 0, alors d’après le Lemme 4.3.2, 0 n’est pas valeur propre de A2 (ou de
l’application linéaire K2). Et par conséquent, le théorème 4.2.1 nous permet de conclure
que, la stabilité (ou l’instabilité) de la solution bifurquante v(y) = yϕ0 +w(yϕ0, δ(y)) est
donnée, à des ordres petits de y, par les valeurs propres de K(y) qu’il nous reste à calculer.
Pour cela, nous rappelons que le calcul des valeurs propres de K(y) revient à chercher les
solutions de l’équation

g(y, µ) = det
(

K(y)− µIKerL(·,δ∗)
)

= 0, (4.88)

or par l’utilisation de (4.86), il vient que les solutions de (4.88) sont encore données par

g(y, µ) = det
(

y2K2 − µIKerL(·,δ∗) +O
(

y3
))

= 0. (4.89)
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Par suite, si on pose M1, la représentation matricielle de l’opérateur à l’intérieur de
(4.89) dans KerL(·, δ∗), on a

M1 =









1

2
y2a11 − µ+O

(

y3
) 1

2
y2a12 +O

(

y3
)

1

2
y2a21 +O

(

y3
) 1

2
y2a22 − µ+O

(

y3
)









. (4.90)

Donc les solutions de (4.88) sont finalement données par

g(y, µ) = µ2 − 1

2
(a11 + a22)y

2µ+
1

4
(a11a22 − a212)y

4 +R(y, µ) = 0 (4.91)

où
R(y, µ) = µO

(

y3
)

+O
(

y5
)

. (4.92)

Grâce au polygone de Newton (cf. Chapitre 1) et au fait que g(0, 0) = 0, nous faisons le
changement de variable suivant,

µ = y2µ̃ ∀µ̃ ∈ R. (4.93)

Ainsi, (4.91) devient,
g(y, µ) = y4g̃(y, µ̃) = 0, (4.94)

où g̃ est donnée par

g̃(y, µ̃) = µ̃2 − 1

2
(a11 + a22)µ̃ +

1

4
(a11a22 − a212) +R1(y, µ̃) (4.95)

= (µ̃− µ1) (µ̃− µ2) +R1(y, µ̃), (4.96)

et
R1(y, µ̃) = µ̃O(y) +O(y) . (4.97)

De ce fait, il s’ensuit que les solutions non triviales de (4.91) sont obtenues par résolution
de l’équation

g̃(y, µ̃) = 0. (4.98)

D’autre part, par (4.97), on trouve que

R1(0, µ1) = 0 et R1(0, µ2) = 0. (4.99)

D’où (0, µ1) (ou (0, µ2) ) est une solution triviale du problème (4.98). De plus, comme

Dµ̃g̃(y, µ̃) |(y,µ̃)=(0,µ1)= µ1 − µ2, (4.100)

est une quantité non nulle car µ1 6= µ2. Il résulte alors que (par utilisation du théorème
des fonctions implicites)

µ̃ = µ̃(y) ∀y ∈ (−τ1, τ1) et µ̃(0) = µ1. (4.101)

En substituant ce résultat, dans (4.93), on conclut que

µ = µ(y) = y2µ̃(y) ∀y ∈ (−τ1, τ1) et µ(0) = 0. (4.102)

Par ailleurs, la fonction µ̃ est au moins de classe C1(−τ1, τ1) ( même régularité que g̃,
d’après le théorème des fonctions implicites), alors elle peut être développable à l’ordre 1,
comme suit,

µ̃(y) = µ1 +O(y) . (4.103)
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En remplaçant, en retour, (4.103) dans (4.102), on trouve que

µ(y) = µ1y
2 +O

(

y3
)

. (4.104)

D’où le résultat (4.83). Le résultat (4.84) est obtenu en inversant les rôles de µ1 et µ2 dans
(4.101). Ce qui achève la preuve du théorème. �

Remarque 4.3.2
1. τ1 et τ2 donnés dans le théorème précédent, sont nécessairement plus petits que τ

du Théorème 3.3.1.

2. Pour connâıtre la stabilité linéaire de v(y), il est nécessaire d’étudier les signes de µ1
et µ2.

Dans la suite, nous poserons

Q(x,M2
∗ , α) := µ1.µ2 (4.105)

où x = θ2 =

(

k∗
k∗∗

)2

, M∗ et α sont respectivement donnés par (4.11), (4.9) et (4.24).

Ainsi, le but de la section qui va suivre est d’effectuer une étude de la fonction Q(x,M2
∗ , ·)

précédemment définie, pour α ∈ [−1, 1]. En d’autres termes, nous allons tenter de déterminer
les valeurs des paramètres pour lesquels les solutions bifurquantes du problème (4.4),
données par le Théorème 3.3.1, sont stables (ou instables).

4.4 Stabilité des solutions bifurquantes

Comme on peut le voir, dans le Théorème 4.3.1, la stabilité (ou l’instabilité) linéaire
des solutions bifurquantes v(y) du problème (4.4), données par le Théorème 3.3.1, dépend
des signes des valeurs propres µ1 et µ2 de A2 (ou de l’opérateur K2, voir Lemme 4.3.2).
Cependant, la complexité des coefficients de la matrice A2, nous dispense de nous attaquer
directement aux études des signes de ses valeurs propres. Toutefois, pour contourner cette
difficulté, nous avons choisi d’étudier son déterminant Q(x,M2

∗ , ·), en fonction de α, pour
le couple (x,M2

∗ ) fixé dans ]1, 4[×]0,+∞[. Cette étude non suffisante dans le cas de la
stabilité est exhaustive pour conclure dans le cas de l’instabilité.

En utilisant les définitions de µ1 et µ2, données dans le Lemme 4.3.2, il vient que le
déterminant Q défini en (4.105), peut encore être vu comme

Q(x,M2
∗ , α) =

1

4

(

a11a22 − a212
)

, (4.106)

où a11, a22 et a12 sont donnés par (voir la Remarque 4.3.1)

a11 =
3

2
α2 + 3 + f ′′(M∗)

2 (x+ 1)2

16x(4x − 1)(x − 4)

[

−(21x − 4)α2 + 20x
]

+
4x(x− 1)ǫ̈(0)

(x+ 1)2ǫ∗
+ f

′′

(M∗)M̈ (0), (4.107)

a22 = −3

2
α2 +

9

2
+ f ′′(M∗)

2 (x+ 1)2

16(4x − 1)(x− 4)

[

(−4x+ 21)α2 + (4x− 1)
]

−4(x− 1)ǫ̈(0)

(x+ 1)2ǫ∗
+ f

′′

(M∗)M̈(0), (4.108)
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et

a12 = a21 = αβ

[

6 + f ′′(M∗)
2 5(x+ 1)2

2(4x− 1)(x − 4)

]

. (4.109)

D’autre part, comme (voir Théorème 3.3.1)

ǫ̈(0) =
3ǫ∗
8
√
p

(

Aα2 +B
)

, (4.110)

et

M̈(0) =
1

8M∗

(

Cα2 +D
)

, (4.111)

où A,B,C et D sont données par























A := A(x,M2
∗ ) = 2 +M2

∗
(x+ 1)2

(

−2x2 + 61x− 2
)

x (4x− 1) (x− 4)
,

B := B(x,M2
∗ ) = −1 +M2

∗
(x+ 1)2 (4x− 61)

2 (4x− 1) (x− 4)
,

(4.112)

et






















C := C(x,M2
∗ ) = −2

x− 1

x+ 1
+M2

∗
(x+ 1) (x− 1)

(

4x2 − 57x+ 4
)

x (4x− 1) (x− 4)
,

D := D(x,M2
∗ ) = −2

x+ 2

x+ 1
+M2

∗
(x+ 1)

(

−4x2 + x− 60
)

(4x− 1) (x− 4)
,

(4.113)

alors nous pouvons réécrire les coefficients a11, a22 et a12 sous les formes suivantes :

a11 = Γ1α
2, (4.114)

a22 = Γ2(α
2 − 1), (4.115)

et
a12 = α

√

1− α2Γ3 (4.116)

avec

Γ1(x,M
2
∗ ) = 3− 3M2

∗
(x+ 1)2

2x(4x− 1)
, (4.117)

Γ2(x,M
2
∗ ) = −3− 3M2

∗
(x+ 1)2

2(x− 4)
, (4.118)

Γ3(x,M
2
∗ ) = 6 +M2

∗
90(x + 1)2

(4x− 1)(x− 4)
. (4.119)

De ce fait, on a

Q(x,M2
∗ , α) :=

1

4

(

Γ1Γ2 + Γ2
3

)

α2
(

α2 − 1
)

. (4.120)

Autrement dit il s’agit d’étudier pour (x,M2
∗ ) fixé dans ]1, 4[×]0,+∞[ la fonction

Q(x,M2
∗ , ·) : ]− 1, 1[ → R

α 7→ Q(x,M2
∗ , α).

Afin de simplifier les notations, dans la suite, nous considérerons M2 au lieu de M2
∗ et

on se limitera à prendre x dans ]1, 4[ et α dans ]0, 1[ car Q(x,M2,−α) = Q(x,M2, α)
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(autrement dit, Q(x,M2, ·) est paire). On signale que le choix de l’intervalle de x n’est pas
sans intérêt, car d’un point de vue pratique, c’est dans ce dernier intervalle que l’on a le
plus de change d’obtenir une solution triviale stable (voir Proposition 4.1.2). Nous nous
intéressons désormais à l’étude de la fonction Q(x,M2, ·) définie par (4.120). On pose,
pour plus tard

σ := σ(x,M2) = Γ1Γ2 + Γ2
3, (4.121)

et on donne un lemme relatif à l’étude du signe de σ qui sera d’une grande utilité dans la
suite.

Lemme 4.4.1
Soient (x,M2) ∈ ]1, 4[ × ]0,+∞[ et J1, J2 :]1, 4[→]0,+∞[ deux fonctions définies par

J1(x) =
2x(4x − 1)(x− 4)

(x+ 1)2

[

−b1(x) +
√

h(x)

b2(x)

]

(4.122)

et

J2(x) =
2x(4x − 1)(x− 4)

(x+ 1)2

[

−b1(x)−
√

h(x)

b2(x)

]

(4.123)

où b1, b2 et h sont définies en (4.126)-(4.128).

1. Si M2 ∈ ]J1(x), J2(x)[ alors σ < 0.

2. Si M2 /∈ ]J1(x), J2(x)[ alors σ > 0.

Preuve. En effet, pour tout x fixé dans ]1, 4[, on va regarder σ(x, ·) comme une fonction
de la variable M2 définie par

σ(x,M2) = (Γ1Γ2 + Γ2
3)(x,M

2). (4.124)

Après avoir remplacer Γ1, Γ2 et Γ3 par leurs expressions respectives, il vient que :

σ(x,M2) = 9

[

3 +
(x+ 1)2b1(x)

x(4x− 1)(x − 4)
M2 +

(x+ 1)4b2(x)

4x2(4x− 1)2(x− 4)2
M4

]

. (4.125)

où b1, b2, h :]1, 4[7→ R, sont données par,

b1(x) = −2x2 + 121x− 2, (4.126)

b2(x) = x(4x2 + 3583x + 4) (4.127)

et

h(x) = b21(x)− 3b2(x) = 4(x4 − 124x3 + 975x2 − 124x+ 1) (4.128)

On montre, sans difficulté (voir Proposition 3.4.2) que toutes les fonctions définies ci-
dessus, sont positives sur ]1, 4[. Ainsi, si nous regardons l’équation ci-dessous, en fonction
de la variable M2

σ(x,M2) = 0, ∀(x,M2) ∈ ]1, 4[ × ]0,+∞[ , (4.129)
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il vient, au regard de la positivité de h, qu’il existe J1(x) ∈ R et J2(x) ∈ R, données
respectivement par (4.122) et (4.123), telles que σ(x, ·) puisse s’écrire sous la forme

σ(x,M2) =
9(x+ 1)4b2(x)

4x2(4x− 1)2(x− 4)2
(

M2 − J1(x)
) (

M2 − J2(x)
)

. (4.130)

La conclusion vient du fait que J1(·) et J2(·) sont positives sur ]1, 4[. En effet, par (4.122),
on a

J1(x) > 0 ⇔ 2x(4x − 1)(x− 4)

(x+ 1)2

[

−b1(x) +
√

h(x)

b2(x)

]

> 0

⇔ −b1(x) +
√

h(x)

b2(x)
< 0

⇔
√

h(x) < b1(x) car b2(x) > 0

⇔ −3b2(x) < 0 car b1(x) > 0,

cela est vrai car b2 est positive sur ]1, 4[. Par conséquent, J1 est positive sur ]1, 4[. Et
comme J2(x) > J1(x), alors on en déduit que J2 l’est aussi. D’où

• si M2 ∈ ]J1(x), J2(x)[ alors σ(x,M
2) < 0,

• si M2 /∈ ]J1(x), J2(x)[ alors σ(x,M
2) > 0.

ce qui achève la preuve du lemme. �

D’où le théorème suivant.

Théorème 4.4.1 (Théorème du signe de Q)
Soit x ∈]1, 4[ , J1 et J2 les fonctions respectivement données par (4.122), (4.123) et α ∈
]0, 1[.

1. si M2 ∈ ]J1(x), J2(x)[ alors Q(x,M2, α) > 0,

2. si M2 /∈ ]J1(x), J2(x)[ alors Q(x,M2, α) < 0.

Preuve. Pour démontrer ce théorème, nous étudierons, en fonction de α ∈]0, 1[, le signe
de la fonction Q(x,M2, ·) (voir (4.120)) que nous rappelons encore ici,

Q(x,M2, α) =
1

4

(

Γ1Γ2 + Γ2
3

)

α2
(

α2 − 1
)

(4.131)

Dans un premier temps, on a le résultat suivant

Q(x,M2, 0) = Q(x,M2, 1) = 0. (4.132)

En effet, ce résultat découle de la définition Q(x,M2, ·). Pour le reste de la preuve, il suffit
de remarquer que

signQ(x,M2, α) = −sign
(

Γ1Γ2 + Γ2
3

)

= −Signσ. (4.133)

Ainsi, grâce au Lemme 4.4.1, il vient que
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1. si M2 ∈ ]J1(x), J2(x)[ alors Q(x,M2, α) > 0, ∀α ∈]0, 1[,

2. si M2 /∈ ]J1(x), J2(x)[ alors Q(x,M2, α) < 0, ∀α ∈]0, 1[.
Ce qui achève la preuve du théorème. �

Comme nous l’avons dit, dans l’introduction de cette section, l’étude du signe deQ n’est
pas suffisante pour conclure dans le cas de la stabilité. Pour y parvenir, il est nécessaire
de connâıtre le signe de µ1 (ou de µ2).

Soit (x,M2) ∈]1, 4[×]0,+∞[, on rappelle que

Q(x,M2, α) = µ1.µ2, (4.134)

où µ1 et µ2 sont données par

µ1 =
1

4

[

(Γ1 + Γ2)α
2 − Γ2 −

√

((Γ1 − Γ2)α2 + Γ2)
2 + 4α2(1− α2)Γ2

3

]

(4.135)

et

µ2 =
1

4

[

(Γ1 + Γ2)α
2 − Γ2 +

√

((Γ1 − Γ2)α2 + Γ2)
2 + 4α2(1− α2)Γ2

3

]

(4.136)

avec Γi,i=1,2,3 définies par (4.117), (4.118) et (4.119).

Une conséquence des définitions ci-dessus est que nous pouvons maintenant définir z0,
Γ10 et Γ20 respectivement par

z0 =
Γ2

Γ1 + Γ2
, car Γ1 + Γ2 6= 0, (4.137)

et

Γ20(x) = −2(x− 4)

(x+ 1)2
( c’est la fonction d’annulation de Γ2). (4.138)

On a la proposition suivante.

Proposition 4.4.1
Soient J1, J2 et Γ20 les fonctions définies respectivement sur ]1, 4[ par (4.122), (4.123) et
(4.138). On a l’assertion suivante

J1(x) < J2(x) < Γ20(x) ∀x ∈]1, 4[. (4.139)

Preuve. Puisque selon le lemme 4.3.1, J1(x) < J2(x) ∀x ∈]1, 4[, alors nous allons juste
montrer que

J2(x) < Γ20(x) ∀x ∈]1, 4[.
En effet, en utilisant les définitions (4.123) et (4.138) on obtient,

J2(x)− Γ20(x) = −2(4x− 1)(x− 4)

(x+ 1)2

[

xb1(x) + x
√

h(x)

b2(x)
− 1

4x− 1

]

où b1, b2 et h sont données par (4.126), (4.127) et (4.128). Ainsi,

J2(x)− Γ20(x) < 0 ⇔ x(4x− 1)b1(x)− b2(x) < −x(4x− 1)
√

h(x), car b2(x) > 0.

114
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Comme x 7→ −x(4x − 1)
√

h(x) est trivialement négative sur ]1, 4[, alors il est nécessaire
d’étudier la fonction g : R → R donnée par

g(x) = x(4x− 1)b1(x)− b2(x).

En utilisant les définition de b1 et b2 on trouve que

g(x) = −2x(4x3 − 241x2 + 1856x + 1), (4.140)

et d’où on conclut que g est négative sur ]1, 4[ car x 7→ 4x3−241x2+1856x+1 est positive
sur ]1, 4[. Par conséquent,

J2(x)− Γ20(x) < 0 ⇔ g(x)2 − x2(4x− 1)2h(x) > 0

⇔ 4x3(4x2 + 3583x + 4)(4x− 31)2 > 0,

cela est vrai ∀ x ∈]1, 4[. D’où le résultat (4.139). �

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le théorème de stabilité des solutions
bifurquantes v(y) en fonction des données du problème.

Théorème 4.4.2
Soit k∗ = k∗∗ + 1 et ǫ∗ =

2
λk∗+λk∗−1

. On pose x = k∗∗+1
k∗

et on suppose que

(

α2,M2
)

6=
(

4x2 − 31x

4x2 − 62x+ 4
,−(4x− 1)(x− 4)

15(x+ 1)2

)

.

1. si M2 < J1(x) alors µ1 < 0 < µ2 et v(y) est instable,

2. si J1(x) < M2 < J2(x) alors µ2 > µ1 > 0 et v(y) est stable,

3. si J2(x) < M2 alors µ1 < 0 < µ2 et v(y) est instable.
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Figure 4.2 – Résumé graphique de la zone de stabilité de la solution bifurquante

Preuve. La preuve du Théorème 4.4.2 se limite à l’étude de la fonction z0 donnée par
(4.137). Car les signes de µ1 et µ2 dépendent de cette fonction. Néanmoins, on rappelle

que l’hypothèse
(

α2,M2
)

6=
(

4x2 − 31x

4x2 − 62x+ 4
,−(4x− 1)(x − 4)

15(x+ 1)2

)

∀x ∈]1, 4[ est équivalente
à l’hypothèse µ1 6= µ2 sans laquelle le resultat de stabilité, donné par le Théorème 4.3.1
ne peut être prouvé.

Etude de Γ2 pour (x,M2) ∈ ]1, 4[ × ]0,+∞[ . On rappelle que

Γ2(x,M
2) = −3− 3M2 (x+ 1)2

2(x− 4)
. (4.141)

D’où

Γ2(x,M
2) = 0 ⇐⇒M2 = Γ20(x) = −2(x− 4)

(x+ 1)2
. (4.142)

Comme Γ20 est trivialement positive sur ]1, 4[ alors,

• si M2 < Γ20 alors Γ2 < 0,

• si M2 > Γ20 alors Γ2 > 0.

Etude de Γ1 +Γ2 pour (x,M2) ∈ ]1, 4[× ]0,+∞[ . Des définitions (4.117) et (4.118) il
vient que

(Γ1 + Γ2)(x,M
2) = −6M2 (x+ 1)3(x− 1)

x(4x− 1)(x − 4)
. (4.143)

Donc
(Γ1 + Γ2)(x,M

2) > 0 ∀(x,M2) ∈ ]1, 4[ × ]0,+∞[ . (4.144)

L’utilisation des définitions (4.135) et (4.136) nous permet de donner la conclusion partielle
suivante
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• si M2 < Γ20(x) alors z0 < 0 et µ2 > 0

• si M2 > Γ20(x) alors z0 > 0 et v(y) est instable car d’après la proposition 4.4.1 et
le Théorème 4.3.1, Q(x,M2, α) = µ1µ2 < 0.

Le premier cas donne que, pour tout M2 < Γ20(x), alors

Signµ1 = SignQ(x,M2, α). (4.145)

Et par suite, on a d’après le théorème 4.4.1,

1. si M2 < J1(x) alors µ1 < 0 et v(y) est instable,

2. si J1(x) < M2 < J2(x) alors µ1 > 0 et v(y) est stable,

3. si J2(x) < M2 alors µ1 < 0 et v(y) est instable.

Ce qui achève la preuve du théorème. �

4.4.1 Tests numériques

L’objectif de cette partie est d’illustrer, à l’aide des simulations numériques, la stabilité
linéaire des solutions bifurquantes, énoncée dans le Théorème 4.4.2. Pour ce faire, nous
nous donnerons quelques valeurs du paramètre M2 fixé dans l’intervalle ]J1(x), J2(x)[
(car, ici nous sommes juste intéressés par les valeurs permettant d’avoir les solutions
bifurquantes stables) et x ∈]1, 4[ (voir le Lemme 4.4.1). Ensuite, dans chaque cas, on
formera, pour α fixé dans ]0, 1[ la solution bifurquante

u0(x) =M(y)+ y(α cos(k∗πx)+
√

1− α2 cos((k∗− 1)πx)) voir Théorème 3.3.1 (4.146)

où

M(y) =M +
1

16M
(C(x,M2)α2 +D(x,M2))y2

et

ǫ(y) = ǫ∗ +
3ǫ∗

16
√
p
(A(x,M2)α2 +B(x,M2))y2

(voir (4.112) et (4.113) pour les définitions de A, B, C et D) et y sera prise proche de 0.

Pour finir, on calculera, grâce au programme Scilab utilisé dans [30], la solution du
problème d’évolution suivant



















∂u

∂t
= ǫ∂xx(ǫ

2∂xxxxu+ 2ǫ∂xxu+ f(u)), (x, t) ∈ Ω× (0,∞)

∂xu = ∂xxxu = ∂xxxxxu = 0, sur ∂Ω× (0,∞)

u(0) = u0 dans L2((0, 1)),

(4.147)

où la donnée initiale u(0) est exactement la solution bifurquante formée en (4.146). Ainsi,
si après un test numérique, d’environ 10−14, la solution calculée, que l’on notera unum (et
qui sera de couleur bleue sur toutes les figures) reste suffisamment proche de u0 (dont
le profil sera de couleur noire), alors on pourra conclure que le résultat numérique est
conforme au Théorème 4.4.2.

Dans la suite, les figures seront organisées de façon suivante : Pour x et M2 fixés,
nous regrouperons les données des paramètres et les tests numériques de chaque solution
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calculée, dans un tableau de synthèse, lequel sera lui même accompagné des figures que
l’on obtiendra. Plus précisément, nous avons choisi, de façon arbitraire, le couple (x,M2)
dans

{

9
4 ,

81
64 ,

121
100

}

×
{

2
25 ,

4
25 ,

114
625

}

et ensuite, nous avons construit les tableaux suivants en
nous servant des résultats théoriques obtenus dans le Chapitre 3 et le Chapitre 4.

α µ1(α) y M(y) ǫ(y) Tests Energies
fig 4.2 0.7 0.5 0.06 0.2820329315 0.1558526421.10−1 4.233.10−16 0.0259240
fig 4.4 0.3 0.125 0.06 0.2819362676 0.1560010827.10−1 5.832.10−16 0.0259049
fig 4.3 0.4 0.22 0.06 0.2819531837 0.1559751056.10−1 7.311.10−16 0.0259050
fig 4.5 0.9 0.2 0.06 0.2821102625 0.1557338896.10−1 6.119.10−16 0.0259389

Table 4.1 – Tableau de synthèse pour x = 9
4 , M

2 = 2
25 et r = −1639

4225

α µ1(α) y M(y) ǫ(y) Tests Energies
fig 4.7 0.8 0.4 0.06 0.3996419866 0.1394765747.10−2 6.305.10−17 0.0468046
fig 4.8 0.9 0.224 0.06 0.3996599949 0.1391748303.10−2 5.880.10−17 0.0468092
fig 4.6 0.5 0.314 0.06 0.3996006733 0.1401688118.10−2 6.198.10−17 0.0467934

Table 4.2 – Tableau de synthèse pour x = 81
64 , M

2 = 4
25 et r = −10381

21025

α µ1(α) y M(y) ǫ(y) Tests Energies
fig 4.9 0.4 0.14 0.06 0.4268506546 0.9192277989.10−3 1.104.10−16 0.0487265
fig 4.10 0.6 0.26 0.06 0.4268713030 0.9192188101.10−3 8.249.10−17 0.0487324
fig 4.11 0.5 0.2 0.06 0.4268599464 0.9211774068.10−3 5.145.10−17 0.0487292
fig 4.12 0.35 0.11 0.06 0.4268467829 0.9234475983.10−3 5.561.10−16 0.0487254

Table 4.3 – Tableau de synthèse pour x = 121
100 , M

2 = 114
625 et r = −16979247

30525625
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Figure 4.3 – Solution stable pour x = 9
4 et α = 0.7
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Figure 4.4 – Solution stable pour x = 9
4 et α = 0.4
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Figure 4.5 – Solution stable pour x = 9
4 et α = 0.3
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Figure 4.6 – Solution stable pour x = 9
4 et α = 0.9
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Figure 4.7 – Solution stable pour x = 81
64 et α = 0.5
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Figure 4.8 – Solution stable pour x = 81
64 et α = 0.8
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Figure 4.9 – Solution stable pour x = 81
64 et α = 0.9
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Figure 4.10 – solution stable pour x = 121
100 et α = 0.4
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Figure 4.11 – solution stable pour x = 121
100 et α = 0.6
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Figure 4.12 – solution stable pour x = 121
100 et α = 0.5
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Figure 4.13 – solution stable pour x = 121
100 et α = 0.35

Dans le graphique ci-dessous, nous avons perturbé la solution bifurquante v(y)(profil
noir) par le terme 10−1 cos(kπx). Cela nous a donné une solution perturbée que nous
notons ṽ(y) (profil rouge). Afin de vérifier la stabilité, nous avons lancé le programme
en partant très proche de la solution perturbée ṽ(y). Le résultat obtenu montre que la
solution numérique converge bien vers la solution bifurquante.
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Figure 4.14 – solution stable perturbée pour x = 9
4 et α = 0.9, Test=5.781.10−16

Pour réaliser des simulations ci-dessus, nous avons fait un choix totalement arbi-
traire des valeurs des paramètres. Plus précisément, nous avons pris x ∈ {121

100 ,
81
64 ,

9
4} et

M2 ∈ {114
625 ,

4
25 ,

2
25}. Les figures données ci-dessus montrent bien que les résultats obtenus

numériquement sont correctement approchés par les solutions bifurquantes u0(y) (voir
(4.146)). Ce résultat significatif laisse entendre qu’en plus des résultats obtenus lorsque
dimKerL(·, δ∗) = 1, les solutions obtenues par l’analyse développée dans cette thèse le
sont aussi, du moins par leurs propriétés de stabilité.

Remarque 4.4.1
Par analogie, il est possible d’obtenir des solutions bifurquantes instables. Par exemple
pour x = 9

4 et M2 = 1
50 on obtient pour

u0(x) =M(y) + y(0.5 cos(3πx) + 0.5 cos(2πx)) (4.148)

dans le problème (4.147), le résultat suivant
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Figure 4.15 – solution instable pour x = 9
4 et α = 0.5.
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Chapitre 5

Etude des solutions bifurquantes :
Cas particulier k∗ = 2k∗∗ et
k∗ = 3k∗∗

Les résultats obtenus dans les Chapitre 3 et 4 sont en partie, possibles grâce aux
hypothèses faites sur k∗ et k∗∗. A savoir,

k∗ 6= 2k∗∗ et k∗ 6= 3k∗∗. (5.1)

La question est maintenant de savoir ce qui se passerait si l’une de ces conditions n’était
pas satisfaite. En d’autres mots, existe-t-il des courbes de solutions non triviales lorsque
k∗ = 2k∗∗ et k∗ = 3k∗∗ ? On signale, toute de même, que l’hypothèse (5.1) a été nécessaire
pour faire l’étude des variations des branches de solutions, et non pour prouver leurs
existences. Dans la suite, nous ferrons une analyse intégrale du premier cas et nous nous
limiterons à prouver l’existence des solutions non triviales dans le second. Comme dans le
chapitre 3, nous posons

δ = (ǫ,M). (5.2)

5.1 Analyse spectrale de L(·, δ∗) pour k∗ = 2k∗∗ et k∗ = 3k∗∗

Il est important de souligner que le résultat que nous souhaitons établir ici est un cas
particulier du chapitre 3. Pour cette raison, nous rappelons, en plus de (5.1), les hypothèses
qui ont rendu possible les résultats importants de ce dernier chapitre.

(H4) Soient 1 ≤ k∗∗ < k∗ et r < 0 fixés. (5.3)

(H5) Soient ǫ > 0 et M ∈ R∗ vérifiant

(ǫλk∗ − 1)2 + r + 3M2 = (ǫλk∗∗ − 1)2 + r + 3M2 = 0. On pose p = −3M2 − r.

(5.4)

(H6) De plus, on suppose que 0 < p < 1 et KerL(·, δ∗) =< ϕk∗ , ϕk∗∗ > . (5.5)

Dans ce chapitre, on supposera encore que ces hypothèses sont vraies. Par contre dans
la suite, on travaillera avec les conditions

k∗ = 2k∗∗ et k∗ = 3k∗∗ (5.6)
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Remarque 5.1.1
Pour k∗ = 2k∗∗ et k∗ = 3k∗∗ le paramètre p est égale à 9

25 (respectivement 16
25 ). Car selon

l’hypothèse (5.4), on peut voir que

ǫ =
1 +

√
p

λk∗
=

1−√
p

λk∗
.

Et en utilisant la condition (5.6), il vient, par exemple que

√
p =

(

k∗
k∗∗

)2
− 1

(

k∗
k∗∗

)2
+ 1

=

(

2k∗∗
k∗∗

)2
− 1

(

2k∗∗
k∗∗

)2
+ 1

=
4− 1

4 + 1
=

3

5
. (5.7)

Nous rappelons que le but dans cette section est de calculer les branches de solutions
bifurquantes du problème de bifurcation qui consiste à trouver (v, ǫ) ∈ V̇0 × (0,+∞) tels
que

ǫ2∂xxxxv + 2ǫ∂xxv + f ′(M)v +
f ′′(M)

2
(v2 −

∫

Ω
v2dx) +

f ′′′(M)

6
(v3 −

∫

Ω
v3dx) = 0 (5.8)

Dans la suite nous diviserons la partie de gauche de l’équation (5.8) en deux parties
et on pose

L(·, δ) : V̇0 → L̇2(Ω), v 7→ ǫ2∂xxxxv + 2ǫ∂xxv + f ′(M)v (5.9)

N(·, δ) : V̇0 → L̇2(Ω), v 7→ f ′′(M)

2
(v2 −

∫

Ω
v2dx) +

f ′′′(M)

6
(v3 −

∫

Ω
v3dx). (5.10)

Où L̇2(Ω) et V̇0 sont donnés par

V0 = {u ∈ H4(Ω)|∂xu = ∂xxxu = 0 sur ∂Ω}

L̇2(Ω) = {v ∈ L2(Ω)|
∫

Ω
vdx = 0}

V̇0 = V0 ∩ L̇2(Ω).

Finalement nous définissons, comme nous l’avons déjà fait dans les chapitres précédents

F : V̇0 × (0,∞)× R → L̇2(Ω), (v, δ) 7→ F (v, ǫ) = L(v, δ) +N(v, δ).

Ainsi, au lieu de (5.8), nous considérerons désormais le problème qui consiste à trouver
(v, δ) ∈ V̇0 × (0,∞)× R∗ tels que :

F (v, δ) = 0 L̇2(Ω). (5.11)

De plus, selon la Proposition 2.2.1, nous savons que l’opérateur L(·, δ) admet une base
orthogonale de vecteurs propres

ϕk = cos(kπ·), k = 1, 2, ... (5.12)

Pour les valeurs propres

µk = (ǫλk − 1)2 − p, k = 1, 2, ... (5.13)

où
p = 1− f ′(M) = −3M2 − r et λk = (kπ)2. (5.14)
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5.1.1 Résultats préliminaires

On rappelle que de (5.3)-(5.5), les solutions du problème spectral pour l’opérateur
L(·, δ), avec les conditions homogènes aux bords de Neumann sont données par :

{

µk = (ǫλk − 1)2 − p, k = 1, 2, ...

ϕk(x) = cos(kπx), k = 1, 2, ...
(5.15)

Ainsi, pour k ≥ 1, le noyau de L(·, δ) est obtenu par :

µk = 0 ⇔ ǫ := ǫk ∈ {1 +
√
p

λk
;
1−√

p

λk
}. (5.16)

Afin de simplifier les écritures, on adoptera pour k = k∗ fixé, les notations suivantes :

ǫ∗ = ǫk∗, λ∗ = λk∗ , ϕ∗ := ϕk∗ , ϕ∗∗ := ϕk∗∗ et δ∗ = (ǫ∗,M∗). (5.17)

Comme la suite de vecteurs propres donnée par (5.15) de L(·, δ∗) est complète dans L̇2(Ω),
alors on a les décompositions spatiales suivantes :

L̇2(Ω) = KerL(·, δ∗)⊕R(L(·, δ∗)) (5.18)

et
V̇0 = KerL(·, δ∗)⊕

(

R(L(·, δ∗)) ∩ V̇0
)

. (5.19)

Où
Pv := 2(v, ϕ∗)2ϕ∗ + 2(v, ϕ∗∗)2ϕ∗∗, ∀v ∈ L̇2(Ω) et Q = I − P (5.20)

sont les projections induites par la décomposition (5.18) et δ = (ǫ,M). D’où la solution v
peut s’écrire de manière unique comme

v = Pv+(I−P )v = ϕ+w avec ϕ ∈ KerL(·, δ∗), et w ∈
(

R(L(·, δ∗)) ∩ V̇0
)

. (5.21)

De ce fait, il résulte que les solutions du problème (5.11) sont données par le système
suivant :

{

PF (ϕ+ w, δ) = P (L(ϕ, δ) + PN(ϕ+ w, δ)) = 0
QF (ϕ+ w, δ) = Q(L(w, δ) +QN(ϕ+ w, δ)) = 0

(5.22)

Pour appliquer la méthode de réduction de Lyapunov-Schmidt au mieux, nous posons

ϕ = yϕ0 avec ϕ0 = αϕ∗ + βϕ∗∗ tel que α2 + β2 = 1, (α, β) ∈ R∗ ×R∗. (5.23)

Projection sur R(L(·, δ∗))
Par la méthode de Lyapunov-Schmidt et le théorème des fonctions implicites, pour

(v,w, δ) proche de (0, 0, δ∗), la deuxième équation (5.22) est équivalente à

{

w := w(ϕ, δ), ∀(ϕ, δ) ∈ U × V ⊂ Ker(L(·, δ∗))× R2

w(0, δ∗) = 0
(5.24)

où U × V est un voisinage ouvert de (0, δ∗). De plus w a la même régularité que F et est
définie d’un voisinage de (0, δ∗) à valeurs dans R(L(·, δ∗)). Comme c’est l’unique solution
locale alors on a aussi :

w(0, δ) = 0, ∀ δ ∼ δ∗. (5.25)

On notera, comme dans le chapitre 3, par IKer(L(·,δ∗)) l’opérateur identité de Ker(L(·, δ∗)).
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Projection sur Ker(L(·, δ∗))
Des relations (5.22) et (5.24), on définit par Φ̃ la fonction suivante

Φ̃(ϕ, δ) = PF (ϕ+ w(ϕ, δ), δ) = PL(ϕ+ w(ϕ, δ), δ) + PN(ϕ+ w(ϕ, δ), δ). (5.26)

En plus, d’après (5.22) et (5.25) on a

Φ̃(0, δ) = 0, ∀ δ ∈ V. (5.27)

Ce qui donne la solution triviale du problème

Φ̃(ϕ, δ) = 0 ϕ ∈ U ⊂ KerL(·, δ∗) et δ ∈ V ⊂]0,+∞[×R∗, (5.28)

et permet d’écrire Φ̃ comme suit

Φ̃(ϕ, δ) =

∫ 1

0

d

dt
Φ̃(tϕ, δ)dt =

∫ 1

0
DϕΦ̃(tϕ, δ)ϕdt. (5.29)

En posant ϕ = yϕ0 (voir hypothèse (5.23)), il résulte alors que

Φ̃(yϕ0, δ) = y

∫ 1

0
DϕΦ̃(tyϕ0, δ)ϕ0dt = yΦ(y, δ) (5.30)

avec

Φ(y, δ) =

∫ 1

0
DϕΦ̃(tyϕ0, δ)ϕ0dt. (5.31)

D’où les solutions non triviales du problème (5.11), sont désormais obtenues par le problème
suivant

y ∈ R, δ ∼ δ∗, Φ(y, δ) = 0. (5.32)

5.2 Existence des branches de solutions pour k∗ = 2k∗∗

Pour que (0, δ∗) soit un point de bifurcation du problème (5.32) il suffit que l’opérateur
DδΦ(0, δ∗) soit inversible. On rappelle que d’après le Lemme 3.3.1 et la condition (5.6) la

représentation matricielle Aα,β de DδΦ(0, δ∗) dans les bases eR2 =

((

1
0

)

;

(

0
1

))

et

eKer(L(·,δ∗)) = (ϕ∗, ϕ∗∗) est donnée par

Aα,β =













2
(

DϕǫΦ̃(0, δ∗)ϕ0, ϕ∗
)

2
2
(

DϕM Φ̃(0, δ∗)ϕ0, ϕ∗
)

2

2
(

DϕǫΦ̃(0, δ∗)ϕ0, ϕ∗∗
)

2
2
(

DϕM Φ̃(0, δ∗)ϕ0, ϕ∗∗
)

2













=















α
48

25ǫ∗
αf

′′

(M∗)

−β 12

25ǫ∗
βf

′′

(M∗)















.

En notant Dα,β le déterminant de Aα,β . Il vient que

Dα,β =
12αβ

5ǫ∗
f

′′

(M∗). (5.33)

Et comme Dα,β est non nul par les hypothèses (5.3)-(5.5) et (5.23). Alors on a le théorème
suivant.
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Théorème 5.2.1
Soit k∗, k∗∗, ǫ∗, M∗ et p satisfaisant (5.3)-(5.5), α et β vérifiant (5.23), alors

• (0, δ∗) est un point de bifurcation de (5.32)

• Il existe τ > 0 et une unique courbe de solutions non triviales de classe C2 en (0, δ∗)
et définie par

{(v(y), δ(y)) \ y ∈ (−τ, τ) et (v(0), δ(0)) = (0, δ∗)} . (5.34)

telle que F (v(y), δ(y)) = 0, ∀ y ∈ (−τ, τ) et v̇(0) = ϕ0 = αϕ∗ + βϕ∗∗.

De plus, si l’hypothèse (5.6) est satisfaite, alors ǫ et M sont dérivables par rapport à
y et on a

ǫ̇(0) =
5ǫ∗f

′′

(M∗)(3α2 − 1)

48α
(5.35)

et

Ṁ (0) = −(1 + 7α2)

20α
. (5.36)

Preuve. La preuve des deux premiers points, à savoir :
• (0, δ∗) est un point de bifurcation de (5.32),

• il existe τ > 0 et une unique courbe de solutions non triviales de classe C2 en (0, δ∗)
par {(v(y), δ(y)) \ y ∈ (−τ, τ) et (v(0), δ(0)) = (0, δ∗)},

est donnée par le Théorème 3.3.1 (voir Chapitre 3). D’où, grâce au théorème des fonctions
implicites, les solutions bifurquantes donnée par la courbe ci-dessus, vérifient

{

δ = δ(y) et δ(0) = δ∗
Φ(y, δ(y)) = 0, ∀ y ∈ (−τ, τ)

. (5.37)

Il reste à prouver (5.35) et (5.36). En effet, par le théorème des fonctions implicites,
δ = (ǫ,M) est infiniment dérivable par rapport à y. Ainsi, en dérivant la relation (5.37),
on obtient

d

dy
Φ(y, δ(y)) |y=0 = DyΦ(y, δ(y)) +DδΦ(y, δ(y))δ̇(y) |y=0

= DyΦ(0, δ∗) +DδΦ(0, δ∗)δ̇(0) = 0. (5.38)

Autre part, on a

DyΦ(y, δ∗) |y=0 =

∫ 1

0
Dy(DϕΦ̃(tyϕ0, δ∗)ϕ0)dt |y=0

=

∫ 1

0
D2

ϕϕΦ̃(tyϕ0, δ∗)[ϕ0, tϕ0]dt |y=0

=
1

2
D2

ϕϕΦ̃(0, δ∗)[ϕ0, ϕ0]

=
1

2
D2

vvF (0, δ∗) [ϕ0, ϕ0]

En effet, par la définition de Φ̃ (voir (5.26)), on a

DϕΦ̃(ϕ, δ) = PDvF (v, δ)(I +Dϕw(ϕ, δ)).
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Et par suite

D2
ϕϕΦ̃(ϕ, δ) = PD2

vvF (v, δ) [I +Dϕw(ϕ, δ), I +Dϕw(ϕ, δ)] + PDvF (v, δ)D
2
ϕϕw(ϕ, δ).

Pour (ϕ, δ) = (0, δ∗) on obtient

D2
ϕϕΦ̃(0, δ∗)[ϕ0, ϕ0] = PD2

vvF (0, δ∗) [ϕ0, ϕ0]

= f ′′(M∗)P (ϕ
2
0 −

∫ 1

0
ϕ2
0dx)

car selon le Corollaire 5.1.1

Dϕw(0, δ∗)ϕ0 = 0 et PDvF (0, δ∗)D
2
ϕϕw[ϕ0, ϕ0] = PL(D2

ϕϕw[ϕ0, ϕ0], δ∗) = 0.

Comme Aαβ est la représentation matricielle de l’opérateur DδΦ(0, δ∗) dans les bases

eR2 =

((

1
0

)

;

(

0
1

))

et eKer(L(·,δ∗)) = (ϕ∗, ϕ∗∗)

et

ϕ2
0 = (αϕ∗ + βϕ∗∗)

2 =
α2

2
(1 + ϕ2k∗) + αβ(ϕk∗+k∗∗ + ϕk∗−k∗∗) +

β2

2
(1 + ϕ2k∗∗).

Alors par (5.6), il vient que

ϕ2
0 = (αϕ∗ + βϕ∗∗)

2 =
α2

2
(1 + ϕ4k∗∗) + αβ(ϕ3k∗∗ + ϕk∗∗) +

β2

2
(1 + ϕ2k∗∗).

Et par utilisation de la relation (5.38), on trouve l’égalité suivante

Aαβ

(

ǫ̇(0)

Ṁ(0)

)

= −1

2
f ′′(M∗)

(

β2/2
αβ

)

. (5.39)

La définition de Aα,β donne le système (S) suivant :















48α

25ǫ∗
ǫ̇(0) + αf ′′(M∗)Ṁ(0) = −1

4
f ′′(M∗)β

2

− 12β

25ǫ∗
ǫ̇(0) + βf ′′(M∗)Ṁ (0) = −1

2
f ′′(M∗)αβ.

(5.40)

En multipliant la première équation par β et la deuxième par −α nous trouvons que

ǫ̇(0) =
5ǫ∗f

′′

(M∗)(3α2 − 1)

48α
.

On trouve l’expression Ṁ(0) en remplaçant, simplement le résultat de ǫ̇(0) ci-dessus dans
l’une des deux équations du système (S). �

Nous allons maintenant donner un résultat relatif à l’étude du signe du rapport Ṁ(0)
ǫ̇(0) .

Proposition 5.2.1
Sous les hypothèses du Théorème 5.2.1,

132
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1. Si α ∈]0, 1√
3
[ alors Ṁ(0)

ǫ̇(0) > 0 et sign(ǫ− ǫ∗)=-signy

• si y < 0 alors ǫ > ǫ∗,

• si y > 0 alors ǫ < ǫ∗.

2. Si α ∈] 1√
3
, 1[ alors Ṁ(0)

ǫ̇(0) < 0 et sign(ǫ− ǫ∗)=signy.

• si y < 0 alors ǫ < ǫ∗,

• si y > 0 alors ǫ > ǫ∗.

De plus, le rapport Ṁ(0)
ǫ̇(0) est croissant et on a

d

dα

(

Ṁ(0)

ǫ̇(0)

)

=
48α

5ǫ∗f ′′(M∗)(3α2 − 1)2
> 0 ∀α ∈]0, 1[. (5.41)

En tirant y dans l’expression de ǫ(y) et en le remplaçant dans M(y), on obtient

M(y) =M∗ +
Ṁ(0)

ǫ̇(0)
(ǫ− ǫ∗) +O

(

((ǫ− ǫ∗)
2)
)

. (5.42)

Preuve. La preuve est triviale car d’après le Théorème 5.2.1 et y proche de 0, on peut
développer les paramètres de bifurcation comme suit

ǫ(y) = ǫ∗ + ǫ̇(0)y +O
(

(y2)
)

et M(y) =M∗ + Ṁ(0)y +O
(

(y2)
)

.

�

Remarque 5.2.1
Avec f ′′(M∗) = 6M∗, les valeurs limites du rapport Ṁ(0)

ǫ̇(0) sont

• α→ 0 =⇒ Ṁ(0)
ǫ̇(0) −→ 2

25ǫ∗M∗

.

• α→ 1 =⇒ Ṁ(0)
ǫ̇(0) −→ − 8

25ǫ∗M∗

.

• α −→ 1/
√
3 et α < 1/

√
3 =⇒ Ṁ(0)

ǫ̇(0) −→ +∞.

• α −→ 1/
√
3 et α > 1/

√
3 =⇒ Ṁ(0)

ǫ̇(0) −→ −∞.

5.3 Stabilité des solutions bifurquantes pour k∗ = 2k∗∗

Dans cette section nous étudions la stabilité linéaire des solutions bifurquantes données
par le Théorème 5.2.1. Pour ce faire, nous utiliserons le même principe de la stabilité réduite
que nous avions déjà utilisé dans le Chapitre 4. Par ailleurs, on rappelle que, toutes les
solutions du problème (5.11) au voisinage du point de bifurcation (0, δ∗) ∈ V̇0 × R2, sont
obtenues en résolvant

Φ̃(ϕ, δ) = PF (ϕ+ w(ϕ, δ), δ) = 0 (ϕ, δ) ∈ KerL(·, δ∗)× (0,+∞)× R. (5.43)

Les solutions obtenues (voir (5.34)) vérifient

F (v(y), δ(y)) = 0, y ∈ (−τ, τ) voir le théorème 5.2.1. (5.44)
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On rappelle que le principe de stabilité réduite (voir Chapitre 4, pour plus de détails)
consiste à établir que les équilibres v(y) et ϕ(y) = Pv(y) du problème dv

dt = F (v, δ) et du

problème réduit dϕ
dt = Φ̃(ϕ, δ), pour y proche de 0, ont la même stabilité. Dans [36] (ou

plus précisément, dans le Théorème 4.2.1), ce résultat est établi par l’étude des valeurs
propres des familles d’opérateurs

T (y) := DvF (v(y), δ(y)) (5.45)

K(y) := DϕΦ̃(ϕ(y), δ(y)). (5.46)

Etant donné que nous avions déjà fait une description du principe de stabilité réduite, dans
le chapitre 4 alors, nous nous limiterons d’établir la stabilité des solutions bifurquantes
données par le théorème 5.2.1, via une étude des valeurs propres de l’opérateur K(y).

Lemme 5.3.1
Soient k∗ = 2k∗∗, ǫ∗, M∗ et p satisfaisant (5.3)-(5.5) et (α, β) ∈ R∗ × R∗ vérifiant (5.23).
Si k∗ = 2k∗∗ alors l’opérateur K(y) est développable à l’odre 1, comme suit,

K(y) = yK1 +O
(

(y2)
)

∀y ∈ (−τ, τ) (5.47)

où

K1 = K̇(0) ∈ L (KerL(·, δ∗),KerL(·, δ∗)). (5.48)

Si on pose A1 la représentation matricielle de K1 dans le noyau KerL(·, δ∗). Alors

A1 =
f ′′(M∗)

2





0 β

β α



 (5.49)

et ses valeurs propres sont données par :

µ1 =
f ′′(M∗)

4
(α−

√

α2 + 4β2) et µ2 =
f ′′(M∗)

4
(α+

√

α2 + 4β2) (5.50)

Preuve. Nous rappelons que, pour ϕ = yϕ0

K(y) := DϕΦ̃(yϕ0, δ(y)) ∈ L (KerL(·, δ∗),KerL(·, δ∗)) (5.51)

et

Φ̃(yϕ0, δ(y)) = PF (yϕ0 + w(yϕ0, δ), δ(y)). (5.52)

De fait, il résulte, par l’utilisation de la définition (5.43), que

K(0) = DϕΦ̃(0, δ∗)

= PDvF (0, δ∗)(IKerL(·,δ∗) +Dϕw(0, δ∗))

= 0,

car

PDvF (0, δ∗)IKerL(·,δ∗) = PL(·, δ∗)IKerL(·,δ∗) ≡ 0

et Dϕw(0, δ∗) ≡ 0 (cf. corollaire 3.3.1).
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De même, la différenciation de K(y) par rapport à y, en 0, donne,

K̇(y) |y=0 =
d

dy
[PDvF (v, δ)(I +Dϕw(ϕ, δ))] |y=0

= PD2
vvF (v, δ)[I +Dϕw(ϕ, δ), ϕ0 +Dϕw(ϕ, δ)ϕ0 +Dδw(ϕ, δ)δ̇(y)] |y=0

+PD2
vδF (v, δ)[I +Dϕw(ϕ, δ), δ̇ ] |y=0

+PDvF (v, δ)[D
2
ϕϕw(ϕ, δ)ϕ0 +D2

ϕδw(ϕ, δ)δ̇] |y=0 .

Comme D2
ϕϕw(ϕ, δ)ϕ0 ∈ L (KerL(·, δ∗), R(L(·, δ∗)), donc

K̇(0) = PD2
vvF (0, δ∗)[I, ϕ0]

= f
′′

(M∗)P (ϕ0IKerL(·,δ∗) −
∫ 1

0
ϕ0IKerL(·,δ∗)dx).

Or d’après l’hypothèse k∗ = 2k∗∗ on a

ϕ0.ϕ∗ =
α

2
(1 + ϕ4k∗∗) +

β

2
(ϕ3k∗∗ + ϕk∗∗) ⇒ P (ϕ0.ϕ∗) = 0.ϕ∗ +

β

2
ϕ∗∗ (5.53)

et de même

ϕ0.ϕ∗∗ =
β

2
(1 + ϕ2k∗∗) +

α

2
(ϕ3k∗∗ + ϕk∗∗) ⇒ P (ϕ0.ϕ∗∗) =

β

2
ϕ∗ +

α

2
ϕ∗∗. (5.54)

D’où K̇(0) est un opérateur non nul sur KerL(·, δ∗). Par conséquent, pour y proche de 0,
l’opérateur linéaire K(y) est développable comme suit

K(y) = yK̇(0) +O
(

(y2)
)

∀y ∈ (−τ, τ).

En posant K1 = K̇(0), on trouve le résultat (5.47).

Si on pose A1 la représentation matricielle de l’opérateur K1. Il vient, au regard des
calculs (5.53) et (5.54) que

K1ϕ∗ = f ′′(M∗)(0.ϕ∗ +
β

2
ϕ∗∗) et K1ϕ∗∗ = f ′′(M∗)(

β

2
ϕ∗ +

α

2
ϕ∗∗). (5.55)

D’où, on en déduit le résultat (5.49) suivant

A1 =
f ′′(M∗)

2





0 β

β α



 .

Le calcul des valeurs propres de la matrice A1 est trivial. Ce qui achève la preuve du
lemme. �

Remarque 5.3.1
La valeur propre µ1 donnée par (5.50) est trivialement négative pour tout α dans ]0, 1[.

Grâce au lemme précédent nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le résultat de la
stabilité linéaire de la solution bifurquante v(y) = yϕ0 + w(yϕ0, δ∗).
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Théorème 5.3.1
Sous les hypothèses du Lemme 5.3.1, les valeurs propres µ(y) de l’opérateur K(y) données
au voisinage de y = 0 par

{

µ1y +O
(

(y2)
)

| y ∈ (−τ1, τ1)
}

(5.56)

et
{

µ2y +O
(

(y2)
)

| y ∈ (−τ2, τ2)
}

(5.57)

telle que
g(y, µ(y)) = det

(

K(y)− µ(y)IKerL(·,δ∗)
)

= 0, (5.58)

sont de signes opposés et la solution solution bifurquante v(y) du problème (5.11) est
linéairement instable. Ici, µ1 et µ2 sont les valeurs propres de A1 données par (5.50).

Preuve. Par des hypothèses du Lemme 5.3.1, on montre grâce au Théorème 4.2.1, que
la stabilité de la solution bifurquante v(y) donnée par le Théorème 5.2.1 est donnée, à
des ordres petits de y par les valeurs propres µ(y) de l’opérateur K(y), qu’il nous reste à
calculer. En effet, le calcul des valeurs propres de K(y) revient à chercher les solutions de
l’équation

g(y, µ) = det
(

K(y)− µIKerL(·,δ∗)
)

= 0. (5.59)

Or par l’utilisation de (5.47), il vient que les solutions de (5.59) sont encore données par

g(y, µ) = det
(

yK1 − µIKerL(·,δ∗) +O
(

(y2)
))

= 0. (5.60)

Par suite, si on pose M1, la représentation matricielle de l’opérateur à l’intérieur de
(5.60) dans KerL(·, δ∗), on a

M1 =





ya11 − µ+O
(

(y3)
)

ya12 +O
(

(y2)
)

ya21 +O
(

(y2)
)

ya22 − µ+O
(

(y2)
)



 . (5.61)

où a11, a22, a12 et a21 sont les coefficients de la matrice A1 donnée par (5.49). Donc les
solutions de (5.59) sont finalement données par

g(y, µ) = µ2 − (a11 + a22)yµ+ (a11a22 − a212)y
2 +R(y, µ) = 0 (5.62)

où
R(y, µ) = µO

(

(y2)
)

+O
(

(y3)
)

. (5.63)

Grâce au polygone de Newton (cf. Chapitre 1, Sous section 1.3.2) et au fait que g(0, 0) = 0,
nous faisons le changement de variable suivant,

µ = yµ̃ ∀µ̃ ∈ R. (5.64)

Ainsi, (4.91) devient,
g(y, µ) = y2g̃(y, µ̃) = 0, (5.65)

où g̃ est donnée par

g̃(y, µ̃) = µ̃2 − (a11 + a22)µ̃+ (a11a22 − a212) +R1(y, µ̃) (5.66)

= (µ̃− µ1) (µ̃− µ2) +R1(y, µ̃), (5.67)

et
R1(y, µ̃) = µ̃O((y)) +O((y)) . (5.68)
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En utilisant le théorème des fonctions implicites et le fait que µ1 − µ2 6= 0 par (5.23), on
montre que (en argumentant comme dans la preuve du Théorème 4.3.1)

µ(y) = yµ1 +O
(

(y2)
)

et signµ(y) = −signy, car µ1 < 0 (5.69)

et
µ(y) = yµ2 +O

(

(y2)
)

et signµ(y) = signy, car µ2 > 0. (5.70)

D’où v(y) est instable car les valeurs propres deK(y) sont de signes opposés. Ce qui achève
la preuve du théorème. �

En prenant k∗ = 2, k∗∗ = 1, M∗ = 1
5
√
3
et ǫ∗ = 2

5π2 , on donne, grâce au logiciel Scilab

de [30], une illustration numérique du résultat ci-dessus.
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Figure 5.1 – Solution instable pour x = 4 et α = 0.5.

5.4 Existence des solutions non triviales pour k∗ = 3k∗∗

Dans cette section, nous nous contentons de montrer l’existence des solutions bifur-
quantes non triviales du problème (5.11) avec la condition

k∗ = 3k∗∗. (5.71)

Pour ce faire, on pose sous les hypothèses (5.3)-(5.5) et (5.23)

a :=
3α3

4
+

3αβ2

2
+
β3

4
, b :=

3α2β

2
+

3αβ2

4
+

3β3

4
, (5.72)

c := −f
′′

(M∗)α3

4µ6k∗∗
− f

′′

(M∗)αβ2

2µ4k∗∗
− f

′′

(M)αβ2

2µ2k∗∗
, (5.73)

et

d := −f
′′

(M∗)β3

4µ2k∗∗
− f

′′

(M∗)βα2

2µ4k∗∗
− f

′′

(M∗)βα2

2µ2k∗∗
. (5.74)

où µj = (ǫ∗λj − 1)2 − p, j = 6k∗∗, 4k∗∗, 2k∗∗ et λj = (jπ)2.
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Théorème 5.4.1
Soit k∗, k∗∗, ǫ∗, M∗ et p satisfaisant (5.3)-(5.5), α et β vérifiant (5.23), alors

• (0, δ∗) est un point de bifurcation de (5.32)

• Il existe τ > 0 et une unique courbe de solutions non triviales de classe C2 en (0, δ∗)
et définie par

{(v(y), δ(y)) \ y ∈ (−τ, τ) et (v(0), δ(0)) = (0, δ∗)} . (5.75)

telle que F (v(y), δ(y)) = 0, ∀ y ∈ (−τ, τ) et v̇(0) = ϕ0 = αϕ∗ + βϕ∗∗.

De plus, si l’hypothèse (5.71) est satisfaite, alors p = 4
5 et on a pour y proche de 0,

ǫ̈(0) =
ǫ∗

4
√
p

[

−2a

α
− f

′′

(M∗)c
α

+
2b

β
+
f

′′

(M∗)d
β

]

, (5.76)

et

M̈(0) =
1

f ′′(M∗)

[

− a

5α
− f

′′

(M∗)c
10α

− 9b

5β
− 9f

′′

(M∗)d
10β

]

. (5.77)

Où a, b, c et d sont données par (5.72)-(5.74).

Remarque 5.4.1
Le résultat ci-dessus est une simple application du Théorème 3.3.1, à la seule différence
que dans la relation (3.87) (cf. chapitre 3), on a (avec la condition k∗ = 3k∗∗)

P (ϕ3
0 −

∫ 1

0
ϕ3
0dx) = (

3α3

4
+

3αβ2

2
+
β3

4
)ϕ∗ + (

3α2β

2
+

3αβ2

4
+

3β3

4
)ϕ∗∗. (5.78)

5.5 Un résultat de stabilité linéaire pour k∗ = 3k∗∗

Dans cette section nous allons donner un résultat général de stabilité linéaire des
solutions bifurquantes données par le Théorème 5.4.1. Pour ce faire, nous posons, pour ϕ0

et w satisfaisant respectivement (5.23) et (5.24)

Θ1 := P (ϕ2
0.ϕ∗ −

∫ 1

0
ϕ2
0.ϕ∗dx), (5.79)

Θ2 := P (ϕ2
0.ϕ∗∗ −

∫ 1

0
ϕ2
0.ϕ∗∗dx), (5.80)

Θ3 := P (ϕ∗.D
2
ϕϕw(0, δ∗)ϕ0.ϕ0 −

∫ 1

0
ϕ∗.D

2
ϕϕw(0, δ∗)ϕ0.ϕ0dx), (5.81)

Θ4 := P (ϕ∗∗.D
2
ϕϕw(0, δ∗)ϕ0.ϕ0 −

∫ 1

0
ϕ∗∗.D

2
ϕϕw(0, δ∗)ϕ0.ϕ0dx), (5.82)

Θ5 := P (ϕ0.D
2
ϕϕw(0, δ∗)ϕ0ϕ∗ −

∫ 1

0
ϕ0.D

2
ϕϕw(0, δ∗)ϕ0ϕ∗dx), (5.83)

Θ6 := P (ϕ0.D
2
ϕϕw(0, δ∗)ϕ0ϕ∗∗)−

∫ 1

0
ϕ0.D

2
ϕϕw(0, δ∗)ϕ0ϕ∗∗dx), (5.84)

et le lemme suivant tient.
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Proposition 5.5.1
Soient k∗, k∗∗, ǫ∗, M∗ et p satisfaisant (5.3)-(5.5) et α2 +β2 = 1 tel que ϕ0 = αϕ∗ +βϕ∗∗.
Si k∗ = 3k∗∗ alors p = 16

25 et

Θ1 = (
3α2

4
+
β2

4
)ϕ∗ + (αβ +

β2

4
)ϕ∗∗, (5.85)

Θ2 = (
3α2

4
+
β2

4
)ϕ∗ + (

α2

2
+
αβ

2
+

3β2

4
)ϕ∗∗, (5.86)

Θ3 = 30M2
∗

[

− α2

126
ϕ∗ + (

6αβ

7
+
β2

2
)ϕ∗∗

]

, (5.87)

Θ4 = 30M2
∗

[

(
6αβ

7
+
β2

2
)ϕ∗ + (αβ +

β2

2
)ϕ∗∗

]

, (5.88)

Θ5 = 30M2
∗

[

(− α2

126
+

3β2

7
)ϕ∗ + (

3αβ

7
+
β2

2
)ϕ∗∗

]

, (5.89)

Θ6 = 30M2
∗

[

(β2 +
6αβ

7
)ϕ∗ + (

13αβ

7
+ α2 + β2)ϕ∗∗

]

. (5.90)

De plus, on a

ǫ̈(0) =
5ǫ∗
32α

[

(3α3 − 3αβ2 − β3 + 3α2β) +
60M2

∗
7

(
β3

18
− 5αβ2

2
+ 6α3)

]

(5.91)

et

M̈(0) = − 1

60M∗α

[

(57α3 + 33αβ2 + β3 + 27α2β) +
60M2

∗
7

(−β
3

18
+

75αβ2

2
+ 54α3)

]

.

(5.92)

Preuve. Les égalités (5.85)-(5.90) sont prouvées de façon analogue à celles données par
la Proposition 4.3.2. Ainsi, nous montrerons seulement (5.91) et (5.92). En effet, pour
k∗ = 3k∗, trouve que a, b, c et d (voir (5.72)-(5.74)) sont données par

a =
3α3

4
+

3αβ2

2
+
β3

4
b =

3α2β

2
+

3αβ2

4
+

3β3

4
,

et

c = −30M2

7

(

β3

18
− 6αβ2

)

d =
30M2

7

(

7β3

2
+ 6βα2

)

.

La substitution de ces résultats dans (5.76) et (5.77) donne les assertions (5.91) et (5.92).
�

Soit K(y) l’opérateur défini par

K(y) = DϕΦ̃(ϕ(y), δ(y)). (5.93)

Avec

Φ̃(ϕ, δ) = PF (ϕ+ w(ϕ, δ), δ) = 0 (ϕ, δ) ∈ KerL(·, δ∗)× (0,+∞)× R. (5.94)

Alors selon le principe de la stabilité réduite (voir Chapitre 4) le théorème suivant tient.
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Théorème 5.5.1
Soient k∗, k∗∗, ǫ∗, M∗ et p satisfaisant (4.8)-(4.10) et (α, β) ∈ R∗ × R∗ vérifiant (4.24). Si
k∗ = 3k∗∗ alors l’opérateur K(y) est développable à l’odre 2, comme suit,

K(y) = y2K2 +O((y)) ∀y ∈ (−τ, τ) (5.95)

où K2 =
1

2
K̈(0) ∈ L (KerL(·, δ∗),KerL(·, δ∗)).

Soit

A2 =
1

2





a11 a12

a21 a22



 (5.96)

la représentation matricielle de K2 dans KerL(·, δ∗). Alors les valeurs propres de K2 sont
données par

µ1 =
1

4

(

a11 + a22 −
√

(a11 − a22)2 + 4a212

)

, (5.97)

et

µ2 =
1

4

(

a11 + a22 +
√

(a11 − a22)2 + 4a212

)

. (5.98)

De plus, si
µ1 6= 0, µ2 6= 0 et µ1 6= µ2 (5.99)

alors la stabilité linéaire des solutions bifurquantes (5.75) est donnée par les signes des
valeurs propres perturbées

{

µ1y
2 +O

(

(y3)
)

| y ∈ (−τ1, τ1)
}

(5.100)

et
{

µ2y
2 +O

(

(y3)
)

| y ∈ (−τ2, τ2)
}

(5.101)

telle que

g(y, µ(y)) = det
(

K(y)− µ(y)IKerL(·,δ∗)
)

= 0, avec µ(y) valeur propre de K(y).
(5.102)

Ici, les coefficients a11, a12, a21 et a22 sont donnés par ;

a12 = a21 = 6αβ +
3β2

2
+ 30M2

∗ (
12αβ

7
+

3β2

2
) (5.103)

a11 =
9α2

2
+3β2+30M2

∗ (−
α2

42
+

6β2

7
)+

1

2α

[

(−3α3 − 6αβ2 − β3) +
6M2

7
(
5β3

9
− 60αβ2)

]

,

(5.104)

a22 = 3α2 + 3αβ +
9β2

2
+ 30M2

∗ (
20αβ

7
+

3β2

2
+ α2)

− 1

2α

[

(6α3 + 3αβ2 + 3α2β) +
6M2

7
(35αβ2 + 60α3)

]

.(5.105)

Preuve. La preuve de ce théorème est donnée par le Lemme 4.3.1 et 4.3.2 et le Théorème
4.3.1 du Chapitre 4. �

Corollaire 5.5.1
Sous les hypothèses du Théorème 5.5.1, si α = β, alors les solutions bifurquantes v(y)
données par le Théorème 5.4.1 sont linéairement instables.
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Preuve. En effet, si α = β alors

µ1.µ2 =
1

4
(a11a22 − a212)

= −α2

[

105

2
+

8030

7
M2

∗ +
458425

49
M4

∗

]

< 0.

Donc µ1 et µ2 sont de signes opposés. Nous déduisons alors de (5.100) et (5.101) que les
valeurs propres perturbées sont également de signes opposés. D’où le résultat. �
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Figure 5.2 – Solution instable pour x = 9, M = 1
4 , α = β =

√
2
2 et test= 2.664.10−15 .

141



CHAPITRE 5. ETUDE DES SOLUTIONS BIFURQUANTES : CAS PARTICULIER
K∗ = 2K∗∗ ET K∗ = 3K∗∗

142



Conclusion

Dans cette thèse, nous avons étudié le problème stationnaire du modèle de champs
de phase cristallin, en dimension 1 d’espace. Et l’essentiel des recherches effectuées, a été
orienté vers le calcul des branches de solutions bifurquantes locales, lorsque dimKerL(·, δ∗) =
2, avec δ∗ = (ǫ∗,M∗). Pour finir, nous avons prouvé un résultat de stabilité linéaire des
solutions bifurquantes obtenues. Toutefois, nous avons consacré un chapitre entier (voir
chapitre 2), à l’étude du même problème dans le cas où dimKerL(·, ǫ∗) = 1. Cela nous
a permis de fournir des diagrammes de phases illustrant les différentes orientations des
branches de solutions, au voisinage de tout point de bifurcation, et suivant uniquement
la donnée des paramètres k∗ et r du problème. Les résultats trouvés, dans ce dernier cas
nous ont servi de travail préliminaires, car on peut également les retrouvés dans [30].

Dans le chapitre 3, nous avons montré l’existence d’une courbe de solutions bifur-
quantes lorsque dimKerL(·, δ∗) = 2. La démonstration de ce résultat a été possible grâce
à la méthode des multiparamètres, dont l’usage, nous a poussé à considérer, en plus de
ǫ, la massse M , comme un paramètres de bifurcation. En retour, nous avons été amené
à étudier les signes de ces paramètres et à s’intéresser aux directions tangentielles des
branches de solutions au voisinage de chaque point de bifurcation. A la fin du chapitre,
nous avons mené une petite étude de comparaison des énergies de la solution bifurquante
et de la solution triviale. Ce qui nous a permis d’obtenir le résultat selon lequel, proche du
point de bifurcation et selon les valeurs des paramètres, l’énergie de la solution bifurquante
peut être plus grande que l’énergie de la solution triviale et reciproquement (voir théorème
3.5.1).

Dans le chapitre 4, nous avons établi un résultat de la stabilité linéaire des solutions
bifurquantes obtenues dans le théorème 3.3.1. La réalisation de ce dernier résultat, bien que
difficile, à cause de l’implication de plusieurs données du problème, a été possible grâce à
un principe de la stabilité réduite de [36]. En nous appuyant sur ce principe, nous avons pu
montrer que les solutions bifurquantes sont stables pour certaines valeurs des paramètres
(voir théorème 4.3.2). Et, pour valider ce résultat intéressant, nous avons fourni quelques
exemples de tests numériques.

Enfin, dans le chapitre 5, nous avons prouvé l’existence des courbes de solutions non
triviales dans les cas particuliers k∗ = 2k∗∗ et k∗ = 3k∗∗ écartés dans le chapitre 3 et le
chapitre 4. Néanmoins, plus de détails ont été fournis dans le premier cas, car, en plus du
résultat d’existence, nous avons pu montrer que toutes les solutions bifurquantes obtenues
par le théorème 5.2.1 sont linéairement instables.

D’un point de vue général, on peut dire que les solutions bifurquantes obtenues avec un
noyau de dimension 2, s’ajoutent au large panel des solutions du problème stationnaire du
modèle de champs de phase cristallin (voir [30]). En plus, grâce à leur propriété de stabilité,
on peut se poser la question de savoir, laquelle de la solution bifurquante à une fréquence
et de la solution bifurquante à double fréquence est la plus stable, et quelle est celle qui
a la plus petite énergie ? Dans bien des cas, et surtout pour des besoins expérimentaux,
la préférence est souvent portée à la solution à une fréquence. Cependant, d’un point de
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vue mathématique, aucun critère ne nous permet, à ce jour, de faire un choix objectif
de l’une des deux solutions par rapport à une autre. Ainsi, il serait intéressant d’orienter
les recherches en ce sens et aussi d’étendre les résultats que nous avons obtenus ici en
dimension 2 d’espace.
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Résumé
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