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Figure 12.12. Profils radiaux de température, pour un grain en combustion entouré d’un milieu

reconstruit avec diverses porosités € et longueurs l.. S = 2.28 W et T\, = 700 K.
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12.3 Analyse quantitative

La présentation de cette analyse sera trés bréve, car elle a été conduite exactement
de la méme facon que dans la Section 11.3, par référence au modéle de la Section 9.4.2, et
en cherchant & représenter les données numériques par une formule de la forme de (9.18).
Nous n’en donnons que le résultat final, dans la figure 12.13, qui est la contrepartie de la
figure 11.3 pour 'empilement.

Les résultats de toutes les simulations présentes dans la table 12.3 (a 'exception de
celles pour € = 0.90, pour les raisons mentionnées plus haut) sont reportés dans la figure
12.13. Il y a trop de cas différents pour donner une légende intelligible qui permettrait
d’identifier chacun d’eux, mais I'idée méme de cette représentation est justement de mon-
trer que tous les résultats se regroupent sur une méme droite, indépendamment de la
porosité €, de I’échelle [., ot des conditions opératoires S et T,,. On retiendra simple-
ment la tendance générale que comme dans le cas de la figure 11.3 pour 'empilement,
les valeurs les plus grandes de 1’abscisse correspondent aux systémes les moins chauds, et
inversement.

La droite obtenue par un fit linéaire de ’ensemble des données correspond a

! = —0.0698 +0.4733 #

S S— _ (12.4)
Aepf = Aeffe 8(1— A\.)20T"

Pour chaque configuration géométrique, on a utilisé les valeurs de S et de Ao données dans
les tables 12.1 et 12.2.

Le facteur de forme wy = 0.4733 est légérement différent de celui obtenu pour I'em-
pilement (~ 0.400), ce qui n’est pas innatendu, puis que les morphologies des deux types
de milieux poreux sont trés différentes. Il est en revanche remarquable qu’une seule valeur
de w; soit capable de rendre compte de tous les résultats, sur une plage de porosité aussi
étendue.

La valeur négative du coefficient constant est plus surprenante, eut égard a sa si-
gnification physique, dans le cadre du modéle de la Section 9.4.2. Toutefois, elle est a
considérer avec trois idées présentes a ’esprit. En premier lieu, la figure 12.13 montre que
si la pente de la droite d’ajustement est parfaitement claire, des fluctuations significatives
existent néanmoins, dont I'amplitude excéde de trés loin la valeur absolue de 1’abscisse a
origine donnée (12.4). D’autre part, la méme figure montre qu’en général la contribution
du terme constant dans (12.4) est tout a fait mineure. Une incertitude de I'ordre de 1 pour
ce terme n’entrainerait que des variations de quelques pourcents de la prédiction (12.4),
en dehors de quelques cas ot le systéme est extrémement chaud, avec des température a
la source assez peu réalistes Ts > 3000 K. Pour ces deux raisons, on peut d’un point de
vue pratique ignorer le terme constant de (12.4) en le considérant comme nul. Rappelons
qu’un constat similaire s’appliquait dans une certaine mesure pour ’empilement, pour des
températures ambiantes faibles ou modérées.
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Figure 12.13. 1/(Acfr — Aeffr,c) en fonction de S/ (8(1 - 5\0)2UTS>, pour toutes les simulations
conduites dans les milieux reconstruits. Chaque courbe correspond a un jeu de paramétres (e, [,
S, Two). Les cadres au milieu et en bas sont des agrandissements successifs du cadre du haut. La
droite correspond au fit (12.4).
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Figure 12.14. ﬁ en fonction de la porosité € pour les milieux reconstruits, d’aprés les

données des Tables 12.1 et 12.2.

Enfin, on doit aussi considérer que la forme méme de la loi (12.4) est peut étre
défectueuse. Par exemple, le coefficient constant qu’elle fait apparaitre devrait d’aprés
(9.18) valoir ﬁ Or, cette quantité est différente pour les divers milieux poreux
considérés ici. Sa valeur, estimée d’aprés les données des tables 12.1 et 12.2, est tracée
dans la figure 12.14 en fonction de la porosité. On peut donc ensisager deux possibilités.

Il est possible qu'un examen approfondi de données pour différentes valeurs de e
donne lieu a des fits du type de (9.18) qui différeraient par leurs ordonnées & 'origine,
conformément aux prédictions illustrées dans la figure 12.14. C’est un peu douteux dans la
mesure la valeur de (12.4) n’appartient pas a la plage de variation observée dans la figure
12.14. En outre, compte tenu des fluctuations non négligeables, cela exigerait I'examen
d’un nombre plus important d’échantillons, afin de pouvoir opérer en moyenne statistique.
Ceci n’a pas pu étre fait dans le cadre de ce travail.

Il est possible également que le modéle sous-jagant a (9.18) ignore une composante.
Il repose en effet sur un modéle géométrique alvéolaire, ol toute la porosité est fermée,
et qui n’autorise donc pas un transfert radiatif sans intermédiaire conductif. Ceci n’est
clairement pas adapté aux milieux les plus poreux parmi ceux que nous considérons ici.

Une extension de ce modéle pourrait donc se révéler plus en conformité avec les
observations numériques. Rappelons cependant que d’un point de vue pratique, la prise
en compte du seul terme linéaire dans (12.4) est suffisante pour représenter les données
avec une précision satisfaisante.



Conclusion

La conclusion de cette troisiéme partie tient en assez peu de mots, puisqu’il y a
essentiellement deux faits marquants & mentionner. Ils sont toutefois d’une trés grande
importance pratique. On a montré d’une part, par simulation directe dans des situations
réalistes, que 'approximation de Rosseland est effectivement applicable si 'on est suffi-
samment éloigné de parois. Les transferts radiatifs se traduisent donc dans ce cas par un
accroissement de conductivité thermique effective. Le second fait marquant est la possi-
bilité de regrouper une quantité considérable de données de simulation, pour une grande
variétés de situations géométriques et de paramétres opératoires, en une formule d’une
grande simplicité,

8(1— )20 T

ws S

si l'on fait abstraction du terme constant dans (11.2) ou (12.4), dont l'importance est

Aeff B Aeffe + (12.5)

minime en dehors des plages de températures extrémement élevées.

Cette formule ne fait intervenir que la température moyenne locale T, et des ca-
ractéristiques intrinséques du milieu poreux, de nature géométrique : le coefficient de
conductivité A, la surface volumique S, et un facteur de forme wg. Ce dernier dépend a
priori de la morphologie de la microstructure, mais une valeur unique s’applique pour tous
les milieux reconstruits sur une trés grande plage de porosité, et une valeur peu différente
s’applique pour le milieu granulaire.

Nous avons ainsi la réponse a la question intialement posée. Les échanges radiatifs
peuvent effectivement avoir une influence considérable dans le processus de smoldering
considéré, et (12.5) fournit un moyen de les inclure de fagon simple dans une description
macroscopique. Le deuxiéme élément de la réponse a d’ailleurs une portée plus générale
et peut s’avérer trés utile dans beaucoup d’autres situations.

Il serait bien str intéressant d’approfondir I’étude numérique et d’enrichir 1’échan-
tillon statistique de milieux considérés, pour cataloguer les facteurs de forme wg de la plus
grande variété possible de microstructures, et également pour mieux élucider la forme du
coefficient constant dans (11.2) ou (12.4) qui est ignoré dans (12.5). Ceci peut avoir son
importance pour des applications & trés haute température. Pour cela, il sera sans doute
nécessaire d’enrichir un peu le modéle conceptuel de la Section 9.4.2 et donc de modifier
la forme de (9.18).
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Un point important a été laissé de coté dans les applications qui précédent, concernant
les conditions de raccord entre les parois (du four ou de la source de chaleur) et le milieu
poreux. On a vu que le rayonnement améliore considérablement le contact thermique,
avec une influence sur la capacité du dispositif & évacuer la chaleur potentiellement aussi
significative que celle de 'augmentation de conductivité apparente dans le volume du
milieu poreux. Le méme mécanisme a d’ailleurs un autre effet trés important dans le
processus de smoldering, qui est de régulariser fortement le champ de température, de
lisser les points chauds et de ramener le systéme vers des conditions plus proches de
I’équilibre thermique local.

Toutefois, cet aspect dépend trés fortement de caractéristiques géométriques locales,
qui peuvent étre singuliéres dans le cas d’un milieu granulaire, et une investigation sérieuse
devra nécessairement reposer sur une étude statistique de grande ampleur. Elle n’a pas
été conduite ici, mais constitue un prolongement souhaitable et naturel du présent travail.
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Appendix A

Appendice au Chapitre 8

A.1 Une onde incidente i partir d’'un milieu non absorbant

Dans le cas de la propagation d’une onde homogéne provienne a partir d'un milieu
non absorbant (k; = 0) dans un milieu absorbant toutes les formules sont réduites a des
relations connues.

Comme il découle des équations (8.19-8.20) pour des ondes homogénes (o = 0) dans
le premier milieu K; = 0, N; = ny. A partir de (8.51-8.52) on peut obtenir

(N3 cosby)? = {\/(n% sin 0 — n? + k2)2 + 4n3k? — n?sin® 0, + nj — kg}

(Kycosthy)? =

N — N~

[\/(n% sin?0; — n3 4+ k3)2 + 4n3k3 4+ n?sin® 0 — n3 + k%}

et & partir de 'équation (8.46) 'angle de réfraction

. n1 sin (91
sinfy = Al
’ V/ (Ny cos 05)% 4 n?sin? 0, (A1)

Ces expressions sont les mémes comme celle qui ont été donnée par (57) et (60) dans
Stratton (1941) avec des notations

w w w
Q= —ny, Q= —my, 5122@7 b =01, V=0,

w w
q= —Nsycosth, p=—Kycosis
c c
La réflectivité Rpgr pour PE-onde (Eq. 8.94) peut étre réécrite comme

(pany cos By — gy Ny cos 92)2 + (1 K3 cos 2/12)2
(pgny cos 6y + p11 Ny cos 92)2 + (1 K3 cos wg)Q

Rpp = (A.2)

qui est de la méme expression comme celle pour p? in Eq. (74) dans la page p.505 du
Stratton (1941) (on note que les indices "1" and "2" sont inversés ici par rapport au
livre).
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La réflectivité Rpy; pour PM-onde (Eq. 8.107) est

 [m cos by (n3 — k3) — pany N cos 92]2 + [2p1m2ks cos Oy — pgny K cos )
2 ]2

(A.3)
(11 cos 01 (n3 — k3) + pany Ny cos 92]2 + [2p1m9ks cos 01 + pang Ko cos iy

qui corresponds & la formule pour pﬁ dans Eq. (77) on p.506 de Stratton (1941).

Dans les deux cas l'intensité de l'interférence I =0 and T'=1 — R.

Quand le deuxiéme milieu est non absorbant (ky = 0) et les deux permeéabilités du
deux matériaux ne différent pas p; = ps les relations correspondantes deviennent plus

simples

inf

(NQ COS 92)2 = ’n% - n% SiIl2 01, N2 = Ny, K2 = 0sin 92 = S 1, N9 = @ (A4a)
ni2 ny
0, — 0,)°  sin®(6, — 0

R — (cos By — nyg cos 2)2 _ S%IlQ( 1—0s) (A.4D)

cos 01 + nyp cos by) sin”(0; + 605)
R (n12 cos 6y — cos 02)2 (sin 6 cos @y — cos by sin 6’2)2 tan?(6; — 65) (Adc)
PM = = = Ac

(ny2 cos 6y + cos 02)2 (sin € cos 6y + cos by sin 92)2 ~ tan?(6; + 6s)

Dans le dernier cas l'identité trigonométrique sin(6; + 65) cos(f; — 0s) = sin by cos 0y +
cos 05 sin 6 est utilisé.

A.2 La vérification du bilan de ’énergie

A.2.1 Ondes polarisées en PE-mode

L’énergie du bilan exprimée sous la forme (8.95) peut étre vérifié par une substitution
directe des formules de Fresnel. En effet, quand

rpe|? = (s-Pi/m —s-Pa/ps) (s-Pr/in —s-Po/ps)" H
2iS(rpg) =rpp —1pp = (8- P1/u1 —s-Po/po) (s - Py/py +s-Po/po) H —
(s-Pi/pui—s-Po/ps) (s-Pi/pn+s-Pa/ps) H =
2H [(s - P1/p)(s - P2/p2)" — (s - Pa/ua)(s - P1/p1)’]
tpul® = (28 - Py/m) (25 - Py /)" H
H™' = (s-Py/pr+s-Pofps) (s-Pr/ps +8-Py/ps)”

sont substituées dans (8.94), (8.96), on peut réécrire la partie gauche de I’équation (8.95)
comme
(s-Pq)(s-Py)*H [1 N 4N, cos 92#1} N (s-Pqp)(s-Po)*H [_1 2K, cos%}

I L[4 iN, cos 0,

Ny cos 01 s

(s-Po)(s-Py)*H 2K, cos (s-Po)(s-Po)*H
-1+ - + 5
oy 1Ny cos 6, i
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Réécrivant les deux multiplicateurs comme

) 2K cosyy l_94 21K cos 1 2(s-Py)*
iNjcost, Nicosf; Ny cos b,
L+ 2K cosyy 5 20K costpy ) 2(s-Py)
iNjcosf, Nicosf; Nj cos 0,

on peut regrouper les termes
{(S Pi)(s-Py)" (s Pi)(s-Po)" (s Py)(s-Py)" (s Py)(s-Py)"
3 + + + 3
[ 1 b2 Hapin 2

kL

5 — .

|:<S . P1)<S . Pl)*H 2N2 COS 92/11 (S . Pl)(S . Pg)*H 2(5 . P1>*:|
% Ny cos O 1y [ fh2 Ny cos b,

[(S-Pl)(s-Pl)*H 2Ny cosbopy  (s-Po)(s-Py)*H 2(S-P1):|
u3 Ny cos 0y 1y Loy Nj cos 6,
Le premier terme est exactement 1. Le second terme est
2H|(s - Py)|? _ 2iH|(s - Py)|? Ky cos iy

N. 0y — (s-Py)*
Ny 00891,1!1#2[ 260802 (S 2)] Ny cos O i fuz

et le troisiéme terme est
2H|(s - P)J?
N cos 0 pug o

22H|(S . P1)|2K2 COS ’QDQ
Nj cos 0 pug o

[Ny cosby — (s Py)| =
alors les deux derniers anéantir un de l'autre et I’équation de bilan (8.95) est prouvée.

A.2.2 Ondes polarisées en PM-mode

Dans le but de vérifier la validité le bilan d’énergie (8.95) la réflectivité et la trans-
mitivité pour un PM-ondes données par (8.75-8.76) sont réécrite dans la forme suivante

Z1 — ZQ 221 (S . Poz)uoz
St B S — Zy= 22 0=1,2 A5
TPM 7 1 7 PM 7+ 2, ) aQ (A.5)
SO
lrpu|? = H(Zy — Z2) (20 — Zo)*,  |tem|? = H(22:1)(27,)* (A.6)

ng(T’pM) =Tpm — T}‘)M = H(Zl - ZQ)(Zl + ZQ)* —
Hil == (Zl + ZQ)(Zl + ZQ)*

En remplagant (8.107), (A.6) dans la partie gauche du coté de I’équation (8.95) on obtient

A B B
H|Z|? (1 + 4A—j> +HZ\ 7} (—1 - 2i) + HZ,7Z} (—1 + zi) + H|Z,* (A7)
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et en regroupant les termes (A.7)

H (| Z:)? + 2125 + Zy 27 + | Zo|?) + (A.8)

A B
2H {|Z1|2A—j 27 (1 - ZA—E)} v

A 1B
2_2 7% 1
2H {|Zl| T4 <1+—A1)]

Le premier terme est exactement 1. En comparant (8.105) et (A.5) on peut réécrire Z,
comme A, + iB, et obtenir pour le deuxiéme terme de (A.8)

|Z1? . Z4)? .
2H Al (A2 — Z2) =2H Al ’LBQ (Ag)
et pour le terme dernier
Z1|? Z1|?
Y (Ay — Zy) = _oplZ iB, (A.10)
Al Al

donc I'équation du bilan (8.95) est aussi prouvée pour une onde polarisée en PM-mode.

A.3 Procédure d’évaluation des paramétres de transmission et
les ondes réfléchies

Voici un résumé de la procédure d’évaluation des paramétres des ondes de transmis-
sion et des ondes réfléchies en vue d’une possible application dans le modéle numérique.

On considére une onde non homogénes arrivant d’un milieu 1 et rencontrant une
interface qui sépare avec un autre milieu 2. Pour une simplification il est supposé que
11 = 2, mais ce n’est pas obligatoire.

(i) Les deux milieux sont décrits par leurs indices de réfraction nq, ki, no, ko, et s est la
normale & l'interface dirigée du milieu 1 au milieu 2.

(ii) L’onde est caractérisée par ses deux vecteurs directionnelles, e - pour la phase de
propagation, et f - les plans d’amplitudes constants. On note que cosaa = e -f > 0.
Les angles d’incidence sont cost)y =e-s et cosy; =f -s.

(iii) Le calcul des indices effectives Ny et K pour 'onde incident en utilisant (8.19-8.20).

(iv) Le calcul des combinaisons Ny sin 6y, Ky sin by, (N3 cosy)?, (K costy)? a partir des
équations (8.46-8.49, 8.51-8.52 et 8.35).

(v) Par l'utilisation de cette combinaison on calcule Ny, K5, sin 65, and sin ).

(vi) Les signes cos f et cost, sont évaluées séparément pour PE-mode et PM-mode po-
larization de I'onde.
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Pour PE-wave : on utilise (8.108-8.110);
For PM-wave :

(a) on calcule sign(G) & partir (8.47)
(b) on calcule la combinaison

M = Ny| cos b|(n3 — k3) + 2sign(G)nqks Ky| cos 1| (A.11)

(c) on assigne sign(cos fy) = sign(M) et sign(cos ) = sign(G) - sign(cos 65)

(vii) Les transmitivités de deux ondes :

4N cos 0, (N1 cosfy)? + (K cos)?

TPE = : 3 3 (A12a)
NycosOr  (Nycosby + Nycosfy)” + (Kycos by + K cos )
4A A? + B?

Tpy = ——2 - s (A.12D)

A (A1 + A2+ (By + By)?
avec A,, B, définies dans (8.105). On note que le cosinus dans les transmitivités
devrait avoir le signe obtenu pour les modes de polarisations correspondantes selon
item (vi).
(viii) La réflectivité "effective" est évaluée comme étant

1
Repr=1— §(TPE + TPM) (A.13)

A.4 La réflectivité et ’'intensité des interférences

A.4.1 La polarisation PE
En substituant I'expression (8.73) pour rpg dans Eq. (8.94) on peut obtenir la pro-

chaine formule pour le coefficient de réflexion

(N3 cos Oy — Np cos 91)2 + (K3 cos s — K cos w1)2

(N3 cos 03 + Np cos 01)2 + (K3 cos g + K cos wl)Q

D’une maniére similaire en substituant (8.73) dans I’équation (8.96) on obtient 'expres-

Rpp = (A.14)

sion de 'intensité de 'interférence
I . 4K1 COS¢1 N1K2 COSQl COS¢2 — NQKI COS@Q COSl/}l
PE NycosOr  (Nycosby + Ny 60861)2+ (Kscosy + K, coswl)2

(A.15)

A.4.2 La polarisation PM

En substitutiant de 1’expression (8.75) pour rpy; dans Eq. (8.107) et en prenant en
compte (8.105) on peut obtenir les expressions suivantes

(A; — Ay)* + (B — By)?
Ronv = A.16
4Bl AlBQ — AQBl

Ty — .
P40 (A + A2 + (B + By)?

(A.17)
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A.5 Les relations entre deux systémes d’angles

Rappelons que 6 et 1 sont les angles entre deux vecteurs e et s, f et s, et v est 'angle
entre e X s et f x s. L’angle « entre les vecteurs e et f est donnée par Eq. (8.35). Quand
a et 3 sont données, les angles ¢ and v peuvent étre trouvés a partir

cos 1) = cos ) cos a + sin @ sin « cos 3 (A.18)

cosysin = sinf cos o — cos @ sin o cos 3 (A.19)
et 'expression qui s’ensuit & partir de ces deux :
siny sin ¢ = sin asin 3 (A.20)

Le Jacobien de la transformation a partir de pair de variables (1, ) vers («, 3) peut
étre obtenu par la différenciation des équations. (A.18), (A.20)

—1)q 8in 1 = — cos B sin a + sin  cos a cos 3 (A.21)

—1)gsiny = —sinf sin asin 4 (A.22)
Yo COS Y SIN Y + 1), SIn 7y cos 1) = cos asin 5 (A.23)
Vg cOs 7y sin + g sin y cos P = sin a cos 3 (A.24)

En multipliant (A.23) par ¢zsine, (A.24) par ¢, sine et soustrairant le dernier du pre-
mier, on peut obtenir

cos v sin® 9 (Va5 — Ys1a) = Vg cos acsin Bsinp — 1), sin a cos Fsin ¢ (A.25)
Une substitution de (A.21-A.22) donne

o D, 9)
cos y sin” L = A.26
LA TPy (A.26)
cos asin 3 - sin @ sin asin § — sin v cos 3 - (cos 6 sin o — sin € cos v cos [3)
D(y,4) _
Le coté droit de (A.26) est
cos asin @ sin o — sin® av cos 3 cos 0 (A.27)
et selon (A.19) est
sin av cos 7y sin ¢ (A.28)
le Jacobian est D) _
Y, sin «
= A.29
D(a,3)  sing ( )

qui donne la relation pour un élément de la sphére unité autour du vecteur e parcouru
par le vecteur f décrite par ces deux pairs des variables

sin ¢dydy = sin adad( (A.30)
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A.6 Le vecteur de Poynting

Dans le cas d’'une onde incidente avec une polarisation en PE-mode le vecteur de
Poynting correspondant est donnée par 1’équation (8.82). En substituant h; a partir de
(8.57) donne

|Epp|?
2wy Z

[Pi[s x Pi|> — (s x P}) {P} - (s x P1)}] (A.31)

2

Z:‘\/(sxPl)-(sxPl)

Le dernier terme dans (A.31) est

PT . (S X Pl) = P02 [ZNlKl (el . (S X fl)) — iKlNl (fl . (S X el))} =
2PN, Ky [s- (fi x ;)] = 2iP{N, K, sin 6; sin ¢, siny

ou
s- (f; X 1) = sinf; siny siny (A.32)

est utilisée. En utilisant

SXP1:PON15X61+iPOKlst1
SXPT:P()lexel—ipoKlSXfl
s x P> = P2N?Zsin® 0, + P2K?sin® ¢,

on peut écrire la partie réelle de 1'expression dans les crochets de (A.31) comme étant
P} N, [(Nl2 sin? 0, + K7 sin® 1/11) e, — 2K:sinf)sini;siny - s x fl] (A.33)

La longueur de cette vecteur est

PN, \/(ng sin? ) + K?sin? wl)g — (2K1N1 sin? 0, sin 1)y sin 7)2 (A.34)
A partir de (A.33) on peut exprimer 'angle ¢ entre ce vecteur et la normale s

(NEsin®6; + K7 sin® ;) cos 6y

cos p1 = (A.35)

\/(Nl2 sin?0; + K7 sin? wl)Q — (2K1N1 sin? 0, sin 1y sin 7)2

\/(]\712 sin? 0, + K7 sin® wl)z — (2K Ny sin 0y sin ¢y sin 7)2

sin p; = sin 0

\/(N12 sin?0; + K7 sin? wl)Q — (2K1N1 sin? @, sin 1, sin 7)2





