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ε = 0.25, Lc/a = 2 ε = 0.25, Lc/a = 3 ε = 0.25, Lc/a = 4

ε = 0.40, Lc/a = 2 ε = 0.40, Lc/a = 3 ε = 0.40, Lc/a = 4

ε = 0.60, Lc/a = 2 ε = 0.60, Lc/a = 3 ε = 0.60, Lc/a = 4

ε = 0.80, Lc/a = 2 ε = 0.80, Lc/a = 3 ε = 0.80, Lc/a = 4

Figure 12.12. Pro�ls radiaux de température, pour un grain en combustion entouré d'un milieu

reconstruit avec diverses porosités ε et longueurs lc. S = 2.28 W et T∞ = 700 K.
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12.3 Analyse quantitative

La présentation de cette analyse sera très brève, car elle a été conduite exactement
de la même façon que dans la Section 11.3, par référence au modèle de la Section 9.4.2, et
en cherchant à représenter les données numériques par une formule de la forme de (9.18).
Nous n'en donnons que le résultat �nal, dans la �gure 12.13, qui est la contrepartie de la
�gure 11.3 pour l'empilement.

Les résultats de toutes les simulations présentes dans la table 12.3 (à l'exception de
celles pour ε = 0.90, pour les raisons mentionnées plus haut) sont reportés dans la �gure
12.13. Il y a trop de cas di�érents pour donner une légende intelligible qui permettrait
d'identi�er chacun d'eux, mais l'idée même de cette représentation est justement de mon-
trer que tous les résultats se regroupent sur une même droite, indépendamment de la
porosité ε, de l'échelle lc, où des conditions opératoires S et T∞. On retiendra simple-
ment la tendance générale que comme dans le cas de la �gure 11.3 pour l'empilement,
les valeurs les plus grandes de l'abscisse correspondent aux systèmes les moins chauds, et
inversement.

La droite obtenue par un �t linéaire de l'ensemble des données correspond à

1

λeff − λeff,c
= −0.0698 + 0.4733

S
8(1− λ̃c)2σT

3 (12.4)

Pour chaque con�guration géométrique, on a utilisé les valeurs de S et de λ̃c données dans
les tables 12.1 et 12.2.

Le facteur de forme ωs = 0.4733 est légèrement di�érent de celui obtenu pour l'em-
pilement (≈ 0.400), ce qui n'est pas innatendu, puis que les morphologies des deux types
de milieux poreux sont très di�érentes. Il est en revanche remarquable qu'une seule valeur
de ωs soit capable de rendre compte de tous les résultats, sur une plage de porosité aussi
étendue.

La valeur négative du coe�cient constant est plus surprenante, eut égard à sa si-
gni�cation physique, dans le cadre du modèle de la Section 9.4.2. Toutefois, elle est à
considérer avec trois idées présentes à l'esprit. En premier lieu, la �gure 12.13 montre que
si la pente de la droite d'ajustement est parfaitement claire, des �uctuations signi�catives
existent néanmoins, dont l'amplitude excède de très loin la valeur absolue de l'abscisse à
l'origine donnée (12.4). D'autre part, la même �gure montre qu'en général la contribution
du terme constant dans (12.4) est tout à fait mineure. Une incertitude de l'ordre de 1 pour
ce terme n'entrainerait que des variations de quelques pourcents de la prédiction (12.4),
en dehors de quelques cas où le système est extrêmement chaud, avec des température à
la source assez peu réalistes TS > 3000 K. Pour ces deux raisons, on peut d'un point de
vue pratique ignorer le terme constant de (12.4) en le considérant comme nul. Rappelons
qu'un constat similaire s'appliquait dans une certaine mesure pour l'empilement, pour des
températures ambiantes faibles ou modérées.
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Figure 12.13. 1/(λeff −λeff,c) en fonction de S/
(

8(1− λ̃c)2σT
3
)
, pour toutes les simulations

conduites dans les milieux reconstruits. Chaque courbe correspond à un jeu de paramètres (ε, lc,

S, T∞). Les cadres au milieu et en bas sont des agrandissements successifs du cadre du haut. La

droite correspond au �t (12.4).
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Figure 12.14. 1−λ̃c−ε
(1−λ̃c)2λs

en fonction de la porosité ε pour les milieux reconstruits, d'après les

données des Tables 12.1 et 12.2.

En�n, on doit aussi considérer que la forme même de la loi (12.4) est peut être
défectueuse. Par exemple, le coe�cient constant qu'elle fait apparaître devrait d'après
(9.18) valoir 1−λ̃c−ε

(1−λ̃c)2λs
. Or, cette quantité est di�érente pour les divers milieux poreux

considérés ici. Sa valeur, estimée d'après les données des tables 12.1 et 12.2, est tracée
dans la �gure 12.14 en fonction de la porosité. On peut donc ensisager deux possibilités.

Il est possible qu'un examen approfondi de données pour di�érentes valeurs de ε
donne lieu à des �ts du type de (9.18) qui di�éreraient par leurs ordonnées à l'origine,
conformément aux prédictions illustrées dans la �gure 12.14. C'est un peu douteux dans la
mesure la valeur de (12.4) n'appartient pas à la plage de variation observée dans la �gure
12.14. En outre, compte tenu des �uctuations non négligeables, celà exigerait l'examen
d'un nombre plus important d'échantillons, a�n de pouvoir opérer en moyenne statistique.
Ceci n'a pas pu être fait dans le cadre de ce travail.

Il est possible également que le modèle sous-jaçant à (9.18) ignore une composante.
Il repose en e�et sur un modèle géométrique alvéolaire, où toute la porosité est fermée,
et qui n'autorise donc pas un transfert radiatif sans intermédiaire conductif. Ceci n'est
clairement pas adapté aux milieux les plus poreux parmi ceux que nous considérons ici.

Une extension de ce modèle pourrait donc se révéler plus en conformité avec les
observations numériques. Rappelons cependant que d'un point de vue pratique, la prise
en compte du seul terme linéaire dans (12.4) est su�sante pour représenter les données
avec une précision satisfaisante.



Conclusion

La conclusion de cette troisième partie tient en assez peu de mots, puisqu'il y a
essentiellement deux faits marquants à mentionner. Ils sont toutefois d'une très grande
importance pratique. On a montré d'une part, par simulation directe dans des situations
réalistes, que l'approximation de Rosseland est e�ectivement applicable si l'on est su�-
samment éloigné de parois. Les transferts radiatifs se traduisent donc dans ce cas par un
accroissement de conductivité thermique e�ective. Le second fait marquant est la possi-
bilité de regrouper une quantité considérable de données de simulation, pour une grande
variétés de situations géométriques et de paramètres opératoires, en une formule d'une
grande simplicité,

λeff ≈ λeff,c +
8(1− λ̃c)2σT

3

ωs S
(12.5)

si l'on fait abstraction du terme constant dans (11.2) ou (12.4), dont l'importance est
minime en dehors des plages de températures extrêmement élevées.

Cette formule ne fait intervenir que la température moyenne locale T , et des ca-
ractéristiques intrinsèques du milieu poreux, de nature géométrique : le coe�cient de
conductivité λ̃c, la surface volumique S, et un facteur de forme ωS. Ce dernier dépend a

priori de la morphologie de la microstructure, mais une valeur unique s'applique pour tous
les milieux reconstruits sur une très grande plage de porosité, et une valeur peu di�érente
s'applique pour le milieu granulaire.

Nous avons ainsi la réponse à la question intialement posée. Les échanges radiatifs
peuvent e�ectivement avoir une in�uence considérable dans le processus de smoldering
considéré, et (12.5) fournit un moyen de les inclure de façon simple dans une description
macroscopique. Le deuxième élément de la réponse a d'ailleurs une portée plus générale
et peut s'avérer très utile dans beaucoup d'autres situations.

Il serait bien sûr intéressant d'approfondir l'étude numérique et d'enrichir l'échan-
tillon statistique de milieux considérés, pour cataloguer les facteurs de forme ωS de la plus
grande variété possible de microstructures, et également pour mieux élucider la forme du
coe�cient constant dans (11.2) ou (12.4) qui est ignoré dans (12.5). Ceci peut avoir son
importance pour des applications à très haute température. Pour celà, il sera sans doute
nécessaire d'enrichir un peu le modèle conceptuel de la Section 9.4.2 et donc de modi�er
la forme de (9.18).
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Un point important a été laissé de côté dans les applications qui précèdent, concernant
les conditions de raccord entre les parois (du four ou de la source de chaleur) et le milieu
poreux. On a vu que le rayonnement améliore considérablement le contact thermique,
avec une in�uence sur la capacité du dispositif à évacuer la chaleur potentiellement aussi
signi�cative que celle de l'augmentation de conductivité apparente dans le volume du
milieu poreux. Le même mécanisme a d'ailleurs un autre e�et très important dans le
processus de smoldering, qui est de régulariser fortement le champ de température, de
lisser les points chauds et de ramener le système vers des conditions plus proches de
l'équilibre thermique local.

Toutefois, cet aspect dépend très fortement de caractéristiques géométriques locales,
qui peuvent être singulières dans le cas d'un milieu granulaire, et une investigation sérieuse
devra nécessairement reposer sur une étude statistique de grande ampleur. Elle n'a pas
été conduite ici, mais constitue un prolongement souhaitable et naturel du présent travail.



Références

Adler P.M., 1992. Porous Media : Geometry and Transports, Butterworth/ Heinemann, Stone-
ham, MA.

Adler P.M., Jacquin C.G. et Quiblier J.A., 1990. Flow in simulated porous media ; Int. J. Mul-

tiphase Fow, 16, 691-712.
Argento C., D. Bouvard, 1996. A ray tracing method for evaluating the radiative heat transfer

in porous media, Journal of Heat Transfer,39, 3175-3180.
Apersyan L.A., Yu.A. Kravtsov, 1996. Radiation transfer. Statistical and wave aspects. Gordon

and Breach Science Publishers, Amsterdam.
Born M., B.J. Wolf, 1986. Principles of optics : Electromagnetic theory of the propagation ,in-

terference and di�raction of light, 6th edn, Pergamon Press.
Boulet P., 1992. Etude des Transferts par rayonnement à travers les milieux �breux, Thèse de

Doctorat de l'Université de Lyon.
Carcione J.M., 2007. Wave Fields in Real Media : Wave propagation in anisotropic, anelastic,

porous and electromagnetic media 2nd ed., Elsevier, Amsterdam.
Chandrasekhar S., 1960. Radiation transfer, Dover.
Chalopin E., 2008. Radiative properties of a pourous medium- application to the radiative trans-

fer calculation in a Pressurized Water Nuclear Reactor core, Thèse Ecole Docotrale Sciences
de l'Ingénieur Ecole Centrale Paris.

Chang P.C.Y., J.G. Walkera, K.I. Hopcraft, 2005. Ray tracing in absorbing media, Journal of
Quantitative Spectroscopy and Radiative Transfer, 96, 327-41.

Coelho D., 1996. Génération, géométrie et propriétés de Transport de milieux granulairs, Thèse
de Doctorat de l'Université de Poitiers.

Coelho D., J.-F. Thovert, P.M. Adler, 1997 Geometrical and transport properties of random
packings of spheres and aspherical particles Phys. Rev. E, 55, 1959-1978.

Coquard R., D. Baillis, 2004. Radiative characteristics of the opaque Spherical Particles beds :
A new Method of prediction, Journal of Thermophysics and Heat Transfer, 18, 178-186.

Coquard R., D. Baillis, 2006. Modeling of heat transfer in low-density EPS foams, J. Heat Transf.,
128, 538-549.

Coquard R., D. Baillis, D. Quenard, 2008. Experimental and theoretical study of the hot-ring
method applied to low-density thermal insulators, Int. J. Thermal Sci., 47, 324-338.

Dan B., F. XuJi, 2007. On the combined heat transfer in the multilayer non-gray porous �brous
insulation, Journal Quantitative Spectroscopy and Radiative Transfer.

Debenest G., 2003. Simulation numérique tridimensionnelle, à la microéchelle, de la combustion
en lit �xe de schistes bitumineux, Thèse de Doctorat de l'Université de Poitiers.

Debenest G., V.V. Mourzenko, J.-F. Thovert, 2005a. Smoldering in �xed beds of oil shale grains.
A three-dimensional microscale numerical model, Combust. Theory Modelling, 9, 113-135.

174



Références 175

Debenest G., V.V. Mourzenko, J.-F. Thovert, 2005b. Smoldering in �xed beds of oil shale grains.
Governing parameters and global regimes, Combust. Theory Modelling, 9, 301-321.

Del Coz Diaz J.J. et al., 2008. Non-linear thermal optimization and design improvement of a new
internal light concrete multi-holed brick walls by FEM Journal Applied Thermal Enginering

, 28, 1090-1100.
Dupertuis M.A., M. Proctor, B. Acklin, 1994. Generalization of complex Snell-Descartes and

Fresnel laws, J. Opt. Soc. Am. A, 11, pp. 1159-1166.
Elayeb M., 2008. Modélisation à l'échelle microscopique de transport avec réaction, Thèse de

Doctorat de l'Université de Poitiers (en cours)
Hackert C.L., J.L. Ellzey, O.A. EZEKOYE, 1998. Combustion and heat transfer in model two

dimensional porous Burners, Journal of Departement of Mechanical Eneginering The Uni-

versity of Texas USA.
Heaslet M.A., R.FWarming, 1965. Radiative Transport and wall temperature slip in an absorbing

planar medium, Int. J. of Heat and Masse Transfer, 8, 979-994.
Hecht E., 1987. Optics, 2nd edn, Addison and Wesly Publishing Company.
Hering A., 1947. Refraction of plane non-uniform electromagnetic waves between absorbing me-

dia, Phys. Rev., 72, pp. 232-235.
Jhy-When W., C. Hsien-Sen, 1999. Combiend Conduction and radiation heat transfer in plane-

parallel packed bed with variable porosity, Journal Quant Spectrosc Radiation Heat Transfer

, 4, 443-452.
Kamiuto K., S.S. Yee, 2005. Correlated radiative transfer through a packed bed of opaque spheres,

Journal Heat and Mass Transfer , 32, 133-139.
Kamiuto et al, 1993. Correlated radiative transfer through a packed bed of opaque spheres,

Inetrnational Communication in Heat and Mass Transfer, 43, 133-139 .
Loretz M., R. Coquard, D. Baillis, E. Maire, 2008. Metallic foams : Radiative properties compa-

rison between di�erent models, JQRST, 109, pp. 16-27.
Mahan J.R., 2002. Radiation heat Transfer A statistical approach, Willy.
Martins F.M., J. Salvador, 2008. Thermochimical characterization of a combustion front propa-

gation in reactive porous medium : A new experimental device, rapport ACI.
Metropolis N., S. Ulam, 1949. The Monte Carlo method, Journal of the American Statotical

Aasso, 44, 335-341.
Mihalas D., B.W. Mihalas, 1984. Foundations of Radiation Hydrodynamics. Oxford University

Press, New York.
Modest M.F., 2003. Radiative Heat Transfer second edition, Acedemic Press An imprint of El-

sevier Science.
Muresan C., 2005. Etude des transferts thermiques rayonnements spectral-Conductio-Convection

naturelle, Thèse de Doctorat de l'Université de Poitiers.
Oliveira A.A.M., M. Kaviany, 2001. Nonequilibre in the transport of heat and reactants in com-

bustion in porous media,Progress in Energy and Combustion Sciences, 27, 523-545.
Ozisik M.N., 1973. Radiative Transfer and interaction with conduction and convection, New,

York, Edition Wiley.
Pincherle L., 1947. Refraction of plane non-uniform electromagnetic waves between absorbing

media, Phys. Rev.,72, pp. 232-235.
Pomraning G.C., 1973. The equations of radiation hydrodynamics. Pergamon Press, Oxford.

Randrianalisoa J., D. Baillis, 2004. Independant and dependent scattering for semitransparent



Références 176

media containing bubbles, Proceding of IMECE 2004, ASME International Mechanical En-

ginnering Congress.
Reif F., 1965. Fundamentals of statistical and thermal physics, McGraw-Hill, New York.

Rosseland S., 1936. Theoretical Astrophysics ; Atomic therory and the Analysis of Stellar At-
mospheres and Envelops, Clarendon Press.

Rothwell E. J., M.J. Cloud, 2001. Electromagnetics, CRC Press, Boca Raton

Rousseau B., D. De Sousa Meneses, P. Echegut, M. Di Michiel M. et J.-F. Thovert, 2007. Predic-
tion of the thermal radiative properties of an x-ray tomographied porous silica glass, Appl.
Optics, 46, 4266-4276.

Rousseau B., 2007. Communication privée.
Rubiolo P., J.M. Gatt, 2002. Modelling of the radiative contribution to heat transfer in porous

media composed of spheres or cylinders, Journal International of Thermal Sciences , 41,
401-411.

Sanchez-Palencia E., 1980. Non-homogeneous media and vibration theory, Springer Verlag, Ber-
lin

Schult D.A., B.J. Matkowesky, V.A. Volpert, A.C. Fernandez-Pello, 1995. Propagation and ex-
tinction of forced opposed �ow smolder waves, Combust. Flame,101, 471-490.

Singh B.P., et M.Kaviany, 1991, Modelling radiative heat transfer in packed beds Journal of Heat
Transfer , 35, 1397-1405.

Singh B.P., M. Kaviany, 1992. Modelling radiative heat transfer in packed beds, International
Journal of Heat and Mass Transfer , 35, 1397-1405.

Singh B.P., M. KAVIANY, 1994. E�ect of solid conductivity on radiative heat transfer in packed
beds, Journal Heat Transfer , 37, 2579-2583.

Siegel R., C.M Spuckler, 1992. E�ects of index of refraction on a radiation characteristics in a
heated absorbingt, emitting and scatter layer, Journal of Heat and Transfer, 114, 301-321.

Siegel R., J.R. Howell, 1992. Thermal radiation heat transfer (3eme edition), Mc Graw-Hill New

Work.

Sommerfeld A., 1954. Lectures on Theoretical Physics, v. 4 : Optics. Academic Press, London.
Stratton J.A., 1941. Electromagnetic theory, McGraw-Hill, New York.
Tancrez M. et J. Taine, 2003. Direct identi�cation of absorption and scattering coe�cients and

phase function of a porous medium by a Monte Carlo technique, International Journal of
Heat and Mass Transfer, 47, 373-383.

Tancrez M., 2002. Modélisation du rayonnement et transferts couplés dans des milieux poreux
réactifs : Applications aux brûleurs radiants à gaz, Thèse de doctorat Ecole Centrale de Paris
Laboratoire d'Energie Moléculaire et Macroscopique.

Viskanta R., M.P. Mengüç, 1989. Radiative transfer in dispersed media, Appl. Mech. Rev., 42,
241 - 259.

Thovert J.-F., F. Wary et P.M. Adler, 1990. Thermal conductivity of random media and regular
fractals, J. Appl. Phys., 68, 3872-3883.

Whale C.W. and B.J. Matkowsky, 2001. Rapid, upward buoyant �ltration combustion waves
driven by convection, Combustion and Flames, 124, 14-34.



Appendix A

Appendice au Chapitre 8

A.1 Une onde incidente à partir d'un milieu non absorbant

Dans le cas de la propagation d'une onde homogène provienne à partir d'un milieu
non absorbant (k1 = 0) dans un milieu absorbant toutes les formules sont réduites à des
relations connues.

Comme il découle des équations (8.19-8.20) pour des ondes homogènes (α = 0) dans
le premier milieu K1 = 0, N1 = n1. A partir de (8.51-8.52) on peut obtenir

(N2 cos θ2)2 =
1

2

[√
(n2

1 sin2 θ1 − n2
2 + k2

2)2 + 4n2
2k

2
2 − n2

1 sin2 θ1 + n2
2 − k2

2

]
(K2 cosψ2)2 =

1

2

[√
(n2

1 sin2 θ1 − n2
2 + k2

2)2 + 4n2
2k

2
2 + n2

1 sin2 θ1 − n2
2 + k2

2

]
et à partir de l'équation (8.46) l'angle de réfraction

sin θ2 =
n1 sin θ1√

(N2 cos θ2)2 + n2
1 sin2 θ1

(A.1)

Ces expressions sont les mêmes comme celle qui ont été donnée par (57) et (60) dans
Stratton (1941) avec des notations

α1 =
ω

c
n2, α2 =

ω

c
n1, β1 =

ω

c
k2, θ0 = θ1, ψ = θ2

q =
ω

c
N2 cos θ2, p =

ω

c
K2 cosψ2

La ré�ectivité RPE pour PE-onde (Eq. 8.94) peut être réécrite comme

RPE =
(µ2n1 cos θ1 − µ1N2 cos θ2)2 + (µ1K2 cosψ2)2

(µ2n1 cos θ1 + µ1N2 cos θ2)2 + (µ1K2 cosψ2)2 (A.2)

qui est de la même expression comme celle pour ρ2
⊥ in Eq. (74) dans la page p.505 du

Stratton (1941) (on note que les indices "1" and "2" sont inversés ici par rapport au
livre).
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La ré�ectivité RPM pour PM-onde (Eq. 8.107) est

RPM =
[µ1 cos θ1(n2

2 − k2
2)− µ2n1N2 cos θ2]

2
+ [2µ1n2k2 cos θ1 − µ2n1K2 cosψ2]2

[µ1 cos θ1(n2
2 − k2

2) + µ2n1N2 cos θ2]
2

+ [2µ1n2k2 cos θ1 + µ2n1K2 cosψ2]2
(A.3)

qui corresponds à la formule pour ρ2
‖ dans Eq. (77) on p.506 de Stratton (1941).

Dans les deux cas l'intensité de l'interférence I = 0 and T = 1−R.
Quand le deuxième milieu est non absorbant (k2 = 0) et les deux perméabilités du

deux matériaux ne di�érent pas µ1 = µ2 les relations correspondantes deviennent plus
simples

(N2 cos θ2)2 = n2
2 − n2

1 sin2 θ1, N2 = n2, K2 = 0 sin θ2 =
sin θ1

n12

, n12 =
n2

n1

(A.4a)

RPE =
(cos θ1 − n12 cos θ2)2

(cos θ1 + n12 cos θ2)2 =
sin2(θ1 − θ2)

sin2(θ1 + θ2)
(A.4b)

RPM =
(n12 cos θ1 − cos θ2)2

(n12 cos θ1 + cos θ2)2 =
(sin θ1 cos θ1 − cos θ2 sin θ2)2

(sin θ1 cos θ1 + cos θ2 sin θ2)2 =
tan2(θ1 − θ2)

tan2(θ1 + θ2)
(A.4c)

Dans le dernier cas l'identité trigonométrique sin(θ1 + θ2) cos(θ1 − θ2) = sin θ1 cos θ1 +

cos θ2 sin θ2 est utilisé.

A.2 La véri�cation du bilan de l'énergie

A.2.1 Ondes polarisées en PE-mode

L'énergie du bilan exprimée sous la forme (8.95) peut être véri�é par une substitution
directe des formules de Fresnel. En e�et, quand

|rPE|2 = (s ·P1/µ1 − s ·P2/µ2) (s ·P1/µ1 − s ·P2/µ2)∗H

2i=(rPE) = rPE − r∗PE = (s ·P1/µ1 − s ·P2/µ2) (s ·P1/µ1 + s ·P2/µ2)∗H −
(s ·P1/µ1 − s ·P2/µ2)∗ (s ·P1/µ1 + s ·P2/µ2)H =

2H [(s ·P1/µ1)(s ·P2/µ2)∗ − (s ·P2/µ2)(s ·P1/µ1)∗]

|tPE|2 = (2s ·P1/µ1) (2s ·P1/µ1)∗H

H−1 = (s ·P1/µ1 + s ·P2/µ2) (s ·P1/µ1 + s ·P2/µ2)∗

sont substituées dans (8.94), (8.96), on peut réécrire la partie gauche de l'équation (8.95)
comme

(s ·P1)(s ·P1)∗H

µ2
1

[
1 +

4N2 cos θ2µ1

N1 cos θ1µ2

]
+

(s ·P1)(s ·P2)∗H

µ1µ2

[
−1− 2K1 cosψ1

iN1 cos θ1

]
+

(s ·P2)(s ·P1)∗H

µ2µ1

[
−1 +

2K1 cosψ1

iN1 cos θ1

]
+

(s ·P2)(s ·P2)∗H

µ2
2
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Réécrivant les deux multiplicateurs comme

−1− 2K1 cosψ1

iN1 cos θ1

= 1− 2 +
2iK1 cosψ1

N1 cos θ1

= 1− 2(s ·P1)∗

N1 cos θ1

−1 +
2K1 cosψ1

iN1 cos θ1

= 1− 2− 2iK1 cosψ1

N1 cos θ1

= 1− 2(s ·P1)

N1 cos θ1

on peut regrouper les termes[
(s ·P1)(s ·P1)∗

µ2
1

+
(s ·P1)(s ·P2)∗

µ1µ2

+
(s ·P2)(s ·P1)∗

µ2µ1

+
(s ·P2)(s ·P2)∗

µ2
2

]
H +

[
(s ·P1)(s ·P1)∗H

µ2
1

· 2N2 cos θ2µ1

N1 cos θ1µ2

− (s ·P1)(s ·P2)∗H

µ1µ2

· 2(s ·P1)∗

N1 cos θ1

]
+

[
(s ·P1)(s ·P1)∗H

µ2
1

· 2N2 cos θ2µ1

N1 cos θ1µ2

− (s ·P2)(s ·P1)∗H

µ2µ1

· 2(s ·P1)

N1 cos θ1

]
Le premier terme est exactement 1. Le second terme est

2H|(s ·P1)|2

N1 cos θ1µ1µ2

[N2 cos θ2 − (s ·P2)∗] =
2iH|(s ·P1)|2K2 cosψ2

N1 cos θ1µ1µ2

et le troisième terme est

2H|(s ·P1)|2

N1 cos θ1µ1µ2

[N2 cos θ2 − (s ·P2)] = −2iH|(s ·P1)|2K2 cosψ2

N1 cos θ1µ1µ2

alors les deux derniers anéantir un de l'autre et l'équation de bilan (8.95) est prouvée.

A.2.2 Ondes polarisées en PM-mode

Dans le but de véri�er la validité le bilan d'énergie (8.95) la ré�ectivité et la trans-
mitivité pour un PM-ondes données par (8.75-8.76) sont réécrite dans la forme suivante

rPM =
Z1 − Z2

Z1 + Z2

, tPM =
2Z1

Z1 + Z2

, Zα =
(s ·Pα)µα

ñ2
α

, α = 1, 2 (A.5)

so

|rPM |2 = H(Z1 − Z2)(Z1 − Z2)∗, |tPM |2 = H(2Z1)(2Z1)∗ (A.6)

2i=(rPM) = rPM − r∗PM = H(Z1 − Z2)(Z1 + Z2)∗ −
H(Z1 − Z2)∗(Z1 + Z2) = 2H(Z1Z

∗
2 − Z∗1Z2)

H−1 = (Z1 + Z2)(Z1 + Z2)∗

En remplaçant (8.107), (A.6) dans la partie gauche du coté de l'équation (8.95) on obtient

H|Z1|2
(

1 + 4
A2

A1

)
+HZ1Z

∗
2

(
−1− 2

B1

iA1

)
+HZ2Z

∗
1

(
−1 + 2

B1

iA1

)
+H|Z2|2(A.7)
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et en regroupant les termes (A.7)

H
(
|Z1|2 + Z1Z

∗
2 + Z2Z

∗
1 + |Z2|2

)
+ (A.8)

2H

[
|Z1|2

A2

A1

− Z1Z
∗
2

(
1− iB1

A1

)]
+

2H

[
|Z1|2

A2

A1

− Z∗1Z2

(
1 +

iB1

A1

)]
Le premier terme est exactement 1. En comparant (8.105) et (A.5) on peut réécrire Zα
comme Aα + iBα et obtenir pour le deuxième terme de (A.8)

2H
|Z1|2

A1

(A2 − Z∗2) = 2H
|Z1|2

A1

iB2 (A.9)

et pour le terme dernier

2H
|Z1|2

A1

(A2 − Z2) = −2H
|Z1|2

A1

iB2 (A.10)

donc l'équation du bilan (8.95) est aussi prouvée pour une onde polarisée en PM-mode.

A.3 Procédure d'évaluation des paramètres de transmission et

les ondes ré�échies

Voici un résumé de la procédure d'évaluation des paramètres des ondes de transmis-
sion et des ondes ré�échies en vue d'une possible application dans le modèle numérique.

On considère une onde non homogènes arrivant d'un milieu 1 et rencontrant une
interface qui sépare avec un autre milieu 2. Pour une simpli�cation il est supposé que
µ1 = µ2, mais ce n'est pas obligatoire.

(i) Les deux milieux sont décrits par leurs indices de réfraction n1, k1, n2, k2, et s est la
normale à l'interface dirigée du milieu 1 au milieu 2.

(ii) L'onde est caractérisée par ses deux vecteurs directionnelles, e - pour la phase de
propagation, et f - les plans d'amplitudes constants. On note que cosα = e · f ≥ 0.
Les angles d'incidence sont cos θ1 = e · s et cosψ1 = f · s.

(iii) Le calcul des indices e�ectives N1 et K1 pour l'onde incident en utilisant (8.19-8.20).
(iv) Le calcul des combinaisons N2 sin θ2, K2 sinψ2, (N2 cos θ2)2, (K2 cosψ2)2 à partir des

équations (8.46-8.49, 8.51-8.52 et 8.35).
(v) Par l'utilisation de cette combinaison on calcule N2, K2, sin θ2, and sinψ2.
(vi) Les signes cos θ2 et cosψ2 sont évaluées séparément pour PE-mode et PM-mode po-

larization de l'onde.
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Pour PE-wave : on utilise (8.108�8.110) ;
For PM-wave :

(a) on calcule sign(G) à partir (8.47)
(b) on calcule la combinaison

M = N2| cos θ2|(n2
2 − k2

2) + 2sign(G)n2k2K2| cosψ2| (A.11)

(c) on assigne sign(cos θ2) = sign(M) et sign(cosψ2) = sign(G) · sign(cos θ2)

(vii) Les transmitivités de deux ondes :

TPE =
4N2 cos θ2

N1 cos θ1

· (N1 cos θ1)2 + (K1 cosψ1)2

(N2 cos θ2 +N1 cos θ1)2 + (K2 cosψ2 +K1 cosψ1)2 (A.12a)

TPM =
4A2

A1

· A2
1 +B2

1

(A1 + A2)2 + (B1 +B2)2
(A.12b)

avec Aα, Bα dé�nies dans (8.105). On note que le cosinus dans les transmitivités
devrait avoir le signe obtenu pour les modes de polarisations correspondantes selon
item (vi).

(viii) La ré�ectivité "e�ective" est évaluée comme étant

Reff = 1− 1

2
(TPE + TPM) (A.13)

A.4 La ré�ectivité et l'intensité des interférences

A.4.1 La polarisation PE

En substituant l'expression (8.73) pour rPE dans Eq. (8.94) on peut obtenir la pro-
chaine formule pour le coe�cient de ré�exion

RPE =
(N2 cos θ2 −N1 cos θ1)2 + (K2 cosψ2 −K1 cosψ1)2

(N2 cos θ2 +N1 cos θ1)2 + (K2 cosψ2 +K1 cosψ1)2 (A.14)

D'une manière similaire en substituant (8.73) dans l'équation (8.96) on obtient l'expres-
sion de l'intensité de l'interférence

IPE =
4K1 cosψ1

N1 cos θ1

· N1K2 cos θ1 cosψ2 −N2K1 cos θ2 cosψ1

(N2 cos θ2 +N1 cos θ1)2 + (K2 cosψ2 +K1 cosψ1)2 (A.15)

A.4.2 La polarisation PM

En substitutiant de l'expression (8.75) pour rPM dans Eq. (8.107) et en prenant en
compte (8.105) on peut obtenir les expressions suivantes

RPM =
(A1 − A2)2 + (B1 −B2)2

(A1 + A2)2 + (B1 +B2)2
(A.16)

IPM =
4B1

A1

· A1B2 − A2B1

(A1 + A2)2 + (B1 +B2)2
(A.17)
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A.5 Les relations entre deux systèmes d'angles

Rappelons que θ et ψ sont les angles entre deux vecteurs e et s, f et s, et γ est l'angle
entre e× s et f × s. L'angle α entre les vecteurs e et f est donnée par Eq. (8.35). Quand
α et β sont données, les angles ψ and γ peuvent être trouvés à partir

cosψ = cos θ cosα + sin θ sinα cos β (A.18)

cos γ sinψ = sin θ cosα− cos θ sinα cos β (A.19)

et l'expression qui s'ensuit à partir de ces deux :

sin γ sinψ = sinα sin β (A.20)

Le Jacobien de la transformation à partir de pair de variables (ψ, γ) vers (α, β) peut
être obtenu par la di�érenciation des équations. (A.18), (A.20)

−ψα sinψ = − cos θ sinα + sin θ cosα cos β (A.21)

−ψβ sinψ = − sin θ sinα sin β (A.22)

γα cos γ sinψ + ψα sin γ cosψ = cosα sin β (A.23)

γβ cos γ sinψ + ψβ sin γ cosψ = sinα cos β (A.24)

En multipliant (A.23) par ψβ sinψ, (A.24) par ψα sinψ et soustrairant le dernier du pre-
mier, on peut obtenir

cos γ sin2 ψ (γαψβ − γβψα) = ψβ cosα sin β sinψ − ψα sinα cos β sinψ (A.25)

Une substitution de (A.21�A.22) donne

cos γ sin2 ψ
D(γ, ψ)

D(α, β)
= (A.26)

cosα sin β · sin θ sinα sin β − sinα cos β · (cos θ sinα− sin θ cosα cos β)

D(γ, ψ)

D(α, β)
≡ (γαψβ − γβψα)

Le coté droit de (A.26) est

cosα sin θ sinα− sin2 α cos β cos θ (A.27)

et selon (A.19) est
sinα cos γ sinψ (A.28)

le Jacobian est
D(γ, ψ)

D(α, β)
=

sinα

sinψ
(A.29)

qui donne la relation pour un élément de la sphère unité autour du vecteur e parcouru
par le vecteur f décrite par ces deux pairs des variables

sinψdψdγ = sinαdαdβ (A.30)
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A.6 Le vecteur de Poynting

Dans le cas d'une onde incidente avec une polarisation en PE-mode le vecteur de
Poynting correspondant est donnée par l'équation (8.82). En substituant h1 à partir de
(8.57) donne

|EPE1|2

2ωµ1Z

[
P∗1 |s×P1|2 − (s×P∗1) {P∗1 · (s×P1)}

]
(A.31)

Z =
∣∣∣√(s×P1) · (s×P1)

∣∣∣2
Le dernier terme dans (A.31) est

P∗1 · (s×P1) = P 2
0 [iN1K1 (e1 · (s× f1))− iK1N1 (f1 · (s× e1))} =

2iP 2
0N1K1 [s · (f1 × e1)] = 2iP 2

0N1K1 sin θ1 sinψ1 sin γ

où
s · (f1 × e1) = sin θ1 sinψ1 sin γ (A.32)

est utilisée. En utilisant

s×P1 = P0N1s× e1 + iP0K1s× f1

s×P∗1 = P0N1s× e1 − iP0K1s× f1

|s×P1|2 = P 2
0N

2
1 sin2 θ1 + P 2

0K
2
1 sin2 ψ1

on peut écrire la partie réelle de l'expression dans les crochets de (A.31) comme étant

P 3
0N1

[(
N2

1 sin2 θ1 +K2
1 sin2 ψ1

)
e1 − 2K2

1 sin θ1 sinψ1 sin γ · s× f1

]
(A.33)

La longueur de cette vecteur est

P 3
0N1

√(
N2

1 sin2 θ1 +K2
1 sin2 ψ1

)2 −
(
2K1N1 sin2 θ1 sinψ1 sin γ

)2
(A.34)

A partir de (A.33) on peut exprimer l'angle ϕ entre ce vecteur et la normale s

cosϕ1 =

(
N2

1 sin2 θ1 +K2
1 sin2 ψ1

)
cos θ1√(

N2
1 sin2 θ1 +K2

1 sin2 ψ1

)2 −
(
2K1N1 sin2 θ1 sinψ1 sin γ

)2
(A.35)

sinϕ1 =

√(
N2

1 sin2 θ1 +K2
1 sin2 ψ1

)2 − (2K1N1 sin θ1 sinψ1 sin γ)2√(
N2

1 sin2 θ1 +K2
1 sin2 ψ1

)2 −
(
2K1N1 sin2 θ1 sinψ1 sin γ

)2
sin θ1




