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Première partie

A S S I S TA N C E À L A C O N C E P T I O N D E S M A I N S
M É C A N I Q U E S A N T H R O P O M O R P H E S À L’ A I D E
D ’ U N O U T I L D E C A P T U R E E T D ’ A N A LY S E D U

M O U V E M E N T O P T I Q U E

Two important characteristics of maps should be noticed. A map is not
the territory it represents, but if correct, it has a similar structure to

the territory, which accounts for its usefulness.

— Alfred Korzybski (1933)





1I N T R O D U C T I O N

Dès sa création au début des années 80, l’équipe Mécanismes et Robo-
tique dirigée alors par J.-C. Guinot, s’est intéressée à la préhension robotique.
Ainsi de nombreux travaux théoriques et expérimentaux ont été conduits en
mécanique de la préhension depuis cette époque.

Les premiers travaux concernaient la conception de préhenseurs en uti-
lisant la théorie des mécanismes. Ces travaux ont conduit à la réalisation
notamment d’un préhenseur bidigital [53] et d’un préhenseur isostatique
tridigital [80] ; pour mémoire, ces deux préhenseurs étaient dotés de mou-
vements de translation indépendants des doigts instrumentés en capteurs
d’efforts. Parallèlement à ces réalisations, des études sur la stabilité de la
prise, la mécanique du contact en considérant la géométrie de l’objet ont
été conduites. Ensuite afin d’assurer des mouvements fins pour réaliser des
tâches d’assemblage de précision, P. Bidaud [11] a développé un préhenseur
manipulateur composé de trois modules indépendants. Chaque module est
un doigt articulé souple à trois mobilités instrumenté en capteurs d’efforts ;
ainsi le préhenseur est capable d’assurer des mouvements fins de la pièce
saisie selon ses six Degré De Liberté (DDL). On peut également citer le pré-
henseur à trois doigts développé par C. Chenebault [17] pour réaliser des
assemblages cylindriques (à faible jeu : inférieur à 4 µm) sous contrôle. Pa-
rallèlement à ces réalisations, de nombreux travaux sur la prise optimale ont
été conduits et en particulier sur la prise par empaumement [32, 3].

Sur la base de ces compétences théoriques et expérimentales en préhen-
sion robotique, l’équipe a ensuite, sous l’impulsion de son directeur J.-P. Lal-
lemand, souhaité étendre au début des années 90 ses travaux à la question
plus générale de la manipulation dextre en robotique. C’est ainsi qu’en 1996,
a été réalisée une nouvelle main mécanique polyarticulée à quatre doigts et
seize actionneurs. Cette main robotique au design anthropomorphe unique
sur la scène nationale a depuis cette date été utilisée comme plateforme
expérimentale pour la validation de l’ensemble des recherches théoriques
conduites en manipulation dextre. Elle a ainsi été exploitée dans le cadre du
projet ANR Approches Bio Inspirées pour La manipulation Intelligente et la
Saisie (ABILIS) sur la période 2009–2012 pour explorer des approches de la
saisie bio-inspirée.

La conception de mains robotiques pour des opérations de saisie et/ou
de manipulation dextre reste aujourd’hui une problématique complexe. Les
préhenseurs développés pour des opérations de saisie restent généralement
dédiés à la réalisation d’une tâche spécifique ; c’est le cas des nombreux
préhenseurs exploités industriellement.

En ce qui concerne les mains robotiques dédiées à la manipulation dextre,
leur utilisation reste à ce jour encore confinée aux laboratoires de recherche
en raison de la complexité inhérente à la conception de ces mains, ainsi qu’à
leur mise en oeuvre.

La conception de préhenseurs dotés de capacités d’universalité et de flexi-
bilité reste ainsi un enjeu important pour l’avenir de la robotique et en par-
ticulier pour la robotique collaborative. L’émergence des robots « Safety »,
c’est-à-dire sûrs pour l’opérateur humain, permet d’envisager de nouveaux
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4 introduction

champs d’exploitation où le robot et l’homme interagiront ensemble dans
un environnement commun pour mener à bien une tâche donnée.

Pour offrir des capacités d’interaction élevée entre l’humain et la machine,
il sera nécessaire de doter le robot d’un organe de préhension capable de
s’adapter à des objets variés afin de satisfaire aux exigences d’interaction
propre à un environnement humain. Le préhenseur constitue ainsi une in-
terface essentielle pour interagir avec l’environnement et ainsi avec un opé-
rateur humain.

Forte de ce constat, l’équipe s’est intéressée très tôt à la main humaine
qui reste un modèle d’adaptabilité, de flexibilité et d’universalité aussi bien
pour la préhension d’objets que pour la manipulation. Ce design anthro-
pomorphe a ainsi inspiré l’équipe dans la conception de mains robotiques
dédiées à la manipulation dextre ; elle a par ailleurs également inspiré plu-
sieurs laboratoires sur la scène internationale.

Aussi à travers cette partie, nous nous proposons après la présentation de
notre stratégie de synthèse des tâches de manipulation dynamiques, puis
des mains robotiques de référence, d’analyser la capacité de ces mains à
produire certaines tâches cibles en particulier dans un contexte dynamique.

Les recherches conduites en manipulation dextre depuis une quinzaine
d’années ont permis de proposer une approche générale pour la production
de tâches de manipulation dextre dans un contexte quasi-statique. Il s’agit
alors après une saisie de l’objet, de le manipuler en bout de doigts afin de
lui imposer un déplacement souhaité.

La volonté de produire de la saisie dynamique ou encore de la manipu-
lation dynamique implique des contraintes nouvelles dans la conception
des mains robotiques. Ces contraintes nouvelles doivent être évaluées et
intégrées si l’on souhaite à terme exploiter ces mains robotiques dans un
environnement dynamique et en particulier dans le cadre d’applications en
robotique collaborative où l’humain évolue et coopère avec le robot dans un
environnement partagé.

Afin d’intégrer ces contraintes, nous avons en premier lieu choisi d’analy-
ser le mouvement humain sur des tâches de manipulation dynamique. Sur
la base de cette analyse, nous pourrons ainsi évaluer la capacité des mains
robotiques existantes, voire des préhenseurs polyarticulés existants à pro-
duire de telles tâches. En second lieu, une synthèse des paramètres affectant
la capacité de ces mains à manipuler les objets sera effectuée et puis des
perspectives seront ensuite proposées à ce travail.



2S T R AT É G I E D E S Y N T H È S E D E TÂ C H E S D E
M A N I P U L AT I O N D Y N A M I Q U E

Dans ce chapitre, nous détaillerons la stratégie complète de synthèse de
tâches en manipulation dynamique (voir Figure 1) développée au sein de
l’Institut Pôle Poitevin de Recherche pour l’Ingénieur en Mécanique, Ma-
tériaux et Énergétique (PPRIME) de l’Université de Poitiers. Cette stratégie
a pour but de permettre l’évaluation des mains mécaniques existantes lors
de tâches de manipulation dynamique et d’aider à la conception de nou-
velles mains. Ainsi, nous présenterons successivement la synthèse de prise
d’un objet, le calcul des points de contact entre les différents doigts et l’ob-
jet manipulé avec la condition de roulement sans glissement, les modèles
géométriques directs et inverses pour chaque doigt, le calcul des efforts de
serrage en respectant la stabilité dynamique de l’objet et enfin le calcul des
couples actionneurs par l’utilisation du modèle dynamique.

Synthèse du
mouvement

de l’objet

Positions,
vitesses et

accélérations
de l’objet

Synthèse de
prise initiale

Calcul des
points de

contact
doigt—objet

Calcul des
positions

articulaires

Calcul des
efforts de

serrage

Calcul des
vitesses et

accélérations
articulaires

Calcul des
couples

actionneurs

Figure 1: Algorigramme pour la synthèse des tâches de manipulation

2.1 synthèse de prise

Pour pouvoir manipuler un objet, la première étape importante est la
synthèse de prise initiale de cet objet. La notion de synthèse de prise initiale est
un problème complexe dû au grand nombre de prises possibles et surtout à
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l’infinité de formes géométriques pouvant être rencontrées dans les objets à
saisir. Cette problématique peut se définir comme la recherche d’un ensemble
de points de contacts avec une configuration correspondante de la main pour une
tâche visée, associée à un objet cible [37].

Deux types de prises ont été définies dans [55] :

• les prises de puissance ou prises « à pleine main » ;

• les prises de précision ou prises « fines » où seules les extrémités des
doigts interviennent.

Nous nous intéressons uniquement aux prises de précision dans la me-
sure où cette étape fait partie de notre stratégie de synthèse de tâches de
manipulation dextre. Nous utilisons l’approche développée par Naël Daoud
dans ses travaux de thèse [21, 22]. Le problème de synthèse de prise initiale
est décomposé en deux étapes.

La première étape, appelée « reach », consiste à déterminer la position et
l’orientation de la main par rapport à l’objet à saisir. Pour répondre à cette
problématique, un système expert a été mis en œuvre. Par définition, un
système expert est un programme informatique qui simule le jugement et le
comportement d’un homme ou d’une organisation ayant des connaissances
spécialisées et une expérience dans un domaine particulier. Pour atteindre
cet objectif, un tel système contient une base de connaissances qui intègre
l’expérience accumulée. Cette base de connaissances ou base de données se
divise en deux bases distinctes : une base de faits, qui explicite la situation
ou la valeur des variables du problème à traiter, et une base de règles qui
contient la connaissance opératoire. Il est important de noter que les sys-
tèmes experts sophistiqués peuvent évoluer et voir leurs performances s’ac-
croître par l’ajout permanent à la base de connaissances de nouvelles règles.
Les expérimentations qui ont servi à établir cette base de connaissances se
sont déroulées sur le plateau technique d’analyse du mouvement de l’Insti-
tut PPRIME de Poitiers. Lors de ces expérimentations, dix personnes ont été
mises à contribution pour réaliser et répéter deux types de mouvement : le
premier mouvement est un simple déplacement d’objet sur une table entre
trois positions identifiées et le second mouvement est une tâche de manipu-
lation de la vie courante. Chaque mouvement a été effectué pour dix objets
de la vie quotidienne de plusieurs formes. Ces objets ont été choisis en
considérant les deux prises en bout de doigt (prismatiques et cylindriques)
identifiées par Cutkosky [19] et la sélection de tâches de manipulation ca-
ractéristiques avec les trois mouvements élémentaires : translation, rotation
et combinaison translation–rotation de l’objet.

La seconde étape, appelée « grasp », consiste à choisir les trois doigts
utilisés pour la saisie de l’objet et à déterminer leur point de contact avec
l’objet. Afin d’obtenir la meilleure prise parmi plusieurs prises possibles,
des critères qualitatifs permettant d’évaluer une prise donnée ont été choisis
tout en garantissant la stabilité de l’objet grâce à la notion de « force closure »
[47]. Cette propriété permet de s’assurer que la prise est capable de résister
à des couples ou à des forces arbitraires. Le problème de synthèse de prise
est donc un problème d’optimisation multi-critères :

• minimisation des efforts de serrage appliqués par les doigts sur l’objet ;

• maximisation de la manipulabilité globale ;

• maximisation de l’éloignement par rapport aux butées articulaires ;

• optimisation de l’orientation des phalanges distales par rapport à la
surface de l’objet pour permettre la manipulation ;
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sous les contraintes suivantes :

• la prise doit respecter la propriété force closure ;

• la prise doit être libre de toute collision entre les doigts ;

• la configuration des doigts doit être hors des limites articulaires ;

• la prise doit éviter les surfaces « interdites » de l’objet.

Ce sont les Algorithmes Génétiques (AG) qui ont été choisis pour résoudre
ce problème d’optimisation [22].

2.2 calcul des points de contact : roulement sans glisse-
ment

Une fois que la synthèse de prise initiale a été réalisée, il faut déterminer
les points de contact entre les doigts et l’objet tout au long du mouvement.
Pour cela, nous commençons par rappeler la définition d’une tâche de ma-
nipulation :

Définition 1 ([12]) Une tâche de manipulation est définie par la trajectoire de l’ob-
jet Pobj(t) ∈ R6 telle que :

Pobj(t) =

[

p(t)

α(t)

]

où p(t) ∈ R3 est la position du centre de gravité de l’objet dans l’espace cartésien,
α(t) ∈ R3 donne l’orientation de l’objet avec les angles de Cardan et t représente
le temps.

L’intérêt du paramétrage utilisant les angles de Cardan est de pouvoir dé-
finir simplement des rotations et des translations suivant les axes propres
de l’objet. Sur la base de cette définition, nous pouvons définir la matrice
de transformation homogène Tti tf qui permet de transporter l’objet de sa
configuration initiale à sa configuration courante. Nous pouvons ainsi dé-
composer la trajectoire de l’objet en une succession de n petits déplacements :

Tti tf = Tt1 t2Tt2 t3 · · ·Ttn−1 tf .

Nous cherchons alors à déterminer pour chaque petite transformation
Ttk tk+1 les mouvements des extrémités des doigts qui assurent ce déplace-
ment tout en respectant les limites cinématiques de la main. La trajectoire
désirée de l’objet peut être obtenue de deux façons : soit à l’aide d’un sys-
tème d’acquisition de mouvement (voir section 3.2), soit en la générant. Il
est important de préciser que nous nous intéressons à un mouvement dy-
namique de l’objet manipulé. Pour la génération de trajectoires, nous avons
choisi un polynôme du septième ordre qui nous permet de raccorder deux
trajectoires jusqu’aux accélérations. Ceci a pour but de limiter la secousse 1

au raccordement de deux trajectoires et ainsi garantir une certaine stabilité
de l’objet. La trajectoire polynomiale de l’objet est décrite ci-dessous :

1. La secousse correspond à la dérivée temporelle d’une accélération. En anglais américain :
jerk ; en anglais britannique : jolt.
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p(X(t)) = aX(t)7 + bX(t)6 + cX(t)5 + dX(t)4 + eX(t)3 + fX(t)2 + gX(t) + h

v(X(t)) = 7aX(t)6 + 6bX(t)5 + 5cX(t)4 + 4dX(t)3 + 3eX(t)2 + 2fX(t) + g

a(X(t)) = 42aX(t)5 + 30bX(t)4 + 20cX(t)3 + 12dX(t)2 + 6eX(t) + 2f

où p(X(t)), v(X(t)), a(X(t)) sont respectivement les vecteurs position, vi-
tesse et accélérations de l’objet (linéaires ou angulaires) à chaque instant du
mouvement.

La liaison entre les doigts et l’objet manipulé est ponctuelle et les bouts
des doigts sont considérés sphériques. Ces derniers roulent sans glisser sur
la surface de l’objet manipulé. Avant de présenter notre approche pour cal-
culer les différents points de contact, nous formulons les hypothèses sui-
vantes :

• les objets manipulés sont indéformables ;

• la manipulation se fait en bout des doigts (manipulation fine) ;

• l’extrémité de chaque doigt est hémisphérique ;

• la manipulation est une manipulation à trois doigts ;

• les contacts objet–doigt sont des contacts ponctuels rigides avec frotte-
ment.

La planification d’une tâche de manipulation consiste donc à détermi-
ner la succession de petits déplacements articulaires des doigts permettant
d’obtenir le mouvement souhaité de l’objet saisi. Nous partons d’une prise
initiale connue, ensuite l’évolution du déplacement de l’objet est dictée par
la condition de roulement sans glissement des doigts sur l’objet.

Par définition, l’extrémité du doigt roule sans glisser sur l’objet en contact,
si et seulement si, le glissement est nul en tous les points de contact, et cela
quel que soit t. Cela se traduit par la relation suivante sur les vitesses :

vpc ∈ objet/Rdoigt
= vpc ∈ doigt/Rdoigt

,

où pc est le point de contact entre le doigt et l’objet et Rdoigt est le repère
associé au doigt concerné.

La vitesse du point de contact pc lié à l’objet étant connue, on peut l’ex-
pliciter par la loi de distribution des vitesses des points d’un même solide
au centre de gravité G de l’objet :

vpc ∈ objet/Rdoigt
= vG∈ objet/Rdoigt

+ωobjet/Rdoigt
∧Gpc

Nous obtenons ainsi le modèle de petits déplacements dans Rdoigt :

dpcobjet = dXG + dθ∧Gpc =









dxG

dyG

dzG









+









dθx

dθy

dθz









∧









xGpc

yGpc

zGpc









où dXG et dθ sont respectivement les vecteurs translation et rotation de
l’objet exprimés dans le repère Rdoigt.
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Soit la matrice de passage Adoigt paume qui permet de passer du repère
Rdoigt au repère Rpaume, lié à la paume, donnée par la géométrie de la
main et la matrice Apaume objet, matrice des angles de Cardan qui représente
l’orientation de l’objet par rapport à la paume, la relation :









dθx

dθy

dθz









= Adoigt paumeApaume objet









dαx

dαy

dαz









;

où le vecteur connu dα représente l’orientation des petits déplacements de
la trajectoire de l’objet par rapport à la paume, procure le vecteur rotation de
l’objet dans Rdoigt. De la même manière, nous obtenons les composantes du
vecteur dXG dans le repère Rdoigt par rapport à ses composantes connues
dans le repère Rpaume.

Nous obtenons le vecteur Gpc à partir de la relation suivante :

Gpc = Gbd +bdpc = Gbd − Rn ,

où R désigne le rayon de la demi-sphère représentant l’extrémité du doigt
et n est la normale à la facette en contact avant le petit déplacement ; les
coordonnées de bd dans Rdoigt sont calculées par le modèle géométrique
direct (voir section 2.3).

Nous venons de déterminer le déplacement dpcobjet du point de contact
appartenant à l’objet dans Rdoigt. Nous allons maintenant établir le déplace-
ment du point de contact appartenant au doigt également dans Rdoigt. De la
même façon que précédemment, nous reprenons l’expression de sa vitesse
dans Rdoigt :

vpc ∈doigt/Rdoigt
= vbd ∈doigt/Rdoigt

+ωdoigt/Rdoigt
∧bdpc .

Les vecteurs vitesses des translations et rotations du centre bd de l’extré-
mité du doigt peuvent être calculés grâce au modèle cinématique. Ainsi, la
relation précédente devient :

vpc ∈doigt/Rdoigt
= Jv(q) q̇+ Jω(q) q̇∧bdpc ,

avec Jv et Jω représentant respectivement les parties translation et rotation
de la matrice jacobienne ; q est le vecteur des coordonnées généralisées (po-
sitions articulaires) du doigt ; q̇ le vecteur des vitesses articulaires.

Nous obtenons ainsi le modèle des petits déplacements dans Rdoigt :

dpcDoigt = Jv(q)dq+ Jω(q)dq∧ (−Rn) ,

où dq représente le vecteur des petites variations articulaires du doigt consi-
déré.

La condition de roulement sans glissement du doigt sur la surface de
l’objet manipulé implique qu’en termes de petits déplacements

dpcdoigt = dpcobjet ,
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soit :

Jv(q)dq+ Jω(q)dq∧ (−Rn) = dXG + dθ∧Gpc .

Un système de 3 équations linéaires à n = 4 inconnues est ainsi obtenu
(n étant le nombre d’articulations des doigts). En résolvant ce système, les
variations des paramètres articulaires du doigt sont obtenues pour un petit
déplacement de l’objet manipulé et caractérisé par les paramètres dXG et dα.
Les paramètres articulaires du doigt après le petit déplacement de l’objet
sont calculés par :

qt+1 = qt + dq .

Ainsi, les nouvelles coordonnées du centre de l’hémisphère du bout du
doigt sont devenus b ′

d à l’aide du modèle géométrique du doigt. La nouvelle
normale n ′ étant connue, les coordonnées du nouveau point de contact p ′

c
est donnée par :

b′

dp
′

c = −Rn ′ .

2.2.1 Algorithme de planification des tâches de manipulation

Dès lors, l’algorithme de planification d’une tâche de manipulation est
proposé et s’articule ainsi :

a. Calcul de la prise initiale : obtention du point de contact initial pcinit
entre le doigt et l’objet ;

b. Calcul de la trajectoire de l’objet : calcul des vecteurs p(t) et α(t) ;

c. Décomposition de la trajectoire de l’objet en n petits déplacements :
{

dXG
i, dαi | ∀ i ∈ [1;n]

}

;

d. Initialisation des paramètres : pc0 = pcinit ; p0 = p(tinit) ; α0 =

α(tinit) ;

e. Boucle sur i de 1 à n :
• Mise à jour de la translation de l’objet : XGi

= XGi−1
+dXGi

;

• Mise à jour de la rotation de l’objet : αi = αi−1+dαi ;

• Calcul des petits déplacements articulaires : dqj
i, j étant le numéro de l’articulation ;

• Calcul du nouveau point de contact : pci.

2.3 calcul des coordonnées articulaires : modèle géométrique

Le Modèle Géométrique Direct (MGD) d’un doigt nous permet de calcu-
ler les coordonnées du centre bd du bout de doigt hémisphérique à partir
des coordonnées articulaires du doigt dans le repère Rdoigt associé au doigt
concerné. L’origine de ce repère est placée au centre de la première articu-
lation. Le passage du repère local Rdoigt associé à un doigt au repère global
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Rpaume associé à la paume de la main, se fait par l’intermédiaire d’une ma-
trice homogène constante dont les paramètres sont déterminés par la concep-
tion de la main.

La détermination des paramètres de configuration qi de chaque doigt
nécessite l’introduction de repères locaux dans la chaîne articulaire. Nous
avons choisi de réaliser cette mise en place conformément à la construction
de Denavit-Hartenberg [24] utilisée avec la convention de Khalil-Kleinfinger
[41]. Ainsi, pour chaque repère local noté Ri = (Oi;Xi, Yi,Zi), ∀ i ∈
[1;nq], l’axe (Oi;Zi) est l’axe de rotation de Ri par rapport à Ri−1, en
convenant que R0 = Rdoigt est le repère de référence attaché à la paume ;
nq correspond au nombre de degrés de liberté du doigt. Nous obtenons
la configuration d’étude d’un doigt q =

(

q1, · · · , qnq
)T à nq paramètres

définis par :

qi = (Xi−1, Xi)Zi , ∀ i ∈ [1;nq] .

Ce paramétrage facilite la modélisation géométrique du robot car toutes
les Matrices de Passage Homogènes (MPH) ont la même expression littérale.
La MPH de taille 4× 4 Ti−1 i, transforme un vecteur exprimé dans le Ri−1
associé à la liaison du doigt précédent le repère Ri associé à la liaison cou-
rante du doigt, en un vecteur exprimé dans la base associée à Ri. Le MGD

du doigt est donné par la relation suivante :













xbd

ybd

zbd
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R0

= T0nq(q)













xbd

ybd

zbd

1













Rnq

,

avec T0nq(q) = T01(q)T12(q) · · ·Tnq−1nq(q). Le processus de détermi-
nation des paramètres articulaires qi d’un doigt, en fonction des positions
dans l’espace cartésien du centre bd de l’hémisphère d’un doigt, appelé
Modèle Géométrique Inverse (MGI), consiste à résoudre un système de trois
équations non linéaires à nq inconnues. Beaucoup des mains mécaniques
existantes possèdents des doigts à 4 DDL. Le système est alors sous-déterminé
et survient alors un problème de redondance généralement traité en intro-
duisant des variables synchronisées. Dans les cas des mains de notre équipe
(voir les sous sections 4.3.1 et 4.3.3), les deux dernières flexions des doigts
sont couplées mécaniquement pour Rob-h12et numériquement pour Rob-
h16.

Le système est ainsi réduit à trois équations et trois inconnues pour nos
mains mécaniques. Sachant que notre approche consiste à aider à la concep-
tion et au dimensionnement de mains mécaniques dans le but de manipu-
ler un objet dynamiquement (qui est une approche hors ligne), notre choix
d’environnement logiciel s’est porté sur Matlab®. Le MGI est résolu avec la
fonction fsolve de ce logiciel.

2.4 calcul des efforts de contact

Chaque doigt impliqué dans une tâche de manipulation doit appliquer
une force envers l’objet de façon à provoquer le mouvement désiré de ce
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dernier. Dans notre problème de manipulation fine, plusieurs doigts in-
terviennent. Il faut qu’à chaque instant, le glissement et–ou la rupture de
contact soient évités. Il faut aussi que les forces provenant des doigts as-
surent le mouvement résultant souhaité de l’objet.

Les hypothèses considérées sont :

• les paramètres inertiels de l’objet sont pris en compte ;

• la manipulation de l’objet implique trois doigts ;

• l’objet est saisi avec l’extrémité des doigts ;

• les contacts sont supposés ponctuels avec frottement ;

• les efforts au niveau des points de contact sont unilatéraux et ne doivent
jamais être nuls.

La première étape pour calculer les efforts de contact consiste à écrire les
équations du Principe Fondamental de la Dynamique (PFD) appliquées à
l’objet en mouvement. Au centre de gravité G de l’objet :















3
∑

i=1

Fi = mobjet

(

ΓG,Rpaume −g
)

3
∑

i=1

GAi ∧ Fi = IG,objet

(

d
dtωobjet,Rpaume

)

Rpaume
.

Sous forme matricielle, le système précédent devient

f = W F , (1)

où f correspond au vecteur de dimensions 6× 1

f =





mobjet

(

ΓG,Rpaume −g
)

IG,objet

(

d
dtωobjet,Rpaume

)

Rpaume



 ;

la matrice 6× 9 W, appelée « matrice de prise » [58] :

W =

[

I3×3 I3×3 I3×3
A1 A2 A3

]

,

où I3×3 est la matrice identité de dimensions 3 × 3 et les matrices Ai
(i = 1, 2, 3) sont des matrices antisymétriques de dimensions 3× 3 contenant
les positions des points de contact pci des doigts sur l’objet :

Ai =









0 −Gpciz Gpciy

Gpciz 0 −Gpcix

−Gpciy Gpcix 0









.

Enfin, F est le vecteur 9 × 1 des efforts de serrage des trois doigts sur
l’objet :

F =
(

F1x F1y F1z F2x F2y F2z F3x F3y F3z
)T .
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Les composantes de ce vecteur sont les inconnues du problème de stabilité
dynamique. Rappelons que ces efforts doivent être appliqués sur l’objet de
telle sorte qu’il n’y ait ni glissement ni rupture de contact avec l’objet. Ces
conditions se traduisent respectivement par les contraintes suivantes :

FT
i Fi −

(

1+ µ2
)

(Fi ni)
2
6 0, i = 1, 2, 3 (2)

−FT
i ni 6 0, i = 1, 2, 3, (3)

où µ est le coefficient de frottement sec ; Fi et ni sont respectivement les
vecteurs des efforts de serrage et normal au point de contact pci.

Le vecteur F solution doit être déterminé afin de satisfaire les contraintes
précédentes. Cette solution n’étant pas unique, la problématique est de trou-
ver sa valeur de telle sorte qu’elle optimise une fonction objective. Une fonc-
tion qui minimise les efforts de serrage appliqués par les doigts à l’objet a
été choisie, elle représente la moyenne quadratique des efforts de serrage :

h(F) =
1

2
FTF .

Un algorithme de programmation quadratique sequentielle (Sequential
Quadratic Programming (SQP) en anglais). L’optimisation s’effectue d’une
manière itérative à partir d’une solution d’initialisation F0. À chaque itéra-
tion, c’est-à-dire pour un Fk donné, le gradient de la fonction est calculé,
ce qui entraîne une direction de recherche. Son hessien est estimé et mis
à jour à chaque itération à l’aide d’un algorithme de Quasi-Newton ustili-
sant les formules Broyden–Fletcher–Goldfarb–Shanno [18]. Un processus de
recherche linéaire intervient pour atteindre l’itération suivante. L’optimisa-
tion s’arrête lorsque les contraintes sont respectées et que le gradient est
suffisamment proche de zéro à une tolérance près fixée au départ.

L’inconvénient majeur de cette méthode est qu’une convergence globale
n’est pas obtenue. Le résultat de l’optimisation dépend beaucoup de la so-
lution d’initialisation. Dans notre cas, le problème est résolu par le fait que
l’algorithme de prise initiale procure justement une solution d’initialisation.
Cette méthode est implémentée dans la fonction fmincon de l’Optimisation
Toolbox de Matlab®que nous avons employée.

Pour éviter que la solution optimale comporte un effort nul, une contrainte
a été ajoutée au problème d’optimisation :

−‖Fi‖+ ǫ 6 0, i = 1, 2, 3 . (4)

Un effort de serrage minimal ǫ est ainsi imposé pour chaque doigt. En
résumé, notre problème d’optimisation s’articule ainsi :

min
F

1

2
FT F ,

sous les contraintes (1), (2), (3) et (4) :























W F = f

FT
i Fi −

(

1+ µ2
)

(Fi ni)
2

6 0

FT
i ni 6 0

−‖Fi‖+ ǫ 6 0 .
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2.5 calcul des couples actionneurs : modèle dynamique

Une fois que les efforts de serrage sont connus, il est possible de calculer
les couples actionneurs nécessaires à imposer à l’objet manipulé, le mouve-
ment dynamique désiré. Dans cette partie nous développerons le modèle
dynamique des doigts. Il dépendra des positions, vitesses et accélérations
articulaires, ainsi que des efforts en bout de doigt calculés selon la méthode
exposée dans la section précédente.

L’algorithme de planification d’une tâche de manipulation 2.2.1 procure,
pour chaque doigt, les valeurs des positions articulaires à la discrétisation
donnée par le modèle des petits déplacements. Chaque coordonnée articu-
laire qi est ensuite interpolée sur tout le mouvement par une spline cubique
à l’aide de la fonction spline de Matlab®. Les quatre coefficients de chaque
polynôme sont obtenus entre deux points de discrétisation. Les vitesses et
accélérations découlent ensuite par dérivation.

Le modèle dynamique présenté dans cette section, de Newton-Euler, est
formulé selon le processus de calcul de Luh, Walker et Paul [50].

2.5.1 Modèle dynamique d’un doigt

S0

S1

S2

S3

S4

O0 = O1

O2

O3

O4

bd

⎧

⎪

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎪

⎩

S4 = S4

S3 = S3 ∪S4

S2 = S2 ∪S3

S1 = S1 ∪S2

Figure 2: Chaîne cinématique ouverte d’un doigt de la main Rob-h12 à nq = 4 corps
segmentaires

Dans cette approche, nous cherchons à déterminer les efforts d’interaction

T (Si−1 → Si) ,

en appliquant le PFD aux sous chaînes distales

Si =

nq
⋃

k=i

Sk

successivement pour i décroissant de nq à 1. Soit :

Td(Si) = T (Fe → Si) , i = nq, · · · , 1 , (5)
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où Td(Si) et T (Fe → Si) sont respectivement le torseur dynamique de
Si et le torseur des efforts extérieurs appliqués à Si. Ce dernier torseur se
décompose comme :

T (Fe → Si) = T
(

FeS → Si
)

+T (Si−1 → Si) ,

où T
(

FeS → Si
)

est le torseur des efforts extérieurs appliqués à la chaîne

complète S =
nq
⋃

k=1

Sk agissant sur Si et T (Si−1 → Si) correspond au tor-

seur recherché.

Le torseur T
(

FeS → Si
)

se décompose également comme

T
(

FeS → Si
)

= T (Fg → Si) +T
(

S0 → Snq
)

,

où T (Fg → Si) est le torseur des efforts de gravité agissant sur Si et
T
(

S0 → Snq
)

est le torseur des efforts exercés par l’environnement sur
le solide en bout de doigt Snq . Dans notre cas de manipulation en bout des
doigts ce sont les efforts de serrage.

Compte tenu de la représentation donnée au torseur des efforts extérieurs,
l’égalité torsorielle (5) se dissocie sous la forme d’un système de deux équa-
tions vectorielles, les équations de la résultante dynamique et équations du
moment dynamique en Oi :

{

Ri = R (Si−1 → Si) = A (Si) −R
(

FeS → Si
)

Mi = M (Oi, Si−1 → Si) = δ (Oi,Si) −M
(

Oi, F
e
S → Si

)

,

où A (Si) et δ (Oi,Si) sont respectivement la résultante dynamique et le
moment dynamique en Oi de Si.

Si se décompose comme Si = Si ∪ Si+1. De cette dernière décomposi-
tion, nous obtenons pour chaque doigt la double récurrence :



























Rnq = mnq

(

ΓGnq ,R0 −g
)

− Fserrage

Mnq = δOnq∈Snq ,R0 −OnqGnq ∧mnqg−Onqpc ∧ Fserrage

Ri = Ri+1 +mi
(

ΓGi,R0 −g
)

Mi = Mi+1 + δOi∈Si,R0 −OiOi+1 ∧Ri+1 −OiGi ∧mig,

(6)

où R0 = Rdoigt est le repère de référence du doigt attaché à la paume.

Les moments Mi se décomposent sous la forme

Mi = τizi +Md
i , (7)

où τi est le couple actionneur exercé par Si−1 sur Si ; Md
i est le couple

dissipatif exercé par Si−1 sur Si, obéissant par exemple à une loi de type
frottement sec — amortissement visqueux linéaire telle que :

Md
i (q, q̇) = −Cfsigne (q̇i) zi −Cvq̇izi,

avec Cf un coefficient de frottement sec et Cv un coefficient de frottement
visqueux.
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2.5.2 Calcul des couples actionneurs d’un doigt

Les étapes du processus de calcul des couples actionneurs d’un doigt
seront présentées sous forme d’algorithme. Cet algorithme fait appel aux
grandeurs suivantes :

• mi : masse du solide Si ;

• OiGi : position du centre de gravité Gi du solide Si par rapport au
centre articulaire Oi exprimé dans la base du repère local Ri ;

• IGi,Si : matrice d’inertie du solide Si calculée en son centre de gravité
Gi ;

• qi : position articulaire du solide Si ;

• Fjserrage : effort de serrage exercé sur l’extrémité du doigt j.

2.5.2.1 Algorithme de calcul des couples actionneurs d’un doigt

Calculer successivement :

a. les MPH de Ri−1 à Ri

Ti−1 i =













cosqi − sinqi 0 di

cosαi sinqi cosαi cosqi − sinαi −ri sinαi
sinαi sinqi sinαi sinqi cosαi ri cosαi

0 0 0 1













où les termes ri, di et αi correspondent au paramétrage de Denavit-
Hartenberg modifié [41] ;

b. les MPH de R0 à Ri

T0 i = T01T12 · · ·Ti−1 i;

c. les vecteurs de rotation instantanée dans Ri

ωSi,R0 = Ai i−1ωSi−1,R0 + q̇izi,

où les matrices Ai−1 i sont les parties « rotation » des MPH Ti−1 i :

Ai−1 i =









cosqi − sinqi 0

cosαi sinqi cosαi cosqi − sinαi
sinαi sinqi sinαi sinqi cosαi









;

d. les vitesses de Gi dans Ri

vGi,R0 = Ai 0
d
dt

(OOi)R0 +ωSi,R0 ∧OiGi;

e. les accélérations des Gi dans Ri

ΓGi,R0 =
d
dt

(

vGi,R0
)

Ri
+ωSi,R0 ∧ vGi,R0 ;

f. les moments cinétiques en Gi dans Ri

σGi ∈Si,R0 = IGi,SiωSi,R0 ;
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g. les moments dynamiques en Gi dans Ri

δGi ∈Si,R0 =
d
dt

(

σGi ∈Si,R0
)

Ri
+ωSi,R0 ∧σGi ∈Si,R0 ;

h. les moments dynamiques en Oi dans Ri

δOi ∈Si,R0 = δGi ∈Si,R0 +OiGi ∧miΓGi,R0 ;

i. les couples actionneurs τi du doigt suivant l’axe de liaison zi selon
les équations récurrentes (6) et la relation (7). Fin d’algorithme.

Nous avons présenté les bases théoriques de notre planification d’une tâche
de manipulation dynamique dans ce chapitre. Le chapitre 5 exploitera ces no-
tions pour évaluer la possibilité de produire certaines tâches réalisées par
l’homme avec les mains robotiques existantes.





3A P P R O C H E B I O M É C A N I Q U E D E L A M A N I P U L AT I O N

3.1 état de l’art

3.1.1 Cinématique de la main humaine

Avant de concevoir une main mécanique anthropomorphe, une connais-
sance des aspects biologiques de la main humaine s’impose. La main hu-
maine compte vingt-sept segments osseux qui peuvent être répartis en six
groupes :

I. un groupe comprenant les huit os du poignet (ou carpe) permettant les
mouvements de flexion-extension et d’abduction-adduction de la main
à travers une relation interosseuse complexe ;

II. un groupe constitué par le pouce (deux phalanges et un os métacar-
pien) relié au poignet au niveau du trapèze ;

III. quatre autres groupes formant les « doigts longs » avec chacun trois pha-
langes et un os métacarpien contenu dans le corps de la paume.

Les os métacarpiens forment la paume et jouent un grand rôle dans le sou-
tien de la main entière.

Os du carpe

CMC

MCP

IPP

IPD

ST
TM

MCP

IPD

Auriculaire

Annulaire

Majeur

Index

Pouce

Figure 3: Complexe osseux de la main humaine et les différentes articulations des
doigts

La Figure 3 montre les différentes articulations des doigts. Une distinc-
tion est faite entre les doigts appelés « longs » et le pouce du fait que ce

19
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dernier possède une phalange de moins et surtout parce qu’il dispose d’une
plus grande mobilité que les autres doigts.

Tous les doigts longs possèdent une architecture articulaire semblable mu-
nie des articulations suivantes :

• une Carpo-métacarpienne (CMC) ;

• une Métacarpo-phalangienne (MCP) ;

• une Inter-phalangienne Proximale (IPP) ;

• une Inter-phalangienne Distale (IPD).

Le pouce est quant à lui munie des articulations suivantes :

• une Scaphoïdo-trapézoïdienne (ST) ;

• une Trapézo-métacarpienne (TM) ;

• une MCP ;

• une IPD.

La main est constituée principalement d’articulations trochléennes à 1 DDL

(IPP et IPD) dont la forme peut rappeler celle d’une poulie, ainsi que d’arti-
culations condyliennes à deux degrés de liberté en forme de selle (MCP). Le
pouce possède en outre les articulations ST et TM qui ne rentrent pas dans
ces catégories ; la première ne possède pas de DDL actif, mais elle admet le
mouvement de flexion du pouce vers l’intérieur de la main (abduction pal-
maire) par une translation de faible amplitude ; la seconde peut s’apparenter
à une rotule dont le mouvement axial est couplé aux autres rotations [40].

La cinématique de la main biologique ayant été établie, les différentes
tâches de préhension et de manipulation d’un objet réalisées par un humain
seront introduites.

3.1.2 Les tâches de préhension et de manipulation réalisées par l’humain

La réalisation d’une tâche de préhension est étroitement liée à la géomé-
trie de l’objet. La quasi-infinité de formes d’objets susceptibles d’être mani-
pulés par l’humain laisse à supposer qu’il existe un nombre identique de
prises associées. Le biologiste Bernard Campbell affirme que la main hu-
maine produit cinquante huit mouvements simples [13]. John Russell Napier
[55], qui a particulièrement étudié l’évolution de la main humaine, a défini
deux familles distinctes pour la saisie d’un objet par l’homme ou par une
main robotique : les prises de puissance appelées également « à pleine main »
et les prises de précision ou « fines » (voir Figure 4). Les premières sont carac-
térisées par de grandes surfaces de contact entre l’objet saisi, les surfaces des
doigts et la paume de la main. Elles n’autorisent pratiquement pas la mani-
pulation et sont associées à des prises où la stabilité et la sécurité sont des
critères dominants. Les secondes sont plutôt destinées à la manipulation fine
d’un objet en bout de doigts. Elles sont caractérisées par l’utilisation de la
phalange distale du pouce, en opposition avec un ou plusieurs autres doigts
(segment distal ou côté) ainsi qu’une implication minimale de la paume.
Elles sont utilisées lorsque la sensibilité et la dextérité sont prépondérantes.

Sur cette base, Cutkosky a classifié les prises selon la géométrie des ob-
jets manipulés et selon les tâches à réaliser [19, 20]. Dans [20], il présente
un organigramme arrangeant les prises selon la forme de l’objet manipulé :
objets circulaires d’une part et objets prismatiques d’autre part. On constate
que les objets dont la dimension et le poids sont importants font appel à
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Prise de puissance Prise de précision

Figure 4: Les deux familles de prises : prise de puissance et prise de précision

des prises de puissance, tandis que les objets de petites dimensions font
appel à des prises de précision où la dextérité augmente. Il ajoute aux ca-
ractéristiques le nombre de doigts en contact avec l’objet et leur répartition
sur celui-ci. Dans [19], il procure les différents éléments permettant de dé-
crire une configuration de saisie à travers la relation entre l’objet et la main
comme nous pouvons retrouver dans la littérature portant sur la synthèse
et l’évaluation des prises [57, 10, 9].

Toutes les prises décrites dans [20] peuvent se résumer à six prises de
référence [66, 72], montrées par la Figure 5.

Prise digitale Prise unguéale Prise latérale

Prise crochet Prise sphérique Prise anneau

Figure 5: Six principaux types de prises

Dans les tâches de préhension et de manipulation, il est possible de re-
marquer l’usage du doigt auriculaire. Il sert particulièrement :

• d’appui pour réaliser des tâches de dépose précise en réduisant la
chaîne cinématique mise en jeu [71] ;

• de verrou lors de prises délicates et potentiellement dangereuses ;

• de verrou pour les prises de force, en complément du pouce ;

• de point de prise lors de la saisie d’objets suffisamment volumineux ou
lourds pour impliquer la main entière [15].
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Nous nous intéressons seulement aux prises de précision pour la mani-
pulation fine, et pour les raisons énoncées ci-dessus, les mains de l’Institut
PPRIME ne comportent que quatre doigts : un pouce et trois doigts longs.

3.1.3 Dimensions de la main humaine

Terminons cette section par une étude des dimensions et proportions de la
main biologique. Dans [73], l’auteur s’appuie sur trois études anatomiques
[16, 2, 68] pour établir un modèle générique de la main humaine. Ainsi,
à partir d’une seule mesure anatomique de surface et de la longueur du
segment médian du majeur, un modèle complet de main est obtenu. Les
résultats sont présentés dans la Table 1 ; les segments sont représentés sur
la Figure 6.

O0 O1O2 O3 O4 O5 O6 O7

Figure 6: Chaîne cinématique d’un doigt long

Table 1: Rapport entre la taille du segment médian du majeur et les distances inter
axiales de chaque doigt

segment\doigt pouce index majeur annulaire auriculaire

O7O6 1,567 2,049 1,906 1,719 1,578

O6O4 1,134 1,489 1,683 1,563 1,254

O4O2 — 0,864 1,041 0,994 0,719

O2O0 0,974 0,757 0,798 0,778 0,698

Concernant la paume de la main, la position de son centre, sa longueur
ainsi que sa largeur sont exprimées également proportionnellement à la
taille du segment médian du majeur (voir Table 2).

Table 2: Rapport entre la taille du segment médian du ma-
jeur et les dimensions principales de la paume de
la main humaine

centre de la paume longueur largeur

2,804 6,571 3,000

3.2 analyse du mouvement et reconstruction 3d

L’analyse du mouvement trouve ses origines dans les techniques de la
photographie. Parmi les inventeurs de ce type de procédé se trouve Ead-
weard Muybridge. Ce photographe américain d’origine britannique, devint
célèbre lorsqu’il prouva en 1887 qu’un cheval au galop voyait ses quatre
pattes se décoller et se trouvait ainsi en suspension pendant un laps de
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temps. Pour le démontrer, il a utilisé douze appareils photographiques qu’il
a disposé le long d’une piste afin de prendre douze clichés à différents ins-
tants. Il a ainsi décomposé le mouvement du cheval au galop.

Aujourd’hui, les méthodes ont évolué et les outils d’analyse sont deve-
nus plus complexes. Mais il apparaît évident par cette anecdote que le but
primaire de ces techniques est de rendre à l’évidence un aspect particulier
d’un fait naturel. L’exemple du cheval au galop reste assez éloigné de nos
problématiques actuelles, mais les principes restent les mêmes.

Pour notre étude, l’objectif est d’extraire des grandeurs physiques qui
puissent s’introduire dans une stratégie de réalisation de tâches de mani-
pulation bio-inspirées par des mains mécaniques. En effet, les mains méca-
niques pour lesquelles toutes ces méthodes sont développées sont, par nature
architecturale, bio-inspirées.

Les mains mécaniques ont généralement une paume et des doigts compo-
sés de phalanges liées par des articulations, tout comme la main humaine.
Ces articulations admettent des DDL qui visent à s’apparenter à ceux de la
main biologique. L’architecture des mains mécaniques est donc vouée à évo-
luer de telle sorte qu’aucune distinction, au moins du point de vue de la
fonction, puisse être faite entre le mécanisme et le réel.

Les systèmes d’analyse de mouvement actuels sont regroupés en deux
grandes catégories : les systèmes optiques, et les systèmes non optiques.

3.2.1 Les systèmes d’analyse du mouvement optiques

Les systèmes optiques sont les moyens de capture et d’analyse du mouve-
ment les plus répandus. Pour cause, il permettent de s’intéresser à l’aspect
le plus évident pour l’œil : la cinématique du mouvement. Pour beaucoup
d’études, ce seul moyen suffit pour mettre en évidence une multitude d’as-
pects.

Les systèmes optiques à marqueurs passifs sont très répandus, ils per-
mettent de suivre des marqueurs réfléchissants par au moins deux camé-
ras. Chaque caméra projette une lumière hautement réfléchie par le mar-
queur dont le volume est bien défini. S’effectue ensuite une reconstruction
de chaque marqueur repéré, ce qui conduit à un suivi de sa position au
cours du temps. Des segments sont alors construits en créant des liaisons
cinématiques à l’aide de ces marqueurs. La masse des marqueurs étant négli-
geable, ils ne créent aucune gêne dans l’évolution des mouvements. Ce type
de système permet donc la liberté de mouvement au sujet étudié, ce qui lui
vaut son utilisation dans des grands espaces pour l’étude des mouvements
à grande amplitude.

Les systèmes optiques à marqueurs actifs sont composés d’un jeu de camé-
ras et de marqueurs équipés en diodes électroluminescentes. Ces capteurs
se différencient les uns des autres par les fréquences ou longueurs d’ondes
émises. Ce type d’équipement a l’avantage principal d’être généralement
plus précis que leurs homologues à capteurs passifs en termes de suivi de
position. Ils sont généralement plus robustes et le sujet peut s’éloigner des
caméras car la reconnaissance de volume est inexistante. En revanche, les
capteurs étant actifs, ils requièrent une alimentation électrique et par consé-
quent les marqueurs sont liés à l’alimentation par des fils électriques, gênant
ainsi les gestes du sujet.

Enfin, il existe des systèmes dépourvus de capteurs. Ces systèmes sont
beaucoup moins répandus, ils se trouvent principalement dans les labora-
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toires de recherche au stade de développement. Quelques systèmes tels que
4D View Solutions® développé par l’INRIA ainsi que le système Organic

Motion™, se commercialisent déjà et offrent des possibilités très intéres-
santes comme la liberté de mouvement totale dont peut jouir le sujet 1. Ces
systèmes reconstruisent le volume du sujet en constituant un maillage tridi-
mensionnel. La solution paraît donc alléchante.

3.2.2 Les systèmes d’analyse du mouvement non optiques

Les systèmes non optiques sont souvent composés de capteurs destinés
à mesurer une grandeur spécifique. Par opposition aux systèmes optiques,
ils ne sont pas forcément destinés à l’analyse cinématique du mouvement.
Par conséquent, ces systèmes peuvent s’utiliser en tant que complément
d’une méthode optique pour l’obtention d’une information particulière sup-
plémentaire.

Parmi ces systèmes se trouvent les capteurs de bas niveau comme par
exemple les accéléromètres et les gyromètres. Les accéléromètres sont des
dispositifs qui, fixés à un objet, permettent de mesurer les accélérations
linéaires suivant trois axes orthogonaux de l’objet. Les gyromètres fonc-
tionnent de manière similaire pour donner une information sur la vitesse
angulaire. Ces dispositifs ont un faible coût et peuvent être facilement em-
barqués sur les systèmes. De plus, il n’existe pas de problèmes particuliers
quant aux circonstances d’utilisation (pas de systèmes de caméras pour
suivre le mouvement, donc pas de problèmes d’occlusion optique). En re-
vanche, ces systèmes doivent être alimentés, comme les systèmes optiques
à marqueurs actifs. Il existe aussi des capteurs de bas niveau à l’analyse
dynamique du mouvement tels que les capteurs de force ou les capteurs de
couple.

Viennent ensuite des systèmes mécaniquement plus complexes comme les
exosquelettes. Ce sont des mécanismes polyarticulés qui s’attachent au sujet
humain formés par des segments rigides et reliés par des liaisons pivots.
Ils sont également équipés de capteurs de position (potentiomètres) passifs
ou encore de capteurs de couple au niveau des articulations. Ils épousent
les formes du corps humain et il en existent deux sortes. D’abord les exos-
quelettes passifs, qui rentrent dans cette catégorie des systèmes d’analyse
du mouvement, servent à enregistrer l’évolution angulaire des liaisons, des
couples articulaires ou encore des vitesses des rotation. Ils sont globalement
autonomes, mais malheureusement ils peuvent créer une gêne lors des mou-
vements, surtout lorsqu’un contact avec un autre objet a lieu. Mais encore,
leur architecture étant souvent inextensible, ils ne peuvent être utilisés par
deux sujets dont les dimensions corporelles varient beaucoup.

Il existe également des exosquelettes actifs. Ces derniers ne sont pas em-
ployés dans l’analyse du mouvement car leur fonctionnalité réside dans l’as-
sistance corporelle en soulageant les muscles du sujet. Ils servent donc à
augmenter les capacités motrices d’un humain et sont utiles par exemple
pour la rééducation fonctionnelle.

3.2.3 Protocole d’enregistrement d’une tâche de manipulation dextre

Notre site poitevin dispose d’un outil pour expertiser et analyser le geste
humain. Il s’agit d’un système de capture et d’analyse du mouvement op-

1. À condition de rester dans le champ de vision de la caméra.
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tique à capteurs passifs distribué par la société Vicon® (voir Figure 7). Il
offre la possibilité d’acquérir des vidéos à une fréquence maximale de 370

images par seconde avec une résolution de 2352× 1728 pixels.

Caméra T40 Situation Expérimentale

Figure 7: Système d’acquisition du mouvement multi caméras Vicon®

Le système d’acquisition traque les marqueurs réfléchissants éclairés par
des projecteurs à base de diodes électroluminescentes. Ces marqueurs sont
hémisphériques et pour notre étude, leurs dimensions sont de 5mm de dia-
mètre. Ils sont soigneusement collés à l’aide d’un adhésif adapté sur la main
de l’opérateur et sur l’objet comme le montre la Figure 8. Un modèle seg-
mentaire de la main est alors construit avec l’environnement logiciel Nexus

de Vicon® qui procure une visualisation.

Sujet équipé de capteurs Modèle virtuel 3D

Figure 8: Utilisation des capteurs passifs sur une main humaine et modèle virtuel
3D construit par le logiciel Nexus

Le modèle segmentaire se construit après « étiquetage » de chaque mar-
queur puis de création des segments. Des repères associés à chaque segment
doivent également être définis afin de calculer les angles intersegmentaires
en tenant compte des hypothèses suivantes :

• les centres de rotation se trouvent au niveau des marqueurs ;

• il existe 2 DDL au niveau des MCP : première flexion et abduction-adduction ;

• il existe 1 DDL au niveau de l’IPP : deuxième flexion ;

• il existe 1 DDL au niveau de l’IPD : troisième flexion ;

• cette configuration est utilisée aussi pour le pouce 2.

La Figure 9 montre, pour le doigt majeur, le choix de construction des re-
pères de chaque phalange. La procédure est la même pour les quatre doigts.
Ceci permet de calculer les angles au niveau des articulations. Pour celles
où un seul DDL est disponible, la procédure est assez simple. Les relations

2. Le pouce humain compte 5 DDL au total mais les pouces des mains mécaniques de notre
laboratoires possèdent 4 DDL.
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Figure 9: Repérage des marqueurs et repères des phalanges de la main

(8) et (9) procurent respectivement les angles intersegmentaires des IPP et
IPD :

qIPP = q3 = arccos (x2 · x1) (8)

qIPD = q4 = arccos (x3 · x2) (9)

Pour calculer les deux angles intersegmentaires au niveau des MCP, nous
projetons le vecteur x1 dans le repère de la paume de la main (x0,y0, z0).
La matrice

⎡

⎢

⎢

⎣

x1 · x0 y1 · x0 z1 · x0

x1 ·y0 y1 ·y0 z1 ·y0

x1 · z0 y1 · z0 z1 · z0

⎤

⎥

⎥

⎦

est à identifier avec la matrice de rotation entre le repère R0 associé à la
paume et le repère R2 associé à la phalange intermédiaire. Cette dernière
matrice dépend de l’agencement cinématique du doigt souhaité : première
flexion puis abduction-adduction ou abduction-adduction puis première
flexion. Les paramètres articulaires q1 et q2 sont ainsi obtenus.

Les résultats obtenus étant bruités, les données ont du être filtrées à l’aide
des fonctions butter pour la construction du filtre passe-bas et filtfilt

pour le filtrage de la série des données, de la signal processing toolbox

de Matlab®. La Figure 10 montre des résultats obtenus directement avec
le système de capture avant et après filtrage (filtre passe-bas (LPF) d’ordre 2

à une fréquence de 10Hz).

Les vitesses et accélérations articulaires sont obtenues par dérivation des
positions articulaires calculées ci-dessus.

La capture de mouvements de manipulation fine présentée dans ce cha-
pitre reste un travail sensible. En effet, la taille relativement petite de la main
humaine impose l’utilisation de petits marqueurs réfléchissants (5mm de
diamètre dans notre cas). L’installation de ces marqueurs sur la main peut
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Figure 10: Coordonnées articulaires d’un doigt en mouvement avant et après filtrage

s’avérer difficile et leur proximité relative peut dévoiler des problèmes d’oc-
cultation. Ce sont autant de facteurs qui nécessitent une bonne expérience
de l’outil.





4É TAT D E L’ A RT E N M AT I È R E D E M A I N S R O B O T I Q U E S
A N T R O P O M O R P H E S

Nous allons dans cette partie nous intéresser aux mains robotiques exis-
tantes, ainsi qu’aux préhenseurs polyarticulés à fort potentiel de dextérité.
On compte ainsi dans le monde environ une centaine de mains mécaniques
développées aussi bien par des industriels, que par des laboratoires acadé-
miques.

On peut classer ces mains en fonction du degré de sous-actionnement. Le
nombre d’actionneurs comparé au nombre d’articulations permettra en effet
d’évaluer la capacité d’une main à piloter indépendamment ses articulations.
Lorsque le nombre d’actionneurs est égal au nombre d’articulations, on qua-
lifie la main, de main complètement actionnée. Il en résulte généralement dans
ce cas des capacités qui dépassent la simple préhension tout-ou-rien d’un
objet.

La motivation principale de ces développements est qu’une main multi-
doigts ou une main polyarticulée peut offrir une solution intéressante en
termes de dextérité, de polyvalence, d’adaptation à la forme de l’objet. Ainsi
une main multi-doigts pourra exécuter la saisie d’objets variés, et pourra of-
frir des capacités en termes de manipulation dextre et de repositionnement
de l’objet dans la main.

4.1 les mains mécaniques à actionnement élevé et au design

antropomorphe

Les mains à actionnement élevé au design anthropomorphe présentent
un intérêt évident, dans la mesure où elles vont permettre d’envisager la
reproduction directe du comportement de la main humaine. Au vu de la
dextérité incomparable de la main humaine, le potentiel de dextérité de ces
mains robotiques est évidemment élevé.

Cette reproduction du mouvement humain pourra ainsi se faire de ma-
nière quasi-transparente. En effet si la main robotique et la main humaine
offrent une cinématique similaire :

• il devient aisé d’envisager une « recopie » du mouvement de la main
humaine à travers l’utilisation d’un gant de données ou exosquelette de
main dans un schéma télé-opéré ;

• il est également possible d’utiliser des techniques d’apprentissage à par-
tir de l’analyse du mouvement humain pour exploiter ensuite une main
robotique anthropomorphique.

Nous allons donc présenter ces mains notoirement connues au sein de la
communauté scientifique internationale.

4.1.1 La main Utah/Mit

La main de Jacobsen a été conçue et réalisée en 1986 grâce à une collabo-
ration entre l’Université d’Utah et le laboratoire d’intelligence artificielle du
Massachusetts Institute of Technology (MIT). Elle reste aujourd’hui une ré-
férence dans l’histoire de la manipulation dextre en robotique en raison de

29
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son caractère novateur à l’époque et de son design bio-inspiré. Cette main
à quatre doigts offre une configuration très anthropomorphique au niveau
de la cinématique des doigts ; chaque doigt possède ainsi quatre DDL cor-
respondant aux trois mouvements de flexion-extension et au mouvement
d’abduction-adduction présents sur la main humaine. La main est comman-
dée via une transmission par câbles comme le montre la Figure 11.

Main Utah/Mit Intégration sur bras manipulateur

Figure 11: La main Utah/Mit

Le modèle biologique sur lequel s’appuie la main de Jacobsen a prouvé
qu’un tel design était efficace pour les manipulations complexes [38].

L’actionnement des articulations de la main est réalisé grâce à des vérins
pneumatiques, via une transmission par tendons en polyéthylène haute ré-
sistance. Au final la main est actionnée par 32 actionneurs pneumatiques
permettant de piloter les 16 DDL via 32 tendons indépendants. La main est
donc totalement actionnée.

Cette main reste néanmoins pénalisée par des dimensions importantes,
un actionnement encombrant et complexe qui rend la main difficile à inté-
grer et à embarquer en tant qu’organe effecteur. Sur le plan expérimental,
la main a été exploitée pour réaliser des opérations de saisie, et quelques
manipulations en bout de doigt dans un contexte quasi-statique. L’actionne-
ment pneumatique pénalise par ailleurs la main sur le plan de la réalisation
de tâches de précision en bout de doigt.

4.1.2 La main du DLR

La main développée par le Deusches Zentrum für Luft Raumfahrt (DLR)
reste à ce jour l’une des mains robotiques les plus évoluées sur la scène inter-
nationale. La première version développée en 2000 a fait office de précurseur
en termes d’intégration en proposant l’une des premières mains totalement
actionnées à quatre doigts avec une motorisation intégrée dans la paume de
la main.

La nouvelle version de la main DLR [48] développée en 2008 a permis
une réduction importante des dimensions comme en atteste la Figure 12,
ainsi que l’implémentation d’un cinquième doigt. Elle reste caractérisée par
un design anthropomorphique et se compose de quatre doigts identiques
à 4 DDL chacun (3 mobilités actives et 1 mobilité passive). Un degré de
liberté supplémentaire dans la paume de la main à la base du pouce permet
théoriquement d’ajuster parfaitement une prise stable et une manipulation
dextre. Les deux premiers DDL de chaque doigt sont réalisés par une liaison
cardan alors que les deux autres sont couplés à l’aide d’un ressort. La main
du DLR dans sa deuxième version est donc sous-actionnée avec 15 DDL

actionnés pour un total de 20 articulations.
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Versions 2000 et 2008 Intégration sur le robot Justin

Figure 12: La main du DLR

Avec cette nouvelle version l’objectif était clairement d’exploiter la main
en l’embarquant sur un bras manipulateur. L’intégration de la main a ainsi
été réalisée avec succès en l’embarquant en tant qu’organe effecteur sur le ro-
bot Justin à l’extrémité d’un bras Kuka LWR. Néanmoins les dimensions de
la main du DLR restent éloignées des dimensions de la main humaine. De
nombreuses démonstrations ont permis de valoriser la main du DLR ; des
tâches de manipulation en bout de doigt en quasi-statique ont été proposées
et la plupart des expérimentations montrent des tâches de saisie ; dont cer-
taines concernent de la saisie dynamique. Le fort potentiel de dextérité de
cette main avec par exemple du repositionnement à l’intérieur de la main
reste donc à démontrer.

4.1.3 La main de la Shadow Robot Company

La main de Shadow est probablement la main robotique au design an-
thropomorphe le plus abouti. Elle est commercialisée par la société anglaise
Shadow Robot Company en deux versions, la C5 actionnée par des vérins
pneumatiques et la C6M actionnée par des moteurs électriques. La main
compte cinq doigts et possède 20 DDL actionnés et 4 DDL couplés, pour un
total de 24 articulations. Ainsi même si l’actionnement n’est pas complet, le
degré de sous-actionnement est faible. Les amplitudes de mouvement sont
très proches des amplitudes de la main humaine.

Ces mains permettent de saisir des objets extrêmement variés en termes
de taille et de dimension. En ce qui concerne la manipulation, les action-
neurs pneumatiques de la main C5 fournissent des vitesses considérables,
toutefois la précision en position reste inférieure à la précision d’une main
actionnée électriquement. Une autre difficulté pour la manipulation des ob-
jets avec cette main, dans sa version « actionnement pneumatique » reste liée
à la modélisation difficile des muscles artificiels au niveau du contrôleur de
la main [6, 64].

Avec le projet européen Handle, la société Shadow Robot Company a
mis en situation sa main C6M, c’est-à- dire sa main basée sur un actionne-
ment électrique (cf. Figure 13). Les partenaires impliqués ont permis l’inté-
gration d’un certain nombre de composants propres à la perception autour
de cette main embarquée à l’extrémité d’un bras manipulateur (voir Figure

13) : vision exploitant une caméra Kinect et la librairie OpenNI, capteur tac-
tile 6 composantes à l’extrémité de chaque doigt ; pour autant les vidéos de
manipulation proposées ne permettent pas de conclure sur une avancée im-
portante en termes de dextérité de la main, les expérimentations en saisie et
en manipulation proposées concernent des tâches relativement simples réa-



32 état de l’art en matière de mains robotiques antropomorphes

Modèle C5 Modèle C6

Main humaine et main Shadow Projet Handle

Figure 13: La main de Shadow C5 et C6M

lisées en schéma « quasi-statique » ou bien une reproduction de mouvement
de main humaine via un gant de données. Cette main n’a pas été exploitée
dans un contexte de saisie ou de manipulation dynamique.

4.1.4 La main Gifu-III

La main Gifu-III développée à l’Université de Gifu au Japon en 2001

offre un design anthropomorphe, un poids plume de 1,4 kg motorisation
comprise et des dimensions réduites avec un facteur 1,3 par rapport à la
taille de la main humaine. Le pouce possède 4 DDL actionnés, les quatre
autres doigts possèdent 4 DDL dont 3 sont actionnés. Avec 20 articulations
et 16 actionneurs, le degré d’actionnement de la main Gifu-III reste élevé.

Figure 14: La main Gifu-III

Cette main offre avec un tel actionnement et sa cinématique anthropo-
morphe un fort potentiel de dextérité. Les démonstrations proposées montrent
des opérations de saisie (voir Figure 14). L’état de l’art n’a pas permis de
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mettre en avant des expérimentations de manipulation complexes avec repo-
sitionnement à l’intérieur de la main, ni d’opérations de saisie dynamique.

En l’occurrence, une publication [76] présente une manipulation de l’objet
saisi avec une translation de l’objet saisi : 3cm de déplacement réalisés en
0,3 s. Le déplacement de l’objet est suivi par un système Optotrak. Même
si la dynamique reste faible, cet exemple de tâche simple permet d’illus-
trer la difficulté pour une main robotique avancée de reproduire ce type de
mouvement fin en bout de doigt.

Des expérimentations montrent par ailleurs la main en situation de télé-
opération avec l’utilisation d’un gant de données sans objet saisi ; la main y
reproduit en temps réel les mouvements de l’opérateur humain.

4.1.5 La main Naist

La main Naist est la dernière main présentée au sein de cette rubrique.
Elle a été développée au Japon à l’Institut NARA et achevée en 2007. Le but
était de conduire des recherches en manipulation dextre en exploitant des
informations tactiles, ainsi que la programmation par démonstration de l’hu-
main [42]. La main possède quatre doigts, et chaque doigt est doté de 4 DDL

dont 3 sont actionnés ; soit un total de 16 DDL pour l’ensemble de la main.
Le poids et les dimensions de cette main sont loin d’être anthropomorphes
comme en attestent les photos de la Figure 15.

Main NAIST Reproduction de mouvements humains

Figure 15: La main Naist

On constate après ce tour d’horizon des mains dextres au design anthro-
pomorphe, que les expérimentations probantes avec un niveau de dextérité
élevé sont rares. Ces mains réalisent pour la plupart de la saisie d’objets de
formes variées et ont ainsi démontré la capacité de ces mains à s’adapter à
tous types d’objets néanmoins rigides pour la plupart.

En ce qui concerne la manipulation d’objets en bout de doigt, les démons-
trations proposées exploitent pour beaucoup un schéma télé-opéré avec un
gant de données. Les expérimentations où la main manipule un objet saisi
de manière autonome à l’intérieur de la main avec du repositionnement et
une planification préalable sont très rares comme nous avons pu le constater
à travers les quelques exemples précédents les plus aboutis ; nous présente-
rons à ce sujet des résultats issus des travaux de l’équipe RoBioSS lors de la
présentation des mains robotiques développées au sein de l’institut PPRIME.
Le potentiel de dextérité qui devrait conduire avec ces mains au design an-
thropomorphe à imiter et reproduire la main humaine reste donc un enjeu
certain mais loin d’être atteint pour les chercheurs du domaine.
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4.2 les mains dextres à dynamique élevée et résistantes aux

chocs

Nous souhaitons dans le cadre des travaux de ce mémoire, explorer la
capacité des mains robotiques et des préhenseurs à réaliser de la saisie dy-
namique, voire de la manipulation dynamique. Il était donc important de
présenter quelques développements notoires dans ce domaine où peu de
résultats existent. Nous présenterons ainsi deux types de mains, une main
dont le design et le contrôle ont été pensés pour la réalisation de tâches de
manipulation où la dynamique de l’objet est élevée d’une part, et une main
dont la conception a été pensée pour permettre une interaction dynamique
avec l’environnement d’autre part, c’est le cas des mains robustes, c’est-à-
dire résistantes aux chocs et en particulier capables de saisir une balle au
vol.

4.2.1 Main UT/HDS

La main mécanique UT/HDS est développée par l’Université de Tokyo.
Avec son poids réduit de 0,8kg et un actionnement intégré à la base des
doigts, elle offre une dynamique inégalée à ce jour sur la scène internatio-
nale. Elle est ainsi capable d’attraper une balle qui tombe avec une vitesse de
4m.s−1 en moins de 0,01s, ainsi les vitesses articulaires peuvent atteindre
1800◦.s−1 . La force appliquée par l’extrémité d’un doigt est de l’ordre de
28N.

La main possède trois doigts et un actionnement complet avec 8 DDL pi-
lotés par 8 actionneurs (voir Figure 16). La particularité de cette main est
d’intégrer au niveau de l’actionnement la dernière technologie d’actionneur
miniature développée par Harmonic Drive®.

Figure 16: La main UT/HDS

Le point fort de ce développement est le couplage d’un système de vision
avec un calculateur parallèle appelé Column-Parallel High Speed Vision
System (CPV) offrant une grande vitesse de traitement d’image de l’ordre
d’1ms pour le repérage d’un objet dans l’espace [54]. Forte de ce contrôle vi-
suel, les démonstrations de manipulation produites sont impressionnantes
en termes de vitesse de l’objet. En l’occurrence, le nombre de doigts de la
main empêche d’envisager du repositionnement et/ou une réorientation de
l’objet saisi à l’intérieur de la main.
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4.2.2 La main « super robuste » du DLR

Le DLR a développé récemment une main capable de résister à ces col-
lisions avec des objets rigides ainsi qu’à des chocs sans craindre aucune
altération de la mécanique de la main. La robustesse de la main a été placée
au cœur de la problématique de conception. Cette main aurait pu égale-
ment figurer parmi les mains dextres au design anthropomorphe ; cepen-
dant elle offre des performances dynamiques avec des vitesses articulaires
qui peuvent atteindre 2000◦.s−1 lorsque les ressorts sous tension libèrent
leur énergie après un impact. A la différence de la main UT/HDS (cf. 4.2.1),
ces vitesses articulaires ne sont pas obtenues pour un pilotage des articula-
tions en position ; dans ce mode, la vitesse articulaire de la main n’excède
pas 500◦.s−1 .

Main « super robuste » Majeur de la main

Figure 17: La main « super robuste » du DLR

La main développée possède avec ses cinq doigts une forme et des di-
mensions anthropomorphes. Les cinq doigts avec un total de 19 DDL sont
actionnés via 38 tendons connectés chacun à un actionneur. Le pilotage des
38 actionneurs permet ainsi de contrôler en permanence la raideur des ten-
dons et ainsi d’absorber des chocs importants ; la main a ainsi été soumise
à des coups répétés 1 alors qu’elle était sous contrôle de position.

Les extrémités des doigts sont ainsi capables d’exercer un effort de plus
de 30 N, ce qui fait de cette main l’une des mains robotiques les plus puis-
santes. La main a ainsi été pensée pour la robotique de service ; la main
précédemment développée par le DLR (cf. 4.1.2) avec une transmission ri-
gide et embarquée sur le robot Justin ne permettait pas ou peu d’envisager
la saisie d’une balle au vol en raison de l’impact produit au moment de la
saisie.

Un actionnement antagoniste est donc mis en œuvre avec cette main via
deux tendons pour piloter une articulation. Chaque tendon est couplé à
un actionneur. Lorsque les deux actionneurs tournent dans le même sens,
cela implique naturellement un mouvement de l’articulation ; lorsque les
deux actionneurs tournent dans le sens contraire, la raideur de l’articulation
est modifiée. Il devient donc possible de manipuler un objet finement en
travaillant avec une raideur élevée ; et de la même façon en diminuant la

1. Il s’agit de coups avec un marteau pesant 500 grammes.
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raideur, il devient possible d’absorber l’énergie propre à un choc ou à une
saisie dynamique. Il est à noter que cette main reste une main d’exception
avec un coût estimé de commercialisation de l’ordre de 100 000 €.

4.2.3 Conclusion

Les mains présentées ici ont permis de réaliser un rapide tour d’horizon
des enjeux et limitations liées à l’exploitation de ces mains dédiées à la fois
à la saisie adaptative et à la manipulation dextre.

Nous avons exclu certaines catégories de mains et/ou préhenseurs de
cette présentation tels que les préhenseurs à trois doigts pour réaliser de
la saisie adaptative (main Barrett), les préhenseurs robustes résistants aux
chocs (main iRobot) ou encore les prothèses au design anthropomorphe qui
proposent une quinzaine de configurations de prise possibles (main BeBio-
nic, main i-Limb) (cf. Figure 18). Ces catégories de main n’offrent pas la
possibilité de manipuler un objet saisi en bout de doigt.

Même si ces mains sont dignes d’intérêt, elles restent donc éloignées de
nos objectifs qui visent à mettre en œuvre une stratégie pour la reproduction
de la dextérité de la main humaine aussi bien pour de la saisie que pour de
la manipulation.

Main BeBionic 3 Main i-Limb

Main Barret Main iRobot–DARPA

Figure 18: Des préhenseurs spécifiques

Les travaux récents ont ainsi fait apparaitre de nouveaux types de préhen-
seurs et/ou de mains plus robustes, telle la main du DLR « super robuste ».
Cette main ouvre des possibilités d’interaction avec l’environnement inté-
ressantes, avec la possibilité d’attraper une balle au vol avec une énergie
cinétique importante.

Nous allons dans ce contexte nous attacher à apporter une contribution
dans la conception de mains robotiques aptes à répondre à ces exigences
en saisie et en manipulation dextre dans un contexte dynamique, en s’ins-
pirant du modèle humain qui reste inégalé en termes de dextérité. Pour
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mener à bien ce travail, nous nous appuierons en premier lieu sur les mains
robotiques dextres développées au sein l’équipe RoBioSS.

4.3 les mains robotiques de l’institut pprime

L’activité recherche en manipulation dextre a débuté au début des années
90 à Poitiers. Elle a conduit en 1996 à la conception d’une main robotique à
quatre doigts totalement actionnée à seize articulations. Cette main a évolué
en 2009 dans le cadre du projet Agence Nationale de la Recherche (ANR)
ABILIS. Parallèlement à ce travail, une main à quatre doigts et douze action-
neurs plus compacte a également été réalisée.

Avec le projet ANR ABILIS, un certain nombre d’approches pour la saisie
et la manipulation dextre ont été évaluées et valorisées avec ces dispositifs
expérimentaux ; une main de nouvelle génération avec un actionnement à
haut rendement a ainsi été conçue avec le Commissariat à l’Énergie Ato-
mique (CEA).

L’équipe a donc développé et contribué au développement de trois mains
dédiées à la manipulation dextre. Forte de cette expérience, elle souhaite au-
jourd’hui continuer ces développements et mettre ces mains en situation
dans un contexte robotique collaboratif. Nous allons donc présenter ces
mains avant de les utiliser dans notre approche où nous souhaitons confron-
ter ces mains à la reproduction de mouvements dextres produits par la main
humaine.

4.3.1 La main robotique à quatre doigts et seize articulations Rob-h16

4.3.1.1 Les caractéristiques de la main

La main robotique à quatre doigts et seize articulations actionnées dé-
veloppée en 1996 (cf. Figure 19) a été largement inspirée par le modèle
humain ; ainsi la cinématique retenue avec quatre articulations par doigt
(trois pour le mouvement de flexion-extension, une pour le mouvement
d’abduction-adduction), les dimensions et l’implantation des doigts sont si-
milaires à celles de la main humaine. Elle reste à ce jour la main la plus
aboutie développée au laboratoire. Une évolution de cette main devrait voir
le jour à la fin de l’année 2013.

Figure 19: La main à quatre doigts et seize actionneurs Rob-h16

Un cinquième doigt manque cependant à la main pour satisfaire un an-
thropomorphisme plus avancé. Le choix de développer une main à quatre
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doigts a été dicté par la volonté de pouvoir repositionner les doigts sur l’ob-
jet saisi durant une tâche de manipulation pour réaliser d’une part des mou-
vements de grande amplitude sans effectuer d’opération de dépose-reprise
de l’objet, et d’autre part de produire des réorientations de l’objet saisi.

q∗

q

Transmission élastique

Moteur

Poulie motrice

Poulie réceptrice

Articulation

Phalange

Figure 20: Schéma de la transmission de la main Rob-h16

Un autre point important mérite d’être souligné concernant la conception
de cette main ; il s’agit de la transmission retenue qui repose sur l’utilisation
de câbles. En effet deux câbles permettent la transmission du mouvement
entre le moteur et l’articulation (cf. Figure 20) ; soit un total de 32 câbles
de transmission pour l’ensemble de la main. On peut évidemment effectuer
l’analogie avec les tendons propres à la main humaine et à son actionne-
ment antagoniste. Ces caractéristiques conceptuelles ont ainsi intéressé les
partenaires spécialistes en neurosciences dans le cadre du projet ANR ABILIS.
Sur ces bases, une stratégie de commande bio-inspirée pour la saisie a été
mise en œuvre.

4.3.2 Les expérimentations conduites

La main robotique polyarticulée développée est une main particulière-
ment avancée sur la scène internationale ; elle reste unique sur la scène na-
tionale et a été citée à ce titre parmi les cent faits marquants du CNRS.

Les travaux conduits en manipulation dextre ont permis de développer
une stratégie complète dédiée à la manipulation dextre en quasi-statique
[23, 31]. Une partie des composants de cette stratégie a ainsi été citée au
sein du chapitre 2 de ce mémoire.

La stratégie proposée permet ainsi de résoudre les étapes suivantes du
processus permettant la réalisation d’une tâche de manipulation dextre :

• synthèse d’une prise optimale d’un objet en bout de doigt ;

• résolution de la stabilité de l’objet saisi en temps réel : calcul en ligne
des efforts de serrage ;

• planification du mouvement des doigts pour réaliser le mouvement sou-
haité de l’objet préalablement saisi ;

• repositionnement des doigts sur l’objet en cours de manipulation pour
assurer la continuité de la tâche et ainsi produire des mouvements de
grande amplitude.

Pour illustrer cette stratégie, nous présentons ci-après quelques résultats
significatifs qui ont permis de valoriser expérimentalement ces approches
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avec la main à seize actionneurs. Il est important de noter que dans le cadre
du projet ANR ABILIS (contint 2009–2012), la main a été installée en tant
qu’organe effecteur à l’extrémité d’un bras manipulateur industriel.

4.3.2.1 Synthèse de prise

Le processus de synthèse de prise mis en œuvre offre la possibilité de
synthétiser une prise de type « force-closure » [47], c’est-à-dire apte à résis-
ter à des efforts arbitraires, optimisée d’un objet en prenant en compte des
critères tels que la minimisation des efforts de serrage, la manipulabilité,
l’éloignement par rapport aux limites articulaires. Cette synthèse de prise
qui repose sur un processus d’optimisation basé sur les AG permet de ré-
soudre le problème du « grasp », c’est-à-dire de la saisie. Le problème de
résolution du « reach », c’est-à-dire de configuration du bras, est quant à
lui résolu en exploitant deux types d’approches : une approche bio-inspirée
[74] ou encore une approche par systèmes experts [22].

Saisie d’une balle Saisie d’une ampoule

Saisi d’une bouteille Saisie d’une boîte d’allumettes

Figure 21: Exemples de synthèse de prise en bout de doigt

La Figure 21 illustre ainsi plusieurs configurations de prise synthétisées
en exploitant cette approche. Lors de ces opérations de saisie, la stabilité de
la prise est obtenue par un calcul des efforts de serrage en ligne. La Figure

22 montre une configuration complète du système bras + main pour saisir un
objet placé dans l’espace de travail du bras manipulateur. Dans cet exemple,
une approche mixte a été employée. Cette méthode emprunte des stratégies
issues des neurosciences pour la partie « reach ».

4.3.2.2 Planification d’une tâche de manipulation

Une fois l’objet saisi, la manipulation de l’objet à l’intérieur de la main
peut débuter. Il s’agit de manipulation en bout de doigt. En fonction de
l’amplitude souhaitée du mouvement de l’objet, le repositionnement des
doigts sur l’objet pourra être mis en œuvre. En effet, si une collision entre
les doigts/l’objet apparaît ou si une limite articulaire est atteinte durant
la réalisation de la tâche de manipulation, il est nécessaire de reconfigurer
successivement les doigts sur l’objet pour sortir de cette situation de blocage
afin de poursuivre la manipulation.
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Figure 22: Prise d’un objet sphérique en utilisant l’approche mixte

La réalisation d’une tâche de manipulation avec repositionnement est
illustrée sur la Figure 23. Les étapes 1 à 3 concerne la saisie de l’ampoule et
le début de la manipulation. A l’étape 4, après un mouvement de rotation
de l’ampoule exploitant le roulement sans glissement des doigts sur l’objet,
la main est en situation de limite articulaire ; il est donc nécessaire de recon-
figurer les doigts sur l’objet tout en conservant la stabilité de celui-ci au sein
du préhenseur. Les étapes 5 à 13 montrent le repositionnement successif des
doigts sur l’objet pour sortir de cette situation de blocage et atteindre une
nouvelle prise synthétisée en exploitant le processus de synthèse de prise
basé sur une optimisation par AG. Les étapes 14 et 15 montrent l’achève-
ment de la manipulation souhaitée avec la lampe qui s’allume.

1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

13 14 15 16

Figure 23: Mouvement de vissage d’une ampoule : étapes de la manipulation
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4.3.3 Main robotique intégrée à quatre doigts et douze actionneurs Rob-h12

Les dimensions importantes de l’avant-bras de la main à 16 actionneurs
étant importantes, les chercheurs de l’équipe ont été conduits à s’intéresser
à la conception d’une main mécanique plus compacte. Une solution à quatre
doigts et douze actionneurs intégrés dans la main (voir Figure 24) a alors
été explorée. Le design a été largement inspiré par celui de Rob-h16. Ainsi
la main est composée de quatre doigts et chaque doigt possède trois articu-
lations pour les mouvements de flexion-extension et une articulation pour
l’abduction-adduction. La cinématique des doigts est la même que celle des
doigts longs (index, majeur, annulaire) de Rob-h16.

Figure 24: La main compacte à douze actionneurs et seize articulations Rob-h12

La transmission du mouvement est une transmission par câbles en acier
recouverts d’un film en Téflon. Le principe de la transmission est illustré par
la Figure 25. On observe la poulie motrice relative à l’axe moteur d’une part,
et la poulie réceptrice relative à l’articulation d’autre part. L’intérêt de cette
configuration de la transmission est que la tension du câble est identique
quel que soit le mouvement (flexion ou extension) ; en effet pour Rob-h16 la
conception de la transmission impliquait la mise sous tension préalable de
deux câbles (cf. Figure 25).

Fil

Blocage

Poulie motrice Poulie réceptrice
Nœud

Fil

Poulie motrice Poulie réceptrice

Transmission de Rob-h12 Transmission de Rob-h16

Figure 25: Transmission des mains RoBioSS

Afin de pouvoir intégrer la motorisation sous la paume et dans les doigts
de la main, les choix technologiques ont orienté les solutions vers un cou-
plage mécanique entre deux articulations sur chaque doigt. Le nombre de
motorisations est ainsi diminué, avec un moteur en moins par doigt, par rap-
port à Rob-h16. Ainsi le mouvement de la phalange distale (repéré par le
paramètre articulaire q4) est couplé mécaniquement avec le mouvement de
la phalange intermédiaire (repéré par le paramètre articulaire q3). La rela-
tion de couplage retenue est la relation de couplage qui existe naturellement
chez l’homme entre ces deux phalanges ; elle est par ailleurs utilisée pour le
calcul du modèle géométrique inverse des doigts de la main Rob-h16 (voir
2.3).

Il en résulte la relation suivante entre q3 paramètre de l’IPP et q4 para-
mètre de l’IPD :



42 état de l’art en matière de mains robotiques antropomorphes

q4 =
2

3
q3

La motorisation est partiellement intégrée sous la paume de la main. Les
douze moteurs retenus sont des moteurs à courant continu équipés de ré-
ducteurs planétaires et de codeurs incrémentaux. La phalange proximale de
chaque doigt intègre un actionneur. Cet actionneur permet de piloter l’axe
relatif à la phalange intermédiaire et donc également la phalange distale.
Les huit autres actionneurs sont positionnés sous la paume et pilotent les
articulations via la transmission par câbles.

La dernière main que nous présentons dans ce mémoire est la main déve-
loppée dans le cadre du projet ANR ABILIS.

4.3.4 La main ABILIS

Dans la cadre du projet ANR ABILIS, les partenaires réunis souhaitaient
concevoir une nouvelle main optimal-actionnée, plus intégrée, moins coû-
teuse en énergie et plus légère que les mains existantes en associant de ma-
nière judicieuse des technologies mécaniques innovantes et adaptées. L’ob-
jectif étant de pouvoir réaliser avec cette main aussi bien des tâches de saisie
d’objets en bout de doigts ou empaumés que des tâches de manipulation
fine en bout de doigts.

Les caractéristiques principales retenues pour cette nouvelle main sont
les suivantes : elle possède 16 DDL, l’implantation des doigts et du pouce
sont anthropomorphes, les doigts sont capables d’exercer un effort normal
de 300g et le pouce un effort de 900g. Il était également important que l’en-
combrement de la main soit le plus petit possible et semblable à celui de la
main humaine (échelle 1,2). Les besoins exprimés en termes de manipula-
tion ont conduit à baser la conception sur l’implantation d’actionneurs de
type vérins à câbles et sur des architectures flexibles qui présentent des ca-
ractéristiques intéressantes du point de vue de la fidélité de transmission,
de la capture de l’effort, de l’encombrement et des jeux mécaniques.

En ce qui concerne l’actionnement, les mouvements de flexion/extension
sont actionnés par le vérin à câble et le mouvement d’abduction/adduction
est quant à lui mû par un mécanisme irréversible (moins contraignant en
termes de performance et d’encombrement). La Figure 26 montre le pro-
totype d’un doigt. Au final, la main réalisée (cf. Figure 26) se compose de
3 doigts à 4 DDL (dont trois sont actionnés) tous semblables au prototype
présenté par la Figure 26, et d’un pouce à 4 DDL.

Pour exploiter la main et procéder à son évaluation, les algorithmes de
synthèse de prise ont permis de générer des prises bio-inspirées sur une
plateforme constituée de la main ABILIS et d’un robot manipulateur Epson

6 axes. A titre d’exemple, la Figure 27 illustre la saisie d’une bouteille pour
effectuer le remplissage d’un verre.

4.3.5 Conclusion

Ces mains ont été conçues pour réaliser d’une part des tâches de saisie
pour des objets variés, et d’autre part pour réaliser des tâches de manipula-
tion dans un cadre quasi-statique. Leur design et leur conception respective
ont été inspirées par le design de la main humaine, les configurations de
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Prototype d’un doigt Main complète

Figure 26: La main ABILIS

Figure 27: Remplissage d’un verre à l’aide d’une bouteille d’eau

prise caractéristiques (cf. Figure 28) ont été évaluées. Pour autant, la repro-
duction de mouvements de manipulation dextre de la main humaine n’a
pas été intégrée dans la démarche initiale de conception.

« Pince » entre pouce et

index

Course d’opposition

maximale du pouce

Petite course du pouce :
Abduction-Adduction

Radiale

Figure 28: Postures caractéristiques de la main humaine
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Nous nous proposons ainsi dans la partie qui suit de confronter ces mains
à des expérimentations produites au préalable par un opérateur humain.
Pour réaliser ces expérimentations, il est en premier lieu nécessaire de dis-
poser du modèle que constitue le mouvement de la main humaine. Nous
nous appuierons ainsi dans cette démarche, sur une première étape propre
à l’analyse du mouvement humain et à son acquisition.



5É VA L U AT I O N D E L A C A PA C I T É D E S M A I N S
R O B O T I Q U E S À R E P R O D U I R E D E M O U V E M E N T S
H U M A I N S D E M A N I P U L AT I O N

Le travail présenté dans les pages suivantes s’inscrit dans le contexte du
développement de mains mécaniques anthropomorphes. Ces préhenseurs
sont destinés à évoluer dans un environnement humain. Dès lors, une ro-
bustesse accrue ainsi qu’un rapprochement de la main humaine 1 sont visés.
La main humaine est communément vue comme l’organe externe le plus
complexe du corps humain et c’est le seul préhenseur universel présent
dans la nature. La reproduire mécaniquement est tout simplement impos-
sible à cause des limites techniques actuelles. Pour cette raison, des choix
pertinents en matière d’aspects conceptuels doivent être pris en fonction
des tâches principales visées. Les préoccupations de notre équipe se situent
au niveau de la manipulation fine en bout de doigts.

Le travail proposé vise ainsi à assister la conception de mains mécaniques
bio-inspirées. Il s’agit ainsi de permettre le développement de mains robo-
tiques capables de manipuler des objets en faisant appel à des mouvements
qui requièrent une dynamique élevée.

Par conséquent, les tâches de manipulation dextre étudiées seront essen-
tiellement celles qui demandent des grandes variations de vitesse lors des
mouvements. Comme tout travail comportant une composante d’analyse du
mouvement, notre méthode est dépendante de la tâche visée. Néanmoins,
elle peut être adaptée à n’importe quelle tâche de manipulation sous ré-
serve de disposer d’un dispositif d’analyse optique dont la fréquence soit
compatible avec la dynamique de la tâche observée.

De manière générale, le but de la capture et de l’analyse du mouvement
est d’extraire des informations sur les mouvements du sujet réalisant une
tâche donnée. Le sujet visé pourra dans notre cas aussi bien concerner un
humain, qu’un système robotique.

Comme nous l’avons vu dans les paragraphes précédents, notre labora-
toire dispose de mains robotiques capables de saisir des objets, ou encore de
les manipuler avec une approche quasi-statique. Dans ce contexte, il s’agit
donc de manipulation fine en bout de doigt avec une dynamique quasi-
inexistante.

Dès lors que l’on souhaite saisir un objet au vol, ou encore manipuler des
objets avec une dynamique plus importante, il devient important d’intégrer
cette dynamique dans la démarche de conception afin d’optimiser la main
en vue de la réalisation de ce type de tâche.

Nous nous proposons donc en nous appuyant sur les mains mécaniques
existantes au laboratoire d’effectuer des simulations avec ces dispositifs afin
de détecter leurs limitations actuelles par rapport à des tâches cibles avec
une dynamique importante.

L’objectif est de pouvoir ensuite exploiter cette approche d’une part, pour
évaluer des cinématiques de main en fonction d’une tâche cible à réaliser,
et d’autre part pour en déduire des règles, des heuristiques pour assister le
concepteur dans sa démarche.

1. Tant du point de vue architecturale que du point de vue de la puissance.
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Dans un premier temps, nous nous appuierons sur l’analyse d’une tâche
de référence avec une dynamique élevée produite par la main humaine.
Pour cela, nous utiliserons le système de capture du mouvement optique Vi-
con® dont dispose le laboratoire. Dans un second temps, nous étudierons la
possibilité de reproduire cette tâche de référence avec une main robotique.

Les résultats obtenus seront discutés et des perspectives d’exploitation de
ces résultats seront proposées.

5.1 la capture et l’analyse du mouvement au service du dé-
veloppement de mains robotiques

Il était important dans notre démarche de nous appuyer sur une tâche de
référence avec une dynamique importante. Pour répondre à cet enjeu, nous
avons choisi de nous focaliser sur une tâche. La tâche choisie est la mise
en rotation rapide d’une balle de tennis autour de l’axe vertical par rapport
au sol. C’est un mouvement qui exige de hautes vitesses articulaires des
doigts et qui impose d’utiliser au moins trois doigts. C’est également un
mouvement qui rentre dans le cadre des manipulations fines en bout de
doigts.

La disposition initiale du mouvement est montrée sur la Figure 29 ; sont
également représentés les marqueurs disposés sur la main du sujet ainsi
que sur la balle de tennis. Ce schéma montre la disposition de la main par
rapport à la balle. La balle de tennis (64mm de diamètre, 59g) est tenue à
l’extrémité de trois doigts d’une main droite (pouce, index et majeur) qui
entraînent la balle en rotation autour de l’axe vertical dans le sens horaire.

Marqueurs
Segments

Balle

Figure 29: Mise en rotation rapide d’une balle de tennis : positionnement des mar-
queurs réflectifs pour l’enregistrement

Nous souhaitons ainsi d’une part déterminer les caractéristiques du mou-
vement appliqué à l’objet, et d’autre part, déterminer les mouvements indi-
viduels des doigts impliqués dans la manipulation.

Le processus expérimental propre à l’enregistrement du mouvement a
été présenté dans la section 3.2 avec le positionnement des marqueurs per-
mettant l’enregistrement de la cinématique de la main. La capture du mou-
vement s’effectue pendant toute la durée du mouvement mais seule la sé-
quence où la balle tourne est d’intérêt. La fréquence des caméras a été fixée
à 200Hz.
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Trois sujets différents ont été analysés pour un total de neuf essais. Nous
avons constaté des fortes ressemblances concernant les mouvements de tous
ces essais. La vitesse de rotation de la balle au moment du lâcher est tou-
jours du même ordre de grandeur et il en va de même pour tous les autres
paramètres pris en compte lors de cette étude. Ainsi, les résultats ci-après
correspondent à un de ces neufs essais jugé comme étant le plus homogène.
La balle reste en contact avec les doigts pendant une durée de 0,29s et une
vitesse maximale de rotation d’environ 2000◦.s−1

est atteinte. Durant cette
phase de manipulation où les doigts sont en contact, la balle effectue une
rotation de 142° autour de l’axe de rotation. A compter de l’instant où la
balle est libre de tout contact avec les doigts de l’opérateur, la balle freine et
s’arrête après 2,65s.

Le plan de prise de la balle (plan défini par les trois points de contact)
n’est pas situé au milieu de la balle, comme on aurait pu l’imaginer. Il est, sur
un axe perpendiculaire au support, décalé de 9,85mm vers le haut (déduit
en faisant une moyenne sur le décalage de tous les plans de prise au cours
du mouvement) comme schématisé par la Figure 30.
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F1 F2

F3

mg
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éc
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e

α

Figure 30: Plan de prise de la saisie : points de contact A1, A2 et A3 entre la balle et
les extrémités des doigts de l’opérateur

A partir de l’enregistrement des deux marqueurs installés sur la balle, il
est possible de calculer directement la vitesse α̇(t) et la position angulaire
α(t) est obtenue ensuite par intégration de la vitesse par rapport au temps
(voir Figure 31). La vitesse mesurée est bruitée, un filtrage passe-bas à 10Hz
est appliqué sur ce signal.

La Figure 32 se focalise sur le mouvement de la balle pendant la durée
de la phase de contact entre cette dernière et les doigts de la main du sujet
analysé.
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Figure 31: Mouvement de la balle enregistré
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Figure 32: Mouvement enregistré focalisé sur la phase de contact entre les doigts du
sujet et la balle

5.2 simulation avec les mains robioss , recherche des limites

Dans cette section, les informations issues de la capture du mouvement
sont employées afin de reproduire le mouvement de l’objet imposé par les
sujets analysés. Ce mouvement sera reproduit par les mains mécaniques
Rob-h16 et Rob-h12 en simulation. Cette étape représente notre phase de
recherche des limitations mécaniques effectives des mains RoBioSS.

Le processus est le suivant :

a. Le mouvement des sujets analysés est transcrit le plus simplement
possible 2 ;

b. le mouvement est reproduit tel quel par les mains RoBioSS (Rob-h16 et
Rob-h12) en simulation en faisant abstraction de leurs limites méca-
niques 3 dans un premier temps 4 ;

c. la stratégie de synthèse de tâches de manipulation dynamique déve-
loppée au chapitre 2 est employée pour reproduire le mouvement des
mains humaines par les mains mécaniques ;

d. les résultats des tests en simulation permettront d’identifier les para-
mètres de conception à tenir en compte pour une amélioration des
mains mécaniques évaluées.

Pour notre exemple de mise en rotation rapide d’une balle de tennis, la prise
initiale peut être simplifiée de façon à obtenir un plan de prise équilatéral ou

2. Ce qui veut dire qu’un minimum de modifications sera apporté afin de respecter au
mieux la nature du mouvement humain.

3. Tant architecturales que motrices.
4. Ce qui permettra d’identifier les nécessités d’amélioration.
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symétrique comme il est montré sur la Figure 30, ou encore un plan de prise
isocèle.

La résolution de la géométrie inverse (cf. 2.3) est réalisée tout au long du
mouvement de façon à ce que les bouts des doigts suivent le mouvement
de l’objet. Ceci est évidemment au sens figuré puisque ce sont en réalité les
doigts qui vont conduire la balle de tennis dans son mouvement rotatif. Pour
cela, les points de contact tout au long du mouvement doivent être mis à
jour en partant de la trajectoire angulaire de la balle (cf. Figure 31) obtenue
via la capture du mouvement.

Lors des essais dynamiques de la mise en rotation rapide de la balle de
tennis, l’utilisation de capteurs de force a été évitée. En effet le fait d’instru-
menter tous les sujets en capteurs de forces aurait été invasif et difficile à
mettre en place. De plus le mouvement des doigts n’aurait pas été naturel
et cela aurait nuit à notre finalité. Rappelons que l’analyse du mouvement
du sujet n’est pas la finalité première et par conséquent, la connaissance
des efforts appliqués par les doigts du sujet sur la balle de tennis n’est pas
vraiment nécessaire. En revanche, connaître les efforts qu’une main mécanique
appliquerait si elle devait reproduire ce type de mouvement est extrêmement im-
portant pour la simulation. Dès lors, les efforts de manipulation sont obtenus
par la méthode de calcul des efforts de contact proposée au 2.4.

La Figure 33 montre les forces de manipulation durant la phase de contact
du lancer en rotation de la balle de tennis calculées pour chaque doigt des
mains RoBioSS. Elles doivent être appliquées sur la surface de la balle de ten-
nis par les doigts de la main mécanique durant toute la phase de contact
afin de l’entraîner en rotation à une vitesse maximale d’environ 2000◦.s−1

(voir la section 5.1). Nous avons également vérifié que ces efforts soient non
nuls à tout instant en calculant leurs normes (cf. Figure 33, au point de
départ, les valeurs sont très proche de 0 sans l’atteindre).

Des essais en simulation numérique ont été conduits avec les deux mains
mécaniques du laboratoire.

5.2.1 Essais de la main Rob-h16

Une première simulation de la mise en rotation rapide de la balle de
tennis a été réalisée avec la main Rob-h16 et une prise initiale mettant en jeu
le pouce, l’index et le majeur. La Figure 34 montre les conséquences de cet
essai au cours duquel deux collisions ont eu lieu. La première collision a eu
lieu entre l’index et le majeur et la deuxième entre la phalange intermédiaire
du majeur et la balle de tennis. La limite articulaire de l’IPP a été atteinte et
dépassée avant la fin du mouvement entraînant la rupture de contact avec
l’objet.

La deuxième simulation a été réalisée avec une prise initiale utilisant le
pouce, l’index et l’annulaire (voir Figure 35). De cette manière, la collision
entre l’index et le majeur a été évitée augmentant ainsi les chances de termi-
ner le mouvement. Cependant, une collision entre la phalange intermédiaire
de l’annulaire et la balle a tout de même eu lieu. La limite articulaire de l’IPP

du pouce a également été dépassée ainsi que la rupture de contact du pouce
avec l’objet.
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Figure 33: Forces de manipulation durant la phase de contact de la mise en rotation
de la balle de tennis pour chaque doigt des mains RoBioSS
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Figure 34: Mise en rotation rapide de la balle de tennis par Rob-h16 avec une prise
Pouce, Index et Majeur
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Figure 35: Mise en rotation rapide de la balle de tennis par Rob-h16 avec une prise
Pouce, Index et Annulaire



5.2 simulation avec les mains robioss , recherche des limites 51

5.2.2 Essais de la main Rob-h12

La main Rob-h12 a ensuite été évaluée de la même manière que la main
Rob-h16 pour le lancer de la balle de tennis en rotation rapide. La Figure

36 montre la prise initiale avec le pouce, l’index et le majeur ainsi que la der-
nière configuration de l’essai. Au final, ce sont les mêmes symptômes que
ceux observés pour la main Rob-h16, à savoir les collisions entre phalanges
et entre phalange et objet ainsi que le dépassement d’une limite articulaire
et la rupture de contact avec l’objet pour le pouce.

Collision

Butée atteinte

Collision

Prise Initiale Dernière Configuration

Figure 36: Mise en rotation rapide de la balle de tennis par Rob-h12 avec une prise
Pouce, Index et Majeur

Finalement, l’essai avec une prise pouce, index et annulaire par la main
Rob-h12 n’a pas permis non plus de terminer le mouvement sans qu’une col-
lision et un dépassement de limite angulaire ait lieu. La rupture de contact
entre le pouce et l’objet a également été observée.

Collision

Butée atteinte

Prise Initiale Dernière Configuration

Figure 37: Mise en rotation rapide de la balle de tennis par Rob-h12 avec une prise
Pouce, Index et Annulaire

5.2.3 Bilan des essais

Les Figures 34 à 37 montrent quelques résultats visuels. Dans ces figures,
sont affichées les configurations initiales ainsi que la dernière configura-
tion avant l’arrêt définitif de l’algorithme 2.2.1. En effet, après cette der-
nière configuration, il n’était plus possible pour les deux mains respectives
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de poursuivre le mouvement à cause de la rupture du contact entre leurs
pouces et la balle de tennis.

Remarquons également qu’une prise employant l’annulaire au lieu du
majeur a été utilisée afin de maximiser la manipulabilité. En utilisant le
majeur il était impossible de dépasser quelques itérations. Ainsi, ni Rob-
h16 ni Rob-h12 n’ont pu compléter toute la phase de contact de 0,29s sans
rompre le contact avec l’objet ou même rentrer en collision avec celui-ci.

L’espace de travail requis est en fait plus grand que celui proposé par nos
mains mécaniques. Leur architecture actuelle ne permet malheureusement
pas ce type de mouvement hautement dynamique.

En particulier, les limites en abduction-adduction de l’index ainsi que de
l’annulaire ont été dépassées. L’autre phénomène important qui a été remar-
qué durant le lancer en rotation rapide de la balle de tennis concerne les
mouvements de flexion-extension IPP-IPD et leurs rapports de couplage. Il a
été relevé que ces rapports sont en réalité variables.

Table 3: Limites angulaires des abductions-adductions des doigts
longs des mains RoBioSS

rob-h16 rob-h12

actuelle conseillée actuelle conseillée

±15° ±30° ±15° ±30°

La Table 3 montre les limites en amplitude angulaire des abductions-
adductions utilisées pour la conception de nos mains mécaniques. Elle af-
fiche également les limites conseillées, ou du moins les amplitudes maxi-
males observées lors de la simulation avec les mains RoBioSS. Tel qu’il a été
proscrit par [40], nous proposons qu’une amplitude de ±30°en abduction-
adduction des doigts longs soit employée pour la conception des futures
mains mécaniques.

Pour terminer avec cette section, nous insisterons sur le fait que la capture
et l’analyse du mouvement ont donné suite à une nouvelle façon d’évaluer
la capacité d’une main mécanique à réaliser une tâche de manipulation dy-
namique. Il sera également souligné que d’autres paramètres (en plus des
limites angulaires et l’architecture globale) restent encore à évaluer car des
collisions ont eu lieu pendant la phase de contact même si les limites angu-
laires ont été ignorées. Ces paramètres supplémentaires seront étudiés dans
la section suivante.

5.3 analyses supplémentaires et évaluation des moteurs

Des analyses supplémentaires ont été menées afin de poursuivre notre
recherche des paramètres pertinents à prendre en compte lors de la conception d’une
main mécanique anthropomorphe. Nous nous sommes d’abord intéressés aux
rapports de couplage IPP-IPD ; puis nous nous sommes interrogés sur l’im-
pact du poignet lors des tâches de manipulation dynamiques. Pour finir,
nous avons cherché à évaluer la capacité motrice d’une main mécanique à
réaliser la mise en rotation rapide d’une balle de tennis.
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Table 4: Rapports de couplage constants des articulations IPP-
IPD des mains RoBioSS

rob-h16 rob-h12

pouce doigts longs pouce doigts longs

7

5

2

3

2

3

2

3

5.3.1 Analyse du rapport de couplage articulaire IPP-IPD

Rob-h16 et Rob-h12 ont leurs articulations IPP-IPD couplées entre elles.
Pour la première, il s’agit d’un couplage de haut-niveau, c’est-à-dire, que
c’est le contrôleur qui a été configuré pour imposer ce couplage 5 lors d’un
contrôle en position. En revanche, pour la deuxième, il s’agit d’un couplage
mécanique qui lui ne peut-être changé que par la modification physique du
système couplant les deux articulations 6. L’équation (10) présente le rapport
de couplage utilisé par les mains mécaniques RoBioSS.

DIP
PIP

=
2

3
(10)

Ce rapport impose que pour chaque degré parcouru par l’articulation
proximale inter-phalangienne, la distale inter-phalangienne en parcourra
les deux tiers. De la même manière, un couplage des articulations IPP-IPD

est utilisé pour les pouces des deux mains. La Table 4 répertorie les rap-
ports de couplage des articulations IPP-IPD des deux mains mécaniques du
laboratoire.

En réalité, il a été observé lors des expériences réalisées avec les sujets hu-
mains, que les rapports de couplage des articulations IPP-IPD sont variables
au cours du mouvement. La Figure 38 illustre ce fait et montre comment ces
rapports de couplage évoluent au cours du temps. Précisons que ces don-
nées sont directement issues de la capture du mouvement 7. Les sujets sont
alors capables de changer le rapport de couplage des articulations IPP-IPD

dynamiquement. Ceci est effectivement dû à la nature élastique des ten-
dons [40]. De ce fait, les doigts sont relativement compliants alors le rapport
de couplage (10) n’est employé seulement que quand le doigt n’exerce aucun
effort envers un objet.

Le graphique de la Figure 38 montre également les rapports de couplage
moyens pour le pouce, l’index ainsi que le majeur. Si ces valeurs sont com-
parées à celles de la Table 4, nous voyons que les rapports de couplage
IPP-IPD employés par les mains du laboratoire correspondent en fait à la
valeur moyenne en ce qui concerne le pouce et l’index. Par contre, cela
ne se vérifie plus au niveau du majeur. De plus, ces rapports de couplage
sont constants et non pas variables comme le prouve l’expérience. En consé-
quence, ils ne permettent pas la reproduction d’un mouvement humain tel

5. Rob-h16 est entièrement actionnée, toutes ses articulations peuvent être contrôlées indé-
pendamment.

6. Rob-h12 est sous-actionnée, et c’est précisément la distale inter-phalangienne qui n’est
pas motorisée.

7. Trajectoire de référence des sujets humains.



54 evaluation des mains robotiques

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
0

0.5
1

1.5
2

2.5
3

3.5
4

Temps (s)
R

ap
p

or
t

d
e

co
u

p
la

ge
IP

P
-I

P
D

Pouce (moyenne = 1.37)
Index (moyenne = 0,65)
Majeur (moyenne = 0,35)

Figure 38: Rapports de couplage des articulations IPP-IPD durant la phase de mani-
pulation des sujets humains

quel 8. Ces résultats prouvent qu’il faut chercher d’autres modèles de cou-
plage mécaniques entre les articulations afin de créer des mains mécaniques
anthropomorphes.

À la vue de ces résultats, nous avons considéré le rôle du poignet dans la
production de mouvements à dynamique élevée.

5.3.2 Le rôle du poignet dans les tâches de manipulation dynamique

Les résultats de la section montrent que les méthodes de conception em-
ployées couramment afin de concevoir des mains mécaniques anthropo-
morphes utilisent beaucoup de simplifications. Ainsi, peu de mains robo-
tiques existantes comportent un poignet. C’est un aspect souvent négligé en
raison de la complexité du mécanisme qu’il engendrerait. Les coûts de pro-
duction serait également plus élevés. Mais dans d’autres cas, c’est un aspect
non pris en considération au nom de la modularité et la main ainsi créée se
place en tant qu’organe effecteur d’un autre robot manipulateur. Toutes ces
raisons sont peut-être valables, mais au moins du point de vue biologique,
la main humaine se voit entièrement liée au poignet et par conséquent aux
muscles du bras en raison du réseau tendineux [40]. Aussi, naturellement,
la main ne bouge quasiment jamais sans action du bras.

L’analyse de l’influence du poignet a consisté à quantifier les déplace-
ments angulaires au niveau du poignet et les déplacements linéaires de
celui-ci. Les déplacements angulaires ont été calculés en accord avec les
recommandations prescrites par [78]. Les déplacements linéaires ont été ob-
tenus simplement en vérifiant la position spatiale du centre de rotation du
poignet par rapport au repère de référence.

La Figure 39 montre l’évolution des déplacements angulaires ainsi que
linéaires du poignet pendant la phase de contact avec la balle de tennis.
D’après ces résultats, les rotations par flexion-extension ainsi que externe-
interne du poignet sont négligeables. Il en est de même pour les dépla-
cements linéaires. En revanche, le déplacement angulaire du poignet en
abduction-adduction a été d’environ 16°. Ce type de déplacement est loin
d’être négligeable par rapport à l’espace de travail d’une main. À titre de
comparaison, l’amplitude de l’abduction-adduction des mains mécaniques

8. Afin de reproduire un mouvement naturel il faudrait passer par une phase d’adaptation
bien plus approfondie et modifier grandement les trajectoires.
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Figure 39: Déplacements angulaires et linéaires du poignet pendant la phase de ma-
nipulation de la mise en rotation rapide de la balle de tennis

testées au 5.2 est de seulement 15°. L’absence de cette amplitude de mouve-
ment pénalise donc l’action des mains mécaniques.

Le poignet humain a donc joué un grand rôle dans la réalisation du lancer
de la balle de tennis en rotation rapide. Des 142°de rotation de la balle 9 du-
rant la phase de manipulation, 16°ont été fournis par le poignet du sujet, ce
qui correspond à environ 11% de la rotation totale. Ces résultats indiquent
que la présence d’un poignet dans une main mécanique anthropomorphe
est plus que bienvenue et elle contribuerait à résoudre beaucoup de pro-
blèmes de limitations géométriques durant des tâches de manipulation dy-
namiques.

5.3.3 Evaluation motrice des mains mécaniques

Les forces de manipulation permettent de calculer la dynamique inverse
de chaque doigt en utilisant comme entrée la force de serrage calculée à
chaque instant pour chaque doigt. La dynamique inverse pour chaque doigt
a été résolue en utilisant l’algorithme 2.5.2.1. Ceci permet l’évaluation du
système d’actionnement des doigts en termes des couples d’actionnement.
Pour illustrer cette méthode, c’est Rob-h12 qui a servi pour l’étude. Bien évi-
demment, d’autres mains mécaniques peuvent être analysées avec la même
procédure.

Table 5: Spécifications techniques du système
d’actionnement de Rob-h12

caractéristiques MCP IPP

type de moteur cc∗ cc∗

vitesse max (tr/min) 24,1 40,65

couple rms (Nm) 0,3 0,3

couple maximum (Nm) 0,45 0,45

∗ Courant continu

Ainsi, les couples moteurs nécessaires pour exécuter la mise en rotation
rapide de la balle de tennis ont été comparés avec les spécifications actuelles

9. Voir section 5.1 pour plus de détails.
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de la motorisation de Rob-h12. La Figure 40 montre les couples actionneurs
requis par Rob-h12 pour imposer son mouvement rotatoire à la balle. Les
spécifications techniques pour le système d’actionnement de ce préhenseur
est donné par la Table 5. En comparant les deux informations rapidement,
il apparaît que l’annulaire dépasse ses capacités d’actionnement.
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Figure 40: Couples articulaires de Rob-h12 pour la phase de manipulation de la
mise en rotation rapide d’une balle de tennis

Par la suite, les couples Root Mean Square (RMS) uiRMS , calculés en uti-
lisant la formule (11), ont été comparés avec les couples RMS admis par les
systèmes d’actionnement de Rob-h12 :

uiRMS =

√

√

√

√

√

∫T

0
ui(t)

2dt

T
(11)

où les ui sont les couples articulaires calculés précédemment et le temps
T correspond à la durée de la phase de manipulation de la balle de tennis.
Les vitesses articulaires durant la phase de manipulation ont également été
comparées avec les vitesses admisses par Rob-h12 (Table 5). Les Tables 6, 7

et 8 affichent les vitesses maximales ainsi que les couples rms et maximaux
requis par Rob-h12 pour la réalisation de la tâche de manipulation.

Les valeurs en gras rouge sont celles qui sont supérieures aux valeurs ad-
mises par le système d’actionnement. Il apparaît donc qu’en ce qui concerne les
vitesses articulaires, Rob-h12 ne soit pas en mesure de réaliser le lancer de
toupie. Également, les demandes en couple pour l’articulation métacarpo-
phalangienne en flexion extension (mcp : f-e) sont très élevées. Ces résultats
montrent que le système d’actionnement de Rob-h12 ne permet pas dans
son état actuel la réalisation de tâches de manipulation à dynamique éle-
vée. Mais surtout, nous proposons une méthode pour évaluer les capacités
motrices d’une main mécanique en simulation.
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Table 6: Evaluation du pouce de Rob-h12 pour une mise en rotation rapide
d’une balle de tennis

caractéristique MCP : f-ea MCP : abd-addb IPP

vitesse max (tr/min) 105,79 142,77 42,38

couple rms (Nm) 0,058 0,062 0,016

couple maximum (Nm) 0,14 0,14 0,05

a Métacarpophalangienne : Flexion-Extension
b Métacarpophalangienne : Abduction-Adduction

Table 7: Evaluation de l’index de Rob-h12 pour une mise en rotation rapide
d’une balle de tennis

caractéristique MCP : f-ea MCP : abd-addb IPP

vitesse max (tr/min) 88,08 101,62 99,48

couple rms (Nm) 0,055 0,026 0,014

couple maximum (Nm) 0,09 0,07 0,03

a Métacarpophalangienne : Flexion-Extension
b Métacarpophalangienne : Abduction-Adduction

Table 8: Evaluation de l’annulaire de Rob-h12 pour une mise en rotation
rapide d’une balle de tennis

caractéristique MCP : f-ea MCP : abd-addb IPP

vitesse max (tr/min) 387,18 61,177 105,8

couple rms (Nm) 0,4 0,08 0,03

couple maximum (Nm) 0,8 0,12 0,09

a Métacarpophalangienne : Flexion-Extension
b Métacarpophalangienne : Abduction-Adduction





6C O N C L U S I O N S E T P E R S P E C T I V E S

À travers cette partie, nous avons présenté successivement une stratégie
de synthèse de tâches de manipulation dynamiques pour des mains mé-
caniques ; l’approche biomécanique suivie ; un état de l’art en matière de
mains mécaniques anthropomorphes ; une méthode d’évaluation des mains
robotiques en vue de la reproduction de mouvements humains.

Toutes ces notions s’inscrivent dans un projet voué à assister la conception
des mains mécaniques bio-inspirées. En effet, les nouveaux préhenseurs et
mains robotiques qui seront développés dans un futur proche par l’équipe
RoBioSS de l’Institut PPRIME visent à être toujours plus rapides, toujours plus
robustes et surtout plus polyvalents.

Le parti pris a été d’analyser le seul préhenseur universel naturel en ac-
tion. Nous sommes convaincus qu’il ne suffit plus de se baser sur des ana-
lyses statiques de la main humaine pour rapprocher nos préhenseurs de
celle-ci. Ainsi, l’analyse de tâches de manipulation dextres et à haute dyna-
mique est requise.

Une tâche de référence dont la dynamique est élevée a été choisie et analy-
sée afin de mieux cibler les aspects de conception à tenir en compte et ainsi
faire évoluer les performances des mains mécaniques en termes d’architec-
ture cinématique et d’actionnement.

Ainsi, nous avons proposé une stratégie globale de saisie et de manipula-
tion dynamique pour des mains mécaniques lorsque le mouvement de l’objet
est connu. Les paramètres de ce mouvement ont été obtenus via sa capture
et son analyse à l’aide d’un outil d’analyse optique. Bien évidemment, nos
méthodes sont dépendantes de la tâche analysée. Or elles sont adaptables à
une quasi-infinité de tâches. Pour l’exemple choisi, la capture, l’analyse et
la reproduction du mouvement par les mains RoBioSS ont été effectuées en
simulation.

Dans cette étude, il a été observé que le rapport de couplage IPP-IPD ainsi
que l’incidence du poignet pendant le mouvement, sont des paramètres
importants et non-négligeables. Il en va de même pour les demandes en
couples et vitesses articulaires. Ce sont là des aspects à prendre absolu-
ment en considération pour la réalisation de nouvelles mains mécaniques
bio-inspirées.

Le rapport de couplage IPP-IPD s’est avéré variable au cours du lancer de
la balle en rotation (cf. 5.3.1). Il peut s’en déduire qu’un rapport de couplage
doit être fonction de la posture du doigt ou encore de l’état de contact avec
l’objet, c’est-à-dire de la force exercée par le doigt sur l’objet à un instant
donné.

Le poignet joue un rôle très important. Les amplitudes de ses déplace-
ments angulaires lors du lancer de balle en rotation ont un impact considé-
rable sur le mouvement résultant de cette dernière (cf. 5.3.2). Par conséquent
une synchronisation entre les mouvements de ce dernier et ceux de la main
doit avoir lieu pour ce type de manipulation dynamique. L’intégration d’un
poignet (et d’un avant bras par conséquent) qui soit indissociable du reste
de la main mécanique est donc conseillé.
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Les méthodes développées au chapitre 2 pour le calcul des efforts de ma-
nipulation (cf. 2.4) et le calcul des couples actionneurs (cf. 2.5) nous ont
permis d’une part de nous passer de capteurs de forces en bout de doigt
lors de la capture du mouvement et d’autre part, d’évaluer le système d’ac-
tionnement d’une main mécanique et ainsi contribuer au dimensionnement
des moteurs (cf. 5.3.3).

Nous souhaitons développer des mains robotiques qui puissent s’inscrire
dans un environnement humain. En explorant la possibilité des nos mains
mécaniques à manipuler dynamiquement des objets, nous nous sommes
aperçus qu’elles n’en étaient pas aptes en leur état actuel.

En perspective aux stratégies développées dans cette première partie, nous
souhaitons étudier un maximum de tâches de manipulation dynamique de
façon à identifier les paramètres de conception les plus pertinents.

Pour qu’une main robotique puisse manipuler un objet, elle doit être en
mesure de l’approcher. En deuxième perspective, nous souhaitons attraper
un objet au vol avec une main mécanique portée par un bras manipulateur.
Nous devons donc être capables d’optimiser la dynamique du bras pour
réaliser ce mouvement de « reach & grasp ». C’est pourquoi la suite de la
thèse est consacrée au contrôle optimal des robots manipulateurs.



Deuxième partie

C O N T R Ô L E O P T I M A L D E S R O B O T S
M A N I P U L AT E U R S PA R L E S É L É M E N T S F I N I S

T E M P O R E L S D ’ H E R M I T E

Les ingénieurs, toujours en quête des valeurs optimales pour les
grandeurs qui les intéressent, voient dans les mathématiciens les

dépositaires d’un trésor de formules qu’ils doivent leur fournir sur
demande.

— Jean Dieudonné (1987)





7I N T R O D U C T I O N

La commande optimale est communément appliquée en robotique pour
mettre en mouvement des systèmes mécaniques polyarticulés. La roboti-
sation consiste à contrôler les actionneurs des mécanismes en prenant en
compte les charges externes s’exerçant sur le système. Les conditions ini-
tiales et finales en position et en vitesse sont imposées.

Afin de commander les actionneurs des robots, deux méthodes sont tra-
ditionnellement employées [26]. La première est basée sur le Principe du
Maximum de Pontriaguine (PMP), elle nécessite la résolution d’un système
Hamiltonien couplé d’Équations Différentielles Ordinaires (EDO), gouver-
nant les variables d’état et les variables conjuguées [7, 26, 62, 75]. Le PMP

s’applique non seulement aux systèmes mécaniques mais à tout système bio-
physico-chimique gouverné par une EDO. La résolution numérique fait appel
à des méthodes de tir pour résoudre le Problème des Valeurs aux Bornes (PVB)
[26, 65]. En robotique ces valeurs aux bornes se résument aux conditions fi-
nales en position et en vitesse.

La deuxième méthode, est basée sur le Principe d’Optimalité de Bell-
man (POB), il nécessite la résolution d’un système d’Équations aux Déri-
vées Partielles (EDP) appelées équations d’Hamilton – Jacobi – Bellman (HJB)
[5, 7, 26, 75]. Cette résolution peut s’avérer compliquée du point de vue
numérique [26, 67].

Dans cette partie, nous présentons une alternative aux deux méthodes
citées précédemment. Notre méthode de contrôle est spécialement conçue
pour commander des systèmes mécaniques dont le mouvement est gou-
verné par les équations de Lagrange. La discrétisation temporelle utilise les
Éléments Finis d’Hermite (EFH).

7.1 la méthode de contrôle

Nous aborderons le contrôle optimal en partant d’une formulation ten-
sorielle des équations du mouvement. Ce sont des EDO du second ordre
gouvernant les paramètres de configuration. Les équations du mouvement
se déduisent de l’énergie cinétique du robot et du potentiel de gravitation.
L’énergie cinétique sera considérée comme une métrique riemannienne.

Nous présenterons une méthode d’optimisation basée sur la minimisa-
tion d’une fonctionnelle intégrale. La fonction lagrangienne de cette fonc-
tionnelle dépend des positions, vitesses et accélérations.

Les équations d’Euler-Lagrange associées à la minimisation conduisent à
des EDO du second ordre gouvernant les commandes.

7.2 la méthode des éléments finis

La Méthode des Éléments Finis (MEF) est une technique de résolution
numérique des EDO ou EDP appliquées en sciences et en ingénierie. Elle
est particulièrement adaptée pour résoudre des problèmes admettant une
formulation variationnelle. Le domaine est divisé en sous-domaines appelés
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« éléments finis ». La solution de l’EDO ou de l’EDP traitée est approchée par
morceaux sur chacun de ces éléments. L’intégrale est ensuite évaluée comme
la somme de chacune des contributions de tous les éléments finis du domaine.

La MEF détermine un ensemble fini de valeurs : les valeurs aux nœuds de la
solution. Une interpolation continue par morceaux (solution approchée de
l’EDP ou de l’EDO), peut être reconstruite sur tout le domaine en fin d’algo-
rithme.

7.3 la méthode des éléments finis en robotique

L’utilisation de la MEF en synthèse et en génération du mouvement d’un
robot, concerne surtout des cas où les segments sont déformables [14, 27, 30,
43, 56]. Dans tous ces travaux, la MEF est utilisée pour discrétiser l’espace
afin de connaître l’état de déformation des segments du robot, ce n’est pas
l’intervalle de temps qui est discrétisé. Dans le cas de [27], il s’agit d’un robot
parallèle entièrement flexible et actionné par câbles ; [30, 56] utilisent la MEF

pour connaître l’état de flexion d’un bras à 1 DDL au cours du mouvement ;
[43] en fait de même pour un robot à 2 DDL et fait appel au PMP pour calculer
les paramètres d’état et de commande du robot. D’autres exemples faisant
appel à la MEF spatiale se trouvent en la robotique mobile [35].

Carrera [14], utilise également les Éléments Finis spatiaux mais il fait ap-
pel à la Méthode des Différences Finies pour discrétiser les variables d’état
et de commande par rapport au temps. Eriksson [28, 29] emploie la MEF

et plus précisément les EFH pour discrétiser temporellement les variables
d’état et de commande le long d’une trajectoire. Il simule la commande et la
trajectoire de mécanismes poly-articulés sériels en se servant des Éléments
Finis Cubiques d’Hermite (EFCH).

En robotique, le domaine correspond à la durée d’une trajectoire du robot.
C’est donc une discrétisation temporelle qui est effectuée (éléments finis mono
dimensionnels en temps). Les équations différentielles sont les équations du
mouvement et les équations de la commande 1 du robot.

De même que [28, 29], nous employons les EFH pour effectuer la com-
mande optimale des robots sériels. Nous proposerons trois alternatives pour
satisfaire trois degrés de finesse. La première utilise les EFCH. Les deux autres
utilisent les Éléments Finis Quintiques d’Hermite (EFQH) et les Éléments Fi-
nis Heptiques d’Hermite (EFHH).

Les EFCH donnent les positions et les vitesses aux nœuds d’interpolation.
Les EFQH donnent les positions, les vitesses et les accélérations et les EFHH

donnent en plus la secousse (la dérivée troisième).

Dans notre approche, les variables de commande sont gouvernées par des
EDO du second ordre de la même manière que les paramètres de configura-
tion. Un des avantages majeurs de notre méthode est qu’elle évite le PVB. En
effet, la MEF prend en compte les conditions finales aussi bien que les conditions ini-
tiales. Subséquemment, il n’est pas nécessaire de faire appel à une méthode
de tir pour atteindre les conditions finales.

Un deuxième avantage est que les paramètres adjoints sont mécaniquement
interprétables : ce sont les commandes. Un troisième avantage est que les va-
leurs des positions et des commandes sont directement calculées aux nœuds
de discrétisation. Il est par conséquent inutile de reconstruire ces valeurs en
fin d’algorithme.

1. Voir la sous-section 11.3.
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7.4 structure de la partie

Nous présenterons d’abord une formulation tensorielle du modèle dyna-
mique des robots.

Ensuite la discrétisation temporelle sera abordée. Les trois degrés d’EFH

proposés seront présentés. Les fonctions de base des EFCH, les EFQH et des
EFHH seront fournies. L’étude de la précision des interpolations par les EFH

démontrera la superconvergence de cette méthode.

Nous simulerons la trajectoire d’un pendule non-linéaire à partir de ses
conditions initiales. Une méthode de perturbation inspirée de Lagrange sera
proposée.

Nous proposerons ensuite deux algorithmes de commande optimale. Le
premier sera basé sur la méthode de perturbation. Le deuxième optimisera
directement l’intégrale d’un Lagrangien invariant.

Les équations de la commande sont des EDO qui concernent les positions et
les commandes. Nous mettrons en évidence la covariance de ces équations
sera mise en évidence.

Finalement nous présenterons trois exemples de simulation de trajectoires
et de commandes. D’abord deux systèmes mécaniques à 1 et 2 DDL, régis
par des équations linéaires. Nous adapterons ensuite nos algorithmes aux
cas non-linéaires pour réaliser la commande optimale d’un robot à 7 DDL

dont seuls 2 actionneurs seront commandés.





8D Y N A M I Q U E D U R O B O T E T É Q U AT I O N S D U
M O U V E M E N T

8.1 dynamique du robot

La robotique industrielle nécessite des commandes de plus en plus ra-
pides et précises. Nous cherchons à élaborer des algorithmes de commande
optimale présentant de telles caractéristiques. Nous dédions principalement
ces algorithmes à la commande des mouvements d’un bras manipulateur.
Les six ou sept degrés de liberté de ce robot manipulateur sont très proches
de ceux du bras humain. Ils permettent de pointer les effecteurs vers toutes
les directions.

La chaîne cinématique de ces robots est sérielle : chaque articulation est
portée par le segment précédent et supporte le segment suivant. Ils sont
actionnés par n = 6 (ou 7) moteurs électriques intégrés, qui activent les n
paramètres de rotation qi.

8.1.1 Énergie cinétique

Le champ des vitesses d’un système mécanique articulé est une fonction
linéaire des dérivées par rapport au temps q̇i des paramètres de configura-
tion qi. L’énergie cinétique K (q, q̇) est une fonction quadratique strictement
convexe de la seconde variable q̇. Son Hessien M(q) est défini-positif, il est
appelé tenseur des masses. La convention de sommation d’Einstein sera ap-
pliquée sur les indices répétés une fois en haut et une fois en bas. Avec cette
convention l’énergie cinétique s’exprime :

K (q, q̇) =
1

2
Mij(q)q̇

iq̇j . (12)

8.1.2 Potentiel de gravitation

Les actions de la pesanteur sont modélisées par un potentiel énergétique
V(q) qui est le produit de la masse totalem, de l’intensité locale g du champ
gravitationnel, et de la hauteur du centre de masse. Il sera appelé potentiel
de gravitation.

8.1.3 Actionneurs

L’ie moteur exerce un couple d’intensité ui 1 entre le ie solide et le suivant
dans la chaine cinématique. Pour chaque variation virtuelle δqi des para-
mètres de configuration qi, le travail virtuel des actionneurs vaut uiδqi. Ce
travail virtuel étant indépendant du choix des coordonnées 2, les ui sont
les composantes covariantes d’un tenseur que nous appellerons tenseur de
commande et que nous noterons u.

1. La lettre u est l’initiale du mot russe « upravlenie » qui signifie commande (« control » en
anglais) [33, 34, 59].

2. Voir section 11.1.1.

67



68 dynamique du robot et équations du mouvement

8.2 modèle dynamique

Dans la suite, nous présentons les équations du mouvement que nous
privilégierons dans l’élaboration de nos algorithmes. Nous avons choisi le
formalisme de Lagrange qui présente l’avantage d’être systématique.

8.2.1 Équations de Lagrange

Le mouvement du système est gouverné par les n équations de Lagrange

d
dt

(

∂K

∂q̇i

)

−
∂K

∂qi
= ui −

∂V

∂qi
. (13)

Ces équations du mouvement peuvent être détaillées sous la forme

∂2K

∂q̇i∂q̇j
q̈j +

∂2K

∂q̇i∂ql
q̈l −

∂K

∂qi
+
∂V

∂qi
= ui .

La forme quadratique (12) de l’énergie cinétique conduit aux n EDO du
second ordre [69]

Mijq̈
j + Γiklq̇

kq̇l +
∂V

∂qi
= ui , (14)

où les coefficients

Γikl =
1

2

(

∂Mik

∂ql
+
∂Mil

∂qk
−
∂Mkl

∂qi

)

(15)

sont les symboles de Christoffel de première espèce associés aux Mij consi-
dérés comme les coefficients d’une métrique riemannienne.

Introduisant les coefficients Mij de l’inverse du tenseur de masses et les
symboles de Christoffel de deuxième espèce

Γ
j
kl = MjiΓikl , (16)

les équations de Lagrange (14) deviennent [79]

Mij

(

q̈j + Γ
j
klq̇

kq̇l + Mjk ∂V

∂qk

)

= ui (17)

et prennent la forme contravariante :

q̈i + Γ ijkq̇
jq̇k + Mik ∂V

∂qk
= ui . (18)

remarque 1 Composantes contravariantes de la commande : En suivant les
règles du calcul tensoriel dans une variété riemannienne, nous avons intro-
duit dans le membre de droite de l’équation (18), la ie composante contrava-
riante ui = Mikuk du tenseur de commande u.
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remarque 2 Les termes de l’équation (18) mettent en jeu les symboles
de Christoffel Γ ijk. Pour j = k, ils sont dits « centrifuges ». Lorsque j 6= k, ils
sont dits « Coriolis » [69].

discussion Suite à la vulgarisation de la méthode des éléments finis en
mécanique des structures après 1945, les notions de vecteurs et de matrices
sont devenues usuelles en ingénierie [77]. Dans le cadre de la mécanique
numérique, de nombreux roboticiens vectorialisent l’équation (14) en intro-
duisant un vecteur colonne de composantes q̈i et une matrice carrée C de
composantes Cij = Γikjq̇k. L’équation (17) devient

M(q)q̈+ C (q, q̇) q̇+
∂V

∂q
= u.

Les éléments de la diagonale de C sont qualifiés Coriolis et les éléments hors
diagonales centrifuges (voir remarque 2). Nous ne retiendrons pas ces no-
tations matricielles car la modélisation ne doit pas seulement tenir compte
de l’algèbre linéaire mais aussi de la géométrie. Les paramètres de confi-
guration qi ne décrivent pas un espace vectoriel Rn plat mais une variété
riemanienne de métrique Mij dont la courbure est caractérisée par le ten-
seur de Riemann-Christoffel (voir la section 11.2.8). Les dérivées secondes q̈i

ne sont pas les composantes d’un vecteur. Ce sont les dérivées secondes co-

variantes q̈i+ Γ ijkq̇
jq̇k de q̇i qui forment un vecteur d̂q̇

dt (voir la sous-section
8.2.3) qui généralise l’accélération classique. Les coefficients Cij ne sont pas
les composantes d’un tenseur deux fois covariant. La version géométrique

de l’équation du mouvement de Newton est donc M d̂q̇
dt = u −∇V (voir

équation (20)). Elle s’énonce : le produit de la masse par l’accélération équilibre
la somme des forces.

8.2.2 Dérivée covariante du potentiel de gravité

Dans le membre de gauche de l’équation (18), ∂V
∂qk

est la ke composante
covariante d’un tenseur appelé dérivée covariante du potentiel V . Dans la
suite, il sera désigné par ∇V et dit « nabla V ». Ses composantes sont :

(∇V)k =
∂V

∂qk
.

Sa je composante contravariante Mjk ∂V
∂qk

sera désigné par (∇V)j.

8.2.3 Formulation tensorielle des équations du mouvement

Dans le membre de gauche de l’équation (18), q̈i + Γ ijkq̇
jq̇k est la dérivée

covariante par rapport au temps de q̇i. C’est la ie composante contravariante

d’un tenseur que nous appellerons vecteur accélération et désignerons par d̂q̇
dt .

La dérivation covariante par rapport au temps, nous la noterons d̂
dt avec un

chapeau sur le d pour la distinguer de la dérivée ordinaire d
dt . Ainsi

d̂q̇i

dt
= q̈i + Γ ijkq̇

jq̇k . (19)
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Avec ces notations, les équations (17) se lisent sous la forme covariante

Mij
d̂q̇j

dt
= ui − (∇V)i , (20)

en accord avec les prescriptions de Newton. La forme contravariante est

d̂q̇i

dt
= ui − (∇V)i . (21)



9D I S C R É T I S AT I O N T E M P O R E L L E

Afin de résoudre les équations du mouvement (18), nous discrétisons le
temps en nous basant sur la technique des éléments finis d’Hermite [1, 51,
70].

9.1 éléments finis cubiques d’hermite

9.1.1 Fonctions de base cubiques d’Hermite

Les Éléments Finis Cubiques d’Hermite (EFCH) sont basés sur deux fonc-
tions de base [1] à support compact φ et ψ définies par les formules

φ(t) =



















(1+ t)2(1− 2t) si t ∈ [−1, 0]

(1− t)2(1+ 2t) si t ∈ [0, 1]

0 sinon

et

ψ(t) =



















t(1+ t)2 si t ∈ [−1, 0]

t(1− t)2 si t ∈ [0, 1]

0 sinon.

Ces fonctions de base, ainsi que leurs dérivées premières et secondes sont
représentées sur la Figure 41.
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Figure 41: Fonctions de base cubiques d’Hermite : φ, ψ et leurs dérivées premières
et secondes

9.1.2 Éléments Finis Cubiques d’Hermite

Afin de discrétiser la durée T de la trajectoire, divisons l’intervalle [0, T ]

en N morceaux égaux de durée h = T
N limités par les instants tp = ph

(pour p allant de 0 à N). Nous définissons les 2N+ 2 fonctions de base
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{

φp(t) = φ
(

t
h − p

)

ψp(t) = ψ
(

t
h − p

)

appelées Éléments Finis Cubiques d’Hermite (EFCH). Notons que chaque
fonction de base doit être tronquée quand elle dépasse l’intervalle [0, T ] que
ce soit à droite ou à gauche. Cette remarque concerne surtout les indices
p = 0 et p = N.

9.1.3 Interpolation d’Hermite cubiques par morceaux cubiques

Chaque paramètre de configuration qi est interpolé [1, 51, 70] par les
fonctions cubiques par morceaux

qiN(t) =

N
∑

p=0

(

aipφp(t) + hb
i
pψp(t)

)

. (22)

Les coefficients aip et bip sont directement interprétés comme les valeurs
aux nœuds (tp = ph) des paramètres qi et de leurs dérivées par rapport au
temps q̇i.

remarque Dans l’expression (22), la multiplication du deuxième terme
de la somme par le pas de temps h le rend homogène à une position.

9.2 éléments finis quintiques d’hermite

9.2.1 Fonctions de base quintiques d’Hermite

Les Éléments Finis Quintiques d’Hermite (EFQH) sont basés sur trois fonc-
tions de base à support compact φ, ψ et θ. Elles sont définies par les for-
mules

φ(t) =



















(1+ t3)(1− 3t+ 6t2) si t ∈ [−1, 0]

(1− t3)(1+ 3t+ 6t2) si t ∈ [0, 1]

0 sinon,

ψ(t) =



















t(1+ t)3(1− 3t) si t ∈ [−1, 0]

t(1− t)3(1+ 3t) si t ∈ [0, 1]

0 sinon

et

θ(t) =



















t2

2 (1+ t)
3 si t ∈ [−1, 0]

t2

2 (1− t)
3 si t ∈ [0, 1]

0 sinon.
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Ces trois fonctions de base ont été construites selon les indications de G.
Marchouk [51]. Cette construction se résume de la manière suivante :

• construire la fonction φ dans l’intervalle [0, 1] en respectant les six
conditions :

{

φ(0) = 1, φ̇(0) = 0, φ̈(0) = 0,

φ(1) = 0, φ̇(1) = 0, φ̈(1) = 0;

• construire la fonction ψ dans l’intervalle [0, 1] en respectant les six
conditions :

{

ψ(0) = 0, ψ̇(0) = 1, ψ̈(0) = 0,

ψ(1) = 0, ψ̇(1) = 0, ψ̈(1) = 0;

• construire la fonction θ dans l’intervalle [0, 1] en respectant les six condi-
tions :

{

θ(0) = 0, θ̇(0) = 0, θ̈(0) = 1,

θ(1) = 0, θ̇(1) = 0, θ̈(1) = 0;

• construire les fonctions φ, ψ et θ dans l’intervalle [−1, 0] en respectant
les mêmes conditions en t = 0 et en remplaçant les conditions en t = 1
par les mêmes conditions en t = −1.

Les trois fonctions de base ainsi construites sont représentées sur la Fi-
gure 42 avec leurs dérivées premières et secondes.
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Figure 42: Fonctions de base quintiques d’Hermite : φ, ψ, θ et leurs dérivées pre-
mières et secondes
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9.2.2 Éléments Finis Quintiques d’Hermite

Nous définissons les 3N+ 3 fonctions de base















φp(t) = φ
(

t
h − p

)

ψp(t) = ψ
(

t
h − p

)

θp(t) = θ
(

t
h − p

)

appelées EFQH.

9.2.3 Interpolation d’Hermite quintiques par morceaux

Les paramètres de configuration qi sont interpolés [1] par les fonctions
quintiques par morceaux d’Hermite.

qiN(t) =

N
∑

p=0

(

aipφp(t) + hb
i
pψp(t) + h

2cipθp(t)
)

. (23)

Les coefficients aip, bip et cip sont directement interprétés comme les va-
leurs aux nœuds (aux instants tp = ph) des paramètres de configuration qi,
de leurs dérivées premières q̇i et de leurs dérivées secondes q̈i par rapport
au temps.

remarque Les multiplications du second terme de la somme (23) par h
et du dernier terme de la somme (23) par h2 les rendent homogènes à une
position.

9.3 éléments finis heptiques d’hermite

9.3.1 Fonctions de base Heptiques d’Hermite

Les Éléments Finis Heptiques d’Hermite (EFHH) sont basés sur quatre
fonctions de base à support compact : φ, ψ, θ et χ. Elles sont définies par
les formules

φ(t) =



















(t+ 1)4
(

−20t3 + 10t2 − 4t+ 1
)

si t ∈ [−1; 0]

(t− 1)4
(

20t3 + 10t2 + 4t+ 1
)

si t ∈ [0; 1]

0 sinon,

ψ(t) =



















t(t+ 1)4
(

10t2 − 4t+ 1
)

si t ∈ [−1; 0]

t(t− 1)4
(

10t2 + 4t+ 1
)

si t ∈ [0; 1]

0 sinon,

θ(t) =



















t2

2 (t+ 1)
4(1− 4t) si t ∈ [−1; 0]

t2

2 (t− 1)
4(1+ 4t) si t ∈ [0; 1]

0 sinon
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et

χ(t) =



















t3

6 (t+ 1)4 si t ∈ [−1; 0]
t3

6 (t− 1)4 si t ∈ [0; 1]

0 sinon.

Ces quatre fonctions de base ont été construites selon les indications de
G. Marchouk [51]. La construction se résume de la manière suivante :

• construire la fonction φ dans l’intervalle [0, 1] en respectant les huit
conditions :

{

φ(0) = 1, φ̇(0) = 0, φ̈(0) = 0,
...
φ(0) = 0,

φ(1) = 0, φ̇(1) = 0, φ̈(1) = 0
...
φ(1) = 0;

• construire la fonction ψ dans l’intervalle [0, 1] en respectant les huit
conditions :

{

ψ(0) = 0, ψ̇(0) = 1, ψ̈(0) = 0,
...
ψ(0) = 0,

ψ(1) = 0, ψ̇(1) = 0, ψ̈(1) = 0,
...
ψ(1) = 0;

• construire la fonction θ dans l’intervalle [0, 1] en respectant les huit
conditions :

{

θ(0) = 0, θ̇(0) = 0, θ̈(0) = 1,
...
θ(0) = 0,

θ(1) = 0, θ̇(1) = 0, θ̈(1) = 0,
...
θ(1) = 0;

• construire la fonction χ dans l’intervalle [0, 1] en respectant les huit
conditions :

{

χ(0) = 0, χ̇(0) = 0, χ̈(0) = 0,
...
χ(0) = 1,

χ(1) = 0, χ̇(1) = 0, χ̈(1) = 0,
...
χ(1) = 0;

• construire les fonctions φ,ψ, θ et χ dans l’intervalle [−1, 0] en respectant
les mêmes conditions en t = 0 et en remplaçant les conditions en t = 1
par les mêmes conditions en t = −1.

Les quatre fonctions de base ainsi construites sont représentées sur la
Figure 43 avec leurs dérivées premières, secondes et troisièmes.

9.3.2 Éléments Finis Heptiques d’Hermite

Nous définissons les 4N+ 4 fonctions de base























φp(t) = φ
(

t
h − p

)

ψp(t) = ψ
(

t
h − p

)

θp(t) = θ
(

t
h − p

)

χp(t) = χ
(

t
h − p

)

appelées EFHH.
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Figure 43: Fonctions de base heptiques d’Hermite : φ, ψ, θ, χ et leurs dérivées pre-
mières, secondes et troisièmes

9.3.3 Interpolation d’Hermite heptiques par morceaux

Les paramètres de configuration qi sont interpolés [1] par les fonctions
heptiques par morceaux d’Hermite

qiN(t) =

N
∑

p=0

(

aipφp(t) + hb
i
pψp(t) + h

2cipθp(t) + h
3dipχp(t)

)

. (24)

Les coefficients aip, bip, cip et dip sont directement interprétés comme les
valeurs aux nœuds (tp = ph) des paramètres de configuration qi de leurs
dérivées premières q̇i, de leurs dérivées secondes q̈i et de leurs dérivées
troisièmes

...
qi par rapport au temps.

remarque Les multiplications du second terme de la somme (24) par h,
du troisième terme par h2 et du dernier terme par h3 les rendent homo-
gènes à une position.

9.4 bilan des trois variantes de la méthode des éléments fi-
nis d’hermite

Les bénéfices de la méthode des éléments finis d’Hermite sont indéniables.
Les inconnues

(

aip, b
i
p, c

i
p, d

i
p

)

sont directement les valeurs aux nœuds de
discrétisation des grandeurs recherchées, il ne sera par conséquent pas né-
cessaire de recalculer ces grandeurs a posteriori.

Trois variantes de cette méthode d’Hermite sont proposées :

• les EFCH qui fournissent les positions et les vitesses aux nœuds d’inter-
polation ;
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• les EFQH qui fournissent les positions, les vitesses et les accélérations
aux nœuds d’interpolation ;

• les EFHH qui en plus de fournir les positions, les vitesses et les accéléra-
tions aux nœuds d’interpolation, fournissent aussi le jerk (secousse).

Si d’autres degrés de finesse sont nécessaires, il sera possible de généra-
liser la construction de G. Marchouk [51] et d’introduire les Éléments Finis
Noniques (pour atteindre la dérivée quatrième des positions) ou encore Un-
décaiques (pour atteindre la dérivée cinquième des positions ).

9.5 précision des interpolations

Afin d’étudier la précision des interpolations obtenues par les méthodes
des EFCH, des EFQH et des EFHH, considérons l’exemple monodimensionnel
du paramètre de configuration circulaire q(t) = sin t.

Les valeurs aux nœuds sont calculées sur l’intervalle de temps [0, π] pour
un nombre de points d’interpolation N allant de 2 à 20. Afin de mesurer
l’erreur

eN(t) = qN(t) − sin t ,

de la Ne interpolation, les normes suivantes sont introduites :

‖e‖3 =

√

∫π

0

(

(e(t))2 + h2(ė(t))2
)

dt

√
π

(25)

pour les EFCH,

‖e‖5 =

√

∫π

0

(

(e(t))2 + h2(ė(t))2 + h4(ë(t))2
)

dt

√
π

(26)

pour les EFQH et

‖e‖7 =

√

∫π

0

(

(e(t))2 + h2(ė(t))2 + h4(ë(t))2 + h6(
...
e (t))2

)

dt

√
π

(27)

pour les EFHH.

Ces normes, homogènes à des angles mesurés en radians, sont données
par la Table 9. Sur cette table nous pouvons d’abord constater que la norme
de eN décroît lorsque l’entier N augmente. Elle montre également que les
EFHH sont plus précis que les EFQH et que ces derniers sont à leur tour plus
précis que les EFCH.

Afin d’analyser la précision de ces méthodes, les graphiques de la Figure

44 affichent les logarithmes des normes des erreurs ‖eN‖3, ‖eN‖5 et ‖eN‖7
en fonction du logarithme du pas de temps h associé à chaque entier N

h =
π

N
.
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Table 9: Étude de la convergence des méthodes des EFCH, EFQH et EFHH ; ‖e‖i en rad

N ln
(

π
N

)

‖e‖3 ln‖e‖3 ‖e‖5 ln‖e‖5 ‖e‖7 ln‖e‖7

2 0,45 2,48× 10−2 −3,70 3,47× 10−3 −5,66 4,11× 10−4 −7,80

3 0,04 5,00× 10−3 −5,30 3,10× 10−4 −8,08 1,63× 10−5 −11,03

4 −0,24 1,60× 10−3 −6,44 5,54× 10−5 −9,80 1,64× 10−6 −13,32

5 −0,46 6,56× 10−4 −7,33 1,46× 10−5 −11,13 2,75× 10−7 −15,11

6 −0,64 3,17× 10−4 −8,06 4,88× 10−6 −12,23 6,41× 10−8 −16,56

7 −0,80 1,71× 10−4 −8,67 1,94× 10−6 −13,15 1,87× 10−8 −17,80

8 −0,93 1,00× 10−4 −9,21 8,70× 10−7 −13,96 6,42× 10−9 −18,86

9 −1,05 6,27× 10−5 −9,68 4,30× 10−7 −14,66 2,50× 10−9 −19,81

10 −1,16 4,12× 10−5 −10,10 2,28× 10−7 −15,29 1,08× 10−9 −20,65

11 −1,25 2,81× 10−5 −10,48 1,29× 10−7 −15,86 5,03× 10−10 −21,41

12 −1,34 1,98× 10−5 −10,83 7,64× 10−8 −16,39 2,51× 10−10 −22,11

13 −1,42 1,44× 10−5 −11,15 4,73× 10−8 −16,87 1,32× 10−10 −22,75

14 −1,49 1,07× 10−5 −11,44 3,03× 10−8 −17,31 7,31× 10−10 −23,34

15 −1,56 8,14× 10−6 −11,72 2,00× 10−8 −17,73 4,21× 10−11 −23,89

16 −1,63 6,29× 10−6 −11,98 1,36× 10−8 −18,11 2,51× 10−11 −24,41

17 −1,69 4,93× 10−6 −12,22 9,46× 10−9 −18,47 1,55× 10−11 −24,89

18 −1,75 3,93× 10−6 −12,45 6,71× 10−9 −18,82 9,79× 10−12 −25,35

19 −1,80 3,16× 10−6 −12,66 4,85× 10−9 −19,14 6,35× 10−12 −25,78

20 −1,85 2,58× 10−6 −12,87 3,57× 10−9 −19,45 4,21× 10−12 −26,19

Ces graphiques mettent en lumière la superconvergence de la méthode des
Éléments Finis d’Hermite. En effet, la norme de l’erreur eN est en h4 (la
pente de la droite de régression est pratiquement égale à quatre) pour les
EFCH, en h6 pour les EFQH et en h8 pour les EFHH.
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Figure 44: Superconvergence des interpolations de la fonction sin t par les EFCH, les
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Avant d’aborder le contrôle optimal, nous présentons une méthode di-
recte pour résoudre des équations du mouvement par la méthode des EFH.
Cette méthode trouve son application lorsque la commande est connue.

10.1 algorithme d’intégration temporelle

Lorsque le tenseur des couples u(t) est connu, le vecteur d’état

x(t) =

[

q(t)

q̇(t)

]

du robot peut être prédit à chaque instant t à partir de sa valeur initiale

x(0) =

[

q(0)

q̇(0)

]

en résolvant numériquement [67] les EDO (18). Afin de simuler les trajec-
toires, nous proposons un algorithme d’intégration temporelle :

a. approcher chaque paramètre de configuration qi par son interpola-
tion d’Hermite cubique par morceaux (respectivement quintique ou
heptique), définie par la formule (22) (respectivement (23) ou (24)) ;

b. exprimer les équations du mouvement (18) en 2nN (pour les EFCH) ins-
tants bien choisis (respectivement 3n(N+1) pour les EFQH et 4n(N+2)

pour les EFHH) ;

c. résoudre le système algébrique obtenu concernant les 2nN coefficients
inconnus

(

aip, b
i
p

)

pour les EFCH (respectivement 3n(N+1) coefficients
inconnus

(

aip, b
i
p, c

i
p

)

pour les EFQH et 4n(N+ 2) coefficients inconnus
(

aip, b
i
p, c

i
p, d

i
p

)

pour les EFHH) ;

d. construire l’approximation qiN de qi à partir de ses valeurs aux nœuds.

10.1.1 Remarques sur l’algorithme d’intégration temporelle

remarque 1 Les étapes b. et c. de l’algorithme 10.1 sont inspirées de
la technique d’identification des paramètres inertiels proposée par Gautier
dans [36].

remarque 2 Les conditions initiales fixent les coefficients ai0, bi0, ci0 et
di0 :























ai0 = qi(0)

bi0 = q̇i(0)

ci0 = q̈i(0)

di0 =
...
qi(0).
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10.2 méthode de perturbation

Souvent, les équations du mouvement ne sont pas linéaires. Pour obvier
à cette difficulté, nous allons utiliser une méthode de perturbation inspirée
de Lagrange. Un processus itératif est généré en ajoutant un incrément ∆q
à l’approximation précédente à chaque pas.

Les équations du mouvement covariantes (17) se perturbent de la manière
suivante :

Mij

(

q̈j +∆q̈j
)

+
∂Mij

∂qk
q̈j∆qk + MijΓ

j
kl

(

q̇kq̇l + q̇l∆q̇k + q̇k∆q̇l
)

+

(

∂Mij

∂qm
Γ
j
kl + Mij

∂Γ
j
kl

∂qm

)

q̇kq̇l∆qm +
∂V

∂qi
+

∂2V

∂qi∂qj
∆qj = ui .

En appliquant le théorème de Ricci (11.2.5) aux dérivées des coefficents
de la métrique Mij apparaissant dans l’expression ci-dessus, nous sommes
conduits à l’EDO linéaire :

Mij

(

q̈j +∆q̈j
)

+
(

MljΓ
l
ik + MilΓ

l
jk

)

∆qkq̈j

+ MijΓ
j
kl

(

q̇kq̇l + q̇l∆q̇k + q̇k∆q̇l
)

+

(

Mij

∂Γ
j
kl

∂qm
+
(

MljΓ
l
im + MilΓ

l
jm

)

Γ
j
kl

)

q̇kq̇l∆qm

+
∂V

∂qi
+

∂2V

∂qi∂qj
∆qj = ui.

(28)

Afin de valider cette méthode, nous avons choisi de l’illustrer par l’exemple
du pendule non-linéaire.

10.3 validation de la méthode de pertubation

10.3.1 Description du pendule non-linéaire

Considérons en une dimension le pendule non-linéaire schématisé Figure

45. Son mouvement est régi par l’équation

Mq̈+mgl sinq = 0. (29)

Les coefficients M, m et l sont respectivement le moment d’inertie en O

du pendule, sa masse et la distance de son centre d’inertie G au point O.
Dans cet exemple, les valeurs de ces coefficients sont tels que la pulsation
du pendule soit égale à

ω =

√

mgl

M
= 3, 102 s−1.

Les conditions initiales sont
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Figure 45: Pendule non-linéaire. OG = lz1.







q(0) =
π

12
rad

q̇(0) = 0 rad.s−1.

La durée de la simulation est fixée à

T =
2π

ω
s.

10.3.2 Implémentation de la méthode par les EFCH

Les interpolations d’Hermite cubiques sont implémentées dans la mé-
thode de perturbation 10.2 avec N = 73 points d’interpolation. Ceci conduit
à la procédure suivante :

a. exécuter la subroutine proposée à la section 10.1 pour résoudre l’équa-
tion du pendule linéaire

q̈(t) +ω2q(t) = 0 (30)

avec les mêmes conditions initiales que le pendule non-linéaire. Soit
q1 sa solution ;

b. exécuter la subroutine proposée au 10.1 pour résoudre le système
d’EDO linéaire suivant :

d2

dt2
(∆q1(t)) +ω

2 (cosq1(t))∆q1(t) = 0

avec des conditions initiales nulles ;

c. améliorer l’approximation q1(t) en posant

q2(t) = q1(t) +∆q1(t) ;

d. réitérer ce processus jusqu’à ce que l’approximation cesse de s’amélio-
rer.
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10.3.3 Solution classique de l’équation du mouvement du pendule linéaire

La loi horaire du pendule linéaire (30) est de la forme

q(t) = A cos (ωt) +B sin (ωt) .

Les conditions initiales sont :

{

A = q(0) = π
12 rad

−Bω = q̇(0) = 0 rad.s−1.

La solution classique de l’équation (29) est donc

q(t) =
π

12
cos(ωt).

10.3.4 Approximation de la solution du pendule non-linéaire par la méthode des
perturbations

Les 2N instants particuliers choisis pour interpoler l’équation du mouve-
ment (30) par les EFCH sont les suivants :



















k T

2(N+ 1)
pour k = 1, . . . ,N− 1

(k+ 1) T

2(N+ 1)
pour k = N+ 2, . . . , 2N

(31)

La Figure 46 illustre la distribution des instants particuliers choisis dans
l’intervalle [0 ; T ]. Y sont présentées les distributions temporelles pour N
allant de 2 à 4 en suivant la construction proposée par l’équation (31).
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Figure 46: Distribution des instants particuliers pour l’approximation de l’équation
du mouvement du pendule non-linéaire par la méthode de perturbation

Il est important de préciser que le choix des instants particuliers est crucial
et qu’il doit être finement étudié pour chaque application. Ici, nous avons
pris soin d’éviter les instants t = 0, t = T

2 et t = T .

Nous avons remarqué que l’obtention rapide d’une bonne approximation
de la solution nécessitait une résolution fine préalable de l’équation du pen-
dule linéaire (étape A. de la procédure 10.3.2) avec un grand nombre de
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π
12 cos(ωt)

q1(t)
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0,1

0,2
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Figure 47: Pendule linéaire : comparaison de la solution classique π
12 cos(ωt) avec

la solution q1(t) calculée par les EFCH

points d’interpolation. Ici, un nombre N = 601 points d’interpolation a été
choisi. Nous constatons que l’approximation q1(t) calculée avec les EFCH

coïncide pratiquement avec la solution classique (Figure 47). La norme de
l’erreur e

‖e‖3 =

√

∫ 2π
ω

0

(

q1(t) −
π

12
cos(ωt)

)2
+ h2

(

q̇1(t) +
ωπ

12
sin(ωt)

)2
dt

√

2π

ω

,

s’évalue à 9, 61× 10−7 radians.

10.3.5 Comparaison de q3 avec q1

La procédure d’arrêt employée dans la procédure 10.3.2 est la suivante :

si

√

∫ 2π
ω

0
(qi(t) − qi−1(t))

2 + h (q̇i(t) − q̇i−1(t))
2 dt

√

2π

ω

� 10−7 rad, alors arrêt.

Après trois itérations de cette procédure, nous avons constaté que la solu-
tion calculée était périodique. Nous avons aussi remarqué Figure 48 que la
solution q3(t) calculée à la fin de la procédure 10.3.2 était un peu en retard
par rapport à la solution q1(t) du pendule linéaire.

La période des oscillations identifiée

τ = 2.03452 s

s’avère coïncider (en précision machine) avec la période donnée par l’inté-
grale elliptique incomplète de première espèce F de Legendre [4] :

τ =
4

ω

∫ π
2

0

dα
√

1−
(

sin2 π
24

)

sin2 α

=
4

ω
F
(π

2
, sin2 π

24

)

.
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q1(t)

q3(t)
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0,2
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Figure 48: Comparaison de la solution du pendule linéaire q1(t) avec la solution du
pendule non-linéaire calculée q3(t)

10.3.6 Comparaison de q3 avec la solution de Jacobi

À l’aide de la fonction elliptique sn de Jacobi et de l’intégrale elliptique
complète de Legendre K, la solution du pendule non-linéaire [4] s’exprime
sous la forme :

θ(t) = 2 arcsin
(

sin
q(0)

2
sn

[

K

(

sin2 q(0)

2

)

−ωt ; sin2 q(0)

2

])

,

La Figure 49 compare cette solution θ de Jacobi avec la solution q3 calculée
par la méthode de perturbation. Les deux courbes se superposent, ce qui
exhibe la performance de notre algorithme.

θ(t)

q3(t)

0,5 1,0 1,5 2,0

- 0,2

- 0,1

0,1

0,2

rad

t(s)

Figure 49: Comparaison de la solution exacte du pendule non-linéaire θ avec la so-
lution calculée par la méthode de perturbation q3

Enfin, la norme ‖e‖3 de l’erreur e(t) = q3(t) − θ(t), très faible devant
l’unité 1 rad, permet de conclure à l’efficacité de la méthode :
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‖e‖3 =

√

∫ 2π
ω

0
(q3(t) − θ(t))

2 + h2
(

q̇3(t) − θ̇(t)
)2 dt

√

2π

ω

= 1, 15× 10−6 rad.

Les résultats exposés dans ce chapitre démontrent la performance de la
technique d’Hermite et de la méthode de perturbation pour résoudre les
équations du mouvement. Dans le chapitre suivant, le contrôle optimal sera
abordé. Deux méthodes pour simuler les commandes et les trajectoires se-
ront proposées. Dans la première méthode, nous reviendrons sur la mé-
thode de perturbation exposée dans ce chapitre. La deuxième sera une mé-
thode d’optimisation directe.





11C O N T R Ô L E O P T I M A L : M É T H O D E S E T A L G O R I T H M E S

En robotique, la commande n’est jamais fournie et la difficulté consiste en
son obtention. Pour cela, les roboticiens font généralement appel à des mé-
thodes de commande optimale telles les méthodes faisant intervenir le PMP

ou encore la résolution de l’équation d’HJB. Dans cette partie, une alternative
est proposée, elle est accompagnée de deux techniques de contrôle optimal.
La première fait appel à des algorithmes de résolution de l’équation de la
commande. La deuxième fait appel à des algorithmes de descente (gradient
ou encore gradient conjugué).

11.1 contrôle optimal

À l’état initial, le robot se trouve dans un état de positions et de vitesses
(q0, q̇0) = (q(0), q̇(0)). En un temps final T fixé, le robot doit être amené
vers un état final (q1, q̇1) = (q(T), q̇(T)).

Quelles sont les commandes nécessaires pour réaliser cette tâche ? Afin de
borner l’intensité de ces commandes, les couples sont généralement choisis
en minimisant une fonctionnelle intégrale du type :

J (u) =

∫T

0
γ (u(t))dt

appelée fonction objectif. La fonction γ est appelée fonction coût et est choisie
convexe. Ainsi la fonctionnelle J (u) est elle même convexe.

11.1.1 Fonction coût invariante

Souvent, on choisit comme fonction coût une forme quadratique des com-
mandes :

γ(u) =
1

2
Sijuiuj

où S est une forme bilinéaire symétrique et définie positive. La fonction ob-
jective est alors une moyenne quadratique des commandes. Si cette fonction
coût n’est pas invariante par changement de paramètres de configuration,
les commandes ui calculées ne se transformeront pas selon la règle des ten-
seurs covariants. Pour respecter cette règle, nous choisirons une fonction
coût invariante. Le tenseur deux fois contravariant Sij le plus simple est

Sij = Mij .

En faisant ce choix [45], la fonction coût γ(u) = 1
2uiu

i est indépendante du
choix des coordonnées.
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11.1.2 Méthode d’optimisation d’Euler-Lagrange

La question posée dans la section 11.1 relève du calcul des variations : il
s’agit de minimiser la fonctionnelle

I (q) =

T
∫

0

L (q(t), q̇(t), q̈(t)) dt. (32)

L’intégrande est la fonction lagrangienne

L (q, q̇, q̈) =
1

2
Miju

iuj,

où les composantes contravariantes de la commande sont exprimées en fonc-
tion de (q, q̇, q̈) par l’équation (18). L’équation d’Euler-Lagrange correspon-
dante à la minimisation de la fonctionnelle 32 est :

d2

dt2

(

∂L

∂q̈i

)

−
d
dt

(

∂L

∂q̇i

)

+
∂L

∂qi
= 0 . (33)

Nous pouvons remarquer que les dérivées de la fonction de Lagrange par
rapport à q̇i et q̈i sont très simples :















∂L

∂q̈i
= ui

∂L

∂q̇i
= 2Γkijq̇

juk

Par contre, la dérivée de la fonction de Lagrange par rapport à qi est un
peu plus difficile à obtenir :

∂L

∂qi
=
1

2

∂Mjk

∂qi
ujuk + u

j ∂uj

∂qi
, (34)

avec

∂uj

∂qi
=
∂Mjk

∂qi
q̈k +

∂Γjkl

∂qi
q̇kq̇l +

∂2V

∂qi∂qj
. (35)

D’après la définition (16) des symboles de Christoffel de deuxième espèce,

la dérivée ∂Γjkl
∂qi

figurant dans l’équation ci-dessus est la somme de deux
termes

∂Γjkl

∂qi
=
∂Mjm

∂qi
Γmkl + Mjm

∂Γmkl
∂qi

. (36)
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L’application du théorème de Ricci (voir section 11.2.5) aux dérivations du
tenseur des masses apparaissant dans les équations (34), (35) et (36) conduit
à :

∂L

∂qi
= Γkmiu

muk +

(

∂Γkjl

∂qi
q̇jq̇l − ΓkmiM

mj ∂V

∂qj

)

uk

+

(

∂2V

∂qi∂ql
− Γ

j
li

∂V

∂qj

)

ul .

(37)

Nous remarquons que la dérivée seconde covariante ∇2V du potentiel
gravitationnel (voir équation (45) de la section 11.2.3) apparaît dans le der-
nier terme de l’équation (37). Cette expression de ∂L

∂qi
permet d’expliciter

l’équation (33) sous la forme :

üi − Γ
k
ijq̈
juk − 2Γ

k
ijq̇
ju̇k − 2

∂Γkij

∂ql
q̇jq̇luk +

∂Γkjl

∂qi
ukq̇

jq̇l

+
(

∇2V
)

ij
uj + Γkmiuk

(

um − Mmj ∂V

∂qj
− q̈m

)

= 0 .

Cette EDO du second ordre concernant ui semble mettre en jeu les déri-
vées secondes q̈m des paramètres de configuration. Mais grâce à l’équation
du mouvement (18), le dernier terme de l’équation ci-dessus se simplifie en :

Γmjl q̇
jq̇l.

Ainsi, les équations d’Euler-Lagrange (33) se réduisent à l’EDO du second
ordre :

üi − Γ
k
ijq̈
juk − 2Γ

k
ijq̇
ju̇k −

∂Γkij

∂ql
q̇jq̇luk

+

(

∂Γkjl

∂qi
−
∂Γkij

∂ql
+ ΓkmiΓ

m
jl

)

q̇jq̇luk +
(

∇2V
)

ij
uj = 0 .

(38)

Nous les appellerons « équations de la commande ». Associées aux équations
du mouvement covariantes (17) ou contravariantes (18), elles procurent un
système de 2n EDO du second ordre (n étant le nombre de DDL du robot)
régissant les variables duales (qi, ui). Ce système est une alternative au
système issu de l’application du PMP. Ce dernier régit les 2n variables d’état
(q, q̇) et les 2n variables conjuguées par 4n EDO du premier ordre. Avec
notre point de vue, les variables conjuguées sont les commandes ui, qui
sont directement interprétables.

11.1.3 Algorithme de contrôle optimal par la méthode de perturbation

Une technique faisant appel à la méthode de perturbation (voir 10.2) est
proposée dans cette section pour trouver la commande optimale et les tra-
jectoires. C’est cette technique que nous avons retenue pour réaliser la com-
mande optimale des trois systèmes robotiques étudiés au chapitre suivant.
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Nous perturbons les équations du mouvement (17) :

Mij

(

q̈j +∆q̈j
)

+
(

MljΓ
l
ik + MilΓ

l
jk

)

∆qkq̈j

+ MijΓ
j
kl

(

q̇kq̇l + q̇l∆q̇k + q̇k∆q̇l
)

+

(

Mij

∂Γ
j
kl

∂qm
+
(

MljΓ
l
im + MilΓ

l
jm

)

Γ
j
kl

)

q̇kq̇l∆qm

+
∂V

∂qi
+

∂2V

∂qi∂qj
∆qj − ui −∆ui = 0.

(39)

Nous perturbons également les équations de la commande (38) :

üi +∆üi − Γ
k
ij

(

q̈juk + q̈
j∆uk + uk∆q̈

j
)

−
∂Γkij

∂ql
q̈juk∆q

l

− 2Γkij

(

q̇ju̇k + q̇
j∆u̇k + u̇k∆q̇

j
)

− 2
Γkij

∂ql
q̇ju̇k∆q

l

−
∂Γkij

∂ql

(

q̇jq̇luk + q̇
j∆qluk + q̇

jq̇l∆uk + q̇
luk∆q̇

j
)

+
∂2Γkij

∂ql∂qm
q̇jq̇luk∆q

m

+

(

∂Γkjl

∂qi
−
∂Γkij

∂ql
+ ΓkmiΓ

m
jl

)

(

q̇jq̇luk + q̇
j∆qluk + q̇

jq̇l∆uk + q̇
luk∆q̇

j
)

(

∂2Γkjl

∂qi∂qp
−

∂2Γkij

∂ql∂qp
+
∂Γkmi
∂qp

Γmjl + Γkmi
∂Γmjl

∂qp

)

(

q̇jq̇luk∆q
p
)

(

∂3V

∂qj∂qi∂qm
−
∂Γkij

∂qm
∂V

∂qk
− Γkij

∂2V

∂qk∂qm

)

∆qm = 0.

(40)

Les équations (39) et (40) sont alors couplées et forment un système de
2n EDO du second ordre régissant les commandes et les trajectoires. L’algo-
rithme d’intégration temporel de ce système est une adaptation de l’algo-
rithme 10.1.

Un deuxième algorithme de commande optimale est proposé dans la
section suivante. Cet algorithme optimise directement la fonction objectif
à l’aide d’une technique de descente rapide.

11.1.4 Algorithme de Contrôle Optimal par optimisation directe

Dans cette section, nous proposons un deuxième algorithme de commande
optimale. Cet algorithme optimise directement la fonction objectif (32) par
une méthode de descente.

Au lieu de résoudre les 2n EDO du second ordre (17) et (33), il est possible
de minimiser directement la fonction I (qN). Cette fonction est générée en
remplaçant dans l’intégrale (32) les paramètres de confiuration qi par leurs
interpolations cubiques (22), quintiques (23) ou encore heptiques (24).

La fonction I (qN) dépend seulement des paramètres
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•
(

aip, b
i
p

)

dans le cas des EFCH ;

•
(

aip, b
i
p, c

i
p

)

dans le cas des EFQH ;

•
(

aip, b
i
p, c

i
p, d

i
p

)

dans le cas des EFHH.

La minimisation de I (qN) devient un problème d’optimisation en di-
mension finie. L’obtention des paramètres

(

aip, b
i
p, c

i
p, d

i
p

)

peut se faire en
utilisant l’algorithme du gradient conjugué de Polak-Ribière [39, 60, 61].

Il est important de souligner que les coefficients aip et bip sont connus pour
p = 0 et pour p = N :























ai0 = qi(0)

bi0 = q̇i(0)

aiN = qi(T)

biN = q̇i(T)

Après l’obtention de l’approximation qN(t) de q(t), une approximation
de la commande optimale u(t) est obtenue par les équations du mouvement
(17) ou (18).

11.2 rappels de géométrie riemanienne

11.2.1 Dérivée covariante par rapport au temps du tenseur de commande

En accord avec une remarque de David Hilbert concernant la Relativité
Générale, notre choix d’une fonction coût invariante γ implique que les
équations d’Euler-Lagrange (33) soient covariantes comme Einstein l’a pres-
crit pour la modélisation de tout phénomène physique [52].

La puissance uiq̇i est indépendante du choix des paramètres de confi-
guration, par conséquent sa dérivée par rapport au temps doit l’être égale-
ment :

d
dt

(

uiq̇
i
)

=
(

uiq̈
i + u̇iq̇

i
)

= ui

(

q̈i + Γ ijkq̇
jq̇k
)

+
(

u̇i − Γ
j
ikujq̇

k
)

q̇i.

Nous reconnaissons la dérivée covariante par rapport au temps de q̇i (voir
la sous-section 8.2.3, équation (18)) :

d̂q̇i

dt
= q̈i + Γ ijkq̇

jq̇k. (41)

Cette remarque mécanique indique que la dérivée covariante par rapport
au temps de la commande ui est

d̂ui
dt

= u̇i − Γ
j
ikujq̇

k. (42)

Les formules (41) et (42) sont duales. Notons le signe “+” pour les tenseurs
contravariants et le signe “–” pour les tenseurs covariants.
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11.2.2 Dérivée covariante du tenseur de commande

Supposons que chaque commande ui dépende des paramètres de configu-
ration qj. La formule (42) associée à la composition des dérivations conduit
à

d̂ui
dt

=

(

∂ui

∂qk
− Γ

j
ikuj

)

q̇k .

Cette remarque indique que la dérivée covariante ∇u (dite « nabla u ») du
tenseur de commande a pour composantes

(∇u)ik =
∂ui

∂qk
− Γ

j
ikuj. (43)

Nous pouvons retenir la relation

d̂ui
dt

= (∇u)ik q̇k (44)

entre les dérivées covariantes par rapport au temps et les dérivées cova-
riantes des tenseurs.

11.2.3 Dérivée seconde covariante du potentiel de gravitation

Appliquons la formule (43) au tenseur ∇V . Nous constatons que les com-
posantes de la dérivée covariante du tenseur ∇V ne sont pas simplement
∂2V
∂qj∂qi

mais

(

∇2V
)

ij
= (∇∇V)ij =

∂2V

∂qj∂qi
− Γkij

∂V

∂qk
. (45)

11.2.4 Dérivée seconde covariante par rapport au temps du tenseur de commande

En itérant la formule (42 ) de la section 11.2.1 :

d̂2ui
dt

=
d
dt

(

d̂ui
dt

)

− Γ
j
ik

d̂uj
dt
q̇k,

nous en déduisons la dérivée seconde covariante par rapport au temps de
la commande ui

d̂2ui
dt

= üi −

(

∂Γ
j
ik

∂ql
− ΓmikΓ

j
ml

)

ujq̇
kq̇l − Γ

j
ikujq̈

k − 2Γ
j
iku̇jq̇

k. (46)

11.2.5 Théorème de Ricci

Gregorio Ricci-Curbastro remarqua que les formules (15) et (16), permet-
tant le calcul des symboles de Christoffel de première et de deuxième espèce,
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signifiaient géométriquement que la dérivée covariante ∇M du tenseur des
masses était nulle[8, 25, 46, 49, 63]. Ainsi

(∇M)ijk =
∂Mij

∂qk
− Γ likMlj − Γ

l
jkMil = 0 . (47)

Le tenseur des masses inverse satisfait la même propriété :

(∇M)
ij
k =

∂Mij

∂qk
+ Γ ilkMlj + Γ

j
lkMil = 0 . (48)

11.2.6 Dérivée seconde covariante du tenseur de commande

En itérant la dérivée covariante (42) de la commande u, nous obtenons

(

∇2u
)

ikl
=

∂

∂ql

(

∂ui

∂qk
− Γ

j
ikuj

)

− Γmil

(

∂um

∂qk
− Γ

j
mkuj

)

− Γmkl

(

∂ui

∂qm
− Γ

j
imuj

)

.

11.2.7 Symétrie de la dérivée seconde covariante

Afin d’étudier la symétrie de la dérivée seconde covariante ci-dessus, sous-
trayons

(

∇2u
)

ikl
et
(

∇2u
)

ilk
. Nous obtenons :

(

∇2u
)

ikl
−
(

∇2u
)

ilk
=

(

∂Γ
j
il

∂qk
−
∂Γ
j
ik

∂ql
+ Γmil Γ

j
mk − Γ

m
ikΓ

j
ml

)

uj . (49)

11.2.8 Tenseur de courbure de Riemann-Christoffel

Dans l’équation (49), nous reconnaissons le tenseur de courbure de Riemann-
Christoffel :

Rjikl =

(

∂Γ
j
il

∂qk
−
∂Γ
j
ik

∂ql
+ Γmil Γ

j
mk − Γ

m
ikΓ

j
ml

)

. (50)

Le tenseur
(

∇2u
)

se révèle être symétrique par rapport à ses deux der-
niers indices si et seulement si le tenseur de courbure de Riemann-Christoffel
s’annule. En bref, le tenseur de courbure de Riemann-Christoffel caractérise
le défaut de symétrie de la dérivée seconde covariante :

(

∇2u
)

ikl
−
(

∇2u
)

ilk
= Rjikluj .

11.3 covariance des équations de la commande

En revenant aux équations (38), nous remarquons que les termes
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Γmij Γ
k
lmq̇

jq̇luk

manquent avec des signes opposés pour retrouver le tenseur de courbure
de Riemann-Christoffel Rkjil et la dérivée seconde covariante par rapport au

temps d̂2ui
dt2 du tenseur de commande. Par cette compensation, les équations

de la commande se simplifient en :

d̂2ui
dt2

+ Rkjilq̇
jq̇luk +

(

∇2V
)

ij
uj = 0. (51)

Ces équations de la commande seront couplées aux équations du mouve-
ment. Nous obtenons ainsi un système de 2n EDO du second ordre régissant
les positions et les commandes (n étant le nombre de DDL du robot).



12S I M U L AT I O N S N U M É R I Q U E S D E S T R A J E C T O I R E S E T
D E S C O M M A N D E S

Dans ce chapitre, nous simulons les trajectoires et les commandes de trois
systèmes mécaniques. Nous commençons par deux systèmes linéaires, l’un
à 1 DDL, l’autre à 2 DDL. Le troisième système est non linéaire, c’est un robot
manipulateur à 7 DDL dont seulement 2 DDL sont actionnés.

L’algorithme de contrôle optimal par optimisation directe proposé en
11.1.4 est validé sur le premier exemple. Les trajectoires et les commandes
du robot manipulateur sont simulées par la méthode de perturbation pro-
posée en 11.1.3.

12.1 exemple linéaire à 1 ddl

Afin de valider la méthode d’optimisation directe de la commande pré-
sentée au 11.1.2, nous avons considéré un système très simple : il s’agit d’un
pendule linéaire dont le mouvement est gouverné par l’équation

q̈(t) +ω2q(t) = u . (52)

où la pulsation ω vaut 1 s−1, et le temps final est égal à π s. Les conditions
initiales sont :

{

q(0) = 0 rad

q̇(0) = 1 rad.s−1

et les conditions finales sont :

{

q(π) = 0 rad

q̇(π) = −1 rad.s−1.

La fonctionnelle (32) se particularise en

I (q) =
1

2

∫T

0
(q̈(t) + q(t))2 dt. (53)

Cette fonctionnelle est positive. Elle atteint zéro, quand son intégrande po-
sitive est nulle à tout instant. Est-ce qu’une solution de

q̈(t) + q(t) = 0 , (54)

vérifie les conditions initiales et finales ? Si oui, le minimum de I (q) vaudra
zéro. C’est à cette question que nous répondrons dans la prochaine sous-
section.
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12.1.1 Solution de référence

La loi horaire du mouvement (54) est de la forme

q(t) = A cos t+B sin t.

A et B sont éxprimés en radians. Les conditions initiales impliquent :

{

q(0) = 0 = A

q̇(0) = 1 = B.

La fonction

q(t) = sin t

vérifie les conditions initiales et finales. En conclusion, le minimum de I (q)

est zéro. La commande u de référence est nulle

u(t) = 0.

12.1.2 Algorithme de commande optimale par une méthode de descente

La fonctionnelle

I (qN) =
1

2

∫T

0
(q̈N(t) + qN(t))2 dt

devient une fonction X d’un nombre fini de variables. Ces variables sont les
coefficients (a, b) (respectivement (a, b, c) et (a, b, c, d)) des interpolations
d’Hermite cubiques (respectivement quintiques et heptiques) du paramètre
de configuration qN. Mais les coefficients a0, b0, aN et bN sont connus.
Après intégration, la fonction X devient une forme quadratique du vecteur
v défini par

vT = (a1, b1, . . . , aN−1, bN−1) .

Nous la noterons

Q(v) =
1

2
vTKv− vT f

en omettant une constante additive dépendant de a0, b0, aN et bN. Par
analogie avec l’élasticité linéaire, nous dirons que K est la matrice de rigidité.
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La minimisation de la forme quadratique Q(v) revient à résoudre le système
linéaire

K v = f (55)

Afin de mettre en place la méthode d’optimisation, nous proposons un
algorithme basé sur une méthode de descente qui nous permettra de valider
la méthode d’optimisation directe (11.1.4). L’algorithme se structure de la
manière suivante :

a. Interpoler la trajectoire q avec, au choix, les EFCH, les EFQH ou encore
les EFHH :































qN =
N
∑

i=0

aiφi(t) + hbiψi(t) (EFCH)

qN =
N
∑

i=0

aiφi(t) + hbiψi(t) + h
2ciθi(t) (EFQH)

qN =
N
∑

i=0

aiφi(t) + hbiψi(t) + h
2ciθi(t) + h

3diχi(t) (EFHH) ;

(56)

b. construire la fonction X correspondante :


































































X (a,b) =
1

2

N
∑

i=0

∫T

0

(

ai
(

φ̈i(t)+φi(t)
)

+hbi
(

ψ̈i(t)+ψi(t)
))2 dt

X (a,b,c) =

1

2

N
∑

i=0

∫T

0

(

ai
(

φ̈i(t)+φi(t)
)

+hbi
(

ψ̈i(t)+ψi(t)
)

+h2ci
(

θ̈i+θi
)

)2
dt

X (a,b,c,d) =

1

2

N
∑

i=0

∫T

0

(

ai
(

φ̈i(t)+φi(t)
)

+hbi
(

ψ̈i(t)+ψi(t)
)

+h2ci
(

θ̈i(t)+θi(t)
)

+h3di (χ̈i(t)+χi(t))
)2

dt

c. annuler le gradient de la fonction X par rapport aux coefficients (a, b)
pour les EFCH ; (a, b, c) pour les EFQH ; (a, b, c, d) pour les EFHH ; en
résolvant le système algébrique (55) [1].

La matrice de rigidité K est de taille (2N− 2)× (2N− 2) pour les EFCH,
(3N− 1)× (3N− 1) pour les EFQH et 4N× 4N pour les EFHH. Le vecteur
v qui contient les coefficients a, b, c, d de la fonction approchée uN
(56) est de taille (2N− 2)× 1 pour les EFCH, (3N− 1)× 1 pour les EFQH

et 4N× 1 pour les EFHH. Le vecteur f contient les résidus.

12.1.3 Optimisation par les EFCH

12.1.3.1 Optimisation par une méthode de descente rapide

En suivant l’algorithme 12.1.2, l’étape A. conduit à l’expression du para-
mètre de configuration interpolée

qN =

N
∑

i=0

aiφi(t) + hbiψi(t).
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Nous introduisons les fonctions







αi(t) = φi(t) + φ̈i(t)

βi(t) = ψi(t) + ψ̈i(t) .

La fonction X (a, b) (étape B. de l’algorithme 12.1.2) est :

X (a, b) =
1

2

∫π

0

[

N
∑

i=0

(aiαi(t) + hbiβi(t))

]2

dt.

L’annulation de son gradient par rapport aux coefficients ak et bk (étape C.
de l’algorithme 12.1.2) conduit à la construction de la matrice de rigidté K :



























∂X

∂ak
=

∫π

0

N
∑

k=0

N
∑

i=0

αk(t) (aiαi(t) + hbiβi(t))dt = 0

∂X

∂bk
=

∫π

0

N
∑

k=0

N
∑

i=0

hβk(t) (aiαi(t) + hbiβi(t))dt = 0

(57)

Les conditions initiales et finales sont imposées, par conséquent, les termes
a0, b0, aN et bN sont connus. Le système (57) se présente de la manière sui-
vante :



























∫π

0

N−1
∑

k=1

N−1
∑

i=1

αk(t) (aiαi(t) + hbiβi(t))dt = fα

∫π

0

N−1
∑

k=1

N−1
∑

i=1

hβk(t) (aiαi(t) + hbiβi(t))dt = fβ.

(58)

Les deuxièmes membres fα et fβ sont connus grâce aux conditions initiales
et finales :

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

fα =

N−1
∑

k=1

∫π

0
αk(t) (a0α0(t) + aNαN(t) + h (b0β0(t) + bNβN(t)))dt

fβ =

N−1
∑

k=1

∫π

0
hβk(t) (a0α0(t) + aNαN(t) + h (b0β0(t) + bNβN(t)))dt.

Le système linéaire (58) se présente sous la forme matricielle (55) où la
matrice de rigidité K est de taille 2(N− 1)× 2(N− 1). Le vecteur v contient
les coefficients a et b de la solution approchée qN. Le vecteur f contient les
résidus.
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12.1.3.2 Détails sur la construction du système linéaire.

Par la méthode des EFCH, la matrice de rigidité K est de la forme

K =





















A B 0 · · · 0

BT . . .
. . .

. . .
...

0
. . .

. . .
. . . 0

...
. . .

. . .
. . . B

0 · · · 0 BT A





















(59)

Les matrices 2× 2 A et B sont :


















































A =







∫π

0
α1(t)

2dt 0

0

∫π

0
h2 β1(t)

2dt







B =







∫π

0
α1(t)α2(t)dt B12

−B12

∫π

0
h2 β1(t)β2(t)dt







La matrice A est diagonale, les éléments extra-diagonaux de la matrice B
sont opposés :

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

A12 =

∫π

0
hα1(t)β1(t)dt = 0

B12 =

∫π

0
hα1(t)β2(t)dt = −B21

remarque 1 Le calcul de seulement cinq intégrales suffit pour constituer la
matrice de rigidité K, et ce, quel que soit le nombre de points d’interpolation
employé.

remarque 2 La matrice A est diagonale. Les éléments extra-diagonaux
de la matrice B sont opposés. Ceci est dû au fait que les fonctions βi(t) sont
antisymétriques 1 et que les fonctions αi(t) sont symétriques 2. Le produit
d’une fonction symétrique par une fonction antisymétrique résulte en une
fonction antisymétrique.

remarque 3 Le vecteur résidu f s’écrit simplement de la façon suivante :

f = −















BT

0
...

0















[

a0

b0

]

−















0
...

0

B















[

aN

bN

]

1. Car elles sont composées par la somme de deux fonctions antisymétriquesψ(t) et ψ̈(t).
2. Elles sont composées par la somme des fonctions symétriques φ(t) et φ̈(t).
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C’est un vecteur de taille (2N− 2)× 1. Le vecteur contenant les coefficients
de la fonction approchée qN est de taille (2N− 2)× 1. Dans cet exemple, il
se présente sous la forme :

v = (a1, b1, a2, b2, · · · , aN−1, bN−1)
T

12.1.4 Optimisation par les EFQH

12.1.4.1 Minimisation de la fonction objectif par une méthode de descente rapide

En suivant l’algorithme 12.1.2, l’étape A. conduit à l’expression du para-
mètre de configuration interpolée

qN =

N
∑

i=0

aiφi(t) + hbiψi(t) + h
2ciθi(t).

Nous introduisons les fonctions















αi(t) = φi(t) + φ̈i(t)

βi(t) = ψi(t) + ψ̈i(t)

γi(t) = θi(t) + θ̈i(t)

La fonction X (a, b, c) (étape B. de l’algorithme 12.1.2) est :

X (a, b, c) =
1

2

∫π

0

[

N
∑

i=0

(

aiαi(t) + hbiβi(t) + h
2 ciγi(t)

)

]2

dt.

L’annulation de son gradient par rapport aux coefficients ak, bk et ck (étape
C. de l’algorithme 12.1.2) conduit à la construction de la matrice de rigidté K :























































∂X

∂ak
=

∫π

0

N
∑

k=0

N
∑

i=0

αk(t)
(

aiαi(t) + hbiβi(t) + h
2 ciγi(t)

)

dt = 0

∂X

∂bk
=

∫π

0

N
∑

k=0

N
∑

i=0

hβk(t)
(

aiαi(t) + hbiβi(t) + h
2 ciγi(t)

)

dt = 0

∂X

∂ck
=

∫π

0

N
∑

k=0

N
∑

i=0

h2 γk(t)
(

aiαi(t) + hbiβi(t) + h
2 ciγi(t)

)

dt = 0

(60)
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Les conditions initiales et finales sont imposées, par conséquent, les termes
a0, b0, aN et bN sont connus. En posant ri = aiαi(t)+hbiβi(t), le système
(60) se présente de la manière suivante :























































∫π

0

N−1
∑

k=1

N−1
∑

i=1

αk(t)
(

ri + h
2 (c0γ0(t) + cNγN(t))

)

dt = fα

∫π

0

N−1
∑

k=1

N−1
∑

i=1

hβk(t)
(

ri + h
2 (c0γ0(t) + cNγN(t))

)

dt = fβ

∫π

0

N−1
∑

k=1

N−1
∑

i=1

h2 γk(t)
(

ri + h
2 (c0γ0(t) + cNγN(t))

)

dt = fγ.

(61)

Les deuxièmes membres fα, fβ et fγ sont connus grâce aux conditions ini-
tiales et finales :
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∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣
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∣

∣

∣

∣

∣

∣

fα =

N−1
∑

k=1

∫π

0
αk(t) (a0α0(t) + aNαN(t) + h (b0β0(t) + bNβN(t)))dt

fβ =

N−1
∑

k=1

∫π

0
hβk(t) (a0α0(t) + aNαN(t) + h (b0β0(t) + bNβN(t)))dt

fγ =

N−1
∑

k=1

∫π

0
h2 γk(t) (a0α0(t) + aNαN(t) + h (b0β0(t) + bNβN(t)))dt.

Le système linéaire (58) se présente sous la forme matricielle (55) où la
matrice de rigidité K est de taille (3N− 1)× (3N− 1). Le vecteur v contient
les coefficients a et b de la solution approchée qN. Le vecteur f contient les
résidus.

12.1.4.2 Détails sur la construction du système linéaire.

Par la méthode des EFQH, la matrice de rigidité K est de la forme :

K =



































A03 B3l 0 · · · · · · · · · 0

BT
c3 A B 0 · · · 0

...

0 BT . . .
. . .

. . .
...

...
... 0

. . .
. . .

. . . 0
...

...
...

. . .
. . .

. . . B 0
... 0 · · · 0 BT A Bc3
0 · · · · · · · · · 0 BT

3l A03



































Les matrices A et B sont 3× 3. La matrice A est symétrique. Les éléments
extra-diagonaux de la matrice B sont tels que B21 = −B12, B32 = −B23 et B31 =

B13.
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A =









A11 0 A13
0 A22 0

A13 0 A33









B =









B11 B12 B13
−B12 B22 B23
B13 −B23 B33









Les coefficients A12 et A23 sont nuls. Les autres coefficients de la matrice A
sont :
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∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

A03 =

∫π

0
h4 γ0(t)

2dt

A11 =

∫π

0
α1(t)

2dt

A12 =

∫π

0
hα1(t)β1(t)dt = 0

A13 =

∫π

0
h2 α1(t)γ1(t)dt

A22 =

∫π

0
h2 β1(t)

2dt

A23 =

∫π

0
h3 β1(t)γ1(t)dt = 0

A33 =

∫π

0
h4 γ1(t)

2dt

Les coefficients de la matrice B sont :
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∣
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∣

∣

∣

∣
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∣

∣

∣

∣
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∣

∣
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∣

∣

∣

B11 =

∫π

0
α1(t)α2(t)dt

B12 =

∫π

0
hα1(t)β2(t)dt

B13 =

∫π

0
h2 α1(t)γ2(t)dt

B22 =

∫π

0
h2 β1(t)β2(t)dt

B23 =

∫π

0
h3 β1(t)γ2(t)dt

B33 =

∫π

0
h4 γ1(t)γ2(t)dt

B3l et Bc3 sont les troisièmes lignes et troisièmes colonnes respectivement
de la matrice B. BT

3l et BT
c3 sont les troisièmes lignes et troisièmes colonnes

respectivement de la matrice BT.

remarque 1 Le calcul de seulement onze intégrales suffit pour constituer
la matrice de rigidité K, et ce, quel que soit le nombre de points d’interpola-
tion.
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remarque 2 La matrice A est symétrique. La matrice B ne l’est pas. Ceci
est dû au fait que les fonctions βi(t) sont antisymétriques 3 et que les fonc-
tions αi(t) et γi(t) sont symétriques 4. Le produit d’une fonction symétrique
par une fonction antisymétrique résulte en une fonction antisymétrique.

remarque 3 Le vecteur résidu f s’écrit simplement :

f = −



















A01 A02
BT

0
...

0



















[

a0

b0

]

−



















0
...

0

B

A01 − A02



















[

aN

bN

]

C’est un vecteur de taille (3N− 1)× 1 où les coefficients A01 et A02 sont les
intégrales















A01 =

∫π

0
h2 γ0(t)α0(t)dt

A02 =

∫π

0
h3 γ0(t)β0(t)dt

Le vecteur contenant les coefficients de la fonction approchée est de taille
(3N− 1)× 1. Dans cet exemple, il se présente sous la forme :

v = (c0, a1, b1, c1, a2, b2, c2, · · · , aN−1, bN−1, cN−1, cN)T

12.1.5 Optimisation par les EFHH

12.1.5.1 Minimisation de la fonction objectif par une méthode de descente rapide

En suivant l’algorithme 12.1.2, l’étape A. conduit à l’expression du para-
mètre de configuration interpolée

qN =

N
∑

i=0

aiφi(t) + hbiψi(t) + h
2ciθi(t) + h

3diχi(t).

Nous introduisons les fonctions































αi(t) = φi(t) + φ̈i(t)

βi(t) = ψi(t) + ψ̈i(t)

γi(t) = θi(t) + θ̈i(t)

δi(t) = δi(t) + δ̈i(t)

3. Car elles sont composées par la somme de deux fonctions antisymétriques ψi(t) et
ψ̈i(t).

4. Elles sont composées par les sommes des fonctions symétriques φi(t) et φ̈i(t) ainsi
que θi(t) et θ̈i(t) respectivement.
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La fonction X (a, b, c, d) (étape B. de l’algorithme 12.1.2) est :

X (a, b, c, d) =
1

2

∫π

0

[

N
∑

i=0

(

aiαi(t) + hbiβi(t) + h
2 ciγi(t) + h

3 diδi(t)
)

]2

dt.

L’annulation de son gradient par rapport aux coefficients ak, bk, ck et dk
(étape C. de l’algorithme 12.1.2) conduit à la construction de la matrice de
rigidté K :







































































∂X

∂ak
=

∫π

0

N
∑

k=0

N
∑

i=0

αk(t)
(

aiαi(t) + hbiβi(t) + h
2 ciγi(t)

)

dt = 0

∂X

∂bk
=

∫π

0

N
∑

k=0

N
∑

i=0

hβk(t)
(

aiαi(t) + hbiβi(t) + h
2 ciγi(t)

)

dt = 0

∂X

∂ck
=

∫π

0

N
∑

k=0

N
∑

i=0

h2 γk(t)
(

aiαi(t) + hbiβi(t) + h
2 ciγi(t)

)

dt = 0

∂X

∂dk
=

∫π

0

N
∑

k=0

N
∑

i=0

h3 δk(t)
(

aiαi(t) + hbiβi(t) + h
2 ciγi(t)

)

dt = 0

(62)

Les conditions initiales et finales sont imposées, par conséquent, les termes
a0, b0, aN et bN sont connus. En posant ri = aiαi(t)+hbiβi(t), le système
(62) se présente de la manière suivante :















































































∫π

0

N−1
∑

k=1

N−1
∑

i=1

αk(t)
(

ri + h
2 (c0γ0(t) + cNγN(t))

)

dt = fα

∫π

0

N−1
∑

k=1

N−1
∑

i=1

hβk(t)
(

ri + h
2 (c0γ0(t) + cNγN(t))

)

dt = fβ

∫π

0

N−1
∑

k=1

N−1
∑

i=1

h2 γk(t)
(

ri + h
2 (c0γ0(t) + cNγN(t))

)

dt = fγ

∫π

0

N−1
∑

k=1

N−1
∑

i=1

h3 δk(t)
(

ri + h
2 (c0γ0(t) + cNγN(t))

)

dt = fδ.

(63)

Les seconds membres fα, fβ, fγ et fδ sont connus grâce aux conditions
initiales et finales :

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

fα =

N−1
∑

k=1

∫π

0
αk(t) (a0α0(t) + aNαN(t) + h (b0β0(t) + bNβN(t)))dt

fβ =

N−1
∑

k=1

∫π

0
hβk(t) (a0α0(t) + aNαN(t) + h (b0β0(t) + bNβN(t)))dt

fγ =

N−1
∑

k=1

∫π

0
h2 γk(t) (a0α0(t) + aNαN(t) + h (b0β0(t) + bNβN(t)))dt

fδ =

N−1
∑

k=1

∫π

0
h3 δk(t) (a0α0(t) + aNαN(t) + h (b0β0(t) + bNβN(t)))dt
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Le système linéaire (63) se présente sous la forme matricielle (55) où la
matrice de rigidité K est de taille 4N× 4N. Le vecteur v contient les coef-
ficients a, b, c et d de la solution approchée qN. Le vecteur f contient les
résidus.

12.1.5.2 Détails sur la construction du système linéaire.

Par la méthode des EFHH, la matrice de rigidité K est de la forme :

K =



































A034 B34l 0 · · · · · · · · · 0

BT
c34 A B 0 · · · 0

...

0 BT . . .
. . .

. . .
...

...
... 0

. . .
. . .

. . . 0
...

...
...

. . .
. . .

. . . B 0
... 0 · · · 0 BT A Bc34
0 · · · · · · · · · 0 BT

34l AN34



































La matrice 4× 4 A à coefficients Aij est symétrique. Les coefficients Bij de la
matrice 4× 4 B sont tels que ∀i, ∀j

∣

∣ j mod 2 = 0, i mod 2 6= 0, Bji = −Bij .
Les matrices A034 et AN34 sont 2× 2 :



























































































































































A =













A11 0 A13 0

0 A21 0 A24
A13 0 A33 0

0 A24 0 A44













B =













B11 B12 B13 B14
−B12 B22 B23 B24
B13 B23 B33 B34
−B14 B24 −B34 B44













A034 =









∫π

0
h4γ0(t)

2dt
∫π

0
h5γ0(t)δ0(t)dt

∫π

0
h5δ0(t)γ0(t)dt

∫π

0
h6δ0(t)

2dt









AN34 =









∫π

0
h4γN(t)2dt

∫π

0
h5γN(t)δN(t)dt

∫π

0
h5δN(t)γN(t)dt

∫π

0
h6δN(t)2dt









Les coefficients de la matrice A sont :
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∣

∣

∣

A11 =

∫π

0
α1(t)

2dt

A12 =

∫π

0
hα1(t)β1(t)dt = 0

A13 =

∫π

0
h2α1(t)γ1(t)dt

A14 =

∫π

0
h3α1(t)δ1(t)dt = 0

A22 =

∫π

0
h2β1(t)

2dt

A23 =

∫π

0
h3β1(t)γ1(t)dt = 0

A24 =

∫π

0
h4β1(t)δ1(t)dt

A33 =

∫π

0
h4γ1(t)

2dt

A34 =

∫π

0
h5γ1(t)

2δ1(t)dt = 0

A44 =

∫π

0
h6β1(t)

2dt

Les coefficients de la matrice B sont :

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣
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∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

B11 =

∫π

0
α1(t)α2(t)dt

B12 =

∫π

0
hα1(t)β2(t)dt

B13 =

∫π

0
h2α1(t)γ2(t)dt

B14 =

∫π

0
h3α1(t)δ2(t)dt

B22 =

∫π

0
h2β1(t)β2(t)dt

B23 =

∫π

0
h3β1(t)γ2(t)dt

B24 =

∫π

0
h4β1(t)δ2(t)dt

B33 =

∫π

0
h4γ1(t)γ2(t)dt

B34 =

∫π

0
h5γ1(t)δ2(t)dt

B44 =

∫π

0
h6δ1(t)δ2(t)dt

B34l et Bc34 sont les troisièmes et quatrièmes lignes et troisièmes et qua-
trièmes colonnes respectivement de la matrice antisymétrique B. BT

34l et
BT
c34 sont les troisièmes et quatrièmes lignes (respectivement troisièmes et

quatrièmes colonnes) de la matrice antisymétrique BT.
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remarque 1 Le calcul de seulement seize intégrales suffit pour constituer
la matrice de rigidité K, et ce, quelque soit le nombre de points d’interpola-
tion.

remarque 2 La matrice A est symétrique. La matrice B ne l’est pas. Ceci
est dû au fait que les fonctions βi(t) et δi(t) sont antisymétriques 5 et que
les fonctions αi(t) et γi(t) sont symétriques 6. Le produit d’une fonction
symétrique par une fonction antisymétrique résulte en une fonction antisy-
métrique.

remarque 3 Le vecteur résidu f s’écrit simplement :

f = −



















A012
BT

0
...

0



















[

a0

b0

]

−



















0
...

0

B

AN12



















[

aN

bN

]

C’est un vecteur de taille 4N× 1. Les matrices 2× 2 A012 et AN12 sont
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∣

∣

∣

∣

∣
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∣
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∣
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∣

∣

A012 =









∫π

0
h2γ0(t)α0(t)dt

∫π

0
h3γ0(t)β0(t)dt

∫π

0
h3δ0(t)α0(t)dt

∫π

0
h4δ0(t)β0(t)dt









AN12 =









∫π

0
h2γN(t)αN(t)dt

∫π

0
h3γN(t)βN(t)dt

∫π

0
h3δN(t)αN(t)dt

∫π

0
h4δN(t)βN(t)dt









Le vecteur contenant les coefficients de la fonction approchée est de taille
4N× 1. Dans cet exemple, se présente sous la forme :

v = (c0, d0, a1, b1, c1, a2, b2, c2, · · · , aN−1, bN−1, cN−1, dN−1, cN, dN)T .

12.1.6 Remarques et résultats concernant l’exemple à 1 DDL linéaire

12.1.6.1 Remarques

Comme en élasticité linéaire, l’ordre des composantes du vecteur v est
très important. Le choix de l’arrangement de ce vecteur conditionne les pro-
priétés de la matrice de rigidité K. Ce choix doit suivre les règles de la MEF.
Tous les coefficients non-nuls sont concentrés sur une bande étroite voisine
de la diagonale. La résolution du système linéaire (55) est alors assez aisée.

5. Elles sont composées par les sommes des fonctions antisymétriquesψi(t) et ψ̈i(t) ainsi
que χi(t) et χ̈i(t) respectivement.

6. Elles sont composées par les sommes des fonctions symétriques φi(t) et φ̈i(t) ainsi
que θi(t) et θ̈i(t) respectivement.
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K est une matrice bande. Dans le cas des EFCH (respectivement EFQH, EFHH)
sa largeur de bande est de 5 (respectivement 11 et 16). Nous dirons qu’elle
est pentadiagonle (respectivement undécadiagonale et hexadécadiagonale).

12.1.6.2 Résultats

Plus le degré de finesse des EFH augmente, plus la valeur de I (qN) se
rapproche de sa valeur optimale zéro (voir Table 11).

L’implémentation de la méthode d’optimisation 11.1.2 procure de bons
résultats. À titre d’exemple, les solutions calculées par la méthode d’optimisa-
tion (position, vitesse, accélération et secousse) par les EFCH, les EFQH et les
EFHH sont tracées et comparées avec les solutions de référence pour N = 3

points d’interpolation (cf. Figures 50, 51 et 52).

sin t

qN,3(t)

π
2

π

1
rad

t(s)

cos t
q̇N,3(t)

π
2
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1

rad.s−1
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Position en fonction du temps Vitesse en fonction du temps

− sin t
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π
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− cos t...
qN,3(t)

π
2

π

- 1

1
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t(s)

Accélération en fonction du temps Secousse en fonction du temps

Figure 50: Comparaison de la solution de référence du pendule linéaire avec la so-
lution approchée obtenue par les EFCH : position, vitesse, accélération et
secousse en fonction du temps

Précisons que N = 3 est un nombre très petit de points d’interpolation. Il ne
sera pratiquement jamais employé dans les applications. Ici, il servira seulement
à illustrer notre propos. Nous noterons qN,3 (respectivement qN,5 et qN,7)
la solution approchée obtenue par les EFCH (respectivement EFQH et EFHH).

La solution calculée par les EFCH (Figure 50), la position qN,3 et la vitesse
q̇N,3 concordent avec les solutions de référence sin t et cos t. Cependant le
degré des EFCH étant limité à 3, l’accélération q̈N,3 est linéaire par morceaux
et la secousse

...
qN,3 est constante par morceaux. Par conséquent les solutions

de référence : − sin t et − cos t sont médiocrement approchées.

L’interpolation par les EFQH (Figure 51) est plus précise que celle propo-
sée par les EFCH. La position qN,5, la vitesse q̇N,5 ainsi que l’accélération
q̈N,5 concorde très bien avec les solutions de référence même avec un petit
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Figure 51: Comparaison de la solution de référence du pendule linéaire avec la so-
lution approchée obtenue par les EFQH : position, vitesse, accélération et
secousse en fonction du temps

nombre de nœuds. Remarquons qu’avec les EFQH les secousses sont interpo-
lées par des fonctions quadratiques par morceaux. C’est pour cette raison
que deux points de discontinuité apparaissent dans l’approximation

...
qN,5.
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Figure 52: Comparaison de la solution de référence du pendule linéaire avec la so-
lution approchée obtenue par les EFHH : position, vitesse, accélération et
secousse en fonction du temps
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Enfin, l’interpolation par les EFHH (Figure 52) est la plus précise de toutes.
La position qN,7, la vitesse q̇N,7, l’accélération q̈N,7 ainsi que la secousse...
qN,7 coïncident toutes convenablement avec les solutions de référence même
si le nombre de points d’interpolation (N = 3) est très petit.

Afin d’étudier la précision de la méthode d’optimisation, l’étude menée
au 9.5 s’impose ici également. Si la norme de l’erreur est en hp, alors son
logarithme est affine en lnh avec une pente p (si ‖e‖ = hpc alors ln ‖e‖ =

p lnh+ ln c).

Les normes ‖e‖3, ‖e‖5 et ‖e‖7 décroissent en h4 pour les EFCH, en h6

pour les EFQH et en h8 pour les EFHH (voir Table 10 et Figure 53), ce qui
confirme les superconvergences remarquées dans la section 9.5.

Table 10: Vérification de la superconvergence des méthodes des EFCH, EFQH et EFHH pour
l’exemple à 1 DDL ; ‖e‖i en rad

N ln
(

π
N

)

‖e‖3 ln‖e‖3 ‖e‖5 ln‖e‖5 ‖e‖7 ln‖e‖7

3 0,04 5,07× 10−3 −5,28 1,91× 10−4 −8,56 1,60× 10−5 −11,05

4 −0,24 1,62× 10−3 −6,42 3,39× 10−5 −10,29 1,55× 10−6 −13,38

5 −0,46 6,67× 10−4 −7,31 8,83× 10−6 −11,63 2,56× 10−7 −15,18

6 −0,64 3,22× 10−4 −8,04 2,94× 10−6 −12,74 5,90× 10−8 −16,65

7 −0,80 1,74× 10−4 −8,66 1,16× 10−6 −13,66 1,71× 10−8 −17,89

8 −0,93 1,02× 10−4 −9,19 5,21× 10−7 −14,47 5,88× 10−8 −18,95

9 −1,05 6,38× 10−5 −9,66 2,57× 10−7 −15,18 2,39× 10−9 −19,85

•
•

•
••••

⋆

⋆

⋆

⋆

⋆

⋆

⋆

⋄

⋄

⋄
⋄

⋄
⋄

⋄

• EFCH : ln ‖e‖3 = 3, 99 lnh− 5, 46

⋆ EFQH : ln ‖e‖5 = 6, 02 lnh− 8, 84

⋄ EFHH : ln ‖e‖7 = 8, 03 lnh− 11, 4

- 1,0 - 0,8 - 0,6 - 0,4 - 0,2

- 20
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- 5

ln ‖e‖
lnh

Figure 53: Superconvergence des EFCH, EFQH et EFHH pour l’exemple à 1 DDL par la
méthode d’optimisation : ln (‖ sin t− qN(t)‖) en fonction de ln

(

π
N

)

Enfin, il est intéressant de remarquer que la suite positive I (qN) décroît
aussi en h4 pour les EFCH. Elle décroît en h8 pour les EFQH et en h12 pour
les EFHH (cf. Table 11 et Figure 54).

Nous pouvons remarquer que la décroissance de l’intégrale I (qN) semble
être en
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Table 11: Décroissance de l’intégrale I (qN) pour l’exemple à 1 DDL par les EFCH, EFQH et
EFHH : Ii en rad2.s−3)

EFCH EFQH EFHH

N ln
(

π
N

)

I3 ln I3 I5 ln I5 I7 ln I7

3 0,04 2,42× 10−3 −6,03 9,35× 10−8 −16,19 2,11× 10−12 −26,88

4 −0,24 7,92× 10−4 −7,14 9,34× 10−9 −18,49 8,18× 10−14 −30,13

5 −0,46 3,30× 10−4 −8,02 1,55× 10−9 −20,28 6,18× 10−15 −32,72

6 −0,64 1,61× 10−4 −8,74 3,59× 10−10 −21,75 7,30× 10−16 −34,85

7 −0,80 8,72× 10−5 −9,35 1,04× 10−10 −22,99 1,19× 10−16 −36,67

8 −0,93 5,13× 10−5 −9,88 3,56× 10−11 −24,06 2,44× 10−17 −38,25

9 −1,05 3,21× 10−5 −10,35 1,38× 10−11 −25,01 6,53× 10−18 −39,57

•••••••

⋆

⋆

⋆

⋆

⋆
⋆

⋆

⋄
⋄

⋄
⋄

⋄
⋄⋄

• EFCH : ln I3 = 3, 94 lnh− 6, 20

⋆
EFQH : ln I5 = 8, 03 lnh− 16, 55

⋄ EFHH : ln I7 = 11, 60 lnh− 27, 37
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Figure 54: Décroissance de l’intégrale I (qN) par la méthode d’optimisation :
ln (I (qN)) en fonction de ln

(

π
N

)

.

h2s−2,

où s est le degré des EFH retenus (3,5,7,...).

Pour les noniques, la décroissance de la norme de l’erreur ‖e‖9 serait
donc en h10 et la décroissance de l’intégrale I (qN) serait en h16.

L’utilisation de la méthode des EFH sur un exemple d’un système à 1 DDL

dont le mouvement est gouverné par une équation du mouvement linéaire a
été présenté dans cette sous-section. Les variables d’état et de commande de
ce système ont été correctement approchées. Mais qu’en est-il des systèmes à
plus d’un DDL ? La sous-section suivante portera sur l’exemple d’un système
linéaire à 2 DDL dont les équations du mouvement sont couplées.

12.2 exemple linéaire à 2 ddl couplés

Pour un temps final T = π√
2
s, considérons le système suivant :
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{

q̈1(t) + q1(t) − q2(t) = u1

q̈2(t) + q2(t) − q1(t) = u2 ,

Les positions et vitesses initiales sont :























q1(0) = 1m

q̇1(0) =
√
2m.s−1

q2(0) = −1m

q̇2(0) = −
√
2m.s−1.

Les positions et vitesses finales sont :































q1( π√
2
) = −1m

q̇1( π√
2
) = −

√
2m.s−1

q2( π√
2
) = 1m

q̇2( π√
2
) =

√
2m.s−1.

La fonctionnelle (32) se particularise en

I (u1,u2) =

∫ π
√

2

0

(

(

q̈1(t)+q1(t)−q2(t)
)2

+
(

q̈2(t)+q2(t)−q1(t)
)2
)

dt. (64)

Cette fonctionnelle est positive. Elle peut atteindre zéro quand son inté-
grande positive est nulle à tout instant. Est-ce que q1(t) et q2(t), solutions
du système d’équations (65)

{

q̈1(t) + q1(t) − q2(t) = 0

q̈2(t) + q2(t) − q1(t) = 0 ,
(65)

vérifient les conditions initiales et finales de ce mouvement ? Si oui, le mi-
nimum de I (q) vaudra zéro. C’est à cette question que nous répondrons
dans la prochaine sous-section.

12.2.0.3 Solution de référence

En additionnant les deux équations du système d’équations (65), nous
obtenons :

q̈1(t) + q̈2(t) = 0.

La somme q1(t) + q2(t) est donc affine en t :

q1(t) + q2(t) = At+B.
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En soustrayant les deux équations du système d’équations (65), nous ob-
tenons :

q̈1(t) − q̈2(t) + 2
(

q1(t) − q2(t)
)

= 0, (66)

la solution de référence Q = q1 − q2 satisfait donc

Q̈+ 2Q = 0.

La solution générale de cette équation est de la forme

Q(t) = C cos(
√
2t) +D sin(

√
2t) ,

Ainsi,

{

q1(t) + q2(t) = At+B

q1(t) − q2(t) = C cos(
√
2t) +D sin(

√
2t) .

En imposant les conditions initiales, nous obtenons A = 0, B = 0, C = 2

et D = 2.

Nous en déduisons les solutions de référence







q1(t) = cos(
√
2t) + sin(

√
2t)

q2(t) = − cos(
√
2t) − sin(

√
2t).

(67)

Le minimum de J
(

u1, u2
)

est donc 0. Les commandes optimales u1 et
u2 sont donc nulles. Elles serviront à vérifier la qualité des approximations
calculées par les EFH.

12.2.1 Optimisation par les EFCH

En suivant l’algorithme 12.1.2, l’étape A. conduit aux deux expressions
des commandes interpolées



















N
∑

i=0

(

a1i
(

φ̈i(t) +φi(t)
)

+ hb1i
(

ψ̈i(t) +ψi(t)
)

− a2iφi(t) − hb
2
iψi(t)

)

= u1N

N
∑

i=0

(

a2i
(

φ̈i(t) +φi(t)
)

+ hb2i
(

ψ̈i(t) +ψi(t)
)

− a1iφi(t) − hb
1
iψi(t)

)

= u2N ,

nous introduisons les fonctions







αi(t) = φi(t) + φ̈i(t)

βi(t) = ψi(t) + ψ̈i(t) .

À l’étape B. de l’algorithme 12.1.2, les fonctions X1 et X2 sont :
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X1(a, b) =
1

2

∫ π
√

2

0

N
∑

i=0

(

a1iαi(t) + hb
1
iβi(t) − a

2
iφi(t) − hb

2
iψi(t)

)2
dt

X2(a, b) =
1

2

∫ π
√

2

0

N
∑

i=0

(

a2iαi(t) + hb
2
iβi(t) − a

1
iφi(t) − hb

1
iψi(t)

)2
dt ,

L’annulation de leurs gradients par rapport aux coefficients aik et bik (étape
C. de l’algorithme 12.1.2) conduit à la construction de la matrice de rigidité K.































































∂X1

∂a1k
=

∫π

0

N
∑

k=0

N
∑

i=0

(

αk(t)
(

a1iαi(t)+hb
1
iβi(t)−a

2
iφi(t)−b

2
iψi(t)

))

dt = 0

∂X1

∂b1k
=

∫π

0

N
∑

k=0

N
∑

i=0

(

hβk(t)
(

a1iαi(t)+hb
1
iβi(t)−a

2
iφi(t)−b

2
iψi(t)

))

dt = 0

∂X2

∂a2k
=

∫π

0

N
∑

k=0

N
∑

i=0

(

αk(t)
(

a2iαi(t)+hb
2
iβi(t)−a

1
iφi(t)−b

1
iψi(t)

))

dt = 0

∂X2

∂b2k
=

∫π

0

N
∑

k=0

N
∑

i=0

(

hβk(t)
(

a2iαi(t)+hb
2
iβi(t)−a

2
iφi(t)−b

2
iψi(t)

))

dt = 0 .

(68)

Les conditions initiales et finales sont imposées. Par conséquent, les coef-
ficients a10, b10, a20, b20, a1N, b1N, a2N ainsi que a2N sont connus. Le système
(68) se présente de la manière suivante :































































∫π

0

N−1
∑

k=1

N−1
∑

i=1

αk(t)
(

a1iαi(t)+hb
1
iβi(t)−a

2
iφi(t)−hb

2
iψi(t)

)

dt = fα

∫π

0

N−1
∑

k=1

N−1
∑

i=1

hβk(t)
(

a1iαi(t)+hb
1
iβi(t)−a

2
iφi(t)−hb

2
iψi(t)

)

dt = fβ

∫π

0

N−1
∑

k=1

N−1
∑

i=1

αk(t)
(

−a1iφi(t)−hb
1
iψi(t)+a

2
iαi(t)+hb

2
iβi(t)

)

dt = fγ

∫π

0

N−1
∑

k=1

N−1
∑

i=1

hβk(t)
(

−a1iφi(t)−hb
1
iψi(t)+a

2
iαi(t)+hb

2
iβi(t)

)

dt = fδ.

(69)

Les deuxièmes membres fα, fβ, fγ et fδ sont connus grâce aux conditions
initiales et finales :
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∣

∣

∣

∣

∣

fα =

N−1
∑

k=1

∫π

0
αk(t)

(

a10α0(t) + a
1
NαN(t) − a20φ0(t) − a

2
NφN(t)

+h
(

b10β0(t) + b
1
NβN(t) − b20ψ(t) − b

2
Nψ(t)

))

dt

fβ =

N−1
∑

k=1

∫π

0
hβk(t)

(

a10α0(t) + a
1
NαN(t) − a20φ0(t) − a

2
NφN(t)

+h
(

b10β0(t) + b
1
NβN(t) − b20ψ(t) − b

2
Nψ(t)

))

dt

fγ =

N−1
∑

k=1

∫π

0
αk(t)

(

a20α0(t) + a
2
NαN(t) − a10φ0(t) − a

1
NφN(t)

+h
(

b20β0(t) + b
2
NβN(t) − b10ψ(t) − b

1
Nψ(t)

))

dt

fδ =

N−1
∑

k=1

∫π

0
hβk(t)

(

a20α0(t) + a
2
NαN(t) − a10φ0(t) − a

1
NφN(t)

+h
(

b20β0(t) + b
2
NβN(t) − b10ψ(t) − b

1
Nψ(t)

))

dt .

Le système linéaire (69) se présente alors sous la forme matricielle (55). La
matrice de rigidité K est de taille 4(N− 1)× 4(N− 1). Le vecteur v contient
les coefficients ai et bi de la solution approchée qN. Le vecteur f contient
les résidus.

12.2.2 Détails sur la construction du système linéaire

Dans cet exemple, nous nous sommes bornés à utiliser la méthode des
EFCH. La matrice de rigidité K a la même structure que la matrice (59) vue
au 12.1.3. Les matrices blocs A et B sont des matrices 4× 4 que nous décom-
posons elles-mêmes en blocs 2× 2 :































A =

[

A1 A2
A2 A1

]

B =

[

B1 B2
B2 B1

]

.

Les matrices 2× 2 A1, A2, B1 et B2 sont
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∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

A1 =









∫ π
√

2

0
α1(t)

2+φ1(t)
2dt 0

0 h2
∫ π

√

2

0
β1(t)

2+ψ1(t)
2dt









A2 =









−2

∫ π
√

2

0
α1(t)φ1(t)dt 0

0 −2h2
∫ π

√

2

0
β1(t)ψ1(t)dt









B1 =











∫ π
√

2

0
α1(t)α2(t)+φ1(t)φ2(t)dt h

∫ π
√

2

0
α1(t)β2(t)+φ1(t)ψ2(t)dt

−h

∫ π
√

2

0
α1(t)β2(t)+φ1(t)ψ2(t)dt h2

∫ π
√

2

0
β1(t)β2(t)+ψ1(t)ψ2(t)dt











B2 =











−

∫ π
√

2

0
α1(t)ψ2(t)+φ1(t)β2(t)dt −h

∫ π
√

2

0
α1(t)ψ2(t)+φ1(t)β2(t)dt

∫ π
√

2

0
α1(t)ψ2(t)+φ1(t)β2(t)dt −h2

∫ π
√

2

0
β1(t)ψ2(t)+ψ1(t)β2(t)dt











remarque 1 Le calcul de seulement douze intégrales suffit pour constituer
la matrice de rigidité K, et ce, quelque soit le nombre de points d’interpola-
tion employé.

remarque 2 Les matrices A1 et A2 sont symétriques. De même, les ma-
trices B1 et B2 sont antisymétriques. Ceci est dû au fait que les fonctions
βi(t) sont antisymétriques 7 et que les fonctions αi(t) sont symétriques 8.
Le produit d’une fonction symétrique par une fonction antisymétrique ré-
sulte en une fonction antisymétrique.

remarque 3 Le vecteur résidu f s’écrit simplement :

f = −















BT

0
...

0



























a10

b10

a20

b20













−















0
...

0

B



























a1N

b1N

a2N

b2N













C’est un vecteur de taille 4(N− 1)× 1. Le vecteur contenant les coefficients
de la fonction approchée est de taille 4(N− 1)× 1. Dans cet exemple, il se
présente sous la forme :

v =
(

a11, b
1
1, a

2
1, b

2
1, · · · , a1N−1, b

1
N−1 a

2
N−1, b

2
N−1

)T
.

12.2.3 Résultats

À titre d’exemple, les fonctions q1(t) et q2(t) ainsi que leurs dérivées
premières, secondes, troisièmes et quatrièmes par rapport au temps ont été

7. Car elles sont composées par la somme de deux fonctions antisymétriques ψi(t) et
ψ̈i(t).

8. Elles sont composées par la somme des fonctions symétriques φi(t) et φ̈i(t).
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approchées par les EFCH en utilisant N = 20 points d’interpolation. Les solu-
tions approchées q1

N(t) et q2
N(t) sont représentées sur les Figures 55 et 56.

Les solutions de référence q1(t) et q2(t) sont également représentées sur ces
figures. Elles sont comparées avec les dérivées premières, secondes et tierces
par rapport au temps. Nous pouvons constater que les fonctions de réfé-
rence, ainsi que leurs dérivées premières et secondes par rapport au temps
sont bien approchées puisque les courbes se superposent. La reconstruction
de la secousse (dérivée tierce par rapport au temps) est en échelons 9.

q1(t)

q1
N(t)

0,5 1,0 1,5 2,0
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-0,5
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m
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N(t)
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q̈1
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q1
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0,5 1,0 1,5 2,0

- 2
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4

m.s−3

t(s)

Accélération en fonction du temps Secousse en fonction du temps

Figure 55: Comparaison de la solution approchée q1N(t) avec la solution de référence
q1(t) ainsi que leurs dérivées premières, secondes et tierces en fonction
du temps

Pour ces approximations, l’intégrale (64) vaut 1, 5×10−5m2.s−3. La norme
de l’erreur e3 entre les solutions approchées et les solutions de référence dé-
croît en h4 tel qu’il a été vu au 12.1 sur la Figure 53 pour les EFCH. Il en est
de même pour la décroissance de l’intégrale I (qN).

Les EFQH et EFHH peuvent bien évidemment être utilisés en s’inspirant des
explications fournis au 12.1 et dans cette sous-section même pour les EFCH.

Au cours des sections 12.1 et 12.2, nous avons validé la méthode d’opti-
misation directe évoquée au 11.1.2 en simulant les trajectoires et les com-
mandes de systèmes mécaniques à 1 ou 2 DDL régis par des équations diffé-
rentielles linéaires.

Jusqu’ici, le seul problème non-linéaire que nous avons traité est la simu-
lation des trajectoires d’un pendule non-linéaire à partir de ses conditions
initiales. Nous terminerons par la commande d’un système non-linéaire : un
robot sériel à 2 DDL.

9. Ce qui est normal puisque ce sont les EFCH qui ont été employés pour calculer ces ap-
proximations.
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Figure 56: Comparaison de la solution approchée q2N(t) avec la solution de référence
q2(t) ainsi que leurs dérivées premières, secondes et tierces en fonction
du temps

12.3 commande optimale d’un robot à 2 ddl

Nous nous proposons d’appliquer les méthodes numériques développées
précédemment à la commande des robots. Elles seront validées en simulant
les mouvements d’un robot sériel à 2 DDL (ce robot est schématisé sur la
Figure 57).

Le modèle dynamique de ce robot suivra les indications de la section 8.2.
Ensuite, les simulations seront comparées avec les résultats du module de
calcul commercial SolidWorks® Motion. Finalement, l’approximation de
la commande optimale du robot Kuka Lbr 4+ pour notre méthode sera
présentée.

q1

q2

x0

y0

z0 est par devant

y1

y2

O

G1

O2

G2

E

⎧

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎪

⎪

⎩

OO2 = l1y1

OG1 = l3y1

OG2 = l4y2 + OO2

OE = l2y2 + OO2

Figure 57: Schéma du robot à 2 DDL
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12.3.1 Modèle dynamique du robot à 2 DDL

Nous avons choisi comme paramètres de configurations l’angle q1 entre
la verticale par rapport au support et le premier segment du robot, et l’angle
q2 entre les axes longitudinaux des premier et second segments du robot.
G1 est le centre d’inertie du premier segment et m1 sa masse. G2 est le
centre d’inertie du deuxième segment et m2 sa masse. E est l’effecteur du
robot.

Le double de l’énergie cinétique du premier segment est la somme

2K1 = J1

(

q̇1
)2

+m1l3
2
(

q̇1
)2

où J1 est le moment d’inertie du premier segment par rapport à l’axe pas-

sant par G1 et dirigé suivant z1. Nous poserons I1 =
(

J1 +m1l3
2
)

. Ainsi :

2K1 = I1

(

q̇1
)2

. (70)

Le double de l’énergie cinétique du deuxième segment est la somme

2K2 = J2

(

q̇1 + q̇2
)2

+m2

∥

∥

∥

∥

d
dt

OG2

∥

∥

∥

∥

2

où J2 est le moment d’inertie du deuxième segment par rapport à l’axe
passant par G2 et dirigé suivant z2. La vitesse d

dtOG2 du centre d’inertie
G2 du deuxième segment est :

d
dt

OG2 = −
(

l1q̇
1 cosq2 +

(

q̇1 + q̇2
)

l4

)

x2 +
(

l1q̇
1 sinq2

)

y2.

Le carré de la norme de cette vitesse se développe en

∥

∥

∥

∥

d
dt

OG2

∥

∥

∥

∥

=
(

l21 + l4
2 + 2l1l4 cosq2

)(

q̇1
)2

+2
(

l4
2 + l1l4 cosq2

)

q̇1q̇2+ l4
2
(

q̇2
)2

.

Le double de l’énergie cinétique du deuxième segment est donc

2K2 =
(

J2 +m2

(

l21 + l4
2 + 2l1l4 cosq2

))

(

q̇1
)2

+2
(

J2 +m2

(

l4
2 + l1l4 cosq2

))

q̇1q̇2 +
(

J2 +m2l4
2
)

(

q̇2
)2
,

Si nous introduisons les moments d’inertie















I2 = J2 +m2l4
2

I3 = m2l1
2

I4 = m2l1l4,
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nous obtenons la forme simplifiée

2K2 =
(

I2 + I3 + 2 I4 cosq2
)(

q̇1
)2

+ 2
(

I2 + I4 cosq2
)

q̇1q̇2 + I2

(

q̇2
)2

(71)

Le double de l’énergie cinétique totale du robot est obtenue par la somme
des expressions (70) et (71)

2K = 2(K1 +K2)

=
(

I1 + I2 + I3 + 2 I4 cosq2
)(

q̇1
)2

+ 2
(

I2 + I4 cosq2
)

q̇1q̇2 + I2

(

q̇2
)2

.

En introduisant le moment d’inertie I5 = I1 + I2 + I3, nous obtenons la
forme plus compacte

2Kt =
(

I5 + 2 I4 cosq2
)(

q̇1
)2

+ 2
(

I2 + I4 cosq2
)

q̇1q̇2+ I2

(

q̇2
)2

. (72)

L’identification de l’énergie cinétique 72 avec la forme générale (12) du
8.1.1, détermine les coefficients du tenseur des masses :















M11

(

q2
)

= I5 + 2 I4 cosq2

M12

(

q2
)

= M21

(

q2
)

= I2 + I4 cosq2

M22 = I2.

Ces coefficients dépendent du deuxième paramètre de configuration. Le
déterminant de la matrice des masses





I5 + 2 I4 cosq2 I2 + I4 cosq2

I2 + I4 cosq2 I2





est la fonction positive

f
(

q2
)

= I2 (I1 + I3) − I4
2 cos2 q2.

12.3.2 Symboles de Christoffel

Les Symboles de Christoffel de première espèce mettent en jeu les déri-
vées partielles des coefficients du tenseur des masses par rapport aux para-
mètres de configuration q1 et q2 :

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂M11

∂q1
=

∂M12

∂q1
=
∂M22

∂q1
=
∂M22

∂q2
= 0

∂M11

∂q2
= −2I4 sinq2

∂M12

∂q2
=

∂M21

∂q2
= −I4 sinq2 .
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L’application de la formule (15) du 8.2.1 conduit à :

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Γ111 = 1
2

(

✚
✚
✚∂M11

∂q1
+
✚

✚
✚∂M11

∂q1
−
✚
✚
✚∂M11

∂q1

)

= 0

Γ112 = 1
2

(

✚
✚
✚∂M12

∂q1
+
∂M11

∂q2
−
✚
✚
✚∂M12

∂q1

)

= −I4 sinq2

Γ121 = 1
2

(

∂M11

∂q2
+
✚

✚
✚∂M12

∂q1
−
✚
✚
✚∂M21

∂q1

)

= −I4 sinq2 = Γ112

Γ122 = 1
2

(

∂M12

∂q2
+
∂M12

∂q2
−
✚
✚
✚∂M22

∂q1

)

= −I4 sinq2 = Γ112

et

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Γ211 = 1
2

(

✚
✚
✚∂M21

∂q1
+
✚

✚
✚∂M21

∂q1
−
∂M11

∂q2

)

= I4 sinq2 = −Γ112

Γ212 = 1
2

(

✚
✚
✚∂M22

∂q1
+
∂M21

∂q2
−
∂M12

∂q2

)

= 0

Γ221 = 1
2

(

∂M21

∂q2
+
✚

✚
✚∂M22

∂q1
−
∂M21

∂q2

)

= 0

Γ222 = 1
2

(

✚
✚
✚∂M22

∂q2
+
✚

✚
✚∂M22

∂q2
−
✚
✚
✚∂M22

∂q2

)

= 0

L’inverse de la matrice des masses est

1

f
(

q2
)





I2 −I2 − I4 cosq2

−I2 − I4 cosq2 I5 + 2 I4 cosq2



 .

La définition des symboles de Christoffel de deuxième espèce Γ ijk = MilΓljk
(formule (16) du 8.2.1) conduit à :

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Γ111 = M11Γ111 + M12Γ211 = −
I4 sinq2

f(q2)

(

I2 + I4 cosq2
)

Γ112 = M11Γ112 + M12Γ212 = −
I4 sinq2

f(q2)
I2

Γ121 = M11Γ121 + M12Γ221 = −
I4 sinq2

f(q2)
I2

Γ122 = M11Γ122 + M12Γ222 = −
I4 sinq2

f(q2)
I2

et

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Γ211 = M21Γ111 + M22Γ211 =
I4 sinq2

f(q2)

(

I5 + 2 I4 cosq2
)

Γ212 = M21Γ112 + M22Γ212 =
I4 sinq2

f(q2)

(

I2 + I4 cosq2
)

Γ221 = M21Γ121 + M22Γ221 =
I4 sinq2

f(q2)

(

I2 + I4 cosq2
)

Γ222 = M21Γ122 + M22Γ222 =
I4 sinq2

f(q2)

(

I2 + I4 cosq2
)
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12.3.3 Potentiel de gravitation

Le potentiel de gravitation du système total

V = m1gl3 cosq1 +m2g
(

l4 cos
(

q1 + q2
)

+ l1 cosq1
)

est la somme du potentiel de gravitation du premier segment : m1gl3 cosq1

et du potentiel de gravitation du deuxième segment :m2g
(

l4 cos
(

q1 + q2
)

+ l1 cosq1
)

.
Ses dérivées partielles par rapport aux deux paramètres de configuration q1

et q2 sont :















∂V

∂q1
= −m1gl3 sinq1 −m2g

(

l4 sin
(

q1 + q2
)

+ l1 sinq1
)

∂V

∂q2
= −m2gl4 sin

(

q1 + q2
)

12.3.4 Équations covariantes du mouvement du robot à 2 DDL

Les équations covariantes du mouvement du robot (17) sont :



























(

I5 + 2 I4 cosq2
)

q̈1 +
(

I2 + I4 cosq2
)

q̈2 − I4 sinq2
(

2q̇1q̇2 + q̇2
2
)

− g
(

m1l3 sinq1 +m2
(

l4 sin
(

q1 + q2
)

+ l1 sinq1
))

= u1

(

I2 + I4 cosq2
)

q̈1 + I2 q̈
2 + I4 sinq2 q̇1

2
−m2gl4 sin

(

q1 + q2
)

= u2

(73)

12.3.5 Comparaison de notre modèle dynamique avec celui d’un code de calcul
commercial

Nous avons introduit des trajectoires décrites par des polynômes de degré
sept définis sur l’intervalle [0, T ] entier. En les remportant dans (73), nous en
déduisons les commandes ui (non optimales) correspondantes. Nous implé-
mentons également ces trajectoires dans SolidWorks® Motion. Nous com-
parons les commandes calculées par ce module de simulation aux nôtres. Le
modèle Conception Assistée par Ordinateur (CAO) 3D du robot Kuka Lbr

4+ est utilisé en actionnant seulement deux de ses articulations dans nos
simulations. Nous n’avons pas utilisé les paramètres inertiels réels du Kuka

Lbr 4+, mais ceux fournis par SolidWorks®(voir Table 12).

Au cours de la trajectoire testée, dont la durée totale était de 1 seconde :

• la première articulation passe de -20˚à 50;̊

• la deuxième articulation passe de 0˚à 30;̊

• les positions articulaires ont été échantillonnées à 10ms ;

La Figure 58 illustre les positions initiales et finales du robot lors du test.
La Figure 59 montre l’évolution des paramètres articulaires lors la trajec-
toire test.

La Figure 60 montre les commandes ui nécessitées par le robot pour
effectuer la trajectoire imposée. Cette figure affiche aussi les commandes dé-
terminées par SolidWorks® Motion et les commandes calculées par notre
modèle dynamique.



12.3 commande optimale d’un robot à 2 ddl 125

−20◦

50◦30◦

x

y

Figure 58: Positions initiales et finales de la trajectoire « test » du Kuka Lbr 4+. Les
angles sont mesurés algébriquement dans le sens trigonométrique à par-
tir de y qui est vertical ascendant.

Table 12: Paramètres inertiels du robot Kuka Lbr 4+ fournis par le modèle CAO de So-
lidWorks®

premier segment deuxième segment

masse (kg) 4,4839 3,8177

coordonnées du centre

de masse∗ (x ; y) (m)
(0 ; 0,1940) (0 ; 0,1613)

moment d’inertie∗∗

(kg ·m2)
0,0913 0,0615

∗ Exprimées dans le repère du solide, par rapport à l’articulation proximale.
∗∗ Autour de l’axe de rotation, exprimé au centre d’inertie du solide, dans son repère.

q1
q2

0.5 1.0

-20

-10

10

20

30

40

50

t(s)

deg

q̇1
q̇2

0.5 1.0

20

60

100

140

t(s)

deg·s−1

q̈1
q̈2

0.5 1.0

-400

-200

200

400

t(s)

deg·s−2

Positions angulaire Vitesses angulaire Accélérations angulaire

Figure 59: Paramètres angulaires de la trajectoire « test ».
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u1 : SolidWorks® Motion

u2 : SolidWorks® Motion

u1 : Notre modèle dynamique

u2 : Notre modèle dynamique
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Figure 60: Comparaison des deux modèles dynamiques

Nos couples coïncident avec les couples déterminés par SolidWorks®
Motion. Ceci permet de conclure à la fiabilité de notre modèle dynamique.
L’optimisation des commandes de ce robot sera abordée dans la section
suivante.

12.3.6 Commande optimale par la méthode de perturbation

Tel qu’elle a été prescrite dans la section 11.1.3, la méthode de perturba-
tion 10.2 couple les équations du mouvement covariantes perturbées (39)
et les équations de la commande perturbées (40). L’algorithme 10.3.2 a été
adapté pour tenir compte des équations de la commande.

Une simulation de mouvement du robot Kuka Lbr 4+ a été réalisée. Les
conditions initiales étaient :

⎧

⎪

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎪

⎩

q1(0) = a1
0 = −20◦

q̇1(0) = b10 = 0◦.s−1

q2(0) = a2
0 = −10◦

q̇2(0) = b20 = 0◦.s−1

et les conditions finales :

⎧

⎪

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎪

⎩

q1(T) = a1
N = 25◦

q̇1(T) = b1N = 0◦.s−1

q2(T) = a2
N = 20◦

q̇2(T) = b2N = 0◦.s−1
.

La durée de la trajectoire était fixée à T = 1s.

À l’étape A. de l’algorithme 10.3.2 nous avons linéarisé les équations du
mouvement et de la commande en remplaçant sinqi par qi et cosqi par 1.
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N = 50 points d’interpolation ont été utilisés pour interpoler les solutions
q11(t) et q21(t).

À l’étape B. de l’algorithme 10.3.2, les équations du mouvement et de la
commande perturbées ont été traitées avec N = 15 points d’interpolation.

12.3.7 Résultats de la commande optimale du robot à 2 DDL

À l’étape D. de l’algorithme 10.3.2, nous avons évalué l’écart relatif

ηrs =
‖qir(t) − qir−1(t)‖s

‖qir−1(t)‖s

entre la solution approchée qir(t) du pas courant et la solution approchée
qir−1(t) du pas précédent. Les itérations sont indexées par r et l’indice s est
le degré des EFH utilisé pour l’interpolation (3, 5 ou 7). Les normes ‖ ‖s sont
définies de la même manière que les normes ‖e‖s de la section 9.5. Nous
avons choisi d’arrêter l’algorithme 10.3.2 lorsque l’écart relatif ηrs est très
petit. Le test d’arrêt se résume ainsi :

si ηrs 6 10−4 alors arrêt.

En choisissant le test d’arrêt ci-dessus, l’algorithme 10.3.2 a convergé en 3

itérations aussi bien pour les EFCH, que pour les EFQH et les EFHH. Ce sont
donc les solutions

(

q13(t), u
1
3(t)

)

et
(

q23(t), u
2
3(t)

)

qui ont été retenues. La
Figure 61 montre les profils des positions angulaires au cours du temps
(

q13(t), q
2
3(t)

)

. Y sont représentées également les solutions
(

q11(t), q
2
1(t)

)

de la première itération de l’algorithme 10.3.2.

La Figure 62 montre les profils des commandes simulées.

q13(t)

q23(t)

q11(t)

q21(t)

0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

- 20

- 10

10

20
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t(s)

Figure 61: Trajectoires angulaires optimales : q13(t) et q23(t). Solutions optimales du
problème linéarisé : q11(t) et q21(t)
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Figure 62: Commandes optimales : u13(t) et u23(t). Solutions optimales du problème
linéarisé : u11(t) et u21(t)

Ce mouvement simulé est schématisé dans sa globalité sur la Figure 63.
Cinq étapes de la trajectoire sont affichées. Le trait rouge représente la tra-
jectoire suivie par l’effecteur du robot.

Les profils des vitesses et les accélérations angulaires sont représentés sur
les Figures 64 et 65.

Les dérivées premières et secondes temporelles des commandes ont été
calculées grâce à l’équation de la commande (voir 11.3). Leurs profils au
cours de la trajectoire sont montrés sur les Figures 66 et 67.

En poussant les itérations jusqu’à r = 4, nous avons constaté que l’écart
relatif η4s était en 10−6 pour les EFCH, en 10−9 pour les EFQH et en 10−16

pour les EFHH.
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t = 0st = 0,25st = 0,5st = 0,75st = 1s

Figure 63: Simulation du mouvement optimal
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Figure 64: Vitesses articulaires optimales : q̇13(t) et q̇23(t). Solutions optimales du
problème linéarisé : q̇11(t) et q̇21(t)
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Figure 65: Accélérations articulaires optimales : q̈13(t) et q̈23(t). Solutions optimales
du problème linéarisé : q̈11(t) et q̈21(t)
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Figure 66: Dérivées premières temporelles des commandes optimales : u̇13(t) et
u̇23(t). Solutions optimales du problème linéarisé : u̇11(t) et u̇21(t)
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ü13(t)
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Figure 67: Dérivées secondes temporelles des commandes optimales : ü13(t) et ü23(t).
Solutions optimales du problème linéarisé : ü11(t) et ü21(t)
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Nous avons établi un modèle dynamique de robots dans le cadre de la mé-
canique analytique de Lagrange. Les mêmes exigences géométriques qu’en
relativité générale [52] ont été respectées. Une formulation tensorielle a donc
été favorisée.

La méthode des EFH a été privilégiée pour interpoler les trajectoires et les
commandes des robots. Elle s’est révélée efficace : des exemples de simula-
tion de trajectoires ont mis en évidence la superconvergence de la méthode
d’Hermite. Les EFH apparaissent donc très adaptés pour générer des mou-
vements rapides de robots évoluant dans un environnement instable.

L’emploi de cette technique permet l’obtention directe des valeurs des
paramètres de configuration et des commandes aux nœuds d’interpolation.
Nul n’est besoin de procéder à une reconstruction en fin d’algorithme. Les
conditions finales sont prises en compte aussi bien que les conditions ini-
tiales. Ceci évite de faire appel à une méthode de tir. Les valeurs des po-
sitions, des vitesse, des accélérations et des secousses, sont proposées avec
trois degrés de finesse : les EFCH, les EFQH et les EFHH.

Afin de tester la méthode d’Hermite, nous avons simulé le mouvement
d’un pendule non-linéaire à partir de ses conditions initiales. Une méthode
de perturbation inspirée de Lagrange a été implémentée. La discrétisation
temporelle de cet exemple a été réalisée par les EFCH. La période de la so-
lution approchée correspond avec l’intégrale elliptique incomplète de pre-
mière espèce de Legendre à 10−7 secondes près. L’erreur relative entre cette
solution et la solution classique exprimée à l’aide des fonctions elliptiques
de Jacobi est en 10−6. Ces résultats montrent la précision de notre algo-
rithme.

Nous avons élaboré un algorithme de commande optimale basé sur une
fonction coût invariante. Il a été développé dans le cadre du calcul des va-
riations de Lagrange. L’équation d’Euler-Lagrange correspondant à la mi-
nimisation de la fonction objectif conduit à des équations covariantes que
nous avons choisi d’appeler « équations de la commande ». En étudiant les pro-
priétés de ces équations, nous avons découvert qu’elles mettaient en jeu le
tenseur de courbure de Riemann-Christoffel ainsi que la dérivée seconde covariante
du potentiel de gravitation.

Les équations du mouvement et de la commande sont couplées. Ceci pro-
cure un système de 2n EDO du second ordre régissant les positions et les
commandes (n étant le nombre de DDL du robot). Notre algorithme de com-
mande optimale est une alternative à l’application du PMP. Ce dernier gou-
verne les variables d’état et les variables conjuguées par 4n EDO du premier
ordre. Alors que les variables conjuguées de Pontriaguine ne s’interprètent
pas mécaniquement, dans notre alternative les variables conjuguées des po-
sitions sont les commandes.

Le premier algorithme de contrôle optimal que nous avons proposé fait
appel à la méthode de perturbation. Par cette méthode, inspirée de La-
grange, nous perturbons le système couplé composé des équations du mou-
vement et de la commande. Le deuxième algorithme de contrôle optimal
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proposé optimise directement la fonction objectif à l’aide d’une technique
de descente rapide.

Ces deux algorithmes ont été validés par simulation numérique des trajec-
toires et des commandes de trois systèmes mécaniques. Le premier système
mécanique simulé exploite la méthode d’optimisation directe. Il s’agit d’un
pendule linéaire. Les trois degrés de finesse de la technique d’Hermite ont
été implémentés pour traiter cet exemple. Les résultats confirment la su-
perconvergence de la méthode des EFH. Le deuxième système mécanique
simulé exploite également la méthode d’optimisation directe. Il s’agit d’un
système couplé linéaire à 2 DDL. Les résultats observés avec le pendule li-
néaire sont confirmés. Nous avons choisi une norme adaptée à nos interpo-
lations d’Hermite pour estimer l’erreur relative entre la solution approchée
et la solution de référence. Le troisième système mécanique simulé est un
robot à 7 DDL dont seuls 2 DDL sont actionnés. La simulation des trajectoires
et des commandes a été réalisée par la méthode de perturbation.

En première perspective de ce travail, nous souhaitons modifier nos al-
gorithmes pour effectuer la commande optimale des robots en temps final
libre. La méthode des EFH temporels paraît encore appropriée pour ce tra-
vail.

Ensuite, nous souhaitons exploiter nos algorithmes dans un environne-
ment évolutif. Par exemple, saisir un objet au vol avec une main mécanique
portée par un bras manipulateur. Pour ce faire nos algorithmes devront
être programmés dans un langage assembleur et implémentés au sein d’un
contrôleur. Nous espérons élaborer des algorithmes exécutables en temps
réel.

Enfin, notre algorithme d’optimisation directe ne tient pas compte des
contraintes auxquelles les couples sont assujettis. C’est pourquoi des contraintes
inégalités devront être intégrées à cet algorithme. Nous envisageons d’y
remplacer la méthode de descente du gradient par la méthode du gradient
projeté.
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R É S U M É

Nous nous intéressons à la conception des mains mécaniques anthropomorphes des-
tinées à manipuler des objets dans un environnement humain. Via l’analyse du mouve-
ment de sujets humains lors d’une tâche de manipulation de référence, nous proposons
une méthode pour évaluer la capacité des mains robotiques à manipuler les objets. Nous
montrons comment les rapports de couplage angulaires entre les articulations et les li-
mites articulaires, influent sur l’aptitude à manipuler dynamiquement des objets. Nous
montrons également l’impact du poignet sur les tâches de manipulation rapides. Nous
proposons une stratégie pour calculer les forces de manipulation en bout de doigts et di-
mensionner les moteurs d’un tel préhenseur. La méthode proposée est dépendante de la
tâche visée et s’adapte à tout type de mouvement dès lors qu’il peut être capturé et ana-
lysé. Dans une deuxième partie, consacrée aux robots manipulateurs, nous élaborons des
algorithmes de commande optimale. En considérant l’énergie cinétique du robot comme
une métrique, le modèle dynamique est formulé sous forme tensorielle dans le cadre
de la géométrie Riemannienne. La discrétisation temporelle est basée sur les Éléments
Finis d’Hermite. Nous intégrons les équations de Lagrange du mouvement par une mé-
thode de perturbation. Des exemples de simulation illustrent la superconvergence de la
technique d’Hermite. Le critère de contrôle est choisi indépendant des paramètres de
configuration. Les équations de la commande associées aux équations du mouvement se
révèlent covariantes. La méthode de commande optimale proposée consiste à minimiser
la fonction objective correspondant au critère invariant sélectionné.

mots clés Main robotique, manipulation dextre, conception bio-inspirée, dynamique
des systèmes multicorps, commande optimale, géométrie riemannienne, tenseur de cour-
bure de Riemann-Christoffel, Éléments Finis d’Hermite, Principe du Maximum de Pon-
triaguine

A B S T R A C T

We focus on the design of anthropomorphous mechanical hands destined to manipu-
late objects in a human environment. Via the motion analysis of a reference manipulation
task performed by human subjects, we propose a method to evaluate a robotic hand ma-
nipulation capacities. We demonstrate how the angular coupling between the fingers
joints and the angular limits affect the hands potential to manipulate objects. We also
show the influence of the wrist motions on the manipulation task. We propose a strategy
to calculate the fingertip manipulation forces and dimension the fingers motors. In a
second part devoted to articulated robots, we elaborate optimal control algorithms. Re-
garding the kinetic energy of the robot as a metric, the dynamic model is formulated
tensorially in the framework of Riemannian geometry. The time discretization is based
on the Hermite Finite Elements. A time integration algorithm is designed by implemen-
ting a perturbation method of the Lagrange’s motion equations. Simulation examples
illustrate the superconvergence of the Hermite’s technique. The control criterion is se-
lected to be coordinate free. The control equations associated with the motion equations
reveal to be covariant. The suggested control method consists in minimizing the objective
function corresponding to the selected invariant criterion.

keywords Robotic hand, dexterous manipulation, bio-inspired design, multibody dy-
namics, optimal control, riemannian geometry, Riemann-Christoffel curvature tensor,
Hermite Finite Elements, Pontryagin Maximum Principle
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