THESE

pour I’obtention du Grade de
DOCTEUR DE L’UNIVERSITE DE POITIERS

(Faculté des Sciences Fondamentales et Appliquées)

(Diplome National - Arrété du 7 aott 2006)
Ecole Doctorale : Sciences et Ingénierie pour I’Information S21

Secteur de Recherche : Mathématiques et leurs intersections

Présentée et soutenue publiquement
par :

Gang LIU

>k 3k s sk s s sk s sk s sk sk sk sk s sk s sk sk sk sk s sk s sk sl sk sk sk sk s sk s sk sk s sk s sk s sk sk sk sk sk s sk sk stk sk skokosk kosk

Restriction des séries discreétes de
SU(2,1) a un sous-groupe exponentiel maximal et a un
sous-groupe de Borel

>k sk 2 sk s s sk s sk s sk sk sk sk s sk s sk s sk sk s sk s sk s sk sk sk sk s sk s sk sk s sk s sk s sk sk sk sk sk s sk sk stk sk skoskosk kosk

Directeur de Thése : Pierre TORASSO

Soutenue le 05 juillet 2011

Devant la Commission d’Examen

JURY
Michel Duflo Professeur émérite, Université Paris 7 Rapporteur
David Vogan Professeur, MIT , USA Rapporteur
Abderrazak Bouaziz Professeur, Université de Poitiers Examinateur
Pierre Torasso Professeur, Université de Poitiers Examinateur

Michele Vergne Directrice de Recherche émérite, Université Paris 7 Examinateur



Table des matiéres

1 Introduction

2 La méthode des orbites et la théorie de Duflo

3 Quelques propriétés de SU(2,1)

4 Rappels sur les séries discrétes des groupes de Lie simples

5 Etude des orbites coadjointes de G, B et B;
5.1 Orbites coadjointes fortement réguliéres (et admissibles) de b}
5.2 Orbites coadjointes fortement régulieres (et admissibles) de b*
5.3 La faible propreté (et la propreté) de la projection p; . . . . . . .
5.4 La faible propreté (et la propreté) de la projectionp . . . . . ..

6 Représentations

6.1 Description des représentations (irréductibles et unitaires) de By
et de B associées aux orbites (coadjointes) fortement réguliéres
et admissibles . . . . ... Lo

6.2 Interprétation des travaux de Rossi-Vergne et confirmation de
la conjecture de Duflo pour les séries discrétes holomorphes et
anti-holomorphes de G . . . . . . . .. ... L oL

6.3 Construction des séries discrétes de G par des formes harmoniques
(sens généralisé de L2-Cohomologie) . . . . .. ... .......

6.4 Application de 6.3 a la décomposition de 7y |p (et de 7x|5,)

6.5 Etude asymptotique des solutions des systémes différentiels D;:

6.6 Interprétation et application des travaux de Fabec et de ceux de
Kraljevic. . . . . .. ..o

6.7  Confirmation des assertions (i) et (ii) de la conjecture de Duflo
pour G=SU(2,1) . ... ... ..

6.8 Conséquences sur (DE)> . ... ...

7 Comparaison entre la construction de Duflo et celle d’ Auslander-
Kostant pour la conjecture

8 Etude de variétés réduites et formule pour la multiplicité
8.1 Etude des variétés réduites . . . . . ... ...
8.2 Multiplicité et variétés réduites . . . . . . . ...

9 Appendice
9.1 Sur la projection des orbites coadjointes fortement réguliéres d’une
algébre de Lie simple. . . . . . .. ... ... ... L.
9.2 Sur le comportement asymptotique au voisinage d’un point sin-
gulier de premiére espéce des solutions d’un systéme différentiel
linéaire ordinaire. . . . . . . . .. ... L Lo

59






1 Introduction

La théorie des représentations et ’analyse harmonique constituent un do-
maine important des mathématiques, qui est reli¢ & de nombreux autres do-
maines des mathématiques et de la physique, comme la théorie des nombres,
les formes automorphes, la géométrie algébrique et la géométrie différentielle,
I’analyse fonctionnelle, la mécanique quantique, etc.

Soit G un groupe de Lie. Du point de vue de la théorie des représentations,
deux questions ont suscité I'intérét de nombreux mathématiciens.

La premiére concerne la description du dual unitaire G' de G, i.e. de I'ensem-
ble des classes d’équivalence de représentations unitaires irréductibles de G. 11
s’agit de paramétrer G alaide d’un ensemble de paramétres, constitué d’objets
géométriques naturellement liés & G, et de donner pour chacun de ces paramétres
une construction d’un représentant de la classe d’équivalence de représentations
associée.

La deuxiéme, qui reléve de ’analyse harmonique, concerne la décomposition
d’une représentation unitaire de G en «somme» de représentations unitaires
irréductibles.

En fait, on sait que ces deux questions ne peuvent avoir de réponse satis-
faisante que si le groupe G est de type I. C’est le cas des groupes algébriques
réels et donc des groupes que nous rencontrerons dans ce travail.

Un cas particulier de la deuxiéme question et auquel nous nous intéressons ici
est connu sous le nom de «branching problem» ou «probléme de branchementy.
Soit G un groupe algébrique réel et H C G un sous-groupe algébrique. Soit
m € G. Puisque H est de type I, la restriction de m & H que l'on note 7|y peut
se décomposer de la maniére (unique) suivante

D
T li= /H e (7)7 i (7)

ol
[ est une mesure borélienne sur H (par rapport a la topologie de Fell)
my: H— NU {o0} est une fonction mesurable, appelée fonction de mul-
tiplicité. Apporter une réponse au probléme de branchement consiste & donner
une description explicite de la mesure u, et de la fonction de multiplicité m..

En relation avec le probléme de branchement, T. Kobayashi a introduit dans
[15] le concept de H-admissibilité : on dit que w|y est H-admissible, si le
support de la mesure p, est discret et m,(7) < oo pour tout 7 € H. Autrement
dit 7| f est H-admissible si et seulement si 7|, = éie rk;.; ou I est un ensemble
dénombrable, k; € N et les 7; € H sont deux a deux différentes.

Il est intéressant d’étudier les cas ol une représentation unitaire irréductible
d’un groupe est admissible pour un de ses sous-groupes et de résoudre le prob-
léme de branchement correspondant.

Revenons un moment a la question de la construction de représentations
unitaires irréductibles d’un groupe de Lie.

La méthode des orbites permet de construire «beaucoup» de telles représen-
tations pour un groupe de Lie G de type L. Initiée par Kirillov dans sa thése, elle



a été développée par de nombreux mathématiciens, parmi lesquels Auslander-
Kostant, pour les groupes résolubles, Vergne et Duflo pour les groupes réductifs
et Duflo pour les groupes de Lie généraux.

Soit G un groupe de Lie de type I d’algébre de Lie g. Duflo établit une
correspondance entre 'ensemble des G-orbites dans g*, I'espace vectoriel dual
de g, qui sont admissibles et bien polarisables et G. Cette correspondance as-
socie a chaque orbite admissible et bien polarisable un ensemble d’éléments de
G paramétré par un ensemble de données d’admissibilité attaché a lorbite et
elle est injective, en ce sens que les ensembles associés a deux orbites distinctes
sont disjoints. Lorsque le groupe G est nilpotent, on retrouve la correspondance
bijective établie par Kirillov dans sa thése entre ’ensemble des orbites coad-
jointes de G et son dual unitaire. Lorsque G est résoluble simplement connexe,
on retrouve les résultats d’Auslander-Kostant (& une translation prés dans la
paramétrisation) : dans ce cas, la méthode permet encore de décrire compléte-
ment le dual unitaire. Par contre, dans le cas général on n’obtient pas tout le
dual unitaire de G, mais une partie suffisamment «grosse» pour supporter la
mesure de Plancherel. Nous donnerons plus de détails, pour ce qui concerne les
groupes algébriques, dans le chapitre 2.

La question qui se pose alors est de savoir si ’on peut apporter une réponse
au probléme de branchement dans le cadre de la méthode des orbites. C’est le
cas pour les groupes résolubles exponentiels comme le montrent les travaux de
Lipsman ([22]) et Fujiwara ([10]). Cependant, dans cette situation et pour les
séries discrétes les cas de H-admissibilité sont rares (voir Kouki [18]).

Lorsque G est un groupe de Lie compact, toute représentation unitaire ir-
réductible de G est H admissible. L’étude du probléme de branchement dans
cette situation a conduit a tout un ensemble de travaux autour de la conjecture
«La quantification commute avec la réduction», due & Guillemin et Sternberg,
que nous présentons briévement ci-dessous.

Soit (M,w, K, ®) un K-espace hamiltonien, ou (M,w) est une variété sym-
plectique compacte, K est un groupe de Lie compact d’algébre de Lie ¢, et ®
désigne 'application moment. On se donne un fibré de Kostant-Souriau £ sur
M qui est un fibré en droites hermitien K-équivariant de forme courbure —iw.
On peut alors construire une quantification notée Q* (M) qui est l'indice équiv-
ariant d’un opérateur différentiel elliptique K-équivariant associé aux objets
considérés et ainsi une représentation formelle de K, cela signifie que Q* (M)
s’écrit ETEf(TLTT, avec les n, € Z et tous nuls sauf un nombre fini. De plus si K
est trivial ou agit trivialement (sur M et L), alors Q*(M) s’interpréte comme
un nombre. Fixons un tore maximal T (d’algébre de Lie t) de K et un ensemble
de racines positives de t dans £ : on peut donc identifier K a lensemble des
plus hauts poids dans t* C £* (on identifie t* & 'orthogonal du sous-espace [t, €]
de ). Soit g un plus haut poids, et O, = K.u Porbite coadjointe de p sous
K dans £*, alors la variété réduite associée ®71(0,)/K est naturellement mu-
nie d’un fibré de Kostant-Souriau induit par celui considéré . Soit 7, € K la
représentation de plus haut poids u. La conjecture de Guillemin-Sternberg dit
que le calcul de la multiplicité n,,, se raméne a quantifier ®~(0,)/K. Plus
précisément le nombre n,, est exactement le résultat de la quantification de
la variété réduite @71(0,)/K et du fibré associé, tout du moins si la variété
réduite est une variété lisse ou un «orbifold». Leur conjecture est connue sous



le slogan : "La quantification commute avec la réduction".

Il existe une autre formulation de cette conjecture dans le cadre voisin de la
quantification Spin,. Disons simplement que dans ce cadre, le fibré de Kostant-
Souriau est remplacé par L, son «translatés par la racine carrée du fibré en
droite défini par le déterminant d’une structure spinorielle complexe sur la var-
iété M. Le résultat de la quantification est alors noté prin(M ). On reprend les
notations précédentes concernant le groupe compact K. Soit AT un ensemble
de racines positives de tc dans fc, ¢ la demi-somme des éléments de AT et
1 € t° un poids dominant. Alors la structure spinorielle et le fibré L sur M
induisent des données du méme type sur la variété réduite ®~1(0,,45)/K. Ici
encore, la multiplicité de la représentation 7, dans Qstin (M) est donnée par la
quantification Spin, de la variété réduite et du fibré associé.

Cette conjecture a influencé des recherches de relations entre représenta-
tions d’un groupe compact K opérant de maniére hamiltonienne sur une variété
symplectique M pas forcément compacte et ’application moment. On doit citer
entre autres les travaux de Witten, Jeffrey, Kirwan, Meinrenken, Berline-Vergne,
Sjamaar. Enfin Tian-Zhang et Paradan ont obtenu des démonstrations directes
pour le cas général qui s’adapte & certaines situations nouvelles : variétés a bord,
variétés non compactes (dans la situation ot 'application moment est prore) etc.
Notamment Paradan ([24, 25, 26]) a traité le cas o M est une orbite coadjointe
associée & une série discréte d’un groupe de Lie réductif G' (pas forcément com-
pact), et K C G est un sous-groupe compact maximal. Dans ce cas M n’est
pas forcément compacte, cependant Paradan a montré que dans cette situation,
la quantification commute également avec la réduction. Il a aussi réussi a réin-
terpréter la formule de Blattner (une identité combinatoire) dans le cadre de la
géométrie hamiltonienne.

Inspiré par les divers travaux cités dessus, Duflo a formulé une conjecture
concernant le probléme de branchement pour les séries discrétes d’un groupe
algébrique réel. Pour des raisons de commodité, nous allons 1’énoncer dans le
cas d’un groupe algébrique réductif connexe.

Soit donc G un groupe de Lie réel connexe algébrique réductif d’algébre de
Lie g, et H C G un sous-groupe algébrique d’algébre de Lie §. Soit g* (resp.
h*) le dual linéaire de g (resp. h). Supposons que 7 est une série discréte de
G. 1l est donc bien connu que la série discréte 7w correspond a une (unique)
G-orbite coadjointe "admissible et fortement réguliére" dans g* (au sens
de Duflo). Notons donc O, orbite liée & 7. Muni de la structure symplectique
de Kirillov-Kostant-Souriau w, (O,,w) est une variété symplectique et comme
le stabilisateur d’un point de l'orbite O, est un tore, elle admet un unique fibré
de Kostant-Souriau . Le sous-groupe H agit dans O, par l'action coadjointe, de
sorte que (O, w, H,p) devient un H-espace hamiltonien, I’application moment
associée étant la projection naturelle p de O, dans h*.

Maintenant, on énonce la conjecture de Duflo (on garde les notations et
hypothéses du paragraphe précédent) :

La conjecture de Duflo : Notons b%, la réunion des H-orbites coadjointes
fortement réguliéres dans h*. Alors :

(i) Pour que la restriction w a H, 7|y soit H-admissible, il faut et il suffit
que la projection (c’est-a-dire 'application moment de (O, w, H,p) )

p:O0r —p(Ox) €



f'—>f|b

soit faiblement propre.

(ii) Si 7|z est H-admissible, toute 7; qui figure dans la décomposition 7|, =
> k;.7; correspond a une (unique) H-orbite coadjointe admissible et fortement
réguliere €2, de h*(au sens de Duflo), avec 2., contenue dans p(Oy).

(iii) Toujours dans le cas ot 7 est H-admissible, les multiplicités k; doivent
pouvoir s’exprimer & l’aide de la quantification de la variété réduite correspon-
dante. Autrement dit le slogan quantification commute avec réduction
reste valable dans ce cadre.

Ici la notion « faiblement propre » signifie que I'image réciproque de tout
compact contenu dans p(O; ) b}, par la projection p est compact. Dans cet
article, on utilisera aussi la notion classique « propre sur I’image » selon
laquelle I'image réciproque par la projection p de tout compact contenu dans
p(O;) est compact. Pour simplifier, dans cet article, nous dirons "propre" au
lieu de « propre sur I’image ». Il est évident que si la projection est propre,
elle est aussi faiblement propre, alors que I'inverse est généralement faux.

Dans ce travail, on s’intéresse au cas on G = SU(2,1) et H est un sous-
groupe de Borel ou un sous-groupe exponentiel maximal de G.
Maintenant, on énonce les principaux résultats de cet article.

Donc soit G = SU(2,1) d’algébre de Lie g, B = M AN un sous-groupe
de Borel (de G) d’algebre de Lie b et By = AN le sous-groupe exponentiel
maximal associé d’algébre de Lie by. Soit 7 une série discréte de G et O, la G-
orbite coadjointe qui lui est associée par Duflo. Soit p : O — p(Oy) C b* (resp.
p1 : Or — p1(Or) C b7), la projection naturelle de O, C g* dans b* (resp. b}).
Donc comme expliqué plus haut, muni de la structure symplectique de Kirillov-
Kostant-Souriau w, (O, w) est une variété symplectique. B (resp. By) agit dans
O, par laction coadjointe, de sorte que (Or,w,B,p) (resp. (Or,w, B1,p1))
devient un espace hamiltonien, ou 'application moment associée est p (resp.
p1)- De plus, (Or,w) admet un unique fibré de Kirillov-Kostant-Souriau (car on
la déja expliqué, le stabilisateur d’un point de lorbite O, est un tore).

On obtient les résultats suivants :

1) (Théoréme 5.4) La projection (I’application moment pour (O, w, B1,p;))
p1 1 Ox — p1(Or) C b} est propre (sur I'image) ou faiblement propre, si et
seulement si la série discréte m est holomorphe ou anti-holomorphe.

2) (Théoréme 5.5) La projection (I’application moment pour (O,w, B,p))
p: Or — p(O;) C b* est faiblement propre. De plus elle est propre (sur
limage) si et seulement si 7 est holomorphe ou anti-holomorphe.

3) (Théoréme 6.3) Si 7 est holomorphe ou anti-holomorphe, 7|z, (resp. 7|p)
est Bj-admissible (resp. B-admissible), et on a une décomposition explicite de
7|p, (resp. m|p). Le théoréme 6.3 énonce, dans le cas particulier du groupe
SU(2,1), un résultat dit a Rossi-Vergne ([29]) dans le cas général d'un groupe
réductif connexe admettant des séries discrétes holomorphes.

4) Ainsi, lorsque 7 est holomorphe (ou anti-holomorphe), d’aprés le théoréme
5.3 (resp. la proposition 6.5) qui décrit les By-orbites (resp. B-orbite) coadjointes
fortement réguliéres et admissibles (au sens de Duflo) contenues dans p,(O)
(resp. p(Or)), les assertions (i) et (ii) de la conjecture de Duflo sont vérifiées



pour (G, 7, By) et (G, m, B). On constate alors que, parmi les séries dicrétes de
B associées a une orbite contenue dans p(Oy ), seulement une sur trois intervient
dans dans la décomposition 7|p.

5) (Théoréme 6.8) Soit 7 une série discréte ni holomorphe ni anti-holomorphe.
En utilisant la réalisation de 7 dans un espace de L?-cohomologie due & Nara-
simhan-Okamoto ([23]) ainsi que les résultats de Hersant ([11]), on obtient un
encadrement pour les multiplicités des représentations unitaires irréductibles de
B dans 7|p : la multiplicité n, de chaque 7 € B (le dual unitaire de B) est égale
a la dimension du sous-espace des solutions de carré intégrable sur ]0, +oo[ (par
rapport a la mesure de Haar dt/t) d’un systéme différentiel linéaire ordinaire
ayant deux points singuliers (en 0 et +o00), dont un de deuxiéme espéce. En
étudiant le comportement asymptotique de ses solutions, on obtient une borne
inférieure et une borne supérieure pour toutes les multiplicités. Ceci nous per-
met de montrer que 7|p est B-admissible et w|p, n’est pas Bj-admissible. Donc
d’apres 1) (le théoréme 5.4), les assertions (i) et (ii) de la conjecture de Duflo
sont vérifices pour (G, 7, By) avec 7 ni holomorphe ni anti-holomorphe. Donc
d’apres 4), elles sont vérifiées pour (G, 7, B1) et pour toute série discréte . De
plus, cette méthode permet de retrouver les résultats de 3) obtenus dans le cas
des séries discrétes holomorphes.

Il est a noter que le fait que les séries discrétes ni holomorphes ni anti-
holomorphes ne sont pas Bj-admissibles a été démontré pour SU(n,1) par
Rosenberg-Vergne ([28]), également en utilisant leur réalisation dans un espace
de L?-cohomologie.

6) (Théoréme 6.10) En combinant les travaux de Fabec ([9]) et ceux de
Kraljevic ([19, 20]) sur les séries principales de SU(2, 1) avec le théoréme 6.8 et
le théoréme 6.3 (dt a Rossi et Vergne), on parvient a décomposer explicitement
7| pour 7 ni holomorphe ni anti-holomorphe.

7) En comparant le théoréme 6.10 avec la proposition 6.11 (qui décrit les B-
orbites coadjointes fortement réguliéres et admissibles contenues dans p(O)),
on montre que les assertions (i) et (ii) de la conjecture de Duflo sont vérifiées
pour (G, , B). Ainsi, d’aprés 4) et 5), les assertions (i) et (ii) de la conjecture de
Duflo sont vérifiées pour (G, , B) et (G, m, B1) pour toute série discréte . On
constate également que, parmi les séries dicrétes associées & une orbite contenue
dans p(O), seulement une sur trois intervient dans la décomposition 7|p.

8) (proposition 6.11) Puisque ’on obtient une décomposition explicite de 7|
pour 7w ni holomorphe ni anti-holomorphe, en comparant le théoréme 6.8 et le
théoréme 6.10, on peut trouver la dimension exacte du sous-espace des solutions
de carré intégrable de chaque systéme différentiel concerné que ’on évoque dans
4). Ce résultat semble difficile & obtenir par des méthodes «directes.

9) (Chapitre 7) En modifiant certains parameétres, on montre que dans notre
cas les assertions (i) et (ii) de la conjecture de Duflo sont encore vérifiées
si on utilise la paramétrisation de Blattner pour les séries discrétes et celle
d’Auslander-Kostant pour les représentations unitaires irréductibles de B et
B.

10) (Propositions 8.1, 8.2 et 8.3) On montre que les variétés réduites pour
Pespace hamiltonien (O,w, B,p) sont des points. On vérifie qu’une représen-
tation de B associée a une orbite contenue dans p(O,) apparait dans w|p si
et seulement son caractére central coincide avec celui de 7 (B et G ont méme
centre).

On interpréte ce résultat dans le cadre de la quantification géométrique et



on montre qu’il est I'analogue de celui démontré par Paradan dans ([26], section
2.4 "Quantization of points", Theorem 2.16), dans lequel il considére un groupe
de Lie compact muni d’une action hamiltonienne sur une variété symplectique
avec application moment propre et calcule la quantification de la variété réduite
lorsqu’elle est réduite a un point.

Ceci montre que I'assertion (iii) de la conjecture de Duflo est vérifiée et ex-
plique pourquoi seulement une série discréte de B sur trois parmi celles associées
a une orbite contenue dans p(O;) intervient dans la décomposition 7|pg.

11) (Propositions 8.1 et 8.4) Lorsque 7|p, est Bi-admissible, on montre que
la variété réduite est une sous-variété symplectique de O, difféeomorphe a une
sphére de dimension 2, et que la multiplicité s’exprime également comme la
quantification de cette derniére, c’est a dire comme l'intégrale de sa forme vol-
ume naturelle. Ceci montre que I’assertion (iii) de la conjecture de Duflo est
également vérifiée dans ce cas.



2 La méthode des orbites et la théorie de Duflo

Dans ce chapitre, nous allons rappeler quelques élements dont nous aurons
besoin de la construction de Duflo de représenations unitaires irréductibles.

Orbites fortement réguliéres :

Rappelons qu’un groupe de Lie presque algébrique est la donnée d’un triplet
(G, 4,G) ou G est un groupe algébrique affine défini sur R, G est un groupe de
Lie et j est un morphisme de groupes de Lie de G dans le groupe des points
réels Gr de G dont le noyau est discret central dans G et dont I'image est un
sous-groupe ouvert de Gg dense dans G pour la topologie de Zariski (voir [7],
p. 199). On notera plus simplement G le groupe presque algébrique (G, j, G).

Soit G un groupe de Lie presque algébrique sur R d’algébre de Lie g. On
dit qu'une forme linéaire f € g* est réguliére si son orbite coadjointe G.f est
de dimension maximale ou si, de maniére équivalente, son stabilisateur G(f)
dans G est de dimension minimale. Supposons que f € g* est une forme linéaire
réguliére. Alors, il est bien connu que lalgebre de Lie g(f) de G(f) est algébrique
abélienne. On désigne par s(f) son unique facteur réductif qui est I'ensemble
des X € g(f) pour lesquels adX est semi-simple. On dit que f est fortement
réguliére, si s(f) est de dimension maximale lorsque f parcourt ’ensemble des
formes régulicres. Il est clair que f est réguliére (fortement réguliére), si et seule-
ment s’il en est de méme pour tous les éléments de son orbite coadjointe. Nous
dirons qu’un orbite est réguliére (resp. fortement réguliére) si c’est I'orbite du
forme réguliére (resp. fortement régulicre).

Formes linéaires admissibles et bien polarisables

Soient G un groupe de Lie d’algébre de Lie g et f € g*. Considérons la forme
bilinéaire alternée By sur g définie par

Bf(va):f([va])’ X, Yeg

On sait que g(f) est le noyau de By, de sorte que g/g(f) est un espace
symplectique, et G(f) laisse invariant By. En 1972, Duflo a introduit le groupe
G(f)%, un revétement a deux feuillets de G(f) associé a (g, Bf), qui joue un
role central dans la méthode des orbites (pour plus de détails, voir [7], p.153 et
suivantes).

Comme nous en aurons besoin plus loin, nous présentons la construction de
ce revétement dans un cadre plus général : on se donne un espace vectoriel V'
de dimension finie sur R muni d’une forme bilinéaire alternée 8 dans lequel agit
un groupe de Lie H en laissant § invariante. On considére l’espace symplec-
tique V/ker 8, le groupe symplectique Sp(V/ ker 3) et le groupe métaplectique
Mp(V/ker 8), revétement connexe a deux feuillets du précédent. Le revétement
a deux feuillets de H, dit revétement métaplectique associé a (V, 3), est alors le
produit fibré de H par Mp(V/ker 3) au dessus de Sp(V/ker 3) : on le note H" .

On prolonge par bilinéarité complexe [ en une forme bilinéaire alternée sur
I’espace vectoriel complexifié V¢ de V', encore notée 5. On appelle lagrangien
complexe de V¢ de V' un sous-espace isotrope maximal de V¢ pour .

Sil C Vi est un lagragien complexe stable sous 'action de 'algébre de Lie



h de H, on pose
1
pi(X) = it’er/kerBa X eh.

Remarque. G(f)? n’est pas forcément connexe, méme si G(f) est connexe.
Cependant, si G(f) est connexe, alors, G(f)?® a au plus 2 composantes connexes.

On appelle € ’élément non trivial du noyau de la projection de G(f)?
sur G(f). Notons X (f) lensemble des classes de représentations unitaires ir-
réductibles 7 de G(f)? qui vérifient les propriétés suivantes :

(e) = —id (1)

la différentielle d7 est un multiple de if|q5) (2)

On dit que f est admissible, si X (f) est non vide. Soit 1 un caractére d’un sous-
groupe fermé central ' de G, on dit qu’'un élément 7 € X (f) est n-admissible,
si 7|p est un multiple de 7.

Concernant l'admissibilité de f, il y a un lemme trés utile da a Duflo (voir
[7], p. 154 Remarque 2) :

Lemme 2.1 Supposons qu’il existe un sous-espace lagrangien complexe | C g¢
pour By, qui est stable par g(f), alors, f est admissible si et seulement s’il existe
un caractére de G(f), (la composante neutre de G(f)) dont la différentielle est

pr+iflgsy-

Dans [7], Duflo a introduit la notion de forme linéaire bien polarisable. Soit
f une forme linéaire sur g. On appelle polarisation en f une sous-algébre de Lie
b de gc qui soit un sous-espace lagrangien complexe pour By.

Soit b une polarisation en f et soit B le sous-groupe analytique d’algébre de
Lie b du groupe de Lie simplement connexe d’algeébre de Lie g¢. On dit que la
polarisation b vérifie la condition de Pukanszky si on a B.f = f 4+ b* (ici b+
désigne l'orthogonal de b dans g§).

La forme linéaire f est dite bien polarisable si elle admet une polarisation
résoluble et vérifiant la condition de Pukanszky.

Notons g;,, C g, 'ensemble des formes linéaires admissibles et bien polaris-
ables. Alors on a G.g;, = g;,,, ceci nous permet de définir les orbites coadjointes

admissibles et bien polarisables d’une fagon évidente. Notons @, le dual unitaire
de G. Soit f € g;, et 7 € X(f). Au couple (f,7) Duflo associe une représen-
tation unitaire irréductible 7, de G. De plus, si f; € G.f, il existe un et un
seul élément 7 dans X (f1) tel que w7, = 7y, -, . Ainsi, étant donnée une orbite
coadjointe admissible et bien polarisable O, il existe un ensemble X (O) qui se
met canoniquement en bijection avec X (f), pour tout f € O. On définit alors
YTop = {(O,7) : O est admissible et bien polarisable, 7 € X(O)}. Alors, la
correspondance R

Yo, — G

(O’ T) — Tfr
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est bien définie, ot pour tout O, le point f € O une fois choisi est fixé, de sorte
que X (O) est identific & X(f). Duflo a montré que cette correspondance est
injective.

Suposons que G est un groupe presque algébrique. Alors Duflo a montré
que 7f . est une série discréete modulo un sous-groupe I' du centre de G si et
seulement si G(f)/T" est compact et toute série discréte de G modulo T est
isomorphe & une telle 7y, (pour tout ceci voir [7], p. 203 théoréme 3).

Si G est connexe réductif et f correspond a une série discréte, alors G(f) est
connexe et X (f) a un unique élément T¢ qui est un caractére. Nous noterons
simplement Ty = T} ..

Il est connu que les orbites fortement réguliéres sont bien polarisables.
Pour G réductif, f est fortement réguliére si et seulement si g(f) est une sous-
algebre de Cartan. De plus Duflo a démontré le résultat suivant : Soit G un
groupe presque algébrique. Notons Gy, I'ensemble des classes des représenta-
tions unitaires irréductibles de G liées aux orbites fortement régulieres admis-
sibles. Alors le complémentaire de Gy, dans G est négligeable par rapport a
la mesure de Plancherel. Donc toute série discréte m de G est liée & une orbite
fortement réguliére admissible, puisque par rapport a la mesure de Plancherel,
{7} a une mesure non nulle. De plus, d’aprés ce qui précééde, un élément de
G #r est une série discréte si et seulement s’il correspond a une orbite dont le
stabilisateur d’un point quelconque est compact.

Nous dirons qu’un forme linéaire f € g* est de type compact si G(f) est com-
pact. Nous dirons qu’une orbite coadjointe est de type compact, si elle contient
une forme linéaire de type compact. On voit donc que les séries discrétes d’'un
groupe presque algébrique sont les représentations associées par la construction
de Duflo aux orbites fortement réguliéres admissibles et de type compact.

Maintenant, on va énoncer des éléments de la construction des représenta-
tions "T " de Duflo, pour plus de détails, nous renvoyons a 7).

La construction de Duflo de représentations unitaires

Soient G un groupe de Lie d’algébre de Lie g, I' un sous-groupe du centre de
G, n un caractére unitaire de I'. Soient f € g* une forme linéaire, n-admissible, et
7 € X(f,n) (pour les définitions « n-admissible »et « X (f,n) », voir le chapitre
2 de [7]. Mais de toute fagon, dans notre cas, le centre de SU(2,1) et celui
du sous-groupe de Borel B sont isomorphes & Z/3Z qui est fini, donc on peut
prendre I' et 7 triviaux de sorte que X (f,n) = X(f)).

Duflo a construit les représentations T, par récurrence sur dim(G).

D’abord si dim(G)=0, alors f = 0, G(f) = G. On pose Ty (z) = 7(x,1),
pour z € G. On suppose la construction faite pour tous les groupes de Lie de
dimension strictement inférieure.

On note u le plus grand idéal nilpotent de g. Posons u = f|,. On peut
montrer que le sous-groupe analytique U de u est fermé et distingué et de plus,
u est admissible (par rapport a U). Il est clair que G agit sur u* d’une maniére
évidente. Puisque u est un idéal invariant par G, ainsi G(u) a un sens clair
et il laisse invariant la forme bilinéaire alternée B, (sur u). Notons G(u)* le
revétement & 2 feuillets associé de G(u), ¢ = u(u) [\ ker(u) et @Q le sous-groupe
analytique d’algébre de Lie q. I est connu que lapplication x — (x,1) est
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injective du groupe U(u) dans G(u)" (donc elle est un isomorphisme de U (u) sur
son image dans G(u)"), et @ est la composante neutre du noyau du caractére
Xu de U(u) de différentielle ul,(,). Le groupe @ est donc fermé et distingué
dans G(u)" (ici, on identifie @ a son image canonique dans G(u)"). On pose
GY = G(u)*/Q, et gY son algebre de Lie.

Soit IV 'image réciproque de I' dans G(u)*. Comme 'action adjointe de T est
triviale, I est isomorphe au produit direct de I" par le groupe a deux éléments
{£1}. On pose I'y = I"U(u)/Q, alors I'y est un sous-groupe du centre de GY.
On note 77 le caractére de I'y provenant par passage au quotient du caractére
7’ de I'U(u) qui prolonge xu, et tel que n(y,£1) = £n(y) pour tout v € T.
On sait que 7’ est bien défini (donc 7y est bien défini), puisque n|rAv @) =
Xulr (U (u)- Posons fi I'élément de gy" qui est déduit de la restriction de f sur
g(u) par passage au quotient, ot g(u) est 'algébre de Lie de G(u). Alors, on
peut montrer que f; est bien polarisable et 7;-admissible. De plus il existe une
bijection canonique 7 — 71 entre X r(f,n) et Xgv r, (f1,7m). Pour plus de
détails, voir le chapitre 4 de [7].

Ainsi, on considére les deux cas suivants :

i) Si dim(g)=dim(gy), alors u est de dimension au plus 1, et g est réductive
de centre u. Dans ce cas, T, est défini comme pour les groupes réductifs. Pour
plus de détails, voir le chapitre 3 de [7].

ii) Si dim(g,)<dim(g), alors ’hypothése de récurrence nous permet de con-

struire la représentation chjﬁ de GY.

On peut donc définir une représentation Tg & S,T,, du groupe G(u)U de
la maniére suivante :

Soient © € G(u), y € U et & € G(u)" un représentant de x. On désigne

I'image de & dans (G; par la méme notation Z. On pose
TS ., © SuTulay) = T ., (7) @ Su(D)T.(v). 3)

On peut vérifier que la définition ne dépend pas du choix de z, y, (z,v). De
plus elle est une vraie représentation pour G(u)U. Ici, T, est la représentation
unitaire et irréductible de U associée a la forme linéaire u (comme U est nilpo-
tent, T, est dans le sens de la théorie de Kirillov), et pour la notation S, voir
le chapitre 5 de [7].

Finalement, on définit la représentation Tﬁ_ de G de la maniére suivante

G
Tf, = Indg ) (Tf ., ® SuTu).
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3 Quelques propriétés de SU(2,1)

Dans tout ce qui suit, on note G le groupe SU(2,1) et g son algebre de Lie.

Désignons par I ; la matrice dans la base canonique de la forme hermitienne
sur C3, (2,t) = 2111 + 2oty — 23t3. Alors

G = {g € SL(3,(C)| tglz’lg = 12’1}

g= {X € Mg(C)‘ tYIQ’l + IQ’lX =0ettrX = O}

Le groupe de Lie G est simple de dimension 8, son complexifié est SL(3,C). Le
centre de G est le groupe a trois éléments

Zg ={¢1d|€ =1}

Notons 6 I'involution de Cartan sur G et g, telle que 6(g) = tg=L pour g € G
et 9(X) = —'X pour X € g. Désignons par K le sous-groupe des points fixes
de 6 dans G, par £ son algébre de Lie et par p le sous-espace propre de 6 pour
la valeur prore —1 dans g. Alors K est un sous-groupe compact maximal de G
et on a les décompositions de Cartan de G et g :

G = Kexpp

g=Etdp.

Le centre de z(£) de t est de dimension 1. Il est engendré par la matrice

0
0

1
Z=1] 0
0 -2

o = O

et son centralisateur dans g est €. Si Zx désigne le centre de K, on a
Zx =expRZ.

Soit ¢ l'algebre dérivée de €. Elle est isomorphe a su(2) :

e’:{(‘g 8)’146511(2)}

et on a t =t @ z(£). Le sous-groupe analytique K’ d’algeébre de Lie g de G est
le sous-groupe dérivé de K. Il est isomorphe a SU(2) et on a

K’:{(g ?)’UGSU@)} et K =K'Zg.

(4% ¥)lresc)

Soit t la sous-algébre de Lie de g constituée des matrices diagonales. C’est
une sous-algébre de Cartan de g contenue dans £. C’est donc également une
sous-algebre de Cartan de €. Désignons par diag(hi, he, h3) la matrice diagonale

Enfin, on a
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de M3(C) de valeurs propres hy, ho, h3, dans la base canonique de C3. Alors, on
a
t= {dzag(zhl, Zh2,1h3)| hl, hg, hs € Ret hy + hy + hy = O}

tc = {diag(h17h2,h3)| hi,ha,hs € C et hy + ho + hy = 0}

Le systéme des racines de t¢ dans gc¢ est

Y(gc, te) = {am|1 <k #1 <3},

ol
akl(diag(hl, hg, hg)) = hk — hl.

Le sous-espace radiciel de g pour la racine ay; est gy = CEyy, ou Ey € M3(C)
désigne la matrice élémentaire d’indice kl. La coracine de «ay; est la matrice
Hy = Ex — Ey. Posons H = iHyp. Alors ¥/ :=tN¥ =RH, t =t @ z(t) et
(H, Z) est une base de t.

De plus, {a2, a9} est 'ensemble des racines compactes et son complémen-
taire X(gc, tc) \ {@12, @21} est Pensemble des racines non-compactes.

0 0 1
Maintenant, si S = 0 0 0 |, a=RS est une sous-algébre abélienne
100

maximale de p. L’ensemble des racines A de a dans g est +3, £23 avec 5(tS) =
t, t € R. Les sous-espaces radiciels correspondants sont

95 = RE} @RE17 g2p = REy,

9-5=0(gp), 928 = 0(g25),
ou "0" est I'involution de Cartan (au niveau algébrique) et

0 -1 0 0 —2 0 2 0 -2
Ei=11 0 -1 Ei=| —-i 0 i Ey=4+1 0 0 O
0 -1 0 0 — 0 2 0 -2

Notons n = gg + gag et N = exp(n). Alors les décompositions d’Iwasawa
correspondantes sont

g=tdadnet G=KAN.

11 est clair que [Ey, Es] = [E], Es] = 0 et [Ey, E{] = E5. Donc n est une
algébre de Heisenberg de dimension 3 et N est un groupe de Heisenberg de
dimension 3.

(1 00
Siw=g|0 -2 0|,
0 0 1

alors m = RW est le centralisateur de a dans ¢ . De plus [W, E;] = Ej,
[W, Ej] = —E1, et [W, E3] = 0. Donc b = m & a @ n est une sous-algébre de
Borel. Notons M = exp(m) qui est le centralisateur du sous-groupe A dans K.
Ainsi, B = M AN est le sous-groupe de Borel associé a b. Pour simplifier, on
note by =a®net By = AN.

On vérifie que Zg est également le centre de B.
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4 Rappels sur les séries discrétes des groupes de
Lie simples

Théoréme 4.1 Soient G un groupe de Lie linéaire semi-simple, K C G un
sous-groupe compact mazximal, g et € leurs algébres de Lie respectives. On sup-
pose que K et G ont le méme rang. Soit donc t C £ C g une sous-algébre de
Cartan de g. Notons A = X(gc, tc) et Ax = S(tc, tc).

Supposons que X € (it)* est non-singuliere (autrement dit (A, a) # 0 pour
toute « € A ). On considére l’ensemble de racines positives (pour A), AT =
{a € Al(\, a) >0}. Alors, A, = At Ag est un ensemble de racines posi-
tives pour A . Notons dg (resp. 0k ) la demi-somme des éléments de AT (resp.
AL).

SiA+dg est analytiquement intégrable (i.e. est la différentielle d’un caractére
du tore mazimal T ), alors il existe une unique série discrete wy de G qui posséde
les propriétés suivantes :

(a) mx a le caractére infinitésimal Cx, ot () est le caractére du centre de
l’algebre enveloppante de g défini par .

(b) Dans la restriction de wy o K que l'on note wy\|k, le K type avec le plus
haut poids (par rapport a Af;)

A:)\+6G_25K

figure une seule fois.
(c) si N est le plus haut poids d’un K type qui apparait dans |k, alors,
A est de la forme

AN =A~+ g NaQ  icl Ny sont des entiers positifs ou nuls.
acAtT

De plus, deuz telles wy, et wy, sont équivalentes si et seulement si Ay et Ao
sont conjuguées par Wi, ot Wi est le groupe de Weyl pour Ak . Et, toute série
discrete de G est obtenue de cette maniére

Remarque 1. (1) La paramétrisation des séries discrétes est due a Harish-
Chandra. Les assertions b) et c¢) du théoréme sont une partie de la conjecture
de Blattner, démontrée par Hecht et Schmid.

(2) Dans le théoréme, le paramétre A est appelé le paramétre de Harish-
Chandra, et le parameétre A est appelé le paramétre de Blattner.

(3) Supposons que G est simple et que le centre de K est de dimension
supérieure ou égale & 1. Alors ) est une série discréte holomorphe si et seule-
ment si pl = ®_qenr 02 est une sous-algebre (abélienne) de ge, ot Al est
I'ensemble des racines non compactes positives (relativement & A). De plus g
est 'espace radiciel de «. Dans ce cas my est holomorphe pour la structure
complexe définie par pé sur G/K.

(4) Si f € g* est une forme linéaire fortement réguliére, d’aprés ce que 'on
a expliqué dans le chapitre 2, g(f) est une sous-algébre de Cartan. Supposons f
de type compact. Sans perte de généralité, on peut supposer g(f) = t. Donc f €
t* C g* (on utilise la décomposition en somme directe g = t®[t, g] pour identifier
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t* & un sous-epace de g*). On peut donc définir ’ensemble de racines positives
AT relatif & if € (it)* comme on a fait pour X dans le théoréme précédent. Soit
§ (vesp. §f) la demi-somme des racines dans A% (resp. A} = AT N Ak).

Ainsi f est admissible pour G si et seulement si A = if est un paramétre de
Harish-Chandra. Supposons que nous soyons dans ce cas. Alors, la représenta-
tion Ty de la paramétrisation de Duflo est la série discréte .

Soit x ¢ la caractere de 1" de différentielle i f + 6 — 20x. On voit facilement
que le caractére central de la série discréte Ty = 7 est la restriction de x; au
centre Zg de G.

(5) Soit f € g* est une forme lin¢aire fortement régulicre de type com-
pact. Avec les notations de (4), on dit que f est dans le cone holomorphe,
si pé = @_,ea+0¢ est une sous-algebre (abélienne) de gc, ot AT est Pensem-
ble des racines non compactes dans A'. Donc il est clair que si f est de plus
admissible, la série discréte T’y est holomorphe si et seulement si f est dans le
cone holomorphe.

Maintenant, on revient sur G = SU(2,1) et on reprend du chapitre 2 le
concernant. On veut trouver a quelles conditions un élément A\ € t* correspond
a une série discréte et a quelles conditions cette derniére est holomorphe.

Il est clair que Wx = {sq4,,, ¢d}. Donc, d’apres le théoréme, on peut toujours
supposer que oo est dans AT, Les ensembles de racines positives contenant oo
sont

AT = {a1a, ase, azi}, A = {a1a, ass, a1z}, AT = {aia, azs, a13}

D’aprés la remarque (3) précédente, on peut déduire que Al et AJ correspon-
dent aux séries discrétes holomorphes et AJ a celles non holomorphes.

Remarque 2. (1) Comme dg = 1/2(a12 + age + as1) = ass est un poids, A
correspond a une série discréte si et seulement si A est analytiquement intégrable.
(2) Par convention, on appelle « séries discrétes holomorphes », celles qui
correspondent & 'un des ensembles de racines positives Af ou AJ, et « séries
discrétes anti-holomorphes », celles qui correspondent & 'autre. Dans la suite,
pour nous conformer a larticle de Rossi et Vergne ([29]) que 'on va utiliser, on
appellera « séries discrétes holomorphes », celles correspondant & Af.

D’aprés le théoréme, les « A » qui correspondent & Af sont celles qui vérifient
que (A, a) > 0 pour toute o € Al et A+ dg est analytiquement intégrable. On
en déduit donc que les « A » qui correspondent a Af sont celles qui vérifient

)\(Hu) =ny € NJr, )\(Hgg) =n9 € N+, )\(Hgl) =n3 € Nt.

Mais, comme Hszo = Hi5 + H3q, et Hys et Hs; sont linéairement indépendants,
la condition précédente est équivalente a

A(His) =ny € NT, X\(Hs;y) =ns € NT ot le choix de n; et n3 est indépendant.
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5 Etude des orbites coadjointes de G, B et B,

Nous commengons par rappeler ce que nous entendons par propreté et faible
de propreté pour la projection d’une orbite coadjointe. On se donne un groupe
de Lie presque algébrique connexe G d’algebre de Lie g et H C G un sous-groupe
presque algébrique d’algébre de Lie hh. On désigne par p la projection naturelle
de g* sur h*. Soit O C g* une orbite coadjointe sous G.

Nous dirons que la restriction de la projection p & O est propre, si elle est
propre sur I'image, c’est & dire si, pour tout compact L C p(O), p~1(L)N O est
compact.

Nous dirons que la restriction de la projection p & O est faiblement propre,
si, pour tout compact L C p(O) N b7 p~ (L) N O est compact.

Pour simplifier, dans tout ce qui suit, sauf indication contraire, on garde
toutes les notations concernant SU(2,1) du chapitre précédent (i.e. on note
G = SU(2,1) etc). On désigne par p (resp. p;) la projection naturelle de g* sur
b* (resp. b}).

Maintenant, on va énoncer le plan de ce chapitre.

1) Détermination des orbites coadjointes fortement réguliéres et celles forte-
ment régulieres et admissibles de b} et détermination des données d’admissibil-
ité.

2) La méme chose pour b*.

3) Etude de la faible propreté (et de la propreté) pour la restriction de p, &
une orbite fortement réguliére de type compact.

4) La méme chose pour p.

5.1 Orbites coadjointes fortement réguliéres (et admissi-
bles) de b}

Maintenant, S, Fy, F{, F3 sont comme dans le chapitre 3, ils constituent
une base de by. Notons S*, Ef, Ei*, E} la base duale correspondante dans b3.

Proposition 5.1 Notons Q= = {b € b} | b(Ez) < 0} et QF = {b € b} |
b(Ey) > 0}. Alors OF = B.(£E3) sont les seules N A-orbites coadjointes forte-
ment régulieres dans by, et elles sont également admissibles.

Démonstration. Notons b}’ = {b € b} | b(F2) # 0}. Comme RF5 est un idéal
de by, il est clair que b}’ est un ouvert Bj-invariant (pour I'action coadjointe).
Soit b € b}’. Nous allons voir que by(b) = 0. Soit n = by,. Comme I'idéal n
de by est une algebre de Lie de Heisenberg de dimension 3 de centre Es, on a
N =n+ (RE)*L, ot (REy)T = {g € n*|g(Es) = 0}. On peut supposer que
b= uwS* + vE; avec v # 0. Dans ce cas, la matrice de la forme B} dans la base
57 E1, EL E2 est

0 0 0 2v
0 0 ~ 0
0 —v 0 0
—2y 0 0 0
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On en déduit donc que les Bj-orbites coadjointes dans b’{' sont ouvertes.
Comme elles sont connexes, par argument de connexité, il y en deux : Q7 et
Q. De plus comme QF est simplement connexe, si b € QF on déduit que

B1—>S2i

z+— x.b

est un difféomorphisme, de sorte que le stabilisateur By (b) est trivial. Donc 2~
et O sont fortement réguliéres et admissibles, d’oit le résultat. O

5.2 Orbites coadjointes fortement réguliéres (et admissi-
bles) de b*

W, S, Ey, Ej et Ey est une base de b et on note W*, S* Ef, Ei* et Ej la
base duale de b*.

Proposition 5.2 Pour r € R, notons Q, _ = B.(rW* — E}) C b* et Q, 4 =
B.(rWW* + E3) C b*, alors

1) Les B-orbites fortement réguliéres dans b* sont les Q. _ et Q, . FElles
sont deur a deuz distinctes.

2) Les B-orbites fortement réguli¢res et admissibles dans b* sont les Q. _ et
Q. 4, avec T+ 5 € Z/3.

Démonstration. On va commencer par déterminer toutes les orbites fortement
réguliéres de B = MAN : b = m @ a & n. L’algébre de Lie b est de dimension
5 et elle contient b; comme un idéal. Il suit alors de la proposition 5.1 de la
section précédente, que si f € b* vérifie f(E2) # 0, on a dimB.f = 4 . Soit
donc f € b* telle que f(FE3) # 0. Quitte a translater f par un élément de By,
on peut supposer que f = rW* 4+ ¢Ej avec ¢ € {£1}. Il est alors immédiat
que b(f) € m et donc que b(f) = m, pour des raisons de dimension. On en
déduit que les orbites €2, _ et €2, ; sont fortement réguliéres. Maintenant si
f(E2) =0, alors RE; C b(f). Donc f ne peut pas étre fortement réguliére. Par
suite, b}, = {f € b" [ f(E2) # 0} et . _ et Q. ., 7 € R sont les seules B-orbites
fortement réguliéres dans b*. Comme B = M B; et comme le stabilisateur d’un
point de Q4 dans Bj est trivial, on en déduit que les formes linéaires rW* 4¢3
et ¥'W* 4+ ¢'E5 avec r,1’ € R et ¢,¢/ € {£1}, ne peuvent étre dans la méme
B-orbite que si 7 = 1’ et ¢ = &’. Par suite, les orbites €, + sont deux a deux
distinctes.

Maintenant, on va déterminer toutes les B-orbites fortement réguliéres ad-
missibles dans b*. On a déja vu que les B-orbites fortement réguliéres (dans b*)
sont les £, 4 7 € R . Soit donc f = rW*+eFE3 € b*. On veut chercher les condi-
tions, pour lesquelles f est admissible. Par des calculs directs, on voit que le sta-
bilisateur de f dans B est B(f) = exp(RW) et que £ = CW@C(E,+¢iE])BCE,
est une polarisation positive pour la forme bilinéaire alternée By. Donc pe (W) =
Ltr(Wejow) = —e4 (car [W, By +eiE}] = —ci(Ey +&iEY) et [W, Es] = 0). Donc
en appliquant le lemme 2.1, on déduit que f est admissible si et seulement
il existe un caractére x de exp(RW) dont la différentielle est pe + if|rw .
Comme (pe + if[rw)(WW) = iw(r — e3), w € R, si un tel caractére x ex-
iste, on a y(exp(wW)) = ¢ir=2) 1 ¢ R. Or il est clair que exp(wW) = 1
si et seulement si w € 67Z. Donc un tel caractére existe, si et seulement si
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6mi(r — e3) € 2miZ, c’est-a-dire r + 3 € Z/3. On en déduit que les B-orbites
fortement réguliéres et admissibles dans b* sont les (), _ et 2, ,, avec
r+ 1 €7Z/3, dou le résultat. O

Pour ce dont on a besoin ultérieurement, on va décrire explicitement les
orbites Q, 1. D’abord on a B.(rW*+cE35)B1 M (rW*+¢eE3) = B1.(rW*+¢E3).
Soit donc b = exp(zFy + yE) exp(zEs3). exp(sS) dans By, avec z, y, z, s € R.
Comme [W, Eq] = EY, [W,E]| = —E1, [W, Es] = [W,S] =0, on en déduit que
exp(—a By —yE}).W = W+[W, 2By +yEl] + [[W,:cEl-i-yEQl],xEl-&-yEl] = W+aE, —
yFE, — (#)Eg Donc b ' W = W + ze °E} — ye *E; — (#6_2S)E2 et
b.(rW* +eE5)(W) =r— 5(#)6_25, ici € € {1, —1}. D’autre part, on vérifie
que l'on a b.E; = (2ze72%)S* + ye 2 E} — xe 2°E* + e 2*E3. On en déduit
que

b(rW* + cE3) = (2e2e2%)S* + cye **E} — cxe  **E* + ce *°F}

2 2
+ (- e e W,

Ceci montre que 'on a

%+ y2
2z

Qo = {wW*+sS*+aE{ +yE"+2F; |z, y, sER, 2> 0,w=1r— 1.
Donc on voit facilement que deux formes linéaires de b*, f; = w;W"* + 5,5 +

EY +y B 4+ zE5, i = 1, 2 avec z1,22 # 0 sont dans la méme orbite, si

et seulement si z129 > 0 et wy + % = wy + % Donc wiW* + 1 E5 et

waW*+eo B} avec e1,e9 € {£1} sont dans la méme orbite, si et seulement

sie] =g et wy = way, et f = wW* + sS* + xFEf + yE* + 2zE5 € b* avec

z # 0, est dans la méme orbite que (w + IzgfzyQ)W* +¢eFE; avec €z > 0.
Une conséquence importante est que ’on obtient un difféomorphisme :

U:Rx AN x {£1} — b},

(ryx,e) — x.(rW™* + eE3).
Pour f € b},, on écrit UL(f) = (r(f),z(f),e(f)). Alors on a r(f) = w +
T o e(f) = & pour f = wW* +55* + B} +yE} + 2E3 € b,

2]

5.3 La faible propreté (et la propreté) de la projection p,

Supposons que fy € g* est fortement réguliére de type compact (pas forcé-
ment admissible). Donc d’aprés ce que l'on a expliqué, sans perte de généraliteé,
on peut supposer que g(fo) = t, auquel cas fp est de la forme fy = fo(H)H* +
fo(Z)Z* e t* C g*, avec |fo(H)| # 0 et |fo(H)| # |fo(Z)| (ici, (H*, Z*) désigne
la base duale de la base de t introduite dans la section 3). D’autre part, on voit
facilement que fy est dans le cone holomorphe (que 'on a défini dans le chapitre
précédent) si et seulement si | fo(H)| # 0 et | fo(H)| < |fo(Z2)|.
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Maintenant, on va déterminer p,(G.fp). Comme G = NAK, il est évi-
dent que py(Or,) = p1(NAK.fo) = NAp(K.fo) et K.fo = fo(H)K.H* +
fo(2)Z* C g*.

On identifie g* & g par

g—g

X— (Y +— —%tr(XY)),

o X, Y € g. Puisque la forme "tr(XY)" est proportionnelle a la forme de
Killing, et tr(H?) = —2, tr(Z?) = —6, on en déduit que sous cette identification,
H*=HetZ*=Z

Posons
0

10 0

F=|-10 0 ],V= 0

0 0 0 0 0 0
Alors, on a les relations [H, F] = 2V, [F,V] = 2H et [V, H] = 2F. De plus,
(H, F,V) est une base orthonormée de 'algébre dérivée £’ de €. Comme le sous-

groupe dérivé K’ de K est isomorphe & SU(2) et les orbites coadjointes de SU(2)
sont de dimension 2, on voit que

0
i

O .

K.H* = {zH+xF +z3V|a} + 23 + 23 = 1}.

Maintenant, S, Ey, F{, E, sont comme dans le chapitre précédent ; ils con-
stituent une base de by. Notons S*, Ef, Ei*, Ej la base duale correspondante
dans bj. Par des calculs directs, on montre que

Hlo =B Fly=-Bf V=B 2% =2o =5 ()
Donc
py(K.H*) = {21E5 + 22E} + a3E*| 2] 4+ 23 + 23 = 1}
et
p1(Z7) = E;.
Ainsi, ona

p1(K.fo) = { (fo(H)x1 + fo(Z)) B3 + fo(H)(w2E} + 3 E7)| 2] + 23 + a5 = 1}.
On en déduit donc que

p.(G.fo) C b} = b1}, < [fo(H)| < |fo(2)|

<= fo est dans le cone holomorphe,

ott by’ = {b € b} | b(E2) # 0}. Surtout dans ce cas, p;(G.fo) est une Bj-orbite
coadjointe ouverte dans b7.

Maintenant on va démontrer un théoréme général qui permet de conclure la
faible propreté (et la propreté) de la projection p;.
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Théoréme 5.3 Soit Gy un groupe de Lie simple linéaire connexe d’algébre de
Lie gy. Soit Gy = K1 A1 N1 une décomposition d’Iwasawa, ot Ky est un sous-
groupe compact maximal de G1. On suppose que A1 Ny admet une orbite coad-
jointe ouverte dans (a1 € ny)* (ot a; et ny sont les algébres de Lie de A; et
Ny respectivement ). Soit g € g; tel que le stabilisateur G1(g) = Ty soit un tore
compact. Alors pour que la projection p; : O := G1.g — p,(O) C (a1En1)* soit
faiblement propre, il faut et il suffit que p,(QO) soit une Ay Ny-orbite coadjointe
ouverte (dans (a1 @ ny)*). De plus au cas ot py est faiblement propre, elle est
aussi propre.

Démonstration. D’abord, d’apres le théoréme 9.1 de 'appendice, p; (O) contient
une A, Ni-orbite coadjointe ouverte de (a;ény)*. De plus, un groupe exponentiel
n’ayant pas de sous-groupe fini non trivial, A; N est difféomorphe a toutes ses
orbites coadjointes ouvertes. Maintenant si p;(Q) £ Q est une orbite coadjointe
ouverte, fixons f; € O C gi et hy € Q C (a1 ©ny)*. Alors

A1N1 — AlNl.]’Ll

a+— a.hy

est un difféomorphisme. Supposons que L C € est un compact, et © = b1k f1 €
pl_l(L) ol by € A1Ny, ki € Ky. Donc by.py(ki1f1) € L, et il est clair que
p1 (K7 f1) est un compact dans €. Donc selon ce qui précéde, py (K7 f1) peut
s’écrire py (K1 f1) = ©1.h1, ott ©1 est un compact dans A; Nj. De méme, L =
©5.h1 avec O, un compact dans Ay N1. On en donc déduit que b101 C ©5. Donc
by € @2.@1_1, ainsi, on déduit que pl_l(L) - @2.@1_1.K1f1 qui est un compact
dans Porbite O. Donc p; ' (L) est aussi compact, puisque p; (L) est fermé dans
O. Donc p; est propre, donc faiblement propre.

Maintenant supposons que p;(O) n’est pas une A; Ny-orbite coadjointe ou-
verte de (a3 & ny)*, et Q = Ay Ny.hg est une orbite ouverte contenue dans p;(O)
ici, hg = py(g) avec g € O. 1l est clair que p;(O) = A;Ny.p;(K1.g). Donc
on en déduit que py(Ki.9) ¢ Q. D’autre part, on a Q(\p;(O) 2 Q, on Q est
ladhérence de € dans (a; @ ny)*. En effet, sinon Q[ p;(O) = €, donc Q est
ouvert et fermé dans p;(O) qui est connexe (car G est supposé connexe), donc
Q2 = p,(0). Ceci est une contradiction avec I’hypothése « p;(O) n’est pas une
orbite ouverte ». Donc on en déduit qu'il existe une suite {k,,} dans K; telle que
p1(knA) € Q et py(kpn.g) — h ¢ Q. 1l est clair que p, (ky.g) s’écrit d’une fagon
unique p; (ky.g) = ln.ho, avec I, € A;N;. Donc on en déduit que la suite {I,,}
n’est pas bornée dans A1 Ny (c’est-a-dire {l,,} n’est pas contenue dans un com-
pact de A1 N7). Donc {(l,,)"'} n’est pas bornée dans A; N;. D’autre part, il est
clair que (1,) 'k,.g € p; ({ho}). Or il est bien connu que O est difféomorphe a
A1 Ny x K1/Ty, ou Ty est le stabilisateur G1(g) qui est d’aprés 'hypothése, un
tore de K. Donc on en déduit que p; ' ({ho}) n’est pas compact, donc p; n’est
pas faiblement propre. Le théoréme est donc bien démontré.

[

Maintenant, on revient & G = SU(2,1). 1l est clair que les conditions du
théoréme précédent sont vérifiées pour G et fy € g* fortement réguliére. Donc
selon ce que 'on a obtenu, on a le théoréme suivant :

21



Théoréme 5.4 Soit fo € t* C g* une forme linéaire fortement réguliére. On
pose Oy, = G.fy. Alors la projection p; : Op — p1(Oy,) C b} est propre ou
faiblement propre, si et seulement si fo est dans le cone holomorphe.

Gardons les notations du théoréme 5.3 et supposons de plus que G1 /K est
un espace hermitien symétrique. Alors il est bien connu que A;N; admet des
orbites coadjointes ouvertes. Dans ce cas Rossi et Vergne ([29]) ont demontré le
résultat suivant : si 7 est une série discréte holomorphe ou anti-holomorphe de
G, alors 7 est A1 Nj-admissible (dans le chapitre suivant, on va détailler plus sur
les résultats de Rossi-Vergne). D’autre part Rosenberg et Vergne ([28]) ont de-
montré que si 7 est une série discréte ni holomorphe ni anti-holomorphe (de G1),
alors 7 n’est pas A;Ni-admissible. La mise en perspective de ces résultats, du
théoréme 5.3 et la conjecture de Duflo nous améne & poser une autre conjecture :

Conjecture : En gardant les notations du théoréme 5.3, on suppose que
G1/K; est un espace hermitien symétrique et 7 est une série discréte de G4
avec (Gp-orbite coadjointe associée O, C gj. Alors nous conjecturons que =
est holomorphe ou anti-holomorphe, si et seulement si p;(O,) est une
A; Ni-orbite coadjointe ouverte dans (a; @ ny)*. Plus généralement si O C
g1 est 'orbite coadjointe d’un élément f € gi dont le stabilisateur est un tore
compact, alors les assertions suivantes sont équivalentes

(i) py est propre

(ii) p; est faiblement propre

(iii) p;(O) est une A; Ny-orbite coadjointe.

(iv) p1(O) est une A; Nj-orbite coadjointe ouverte.

(v) f est dans le cone holomorphe.
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5.4 La faible propreté (et la propreté) de la projection p

Théoréme 5.5 Soit fy € t* C g* une forme linéaire fortement réguliére et
Oy, = G.fo. Alors la projection p: Op, — p(Oy,) C b* est faiblement propre.
De plus elle est propre si et seulement si fo est dans le cone holomorphe.

Démonstration. Rappelons que b=m & adn, et W, S, Ey, E] et Fy est une
base de b, ou S, Ey, E} et Ey sont comme dans la section précédente et

; 1 0 0
W:§ 0 -2 0 | em
0 0 1

Notons W*, S*, Ef, Ef* et Ej la base duale de b*. Soit £ € K. Comme p
est K-invariant, p(K.fy) est contenu dans 'orthogonal de pNb =a =RS. On
a donc

p(k.fo) = (k-fo, W)W* + (k. fo, E2) E5 + (k.fo, E1) EY + (k.fo, E1)EY".

De sorte que p(k.fo) € b}, < (k. fo, E2) # 0. Soit K’ = {k € K|(k.fo, E2) # 0},
c’est un ouvert de K. Maintenant, rappelons que ’on a obtenu un difféomor-
phisme :

U:Rx AN x {£1} — b},

(ryw,e) — x.(riW* + eE}),
et que, pour f = wW*+sS*+aE{+yE"+2E35 € b}, U=L(f) = (r(f),z(f),e(f)),
avec r(f) = w + % et e(f) = 5.
Soit donc k € K', on pose r(k) = r(p(k.fo)), z(k) = z(p(k.fo)) et e(k) =
e(p(k.fo)). Alors
<k'f07E1>2 + <k'f03 Ei>2
2(k.fo, E2) '

Maintenant soit H, F', V et Z comme dans la section précédente. Alors, on

r(k) = (k.fo, W) +

k.fo = <kfo,H>H* + <kf0,F>F* + </€f07‘/>‘/}k + <f0, Z>Z}k S g*,

avec (k.fo, H)>+ (k.fo, F)2 + (k.fo, V)% = (fo, H)? et ici pour X € g, (H*, X) =
—3tr(HX), (F*, X) = —3tr(FX), (V*, X) = —$tr(VX) et (Z*, X) = — L tr(ZX).
D’autre part, par des calculs directs, on a (H*, W) = 1 (F* W) = (V* W) =
0 et (Z*,W) = —¢, de sorte que (k.fo, W) = 3(k.fo, H) — (fo. Z). Enfin, il
suit des relations 1 que (k. fo, E2) = (k.fo, H) + (fo, Z), (k.fo, E1) = —(k.fo, F)
et <kf0aEi> = _<I€f0,V>
Donc on a

(k.fo, E1)? + (k. fo, E1)*
2<k'f0a E2>

T(k) = <k.f0, W> +

<f07H>2 — <k'anH>2
2((k.fo, H) + (fo. Z))

= S kefo HY = 540, 2) +
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(fo, H)?* = (fo, Z)*
((k-fo, H) + (fo,Z))’

1
= §<f0,Z> 3

soit
<f07H>2_<f0>Z>2 (**)
2(k. fo, E2) '

Maintenant, pour § > 0, posons K5 = {k € K| | (k.fo, E2) |> ¢}, c’est un
compact de K.

Soit I' C b}, un compact. Alors il existe u < v € R et L € AN compact
tels que I' € W([u,v] x L x {£1}). Soit k € K, alors si ANp(k.fo) NI # 0, on
ak e K et r(k) € [u,v]. Compte tenu de la formule (xx) donnant r(k), cela
montre qu’il existe § > 0 tel que 'ensemble Kt = {k € K|ANp(k.fo) T # 0}
est contenu dans Ks. Soit € AN et k € K, alors on a

() = 5o, 2) +

p(zk.fo) eI & ke Kr et zaz(k)(r(k)W* +e(k)E3) €T

= ke Ks, r(k) € [u,v] et zax(k) e L
= ke Ks, et x€ L(z(Ks) "

On voit donc que p~ (") C L(z(Ks)) ' Ksfo. Or L et K5 étant compact et
p~1(I") étant fermé, on en déduit que p~*(I") est compact, donc p est faiblement
propre.

Maintenant, si | fo(Z) |>| fo(H) |, on a p(G.fo) C b},. Donc p est propre.
Si | fo(Z) |<| fo(H) |, alors on voit facilement que K\K' # () et si k € K\K',
on vérifie directement que expRFEs.(k.fo) C p~*(p(k.f)) de sorte que p n’est
pas propre. Donc la démonstration est bien achevée.

O
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6 Représentations

Toutes les notations concernant G = SU(2,1) des chapitres précédents sont
gardées pour ce chapitre.

Soit 7y la série discréte de G avec le paramétre de Harish-Chandra A\ € it*.
Selon le chapitre 3, on peut supposer que A correspond & un ensemble de racines
positives A;r deéfini dans le chapitre 3, ou j € {1,2,3}. D’aprés la théorie de Du-
flo (dans ce cas 1a c’est aussi la théorie de Harish-Chandra pour les groupes
de Lie réductifs), m correspond a la forme linéaire fy = —i\ € t* C g*, on
Pinclusion "t* C g*" est relative a la décomposition g = t @ [t, g] (et aussi a la
forme de Killing). Dans ce cas, comme on a déja évoqué dans le chapitre 2, il
y a un seul élément 7 dans X (f), et cho'} = 7. Pour simplifier, on cho:’T par
ch(‘: et on désigne l'orbite coadjointe associée G.fy par Or,. De plus on note
la complexifiée de fy encore fy. Donc on a fo(E;;) = 0, et fol¢ = —i), ou les
Eij, 1 # j(1 <, j < 3) sont des matrices élémentaires dans M3(C).

Dans ce chapitre, on va déterminer la décomposition de my|p et mx|na en
combinant plusieurs travaux et méthodes différents. Puis on va confirmer la
conjecture de Duflo pour G = SU(2,1) en interprétant la décomposition dans
le cadre de la méthode des orbites. Enfin, on va en retirer des conséquences sur
des systémes différentiels qui semblent difficilement s’obtenir directement.

Maintenant on énonce le plan de ce chapitre :

1) Description des représentations (irréductibles et unitaires) de B; et de B
associées aux orbites (coadjointes) fortement réguliéres et admissibles.

2) Interprétation des travaux de Rossi-Vergne et confirmation de la con-
jecture de Duflo pour les séries discrétes holomorphes et anti-holomorphes de
G.

3) Construction des séries discrétes de G par des formes harmoniques (sens
généralisé de L2-Cohomologie).

4) Application de 3) a la décomposition de my|p (et de mx|p,)-

5) Etude du comportement asymptotique des solutions des systémes différen-
tiels liés a 4).

6) Interprétation et application des travaux de Fabec et de ceux de Kraljevic.

7) Confirmation des assertions (i) et (ii) de la conjecture de Duflo pour
G =SU(2,1).

8) Conséquences sur les systémes différentiels dans 5).

6.1 Description des représentations (irréductibles et uni-
taires) de B; et de B associées aux orbites (coad-
jointes) fortement réguliéres et admissibles

Dans le chapitre précédent, on a déja vu qu’il y a deux orbites coadjointes
fortement régulieres et admissibles dans b} : Q= et QF, notons fr = +F} €
QF C b, Le stabilisateur de fi dans B; étant trivial, il y a un seul élément
7+ dans X(f1), donc une seule représentation unitaire irréductible associée a
OF | on la note T4.. Puisque Q= et QF sont ouvertes, T_ et T, sont des séries
discrétes de By (en fait il n’y a que deux séries discrétes pour By).

25



Maintenant en suivant la construction de Duflo, on va donner une réalisation
concréte pour T_ et T.

Posons ny = fi|y. Alors, n est le radical unipotent de by et le stabilisateur
de ny dans Bj est le centre Z de N. On en déduit que

B,
Ty = Ind{T,,
N

ou T, est la représentation irréductible unitaire de N associée & n4 par la
méthode des orbites de Kirillov.

On vérifie que [ = C(E; £iE}]) @ CEy C nc est une polarisation positive
de fi, c’est aussi une polarisation positive pour ny = fi|,.

Nous réalisons alors T,,, comme une induite holomorphe : Soit ¢ une fonc-
tion lisse sur N qui vérifie

Xxp=-ny(X)p pourtout X € I (A)

ou, X * ¢ est 'action de X sur ¢ en tant qu’opérateur différentiel invariant
a gauche.(ici, on prolonge naturellement l’action a ng, plus préciséent, pour
X, Yen Xxpx) = %(p(xexp(tX)h:O, et (X +iY)*xpo=Xx*x@p+1Y xp).

Comme F5 € [+, on peut donc déduire facilement que pour tout X € RFs,
o(xexp(X)) = e~ =X p(z). Donc, |p|? est bien définie sur N/ exp(REs). No-
tons H(n4, [+, N) le complété hilbertien de 'espace préhilbertien des fonctions
lisses sur By qui vérifient (A) avec la norme

loll? = / lpf2dz < +oo,
N/ exp(RE32)

ou dr est la mesure invariante a gauche sur N/exp(RE3). On sait qu’elle ex-
iste, puisque exp(RFE5) est distingué dans N. Il est clair que N opére dans
H(ng,ly, N) par translations a gauche, et cette représentation que ’on note
p( fx, li, N) est bien une réalisation de T}, . Similairement, on peut définir une
représentation p( fi, [+, By) de By dans H(n, (1, By) (il suffit de remplacer
N par By). Puisque By est le produit semidirect de A et N, on déduit que

By

p( f:l:a Ly, Bl) = IndTTTLi =T..
N

Maintenant soit V' = RE; @ RE}. Alors 1 = [ N V¢ est un lagrangien
complexe totalement positif de V pour B, , et on a un isomorphisme (d’espaces
vectoriels réels) :

V=i,
T — Uy ou v, est 'unique élément de /1 tel que x = v, + Ty
D’ou la structure complexe et hermitienne sur V : (z,z) = —iB,,, (vy,705), & €

V.
Soient Sp(V') le groupe symplectique de V' pour B, , et Mp(V) le groupe
métaplectique qui agissent dans N par automorphismes. Alors il existe une
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unique représentation S, (la représentation métaplectique) de Mp(V) dans
H(ng,ly, N) qui vérifie
Sy (2y) = Sny (2)Thy (Y) Sy ()™, € Mp(V), y € N.
Soit U(ly) = {z € Sp(V)|z.ly =Ly} 2 U(V) le groupe unitaire de V' (pour

la structure hermitienne définie plus haut), et U(¢+) son image réciproque dans
Mp(V'). Alors on a

U(ls) 2= {(u,2) € Uly) x C*}|2? = dety, u}.

Soit x4 le caractére de U(f1) tel que x+(u,z) = z. Alors on définit une
représentation S;,, de U(f+) dans H(ny, [+, N) par

Sy (2)p(2) = p(a™"2).

Il vient alors

Sni (l’) = Xi(x)S;Li (I)v IS ﬁ(gi)

Cela dit 'action adjointe de M dans n stabilise V' et est triviale sur REj5.
Elle permet d’identifier M a U(V). La représentation T, s’é¢tend donc & M N
comme la représentation S, T, .

- MAN o
Maintenant soit T4+ = Ind 1 S;LiTni. Alors il est clair que Ty|p, =
MN
B .
Ind?T,, = T+ de sorte que T4 prolonge T4 & B = MDB;. D’autre part, on
N

vérifie facilement que

(T+(2)¢)(y) = p(z~'yz), ¢ € H(ng,lx, B) =€ M, y€ B.

On a vu que les B-orbites fortement réguliéres et admissibles dans b* sont
les Q, _ et Q. 4, avec r + 3 € Z/3.

Maintenant, on va appliquer la théorie de Duflo au sous-groupe de Borel
B = MAN d’algébre de Lie b=to ®a@n.

On a vu que pour f.+ = rW* £ E} € Q. 1, B(fFf) = expRW = M =
U(V) est un tore de dimension 1. Donc B(f,+)° s’identifie & U(f+) qui est
un tore connexe . Ainsi on en déduit que si f, 1+ est admissible (i.e. r + % €

Z/3), X(f) contient un seul élément que I'on note 7.+, et TF  _  est la
seule représentation unitaire irréductible associée & €2, 1. Pour simplifier, pour
m € Z, on note Ty, _ := Tﬁ _ -, _» la représentation unitaire irréductible

associée a (). _, avec r = 3 — %, et T, 4 = Tﬁ,ﬂn.w mais avec r = % + %
D’autre part, puisque B(f¥) = exp RW est compact, selon la théorie de Duflo,
Iensemble {T,, + : m € Z} est exactement ’ensemble des séries discrétes
de B. On voit donc que la formule de Plancherel pour B ou B; ne fait
apparaitre que des séries discrétes.

Dans la suite de cette section, on va donner une description concréte pour
toutes les T, +. Cette description est inspirée de Rossi-Vergne ([29]), et on va
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voir qu’elle est trés utile dans la section 6.4 pour faire intervenir la formule de
Plancherel.

Pour m € Z, on note o,, le caractére de M tel que oy, (exp tW) = '(5°) | t €
R.

On a déja défini ﬂ D’autre part puisque B; est distingué dans B, il est
évident que I'on peut prolonger trivialement o, en une représentation unitaire
irréductible de B (c’est-a-dire que laction de Bj est triviale), on la note encore
om- 11 est facile de voir que les représentations o, ® ﬂ sont, irréductibles,
Vm € Z, on va démontrer qu’elles ne sont rien d’autres que T, +.

Théoréme 6.1 Pour tout m € Z, T, + = 0y, ® ﬁ

Démonstration. Pour m € Z, posons ry, + = 3 + %, et frn+ =rmaW*EES €
2, +. D’abord, il est clair que le plus grand idéal nilpotent de b est n, et ny =
fm +|n, 0UNL € n* est ce que I'on a défini pour B;. Posons aussi f,ln’i = fn. x|,
qui est en fait indépendant de m. On a vu que [ = C(E; +iF]) ® CEy; C n¢
est une polarisation positive pour n,, + et f,l,li. De plus I, = m@ [ en est une
pour f,, +. D’autre part par des calculs directs, on a B(f, +) = B(f,lmi) =M
et B(nm,+) = MexpRE;. Donc B(ngy, +)N = MN, et on en déduit que les
revétements métaplectiques B(fo, +)° et B( Tln’i)b ! et 'image réciproque de M
dans B(n,,,+)" sont canoniquement isomorphes a

My = {(#,2) € expRW x C*| & = exptW, 2> = det(exptW|i,)}.

Comme pour B, on définit le caractére x4 pour Mi tel que x4 (exptW, z) = z.
On vérifie directement que det(exp tW|i, ) = eT* de sorte que 74 = 0, YL est
le seul élément dans X (fp, +), ol oy, est le caractére unitaire de M que 'on a
défini plus haut.

Alors, d’aprés les résultats de la section 2, on a

Tt = Indf/[N(Ti ® S, Thy)

= Indy; y (om © S’:Li Tn.)
=0y ® Ind’ffw\,S;LiTni

:0m®ﬁa

d’ou le résultat. O

Corollaire 6.2 Soitm € Z. Alors le caractére central de la représentation Th, +
est la restriction du caractére o, au centre Zg de B.

Démonstration. L’action de Zg par automorphismes dans N étant triviale, le
caractére central de la représentation T4 est trivial. D’ou le corollaire. O
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6.2 Interprétation des travaux de Rossi-Vergne et confir-
mation de la conjecture de Duflo pour les séries dis-
crétes holomorphes et anti-holomorphes de ¢

Dans cette section, on garde les notations de la section 6.1. On suppose que
7 est une série discréte holomorphe (pour les séries discrétes anti-holomorphes,
on a exactement les mémes résultats), i.e. A correspond a Af = {12, asa, azi},
ceci équivaut a A\(Hy2) € NT et A\(Hs;) € Nt. Comme on a déja expliqué, my
est associée a fo = —iA € t* C g* (au sens de Duflo). Puisque H = iHjs
et 7 = Z.(leg — 2H31), on a fo(H) = 7’LA(ZH12) = )\(ng) et fo(Z) =
—i)\(i(—ng—ZHgl)) = —)\(H12+2H31) (donc surtout f()(Z)+f(](H) < 0) Donc
on en déduit facilement que 7y est une série discréte holomorphe équivaut a dire
que fo(H) € N et fo(Z)+ fo(H) est un entier pair strictement négatif. Dans la
suite de cette section on va exprimer les résultats en fonction de fo(H) et fo(Z).

Il est clair que le paramétre de Blattner de wy est A = A+55—20x = A+ ag;.

Notons Uy, la représentation unitaire irréductible de K, dont le plus haut
poids est A (par rapport & AT, = {ai2}). En appliquant la formule de Weyl,
la dimension de Uy ’

dy= [ (A+6x, a) II ¢« @
aeAt aeAf
= (A 0k, a12)/ 0k, a12)
= (A0, Hio)/ (0K, Hiz)
= (fo(H) =141)/1 = fo(H).
Dans [29], Rossi et Vergne on donné une description de la restriction d’une
série discréte holomorphe d'un groupe de Lie simple a un sous-groupe de Borel.
Nous allons appliquer leur résultat au cas qui nous intéresse et ensuite l’inter-

préter dans le cadre de la méthode des orbites.
Rappelons que les caractéres de M sont les o,,, m € Z définis par

Om(exptW) =e'5) | t e R.
On peut donc écrire

fo(H)—1
UAlM = @ op,,, OU A, €Z.

m=0
Alors d’aprés [29], on a :
Théoréme 6.3 La restriction de la série discréte holomorphe wy ¢ B = M AN

peut se décomposer de la maniére suivante :

fo(H)—1 N
| g = @ op, ®@T_.

m=0

Donc on déduit que

7'('/\|B1 = fO(H).T,
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Rappelons qu’ici T_ est la série discréte de By associée a 'orbite Q7 et T
estson prolongement & B que l'on a défini dans la section 6.1.
Puisque dans la section 6.1, on a montré que T, - = 0, ® T_ (rappelons

que Ty, — est la série discréte de B associée a ()., avec r = 3 — 1), on obtient
fo(H)—1
que mx|p = @ Ta, .

m=0
Dans la suite, on va calculer explicitement les A,,.

Comme M = exp(RW) est un tore de dimension 1, il suffit de calculer les
valeurs propres de dUx (W). Or on a, W = %H— %Z. Comme Z est central dans
¢, dUA(Z) est Vopérateur scalaire A(Z)Id. Par ailleurs, A(Z) = (A + a31)(Z) =
i(fo(Z) — 3). D’autre part, la restriction de Uy a K’ est la représentation irré-
ductible de dimension fo(H) de K’ = SU(2). On sait alors que les valeurs pro-

pres de dU (H) sont les fo(H)—1—2m, avec m entier et 0 < m < fy(H)—1. On
i(fo(2)=3) _
g =

voit donc que les valeurs propres de dUx (W) sont i(fO(H)gldm) -
i(3f0(H)—f0(Z) —m) — 3foH)—=fo(2)
6 p)

peut résumer :

. On en déduit donc que A,, — 3m. Donc on

Proposition 6.4 Soit wy une série discréte holomorphe de G = SU(2,1) avec A
son parameétre de Harish-Chandra qui vérifie que N(H12) = NT et A\(Hz1) € N*.

Soit fo = —iX € t* C g* la forme linéaire associée (au sens de Duflo). Alors on
a
fo(H)—1
g = @ T(3fo(H)2*fo(Z)_3m)7_
m=0
et

7T'A|B1 =~ fo(H)T_

Pour les séries discrétes anti-holomorphes, on a un résultat complétement
analogue.

Maintenant, on va démontrer la conjecture de Duflo pour 7, holomorphe ou
anti-holomorphe.

Supposons toujours que 7y est holomorphe, et soit fy = —i) la forme linéaire
associée (au sens de Duflo). Donc lorbite coadjointe associée O de ) est
G.fo. Rappelons que 'on a noté les projections p : Oy — p(O,) C b* et
p1 : Oy — p1(Oy) C b}. On a vu que dans notre cas fo(Z) + fo(H) < 0. Donc
d’aprés la formule de la section 5.3 qui donne p;(K.fy), on a p;(Oy) = Q.
Donc d’aprés la proposition précédente et le théoréme 5.3, les assertions (i)
et (ii) de la conjecture de Duflo sont confirmées pour (G, m, By).

Soit maintenant k € K, on a vu dans la section 5.4 que p(k.fo) € b}, siet
seulement si (k. fo, E2) # 0. Or (k. fo, E2) = (k.fo, H)+{fo, Z) avec |(k.fo, H)| <
|{fo, H)|, d’aprés ce qui précéde, (k.fy, E2) < 0. Donc on a p(k.fo) C b%,.. Donc
p(G.fo) C b},. Plus précisément, d’aprés la formule () de la section 5.4 et ce
qui la précéde, on déduit que

p(Or,) = |J B-lrt)W” = E3) = | Qi -,

keK keK

. _ (fo.H)? —(f0,2)"
ou r(k) = 5(fo, Z) + (- Fo, FE o, 20
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On a déja vu que {{k.fo, H)[k € K} = [—|(fo, )|, |{fo, )], on en deduit
donc facilement que {r(k)|k € K} = [_(BfO(HgJFfO(Z)), SfO(H)G_fO(Z)]. Donc on a

p(oﬂ')\) = U Qr,—~

*(3f0(Hg+fo(Z)) <r< 3f0(H)6*f0(Z)

Remarquons que —(3fo(H) + fo(Z)) et 3fo(H) — fo(Z) sont des entiers
pairs, on en déduit qu’il y a 3fy(H) B-orbites coadjointes fortement réguliéres
et admissibles dans b* qui sont contenues dans p(Oy, ) : Elles sont

Q sp0(m)—fo(z —m
(fo( )6fo( )Jrl3 71) )

2/

ou 0 <m<3fy(H)—1et meZ. On Iécrit comme une proposition. Voici

Proposition 6.5 Soit m\ une série discrete holomorphe de G = SU(2,1) avec
A son parameétre de Harish-Chandra qui vérifie que \(H1a) € NT et A\(Hzp) € NT
et fo = —i\ € t* C g* la forme linéaire associée (au sens de Duflo). Alors il y a
3fo(H) B-orbites coadjointes fortement réguliéres et admissibles de b* qui sont
contenues dans p(Or, ) : Elles sont

Q 3 H)— Z —m
(MoUD=fo(Z) {1-m 1y _

o0 0<m<3fo(H)—1etmeZ.

D’aprés la section 6.1, pour m € Z, T, _ est associée a l'orbite Q(%—%),—7
on peut donc déduire des propositions 6.4 et 6.5 et du théoréme 5.5 que les
assertions (i) et (ii) de la conjecture de Duflo sont confirmées pour
(G, TN, B)

Pour 7, anti-holomorphe, on peut confirmer de la méme maniére les asser-
tions (i) et (ii) de la conjecture de Duflo pour (G, 7y, By) et (G, m, B).

On peut donc faire un résumé :

Pour 7, holomorphe ou anti-holomorphe, les assertions (i) et (ii)
de la conjecture de Duflo sont confirmées pour (G, ), B;) et (G, 7y, B).

Remarque. Il y a 3fy(H) B-orbites coadjointes fortement réguliéres et admis-
sibles de b* qui sont contenues dans p(Oy, ) et chaque telle orbite correspond
a une (seule) représentation irréductible et unitaire de B. cependant, il n’y a
que fo(H) telles orbites qui figurent dans la décomposition 7y|5. On va voir un
phénomeéne analogue pour my ni holomorphe ni anti-holomorphe.

6.3 Construction des séries discrétes de G par des formes
harmoniques (sens généralisé de L?*-Cohomologie)

Dans cette section, on va rappeler des éléments sur la construction des séries
discrétes d’un groupe réductif par la méthode des formes harmoniques. Dans la
section suivante, on va appliquer cette méthode a la décomposition de 7y |p (et
de my|p, ), pour G = SU(2,1).

Dans toute la suite de cette section, on ne suppose plus que G = SU(2,1).
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En 1982, Hersant a construit les "formes harmoniques et les modules de
cohomologie relative des algébres de Lie" généralisant certaines constructions
de Schmid ([30,31]), Narasimhan-Okamoto ([23]) et Penney. Dans la suite, on
va d’abord faire un petit rappel de la construction de Hersant, puis expliquer
surtout comment elle généralise la construction de Narasimhan-Okamoto. Dans
la section suivante, on va travailler dans le cadre de Hersant.

Rappel de la théorie de Hersant [11]

Soient G un groupe de Lie réel, K et Z deux sous-groupes fermés de G qui
vérifient : (1) Z est inclus dans le centre de G. (2) Z est inclus dans K, et K/Z
est compact. Soient g, ¢, 3 les algébres de Lie correspondantes, et gc, £c, 3¢ leurs
complexifiées respectives.

Supposons qu’il existe une sous-algébre complexe ¢ de gc qui est stable par
laction adjointe de K, et telle que gc = e+ ¢ et e[ )¢ = ¢ (ici "~ " signifie la
conjugaison dans g¢ par rapport a la forme réelle g)

Soit V un (¢, K)-module qui est K-unitaire : C’est-a-~dire que V est I’espace
d’une représentation unitaire 7 de K et d’une représentation notée 7 aussi, de
¢ vérifiant

Vk € K,Vz € ¢, 7(Adk.z) = 7(k)7(2)7(k™ 1), et Vo € &, 7(2) = % T(exptx).
t=0

Supposons de plus que Z agit scalairement dans V' suivant le caractére y.

Maintenant soit 7 une représentation unitaire de G dans H. On note aussi
7 la représentation de gc (et de son algébre enveloppante universelle) dans H>
(ici H* est le sous-espace des vecteurs C*° de 7 dans H).

Considérons A(e*) @ V* @ H>® = &,AP(¢*) @ V* @ H* le e-complexe stan-
dard a valeurs dans V* @ H* (pour 7* @ 7). Notons 0 le cobord standard de
Hoschild-Serre pour A(e) @ V* @ H™, et © = Ad" ® 7* ® 7 la représentation
de K dans A(e*) @ V* @ H> définie par : (©(k)w)(Xq,....,Xp) = (7%(k) ®
m(k))w(Adk™' X1, ..., Adk™1X,) o k € K et w € AP(¢*) ® V* @ H* est une p-
forme. On peut vérifier facilement que les opérateurs O (k) commutent au cobord
0.

Considérons le sous-espace de A(e*) @ V* @ H*™ constitué des formes w telles
que i(X)w = 0 pour tout X € €€, ott (i(X)w)(Y7, ..., Yp1) = w(X, Y7, 0., Yy 1)
pour w une p-forme. Cet espace s’identifie naturellement a

A((e/tc)") @ V" @ H>
qui est stable par la représentation ©. Notons
[A((e/tc)) @V*@H®]X = {w € A((¢/E)) @ V* @ H*| O(k)w = w,Vk € K} .

On peut vérifier que [A((e/€c)*) @ V* @ H*]¥ est stable par I'opérateur 9, donc
définit par restriction de 0, un sous-complexe que 'on note

[A((e/tc)") ® V* @ H®)E 25 [A((e/t)") ® V* @ H®X.

Puisque K/Z est supposé compact, AdK est un groupe compact. Donc sur
A(e*) (ainsi que sur A((e/€c)*) ), il y a un produit scalaire AdK —invariant.

32



Donc lespace A(e*) ® V* @ H a une structure naturelle de produit tensoriel
hilbertien, pour laquelle la représentation © de K est unitaire.

Hersant a démontré les assertions qui suivent. Le sous-espace que 1’on note
[A((e/tc)*) ® V* @ H]X des vecteurs invariants par ©(K) est 'adhérence de
'espace [A((¢/tc)*)@V*@H>]¥ dans A(h*)@V*@H. L'opérateur [A((¢/€c)*)®
V* @ He]K Dx, [A((e/tc)*) ® V* @ H*®]X a un adjoint formel § sur le méme
espace, et si on pose i = Oxdx + Ik, alors

[Im (g + 05 )] = ker(dx ) Nker(dg) = ker O,

ott [Im(Ox +9x )]+ est I'orthogonal de Im(9x +0 ) dans [A((e/tc)*)@V* @H] K.
En particulier, ker(dx ) Nker(Jx) est fermé dans [A((e/tc)*) @ V* @ HJX.
Pour simplifier, on appelle le sous-complexe construit ci-dessus le "com-
plexe de Hersant" et on le note C*(¢,V, K,G, 7). Puisque dans toute la
suite, on prend toujours "Z" trivial pour tous les groupes concernés, on n’indique
pas "Z" dans la notation du complexe. De plus dans toute la suite, si le "K"
concerné est aussi trivial, on remplacera C* (¢, V, K, G, 7) par C*(e,V, G, 7).

Maintenant soit R la représentation de G' dans H = L?(G/Z, x) par trans-
lations & droite, ott L?(G/Z,x) est espace des fonctions f de carré intégrable
modulo Z qui vérifient f(zg) = f(gz) = x(2)f(9),Vg € G,¥z € Z, on note aussi
R la représentation de g¢ (et de son algebre enveloppante universelle ) dans H>.
Ici H est le sous-espace des vecteurs lisses dans H et L?(G/Z, x) est relatif &
la mesure de Haar invariante & gauche. Donc la translation a droite de G dans
H a le terme « A2 ydevant, si G n’est pas unimodulaire, ot A est la fonction
module de G.

Hersant a également démontré que le sous-espace ker(Jx ) Nker(dx) du com-
plexe C*(¢,V, K, G, R) est invariant par la représentation unitaire 1®1®1 de G
dans A(e*) @ V*@H (ou 1®1®1 signifie que G agit trivialement dans A(e*) @ V™
et par translations réguliére a gauche dans H). On note la sous-représentation
associée (e, x). Comme la représentation 1 ® 1 ® [ laisse clairement invariant
le sous-espace des g-formes, on a m(e, x) = @ wi(e, x), ou wi(e,x) est la sous-
représentation associée de G dans (ker(9x) Nker(dx)) NAY(e*) @ V* @ H.

Maintenant, soit G un groupe de Lie semi-simple d’algebre de Lie g, K
un sous-groupe compact maximal de G d’algebre de Lie €. Soit g = ¢t P p la
décomposition de Cartan associée et soit gc, tc, pe les complexifiés respectifs
de g, & p. On fixe une décomposition d’Iwasawa G = K AN. Supposons que sur
lespace homogeéne G/K, il existe une structure complexe G-invariante, alors il
existe deux sous-algébres complexes p,p_ de g€ telles que

pr@p_=pc, br=p_, [tc,p4] Sp.

Donc [tc,p-] C p_. De plus 'espace des vecteurs tangents anti-holomorphes
est canoniquement identifié & p,. Dans ce cas, £ contient une sous-algébre de
Cartan t de g (donc I'ensemble des séries discrétes de G n’est pas vide). Notons A
Pensemble des racines de gc relatif a tc, et Ag (resp. A,, )l’ensemble des racines
compactes (resp. non compactes) pour A. Alors il existe un et un seul sous-
ensemble A C A, tel que p; = @ueAI g%, ou g“ est I'espace radiciel associé &
a, et il existe un ensemble de racines positives At de A, tel que AP € At. Clest-
a-dire que A} est 'ensemble de racines positives non-compactes par rapport a
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A™T, on note A}, 'ensemble de racines positives associé¢ (donc AT = At UA})
et § 'ensemble des formes algébriquement intégrables sur tc, i.e. ’ensemble des
formes linéaires complexes A sur t¢ telles ques A\(H, ) soit entier pour tout a € A,
ici H, est la coracine de «. Pour simplifier, on suppose que le complexifié G¢
de G existe et est simplement connexe, de sorte que toute forme algébriquement
intégrable est analytiquement intégrable. Posons

§ ={NeFI\+p)(Ha) £0 Yo € A}

Fo={AeF (N +p)(Ha) >0 Vae AL}

ol p = % > wea+ @ est la demi-somme des racines positives associées a AT,

Soient A € §{, et Tz la représentation unitaire irréductible de K avec le plus
haut poids A par rapport & Ak, et V I'espace hilbertien associé. Notons 75 la
représentation contragrédiente de 74, et Vi I’espace hilbertien associé. Soient
Qr ={a € AY|(A+ p)(Hy) > 0} et gp = card(Q4).

Maintenant, on va énoncer un théoréme de Narasimhan-Okamoto dans le
cadre de la théorie de Hersant. On reprend les notations dans "Rappel de la
théorie de Hersant" et celles ci-dessus. Supposons que Z est trivial ( x aussi),
K est le sous-groupe compact maximal de G, ¢ = p; @ ¢ ((e/8c)* = p_), et
V = Vi, 7 = 7a, Vaction de py dans V) étant triviale. On note la représentation
7(e,1) = m9(e). Alors le théoréme suivant est dit & Narasimhan et Okamoto

([23]) :

Théoréme 6.6 Si g # qa, alors m(e) est réduite & zéro, et wI(e) est une série
discrete de G. Plus précisément, w4 (¢) est la représentation contragrédiente de
la série discréte de G dont le paramétre de Harish-Chandra est A + p, donc le
parametre de Harish-Chandra de 7 (e) est —(A + p).

Maintenant, on veut réaliser 7 comme une 79 (¢). Sans perte de généralité,
on peut supposer AT N Ax = AL, ot AT est I'ensemble de racines positives
par rapport a A. Soient Wi le groupe de Weyl pour Ak et wg le seul élément
dans Wy tel que wK(A}) = —A;. Alors il est clair que A = —wg A —p € F et
—(A+p) = wg. A, done w94 (e) = Ty .n. Or Ty, x = m. Donc on peut réaliser
my par i (e) avec A = —wg A — p.

6.4 Application de 6.3 a la décomposition de m,|p (et de
mlB,)

Maintenant on revient sur G = SU(2,1) et on reprend toutes les notations
des chapitres précédents qui concernent GG. On se donne A € it* correspondant
a une série discéte my de G. On suppose, comme il est loisible que AI est I'un
des AT, j=1,2,3.

Dans notre situation, on peut prendre p; et p_ de la section précédente

comme
o {( )]
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- {(3 1)fremic)

ol pc = < }0, i)( >‘X € M;1(C), Y e MLQ((C)} est le complexifié de p.
Soit ¢ = p4 @ £c. On vérifie facilement que ’ensemble de racines positives

AT = Af défini dans le chapitre 3 est tel que A} =g et pyp = @aeAxg“.
Par suite, p = a2 et la symétrie s;o par rapport a la racine aqo est 'élément
dans Wi tel que s12(Aj) = —A%. Donc si A = A;r (7 € {1,2,3}), d’apres
ce que lon a vu, my = w9 (e), avec A = —s12X — aza. Or a3 = s12(s1), done
A = —s12(A + asz1) et on en déduit que Vi = Vo) = Viia,, -

Cependant on a aussi py @tc = b Bc, on by = C(E|+iE)®C(S—iEs/2).
On en déduit que e, = by (resp. ¢p = h @ m¢) qui est considérée comme une
sous-algebre de (by)c (resp. be ), avec "K, Z" triviaux, "V = V" dans lequel
laction de ep, provient par restriction de celle de ¢ (resp. avec "K = M", "Z"
trivial, "V = V" dans lequel 'action de ¢, provient par restriction de celle
de ¢) vérifient les "hypothéses de Hersant". Comme G = KB; = KB, on voit
alors que le complexe de Hersant C* (¢, Va, K, G) peut aussi s’interpréter comme
C*(ep,, Va, B1) ou C*(ep, Vo, M, B), et que les espaces de cohomologies sont les
mémes

H¥ (e, Va,G) = H%(ep, Va, B) = H?(ep,, Vi, B1),

chacun d’eux fournissant la restriction de la représentation my = w9 (¢) au sous-
groupe correspondant. Donc 7y |p, (resp. ma|p) est Paction de By par transla-
tions a gauche dans H (ep,, Vi, B1) (vesp. HI (ep, Vi, B)).

Notons ¢ la représentation de py @ €c dans V' = Vi, définie par [,, =0
et &l = TX = Trgas, - On note £|y, encore par . On désigne 'espace dans
lequel T_ (resp. T, ) agit par H_ (resp. H), et H> (resp. HY®) le sous-espace
des vecteurs C*° de T_ (resp. T4 ). Pour gy = 0,1, 2, définissons

(6:|:)QA DA (b+)* ® V)\Jraal ® ]HI:Oi:o — AqA+1(h+)* ® V)\+0631 ® Hoov

le cobord standard de Hochschild-Serre pour le hi-module Viiq,, ® HY, ol
l'action de by dans H est induite par T4, mais celle de b dans Viia,,
est £ + (tr ady, ).id/2 (non pas simplement &). Soit (64),, " l'adjoint formel
de (0+)q, tel qu’il est explicité dans [11]. Alors il est clair que le complexe ci-
dessus n’est rien autre que le complexe de Hersant C*(ep,, Vatas, s B1, T+ ) mais
pour lequel Paction de ep, = by est & + (tr ady, ).id/2. Notons alors H%* =
ker(81)q, Nker (61)y," et HL = @31\:0 Hir.

Maintenant, considérons le (ep, M)-module V44, , ot action de M dans
Vitas, est induite par celle de K, mais l'action de ey dans Vyya,, est &+
(tr adp).id/2 (rappelons que on a déja défini le e-module ¢ plus haut, ici on
deésigne €|, encore par ). Donc a partir de ce module, on peut construire le com-
plexe de Hersant C*(ep, Vatas , M, B, Ty 1), o0t T,y 1 est la représentation uni-
taire irréductible de B que 'on a déja définie. Puisque T}, + = Jm®ﬁ qui pro-
longe T'1, et (ep)/mc = by, on déduit que le "ker(0x ) Nker(dx)" (pour la nota-
tion, voir le "Rappel de la théorie de Hersant") pour C*(¢p, Vatas, . M, B, Ty 1)
n’est rien d’autre que ($+),_,. , ol pour m € Z, ($+),,, désigne le sous-espace
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de 4+ constitué des vecteurs de poids o, pour la représentation Ad* ® T ta,, ®
Ty de M. On note (H1)2 = (94)o,, NHE.

Rappelons que puisque Af = A;r (7 € {1,2,3}), on a m\ = w4 (e), avec
A = —s19)\ — a3o. Maintenant on énonce le premier théoréme de cette section.

Théoréme 6.7

(i) ml, = 7% (¢)|p, = dim(H™)Ty © dim(HP)T-

(ii) mlp=7"(e)p = Y [dim((H )@ )Ty 1 & dim((H1)% )To,

meZ

Démonstration. On va d’abord montrer (i) : Puisque H% (eg,, Vi, By) est Bj-
invariant pour 1®1®I, on peut le désintégrer par la décomposition de Plancherel,
autrement dit

H% (e4,,Va, B1) = > Hy @ Homp, (Hy, H* (eo,, Vi, B1)).

‘n'Eé\ld

Ou é\ld désigne l'ensemble des séries discrétes de By, H, est ’espace dans
lequel 7 agit et Homp, (H,, H9 (¢ep,, Va, B1)) est Pespace des opérateurs d’in-
trelacement entre H, et H9 (ep,, Va, B1). Dans notre cas, By ne posséde que 2
séries discrétes : T_ et T, dont I'une est la contragrédiente de 'autre. En effet,
dune part B; a uniquement deux orbites coadjointes ouvertes, (2, et Q_, et
d’autre part, on vérifie facilement que la désintégration de la restriction de 7'y &
N ne fait intervenir que les représentations de caractére central exptFEy — e
avec ¢ > 0. Pour décrire concrétement espace Homp, (H,, H9*(¢p,, Va, B1)),
on peut suivre la méthode de Schmid pour les groupes de Lie semi-simples ( [30]
), sauf que dans notre cas, il faut faire un ajustement concernant la fonction
module, puisque le groupe By n’est pas unimodulaire. En fait sous I’'identifica-
tion de Plancherel

L*(B) = Z H, ® H.,v, ott 7" est la représentation contragrédiente de ,

TrefB\u

la différentielle de ’action de By dans H,v ne correspond pas a ’action réguliére
a droite R (dans L?(B1)), mais correspond a R — (tr adp, ).id/2, et le reste est
expliqué dans la section 5 de [11].

On peut démontrer (ii) similairement, et il suffit de remarquer que la représen-
tation contragrédiente de T, + est T_,, +. O

Remarque. Il est clair que dim(H%") = > omez dim((H1)2 )

Maintenant, on commence par traiter les séries discrétes ni holomorphes ni
anti-holomorphes, sauf indication contraire, on garde toutes les notations con-
cernant G = SU(2,1) dans les sections et chapitres précédents. Supposons donc
que 7 est une série discréte ni holomorphe ni anti-holomorphe, c¢’est-a-dire que
A correspond & AT : A(Hpp) € Nt et \(Hy3) € NT avec A(Hiz) > A(Hiz),
on peut vérifier facilement que dans ce cas, gy = 1. D’autre part, puisque
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fo(H) = ANHiz) et fo(Z) = 2X(Hiz) — AM(Hi2), on déduit facilement que A
correspond & AJ si et seulement si fo(H) € N*, fo(H) + fo(Z) € 2N7T et
|fo(H)| > |fo(Z)]. Dans la suite on va exprimer les résultats concernés en fonc-
tion de fo(H) et fo(Z).

On va d’abord construire le systéme différentiel ordinaire (d’ordre 1) D;: sur
10, +oo[ pour chaque m € N : Si m > fo(H), DE a 2fy(H) fonctions inconnues,

et si0<m < fo(H)— 1, DE a 2m + 1 fonctions inconnues. Plus précisément :
sim > fo(H), le systéme D est le suivant :

(ym)' (1) = (7 AL+ 2B+t 72Oy (1) (t €)0,+00]) (Dy, m > fo(H))

ou

A (fo(1)—2)

Sm

+ = fO(Z);fO(H) =rf = _(fO(Z);fO(H)) ot

avec 1, =S

- ( —(n+1+ fo(Z);fo(H)) ﬂi(n_l,_l)

' Sm

), 0<n< fo(H)-2

- —V2i(fo(H)—n—1) (n+ 1+ fo2-hlh)
fo(Z)+fo(H) .
o (R en—) —V2i(n + 1) 0<n< folH)—2
mon ( VB(fo(H) —n—1) (n+1- fa@tiouny |» 0= n < fo(H)
B o
By, = B
’I’ILfQ(H)*l
avec
L 0 +1 -
Bm7”_<:|:2(m—n) 0 )’ 0<n<fo(H)-1
et
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Ci

m,0

ot — . c=

m m,n

+
Cm7fo(H)—1

avec
Ci,n:<_01 ?)1 Ogngf()(H)—l

Et si 0 <m < fo(H) — 1, le systéme D est le suivant :

(Ym)'(t) = (T AL+t 2 B+t 2Oy (8) - (t €]0, +00]) (Dy, 0 <m < fo(H)-1)

ou N
am,l(t)
Y (t) = ()
a"r:‘r:b,2m+1(t)
e
Ao
Ai = ' Ax
Ai’m71
avec 1, = fo(Z)gfo(H)’ = _(fo(Z)-;fo(H)) ot
A- = —(n+1+ fO(Z);fO(H)) V2i(n +1) 0<n<m-1
" ~V2i(fo(H) —n—1) (n+1+ L&y Jr 2= 1=

" (L@ 1y i+ 1)

_ L, 0<n<m-1
e (x/ii(fo(H)—n—U (n+1—f°(z’§f°(H))) -

Bi

m,0
B:I:
+ m,n
Bm = ’
+
Bm,’m—l
0
avec
. 0 +1
= <n<m-—
Binn <i2(m—n) 0 > Osnsm-—1
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et

C:t

m,0

avec

Cffm:(_ol (1)) 0<n<m-—1.

Définissons alors

+y00 _ . e [T lym®)
(D;,)° = § ym solution de D ; fdt < 400 S,
0
Maintenant on énonce le deuxiéme théoréme de cette section :

Théoréme 6.8 Pour w ni holomorphe ni anti-holomorphe avec fo(H) € NT,
fo(H) + fo(Z) € 2N* et |fo(H)| > |fo(Z)|, on a que

+oo
malp 2y dim(D;,)*). Ty, s, P
m=0

+oo
ZO dim((D;;)oo).T[_(sm_i_ fo(Z)=3fg() y) _

+0o too
™l = <Z dim((&%)‘”)) T P (Z dim((D;Z)w)> T-
m=0 m=0

Remarque. Puisque dim((D;5)>®) < 2Nj, on déduit surtout que 7 est B-
admissible.

Démonstration. D’aprés le théoréme précédent et la remarque qui le suit, il
s’agit de montrer :
PourmENetlzi(Sm—(Bﬁ)(H)Qi(z)))

dim((9+)5,) = dim((D}},)™)

et pour les autres [ € Z,

dim(($4)s,) = 0.

On va d’abord traiter ($_)' = ker(6_); Nker (6_);. Notons H, = S, 7, &
—Ey/2, X, 2 E/V2 et Y1 2 Ei/V?2, alors dans by = a @ n, [X1,Y1] = 74,
[Hth] = Xl, [HhYl] = Y1 et [Hl,Zl] = 221 Notons JO = H1 +iZl, et
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J1 = X1 +1Y3, alors CJy @ CJ; = b,.. Donc si on note g, ¢1 la base duale de
Jo et Ji, tous les éléments dans A'(h4)* @ Vaqay, ®HZ s'écrivent sous la forme
Vo @ Vo + p1 @ vy avec Vo, V1 € Vaga,, @ HYY, et on peut vérifier directement
que les équations

(0-)1(p0 @ vy + 91 @v1) =0 dans A*(h4)" @ Vayay, ® H

(0-)1 (o ®vg + 1 ®v1) =0 dans Vyja,, @ H®

sont équivalentes a

Jo.U1 = J1.U0 —+ vy

et

Jg.UO + Jf.Ul =0.

Dans les 2 derniéres équations, Jy, J; sont en tant qu’opérateurs dans Vyyq,, ®
H® (par rapport a la représentation ( £+ (tr ad ).id) @ T_) et J§, J; sont leurs
adjoints formels respectifs. Donc ker(d_); Nker (J_)7 est 'ensemble des éléments
Yo ® vy + Y1 ® v1 qui vérifient les 2 derniéres équations. Dans la suite, on va
déterminer explicitement les actions de Jo, J; et Ji, Ji dans Vi, @H. Pour
ceci, il suffit de déterminer celles dans Vyyq,, et dans H* repectivement. On
va d’abord déterminer leurs actions dans H*.

On a déja vu que T_ = Ind4™ p(n_, [_, N) (voir la section 6.1), ot p(n_, [, N)
est une induite holomorphe.

Comme n_. = —E}, onan_(X;) =n_(Y;) = 0et n_(Z;) > 0, sans
perte de généralité, on peut supposer que n_ = Z7 (par rapport a la base duale
X5, Yy, ZF dans n* ), car T_ = Indy" p(n_,[_,N) = Ind3¥ p(rn_,[_, N),
Vr > 0. Soit F; un élément de l'espace de la représentation p(n_,l_, N), et
g =exp(zX1+yY1+271) € N. Il est clair que Fy(g) = e Fy (exp(z X1 +yY7))
(rappelons que par définition VX € [_, on a X = Fy +ifo(X)F; = 0). On peut
donc identifier F; & une fonction C — C :  + iy — Fi(exp(zX; + yY1)).
Pour simplifier, on la note encore F1, et sous cette identification, par des calculs
directs, on peut obtenir que X *x F} = % + %yFl, Y« Fy = 66—? — %xFl, et
Z1 % Iy = —iF(. On en déduit que

(%+i%)ﬂ + %(m—kiy)Fl =0 (A).
On peut vérifier que Fy(x + iy) = e~ 1(@*+¥”) est une solution particuliére de
(A). Puisque Fy ne s’annule en aucun point, Fy s'écrit sous la forme Fy = Fy. F
avec F, holomorphe (car (2 + ia%)Fg = 0). Donc p(n_,[_, N) peut se réaliser
dans ’espace hilbertien

w 2
Hn,z; = {F; I est holomorphe et/ |F(w)] e dw < oo} ,
c

ol w =1z +1y.
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Notons H4n,z: 'espace hilbertien ou agit Ind4™ p(n_,I_,N) = T_ et soit
[ € Han,z:- Vu que AN/N = A, f est une fonction de AN dans Hy, 7 qui
vérifie
flgm) = pln- - M) f o).t [ 1(0)|Pdg < oo
Il est clair que le groupe R (pour la multiplication) est isomorphe & A =

expRH; par t — exp(logt)Hy, et la mesure de Haar pour R est % (ici dt est
la mesure de Lebesgue). Donc on peut identifier H 4y, z; a l'espace hilbertien

{f : R} x C — C| f est mesurable et pour presque tout t € R} ,w — f(t,w)

wl? dt
est holomorphe et/ |f(t,w)|26_%—dw <00 Q.
Ry xC t

On note cet espace encore H 4 N,Z; et man la représentation associée (qui est
équivalente & T~ ). D’autre part, on voit facilement que f € Hy, z» correspond
a une application ¢R* +— H(n_,[_,N) (voir la section 6.1), avec f(t,w) =
qb(t)(g).ei(ﬁ*y%.eiz ol w=ux+1iy et g =exp(xX;1 + yY1 + 27;). Puisque

exp(—uHy).exp(logtHy). exp(a Xy + yY1 + 221)
= exp(log(e™“t)H1). exp(z X1 + yY1 + 224),
on déduit facilement que pour f € Hupy, Z1s
(man(exp(uHy)) f(t,w) = f(e “t,w).

Donc si de plus f € HYy 7., on a (dran(H1)f)(t,w) = —t%(t,w).
De méme, comme

exp(—uZy).exp(logtHy) exp(x X1 + yY1 + 227)
= exp(logtHy) exp(z X + yY1 + (2 — ut2)Zy),

on obtient que (man (exp(uZ1)) f(t,w) = e f(t,w) . Donc (dman (Z1)f)(t,w) =

it f(t,w) pour f € HoN, 2 -
De la méme fagon, on peut obtenir que

(man (exp(uXi +0Y1)) f)(t,w) = e(%ﬁ*lw(uﬁv)*%(ubrv?))f(tw_t—l(u_‘_iv)).

Donc ) 9
(dran(X1))(t,w) = at_lwf(t,w) — t_la—i(t,w)
et ) 9
(dran (Y1) f)(t,w) = —%t‘lwf(t,w) - it‘la—i(t,w).
Donc 9
(dman (o))t ) =~ (1) — 150 (1,)

(dWAN(Jl)f)(t7 w) = t_lwf(t7 w)'

Avant de déterminer J§ et Ji, on va d’abord décrire I'action du groupe

compact M dans Huy,z:. On a vu que (v(m)g)(x) = @(m~'zm) pour ¢ €
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H(hg, b7, AN) et m € M. On a aussi vu M = exp RW, avec exp ad(—wW).X;
= (cosw)X; + (sinw)Y; et expad(—wW) Y] = —(sinw)X; + (cosw)Y7, ou

i/3 0 0
W=| 0 -2i/3 0
o 0 i3

est défini dans le chapitre 3.

Donc si m = expwW et g = exp(hH;).exp(x X1 +yY1+221)), alors m~tgm
= exp(hHy). exp((x cosw—y sinw) X1+ (x sinw+y cosw)Y1+271). On en déduit
que pour f € Hay, z:, on a (m.f)(t,w) = f(t,we ™). Donc les éléments dans
Han,z; quisont de la forme f(¢)w™ sont des vecteurs poids de M, (m.(f(t)w") =
(f(t)w™).e"™™), et le sous-espace engendré par ce genre d’éléments est dense dans
Hn,z; . En fait, on peut vérifier directement que (f(t)w", g(t)w™) = 0sin #m
ol {, ) est le produit scalaire de H 4, z;, et tout élément f(t,w) € Han, 7y s'écrit

ftw) = Zi% n(t)w™.

. |w|? .
Puisque [ w|* e~ "2 dw = 27.2".n!, on en déduit que

+o00 +o0 2
Han,z; = {Z fn(t)w"™; Z(Q"n'/ Mdt) < oo}.
n=0

n=0 Ri

Maintenant on va calculer Jj et J;. Comme w4y est unitaire, pour tout
X ebhdn, onadran(X) = —dran(X). Donc on en déduit immédiatement
le calcul de Jj et Jy :

. . _ )
Jp =dnan(Hy +i2,)" = drnan(—Hy +iZy) = —t 2 +io

0
Jik == d’/TAN(Xl + ZYl)* == d’/TAN(le + ZYl) = 2t71%.

Maintenant, on va calculer l'action de Jy, Ji, J§ et Ji dans Viiq,, . Les
opérateurs sont induits par la représentation £ + (tr ad).id de h = CJy + CJy
dans V4., - D’abord, comme dans la section 6.2, on peut déterminer que
dim(Vjas,) = fo(H) (rappelons que fo(H) = —iA(iH12) = A(Hi2)). D’autre
part puisque € = su(2) @ z(€) ou z(£) est le centre de €, et les représentations
irréductibles de su(2) sont déterminées par la dimension, et z(¢) agit scalaire-
ment. Il est bien connu que l'on peut réaliser Viyq,, dans Clw;,ws]| Pespace
des polyndmes complexes homogénes (2 variables) de degré fo(H) — 1, et le

produit scalaire (,); est défini par (P,Q), = f(cz P@e‘wdwldw} No-
tons v, = w{’.wéfO(H)_l_n) (n = 0,1.., fo(H) — 1). Alors Tayay, (Hi2)v, =
(fo(H) =1 = 2n)v, et Tatas, (E12)vn, = —nuv,—1 (par convention, v_; = 0).
Rappelons que

1 0 O
His = 0 -1 0
0 0 O
et
01 0
FEio = 0 0 O
0 0 O
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Notons

12 0 0
Zi=| 0 1/2 0
0 0 -1

alors CZ} = z(£)C. Donc Z} agit scalairement dans Clw;,ws]. Puisque Z} =
H13 —H12/2 et (A+0431)(H13 —H12/2) = (A+0531)(H13 —H12/2) = % —3/2,
on note cette quantité a, 7y, (Z)) = a.id.

Puisque
Jo=Hy+1Z4, = H, — ZE2/2 = Hi3+2F53;
avec
Hyz €%, Es €py,
on a

§(Jo) = Tatas (His).

Or, Hi3 = H212 + Z{, donc &(Jp) = Tatas, (% + Z{). D’autre part, par des
calculs directs, on voit que tr ad = 4H7y, ot H; est ’élément par rapport a la
base duale Hy, X7, Y*, Z7 dans b}, et H;(Jy) = 1. Donc on en déduit que

fo(H) 1 2n

Jo(vn) = (€ + 2H7id)(Jo))(vn) = ( 5

+ a+ 2)v,.

De méme,
Ji = Ey/V2+iE V2 = —V2iEy — V2iE3,

avec Fyy € €c et Ezp € po. Donc £(J1) = Tatas, (—V2iEp), or tr ad(J;) = 0, et
on a

Ji(vn) = *\@i(TA+a31 (Eo))(vn) = V2inv,_1.

Par des calculs directs, on obtient que (v, vmm); = 0 si n # m, et (v, vp); =
42 2P0t =1 pl (fo(H)—1—-n)!. Donc on en déduit que J& = Jo ( car fo(f‘l)#_
a+2eR), et Jf(vn_1) = —V2i(fo(H) —n)v,.

Maintenant, on peut calculer ker(d_); Nker (6_);". Mais avant d’effectuer
les calculs explicitement, on remarque que les vecteurs v,, constituent une base
de vecteurs propres pour le groupe compact M dans Vi, . Puisque W =
iH12/2 — iZ),/3, on obtient que

. foH-1-2n o . (Bfo(H)—f0(2)
exp(wW)v, = et 2 3y, = el 6 ",

Dans la suite, on va calculer ker(6_); Nker (6_);". On a vu que ker(d_); N
ker (6_)1" est constitué des éléments o ® po+p1 @1 avec g, p1 € Vg QH™
qui vérifient

Jo-p1 = J1.po + pa

et
Jg.uo + Jf/il =0.

On peut écrire pg = Zfl{igl)A Uy @ ¢ ety = Zfiéﬂfl Uy ® P, avec
Gy n € H.
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Donc, on a Jy.pq = ZfO(H) Y n @ Jo(Un) + ZfO(H) ' Jo(vn) @ . D’apreés
ce qui précéde, on obtient que

fo(H)—1

oYy, _ H)—2n+2a+3
Jo-p = 7;) vp @ (— (;/; %/1n+f0( ) 5 Vn)-
De méme
Jo(H)—1 fo(H)—1
JI'NO = Z Up & t_lw'¢n + \/52 Z Up—1 & n(bna
n=0 n=0
donc
fo(H)—1

Jipo +p1 = Z Vp @ (T w.pp + U + \/iz(n + Dpt1).
n=0

Ici par convention ¢_1 = ¢ () = Vo) = Y-1 = 0, et cette convention
s’applique dans toute la suite de la section. Donc on en déduit que I’équation

Jo-p1 = Ji.po + p

est équivalente a

a;/;n o t*an + fO(H) - 2; tiat 3¢n 71w~¢n + wn + \[22(71 + 1)¢n+1
pour 0 < n < fo(H) — 1, c’est-a-dire
Oy (ar ML IR0 ot VB4 )6 ()

De la méme maniére, on peut obtenir que

Jg.vozfoji_lvn(g( 8;; _t 2, + fo(H)—2;1+2a+3¢n)
et
fo(H) -1 O, o(H)-1
Ji o = 1;) Uy ® 2t 0 V2i 1; Vi1 @ (fo(H) — 1 —n)i,.
Donc

J{)k-MO + Jik.’Ul =0
est équivalente a
~19¢n
Ow

pour 0 <n < fo(H) — 1.

On écrit ¢,, = Z:;oo A (D)W™ €t Py, = >0 0 b (H)w™, 0 <n < fo(H)—
1. Donc

Obn fo(H) —2n+2a+3

Z(fO( ) )wn 1+t7+( + )¢n =0 (**)

2t
ot 2

81/}71 _ = / m
—t = >t o (Hw

m=0
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Vo (H)w™,

o fo(H)=2n4+2a+1 X, fo(H)—2n+2a+1
(—t 2+ 5 W = > _(—t7+ 5

m=0

“+oo
t7lw.¢, = Z t_lam,n(t)wm+1
m=0
et
+oo
V2i(n 4 1)¢py1 = Z V2i(n + V) am pi1 (H)w™.

m=0

Donc de (), on déduit que

it )+ (-4 REEER Dy ) = 710,000
\/iz(n + 1)am,n+1(t) =0 (D)

pour m >0, 0 <n < fo(H) — 1. Ici par convention a1, = b_1,n = Gy, fo (1) =
b, fo(rry = 0 et cette convention s’applique dans toute la suite.
De méme, on peut obtenir de (xx) que

n fo(H) — 2;+2a+3)am,n(t)—
V2i(fo(H) = n)bmm1(t) + 2t L (m 4 Dbpmy1n(t) =0 (>b).

Puisque la variable ¢ est strictement positive, de (>) et (>>), on déduit que
pour m fixé, on a

tap, ,(t) + (—t 72

V. fo()=1-n () = =t 21 gy (rry—1—n (t) +
2n — fo(H) + 200 + ?)f1

(—t73+ 2 )bm—n,fo(H)—l—n(t)_til\/ii(fo(H)_n)am—”va(H)_n(t)
et
' t) =t "V2i(1+n)b i
am—n—l,fO(H)—l—n( ) Z( +n) 77L—"_17f0(H)_2_"( )+
2 2n— fo(H)4+2a+5 _ -
(t°~ ! 2) ) am—n—1. o (1) 1= () =262 (M=) by g 11y <12 (1)-

Or ay fo(1) = @m,—1 = bm,—1 = by oy = 0. Donc pour chaque m > 0,
on obtient un systéme différentiel D, d’ordre 1 comme expliqué ci-apreés. Si
m > fo(H), D, a 2fy(H) fonctions inconnues, et si 0 < m < fo(H) — 1, D,,
a 2m + 1 fonctions inconnues. Plus précisément : si m > fo(H) on obtient le
systéme d’ordre 1 de 2fy(H) fonctions inconnues suivante :

() (8) = (1AL + 2B +t7°C )y (1) (E€]0,+00]) (Dr,, m > fo(H))

ou
b, fo (1)1 (t)
Um—1, fo(H)—1(1)

bm—n,fo(H)—l—n(t)

— (1) =
U () U1, fo (H)—1—n (1)

bin—(fo(1)-1),0(t)
A fo (11),0(
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et A, B, et C, sont les matrices que l'on a définies auparavant.
Si0 <m < N;y— 1, on obtient le systéme d’ordre 1 de 2m-+1 fonctions
inconnues suivante :

() () = (t7 AL+t B+t 72C )y () (t €]0,400]) (D;,, 0<m < fo(H)—1)

ou
o, o (i) —1(t)
U1, o (H)—1(t)

B bmfn,fo(H)flfn(t)
ym(t) = am—n—l,fo(H)—l—n(t)

b1, fo (1) —m ()
aO,fO(H)—m(t)
bO,fo(H)—nz—l (t)

et A, B, et C,. sont les matrices que 'on a définies auparavant (pour cette
raison-1a, on appelle les systémes encore D, ).

On voit facilement que les systémes (>) et (b>) sont équivalents & D, (m >
0). Le point important est que les systémes D sont deux & deux indépendants
et toute a,,,, € C* ( la méme chose pour by, , ) est impliquée dans un et un
seul systéme D,,,.

D’autre part, remarquons que [W,Jo] = 0 et [W, J;1] = iJ;. On en déduit
successivement que exp(wW).Jy = Jo, exp(wW).J; = e™.J;1, exp(wW).¢o =
wo et exp(wW).@; = e~ ™. D’aprés ce qui précéde, il en résulte que

mfnfl) —

exp(wW).(0o @ Vo (H)y—n—-1 @ Qm—n—1, fo(H)—n—1(t)w

_ iw(m— BaUDtio®) m—n—1

P0 @ Vfy(H)—n—1 @ m—n—1,N, —n—1(t)w

et
m—n) —

exp(wW).(J7 @ Vs (H)y—n—1 @ bym—n, fo (H)—n—1(t)w

ei’w(m— (3fo(H)6+fo(Z)) )

Y1 Vfo(H)—n—1 & bm—n,fo(H)—n—l(t)wm_n-
Pour m € N, désignons par F, l'espace formé des vacteurs

Ni—1
Z (00 @ Vs (H)—n—1 @ Um—n—1,fo(H)—n—1(t)w

n=0

m—n—1

m—n)

FP1 B Vfo (1) —n—1 @ b fo (1) —n—1 ()W

Ol, Gpy—n—1, fo(H)—n—1(t)s Om—n,fo(i)—n—1(t) sont solutions de D, avec m > 0.
Définissons également les espaces

(Fn)™ = {gm €F; / 7Hgm§t)”2dt < +oo}.
R

5
+
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Rappelons que l'on a déja défini

m ()]

Alors il est clair que dim(F,;)>° = dim(D,,,)*°. D’autre part, d’aprés ce qui
précede, on déduit facilement que pour m € Net | = (3m — W)

dim(($-);,) = dim((F,,)*)

gl

et pour les autres [ € Z,

dim((5_)},) = 0.

Il reste donc a traiter (§4)* = ker(d,); Nker (6+);. Comme pour ($H_)!, on
peut obtenir que ker(d); Nker (04 )7 est constitué des éléments o ® g+ 1 ® i1
avec 1o, 11 € Vigay, ® HY® qui vérifient

Jo-pr = Ji-po +

et
J{)k.u,o + J{ . = 0.

Ici, comme dans ()Y, Jo = Hy +iZ;y et Jy = X1 +1iY1, et Hy, Z1, X1,Y; sont
comme ceux que 'on a définis auparavant. Jg, J; sont leurs adjoints formels
respectivement. D’autre part, puisque T4 = TV, en identifiant H, a H_ (donc
H a H>), les opérateurs Jog = Hy + iZy et J; = X1 + Y7 dans HS® sont
équivalents & Hy —iZ; et X1 —1iY7 respectivement dans H> (et J§, J; aux —H; —
1771 et —X1 —1Y7 respectivement). Dans la suite on va garder ces identifications,
et travailler dans Va4, ® H>.

On écrit pig = 3700 v, @0, ety = S0 v, @4, avec ¢y, 1y, € H,
ol les v,, € Vi1q,, sont ceux que l'on a définis auparavant.

On obtient que

fo(H)—1

O fo(H) —2n+2a +3
Jo.p1 = n —t n
0-H1 Z v ®( ot 2 Q’Z} )

n=0
et
fo(H)—1 a¢ fo (H)—-1
Jipo = Z vy @ =2t ! Z Up—1 @ Ny
Donc
fo(H)—1

Jipo + p1 = Z Up & 2t_1 ¢n+¢n+fl(”+l)¢n+l)

ici par convention ¢_1 = ¢, () = Vg, () = ¥—1 = 0 bien entendu. Donc on en
déduit que I’équation
Jo-p1 = Ji.po + p
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est équivalente a

0 ey DU 20k L g1 i g 1), (1)

pour 0 <n < fo(H) — 1.
De méme, on a

Z Un ® t%+t2fn+f0(H)*2;L+2a+3¢n)

Jg,uo

et

fo(H)—1 fo(H)—1

Ji = Z Up ® —t twah, — V2i Z Vnt1 @ (fo(H) =1 —n)y,.
n=0 n=0

Donc
Jg.uo + Jik./.tl =0

est équivalente a

—t 7w, —V2i(fo(H)—n)thn— 1+t%+(

| fo(H) ~2n 420 +3
2

)¢n =0 (2l)

pour 0 <n < fo(H) — 1.

On écrit ¢,, = ::LOOO A (W™ €t Py = >0 Obmm(t)wm, 0<n<fo(H)—
1. Alors, de la méme maniére que dans 'étude de (kerd; ) ()(kerd;), on obtient
de (1') et (2/) que

ain’n(t) = \[22%71(]\71 - n)bmm_l—

Ni—2n+2a+3

3
™+ 5

)anL,n(t) + t72bm—1,n(t) (<])

et
b/m, ( ) - 2(m + 1) anl+1 n(t)+
Ni—2n+2a+1 ,_
— £ b (t) = V2in + Dt @i (t) ().
Donc, comme dans 1’étude de ker(d_); Nker (6_)7, pour chaque m > 0, on
obtient un systéme différentiel D;}, d’ordre 1. Si m > Ny, D}, a 2N; fonctions
inconnues, et si 0 < m < fo(H) — 1, D}, a 2m + 1 fonctions inconnues. Plus
précisément : si m > fo(H), D est le systéme suivant :

(t3+

() (8) = (AL + 2B +t°C)ym (1) (t€]0,+00]) (DF,, m > fo(H))

ou
am,O (t)
bmfl,O(t)

m—n,n (t)
bmfnf 1n (t)

Un—(fo (H)—1), fo () —1(t)
bin— fo (1), fo (1)1 (¢
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et les Al B;Y C sont les matrices que 'on a définies auparavant.
Si0<m< fo(H)—1, D est le systéme suivant :
() (1) = (AT AT A2 BE Ty (1) (8 €]0,+00]) (Dry, 0 <m < fo(H)-1)

ol
am,o(t)
bm—1,0(t)

G- non (1)
yr—;(t) = bm—n—lm(t)

at,m—1(t)
bO,m—l (t)

ag,m

et les A Bt Cf sont les matrices que 'on a définies auparavant (également
pour cette raison-la, on appelle les systémes D).

Comme dans ker(d_); Nker (6_)7, on voit facilement que les systémes (<)et
(<) sont équivalents & Dt (m > 0). De plus les systémes D sont deux a deux
indépendants et toute a,,, € C* (la méme chose pour by, ,) et est impliquée
dans un et un seul systéme D;f.

D’autre part, il faut remarquer que puisque T4 = TV, on a

m —twm

exp(WW).apm n(t)w™ =€ . (D) w

m
Donc on en déduit que

exp(wW).(wo @ vy @ Apyenp(B)w™ ") =

p—iw(m-4 Yo=3loli)) ) m—n

®0 X Un & afm—n,n(t)w )

et

exp(wW).(p1 @ v, ® bm,n,l,n(t)wm_"_l) =

» (f0(Z2)=3f0 () o
— —iw(m+ 5 )01 @ Uy, ® by —p1.0(H)w™ L

Définissons les espaces

fo(H)—1
F;nr - Z (900 2y Un & am—n,n(t)wmin + ©1 (24 Un ® bm—n—l,n(t)wminil)

n=0

oW, Am—nn(t); br—n—1(t) sont solutions de D;}, avec m > 0. Définissons égale-
ment les espaces

(F)>® = {gm € E; / Mdt < +oo}

*

+

et rappelons que 'on a déja défini
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m (£)]I?
(D;5)*° = { y,, solution de D;F; / Mdt <400 p.
R
Alors il est clair que dim((F;})*°) = dim((D;})*°). D’autre part, d’apreés ce

qui précéde, on déduit facilement que pour m € Net I = —(3m — (:3@(}1)27—)“0(2)))

dim(($94)5,) = dim((F})>)

et pour les autres [ € Z,

dim(($)4)z,) = 0.

La démonstration est donc bien achevée. O

Maintenant on va retraiter le cas séries discrétes holomorphes a 'aide du
théoréme 6.7. On verra que non seulement on peut retrouver les résultats de
Rossi-Vergne pour G = SU(2, 1) (théoréme 6.3), mais cette méthode est parti-
culiérement simple pour traiter les séries discrétes holomorphes (et celles anti-
holomorphes) de G.

Supposons maintenant que 7 est une série discéte holomorphe avec le paramétre
de Harish-Chandra A qui vérifie que A\(Hq2) € NT et A(Hs;) € NT. On peut
facilement vérifier que dans ce cas gy = 0. On a déja vu dans la section 6.2 que
dire que 7 est une série discréte holomorphe équivaut a dire que fo(H) € NT
et fo(Z) + fo(H) est un entier pair strictement négatif. Dans la suite, on va
exprimer les résultats en fonction de fo(H) et fo(Z).

Il est bien clair que ker (6+)o" = A°(h1)* ® Vitas, ® HY. Donc §Y =
ker (64 )0 Nker (6+)p" = ker (04 )p. On peut facilement voir que

ker (64)o = {u € Vijas, ©®HE; Jop=0 et Jip= 0} ,

ici les opérateurs Jy et J; sont ceux que 'on a définis auparavant.
P Ni—1
D’abord, on va calculer ker (6_)o. Ecrivons = >7"2 " v, @ ¢, avec ¢y, €
H>, et les v,, € Vatas, sont ceux que l'on a définis auparavant. Alors a l'aide
des informations que 1’on a eues pour les séries discrétes ni holomorphes ni anti-

holomorphes, on obtient que les condition Jou = 0 et Jypu = 0 sont équivalentes

\ I¢n

a
fo(H) —2n+2a+3
ot

_t_2 n
¢n + 5

—t

¢n = 07

et
t™ Y wen + V2i(n + 1) pyr =0

respectivement. Ici, comme pour les séries discrétes ni holomorphes ni anti-

holomorphes a = @ — 3/2. Donc en écrivant ¢, = Z:;O:O A (D)™, on
fo(H);rfo(Z) t—

2
obtient de la premiére équation que an, ,(t) € Ct “"ez . Or

fo(H);fo(Z) “n % |)2

+oo B
t
/ ( < dt = +o0.
0 t
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Donc $° = ker(J_)o = 0.
Maintenant, il reste a calculer 9 = ker(dy)o. Comme dans $° , en identifi-
ant H; & H_, on obtient que

fo(H)—1
ker(6y)o=S =Y tn®@on,

n=0
ou ¢, € H>° vérifient

O, fo(H) —2n+2a+3

—t—" 2 =0
et
0P, .
—2t_1i +V2(n + 1)igny1 = 0.
ow
Donc, en écrivant ¢,, = :LOZOO @, n(t)w™, on obtient de la premiére équa-

) fo(H)+50(2) -2 . . s
tion que a,, ,(t) € Ct™ P =t , et de la seconde équation, on déduit

que ¢ro(my—1 = Ao, fo(H)—1 €t Amn(t) = V2(n + 1)ztam’127m“(t) On peut véri-

: ) fo(H)+f0(2) -2
fier directement que si ay,—1,,41(t) € Ct C = =k D=5 glors V2(n +
, , fo(H)+£0(2) =2 i
1)zt7am’12’;‘1+1(t) € Ct =" "¢z, D’autre part, puisque 7f°(H);f"(Z) est
en entier strictement négatif, on a
+oo (| th(HErfO(Z)_”e_; |)2
/ dt < 4o0.
0 t

On en déduit donc $9 = ker(d )¢ = @ﬁié{) Cvy, = Viajasy, - Donc d’aprés le
théoréme 6.7, on obtient exactement le résultat du théoréme 6.3.

6.5 FEtude asymptotique des solutions des systémes dif-
férentiels D=

Dans cette section, on va étudier le comportement asymptotique des solu-
tions des systémes D:f . on va d’abord traiter D;,.
En faisant un changement de variable z = 1/¢, on peut transformer le sys-

teme D, dans la section précédente en

@ (2) = {27 (AL +(=B)+2(=Cr)yam(2) (D)) (00 2m(2) = ym(1/2))

Il est clair que

[Tl Ry T Lm0,
W g,
0

Z 0

Puisque au voisinage de 0, le systéme (D, )" a une singularité de premiére es-
péce, il est bien connu qu’au voisinage de 0, il existe une solution fondamentale
X (2) = Upn(2)22m2Nm | out U,,(2) est une transformation analytique en 0 (
c-est-a-dire Uy, (z) est analytique au voisinage de 0 et U,,(0) est une matrice in-
versible ), A7 est une matrice constante diagonale qui est équivalente a la partie
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semi-simple de —A;, et V,,, est une matrice constante strictement triangulaire

inférieure. D’autre part, par des calculs directs, on voit que —A 1 est diagonal-

isable et pour m > fo(H) (resp.0 < m < fo(H)) , elle a fo(H)+1 (resp. m+1)
valeurs propres positives et fo(H)—1 ( resp. m ) négatives. En fait, par exemple,

sont fO(H);fO(Z)’ fO(H);rfO(Z) qui

pour m > fo(H), les valeurs propre de — A i

m
sont positives et

:t\/(n+1+fO(Z);fO(H))z—i—ﬂn—i-l)(fO(H)—n—l):

jE\/Knﬂ) fo(H);rfo(Z)]2+[(fo(H);fo(Z))ng(fo(H);fo(Z))g]’

pour 0 < n < fo(H) — 2. Donc on en déduit que le sous-espace que 'on note

(E;;,)? des solutions z,,(z) de (D,,) telles que f0+oo Mdz converge au
voisinage de 0 est de dimension fo(H)+1, sim > fo(H), et de dimension m+1,
si0<m < fo(H). (Pour plus de détails, voir les résultats de la section 9.2 de
Pappendice qui nous ont été communiqués par C. Sabbah).

Maintenant on étudie le comportement asymptotique des solutions au voisi-
nage de l'infini. Aprés une permutation des coordonnées du systéme (D, )
(m = fo(H)), on réécrit

(D) : 20 (2) = zz[ai + 271577: + 272450 )70m(2)

avec
bmafo(H)—l(Z)
brn—1,fo(H)—2(2)

~ | bm—(ro-1)0(t)
amfl,fo(H)fl(Z)
anv—ZJb(H)f2(Z)

amffo(H),0<Z)

o — < Iy 0 >
0 =y
ol

I, (mry est la matrice carrée identité de taille fo(H ),

/«j12
B;L _ /\921 Bm

B, 0

—12 21
ou By, et By, sont des matrices carrées de taille fy(H) et on ne précise pas

leurs formes, puisque elles n’affectent pas notre argument suivant.

11 12

Am
Am

An

An =1 Ty 22
Am
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ou les A (4,5 € {1,2}) sont des matrices carrées de taille fo(H). Pour la
méme raison, on ne précise pas leurs formes exactes. Il est connu qu’il existe au

voisinage de l'infini, une unique transformation analytique formelle T}, (z) de la

forme 1
- ( i "0
Tm (Z) Ifo(H)

—~

) en (Dm)’ (c’est-a-dire qu’au voisinage de l'infini, toute so-

—~—

lution @, (2) = T (2)m(2), 0t i (2) est une solution de (Dj,)). Ici le nouveau

qui transforme (D,,

systéme (D, )" est

avec

(donc 5’; se divise en deux systémes indépendants). Les T (%), }—I\;”(z) (1,5 €
{1,2}) sont analytiques au voisinage de l'infini, et leurs coefficients peuvent se
calculer par récurrence concrétement (pour la procédure de calculs, voir les pages
42 et 43 de I'ouvrage de W.Balser qui s’intitule « Formal power series and linear
systems of meromorphic ordinary differential equations »). Ce qui est important

—11 —22
dans notre situation, c’est que H,,, (z) et H,, (z) sont de la forme

—11 —11

Hpy (2) = Ufoqm) + 272G (2)]

et
—22 —22

Hy, (2)= [_[fo(H) + Zﬁsz (2)];

—11 22
ou les fonctions matricielles Gy, (2) et Gy, (2) sont analytiques au voisinage
de 'infini. Donc on peut déduire que les solutions pour les deux petits systémes

2 (2) = 22 Hy (2)gm (2) § = 1,2

sont de la forme )

i (2) = exp ()" (2)

et

G2 (2) = exp (=5 )7 (2)

otz (1/2) et 2 2(1/2) sont les solutions de deux systémes de la premiére

espéce au voisinage de 0 respectivement. D’autre part, il est clair qu’au voisinage
de 'infini, les solutions de (D, )’ sont de la forme
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Donc d’aprés la forme des solutions fondamentales sur les systémes de la
premiéres espéce (voir ce que l'on a fait pour étudier le comportement asymp-
totique en 0 des solutions de (D,,)’. Pour plus de détails, voir la section 9.2 de
lappendice), on déduit que le sous-espace que 'on note (E, )>° des solutions

2
ym(2) de (Dy,)" telles que f0+°o Mdz converge au voisinage de 400 sont

de la forme
—~ 0
Tm(Z) ( %22(2) ) .

Donc (E,,)* est de dimension fo(H ). D’autre part, il est clair que dim(D,,,)> =
dim((E;,)°N(E,,)>). Or vu que la dimension de I'espace des solutions de (D, )’
est de 2fp(H), on déduit que 1 < dim((D;,,)*®) < fo(H). De méme, pour
0 < m < fo(H), on peut obtenir que dim((E,,)*) = m. Puisque la dimen-
sion de l'espace des solutions de (D,,)’ est de 2m + 1, dim(D,,)* < m. Donc
surtout dim(D; )> = 0.

De la méme maniére, on peut étudier le comportement asymptotique des so-
lutions de D;. On peut obtenir que pour m > fo(H),onaque 1 < dim((D;},)*>) <
Jfo(H), et pour 0 < m < fo(H), on a que dim((D;)*°) < m. Donc surtout
dim((Dd)*>) = 0.

D’aprés ce qui précéde, on déduit que Z:@O—jo dim((D)*°) = +o0. Selon le
théoréme 6.8, on a donc

malB, = (+00) Ty @) (+00) T

Donc d’aprés le théoréme 5.4, on déduit que les assertions (i) et (ii) de la
conjecture de Duflo sont confirmées pour (G, my, B1), avec my ni holomorphe ni
anti-holomorphe. D’autre part dans la section 6.2, on a déja confirmé les asser-
tions (i) et (ii) de la conjecture de Duflo pour (G, 7y, By), avec m) holomorphe
ou anti-holomorphe. Donc les assertions (i) et (ii) de la conjecture de
Duflo sont confirmées pour (G, 7y, B1) pour toutes les séries discrétes.

6.6 Interprétation et application des travaux de Fabec et
de ceux de Kraljevic

Dans cette section, on va réétudier la décomposition de my|p pour 7, ni
holomorphe ni anti-holomorphe a 'aide des travaux de Fabec et ceux de Kral-
jevic. En combinant les résultats que ’on a obtenus dans les sections 6.4 et 6.5,
on arrive & décomposer explicitement my|p.

Soit B = M AN le sous-groupe de Borel de G = SU(2,1) que 'on a défini
auparavant. Soit RP® la série principale de G = SU(2,1) par rapport & B, o
p E M ( c’est-a-dire un caractére unitaire de M ) et a € af. Rappelons que
RP® est la représentation induite par la représentation de B de dimension 1 :
man +— exp((a + p)(loga)p(m)), oum € M, a € A, n € N et p = 3tr(ad|s).
Comme dans [20], on identifie M au réscau des formes linéaires f dans m* avec
(W) € Z/3, et K au réseau des formes lindaires f dans t* avec f(W) € Z/3
et f(Hi2) € N. On identifie également o & «(S) € C, ot S € a est ce que 'on a
défini dans le chapitre 3.
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Kraljevic ([19] et [20]) a déterminé explicitement tous les sous-quotients ir-
réductibles unitarisables pour RP'“. En particulier, il a donné une condition
necessaire et suffisante pour qu’'un sous-quotient irréductible unitarisable soit
une série discréte et il a aussi montré que RP'* a les méme sous-quotients irré-
ductibles (unitarisables ou pas) que RP»~“.

Fabec ([9]) a construit pour toute RP** deux sous-espaces fermés invariants
Ny C N;. Notamment il a démontré que

Théoréme 6.9 Si o = 3p+ 2k, avec 3p+k > 1 etk > 1 (ici k € Z), alors
RP* est unitarisable sur No. De plus en notant ce sous-quotient unitaire encore

RP% on a
—+oo +oo
RP|ran & { § : 7Pt @ § Tp+n7—}
n>23p+k nzk
ol
Tt o O3m @ T™ & TBm,—
et
T = O3m & T+ = T3m,+
Ym € Z/3

Remarque. Dans Darticle de Fabec ([9]), il y a une erreur sur un indice de
somme dans le théoréme concerné (voir le théoréme 6.3 de [9]), et le théoréme
précédent est la version corrigée.

Or d’apres Kraljevic (voir le théoréme 6, la proposition 2 et (iv) de la proposi-
tion 3 dans [20]), lorsque 3p+k > let k > 1 (k € Z ), on peut montrer que R”* a
un seul sous-quotient unitarisable irréductible (et il correspond & "my 1(r)" avec
"j(p,a) = 1,j(p, —a) = 2" dans [19]). Donc on en déduit qu’il est exactement
celui dans le théoréme précédent. D’autre part, en appliquant le théoréme 6 de
[19], on peut montrer qu’il correspond & une série discréte ni holomorphe ni anti-
holomorphe. Plus précisément, le parameétre de Harish-Chandra associé A vérifie
que A(Hy2) = o, A(H13) = 3p+k et A(H32) = k. Donc en appliquant le théoréme
précédent de Fabec, on peut décomposer explicitement toutes ces séries
discrétes ni holomorphes ni anti-holomorphes dont le paramétre de
Harish-Chandra A\ vérifie \(Hy3) > 1 et A(Hs2) > 1. Du coup il reste a
décomposer les séries discrétes ni holomorphes ni anti-holomorphes 7|5 avec
A(Hi3) =1 ou A(Hsp) = 1.

Maintenant, on considére R¥* LaveckeZetk # 0 et k # —1. D’aprés
([19]), on sait que R*5%~1 a les méme sous-quotients irréductibles que R¥51.
Or on peut déduire de ([19]) que R*51 a trois sous-quotients irréductibles
unitarisables. Plus précisément, si &k > 1, alors il s’agit de la série discréte
holomorphe dont le paramétre de Harish-Chandra associé A vérifie que A(Hyz) =
k JA(Hsz1) = 1, de la série discréte ni holomorphe ni anti-holomorphe dont le
paramétre de Harish-Chandra associé Ay, vérifie que \p(H12) = k+1, \p(Hi3) =
1 et d’une représentation unitaire irréductible qui n’est pas une série discréte. Et
si k < —2, alors il s’agit de la série discréte anti-holomorphe dont le parameétre
de Harish-Chandra associé A vérifie que A\(H12) = —1—Fk, A(H23) = 1, de la série
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discréte ni holomorphe ni anti-holomorphe dont le paramétre de Harish-Chandra
associé A\, vérifie que A\p(Hi2) = —k, A\g(Hs2) = 1 et d’une représentation
unitaire irréductible qui n’est pas une série discréte. Ainsi il est clair que chaque
série discréte ni holomorphe ni anti-holomorphe dont le paramétre de Harish-
Chandra associé A\ vérifie que A(Hy3) = 1 ou A(Hsz) = 1 figure comme un

sous-quotient irréductible dans une (et une seule) R¥H1 (donc dans une et

1

une seule R*5° »~1). Or d’aprés le théoréme 6.5 de [9], on sait que R 1 est

o 2t1 _ .
unitarisable sur Ny, et, notant encore R~ ! le sous-quotient N, on a
sik>1,

2k41 k-1
3 1|MAN2T 3 ,+

et sik <=2,

2k+1 k+2
3 ’_1|B%’7—_ 3 0

Donc on peut déduire de la proposition 6.3, du théoréme 6.7 et de la section
6.5 que le sous-quotient unitaire sur Ny est la représentation unitaire irréductible
qui n’est pas une série discréte. D’autre part, d’aprés le théoréme 6.6 de 9],

2k+1 g . .
3! est unitarisable sur Ny /Na, et

sik>1,ona

+o0 k—1 +o0
R%’;l’_1|B o~ Z 7_(21‘;-1_"_”)7_ @ ZT(%‘;l_n)’_‘— @ Z 7_(21‘,;1_”)7_‘_
n=0 n=0 n=>k+1

sik<—2,0na

+o0 —k—2 +o0
R2k,3-¢-1771|B o~ ZT(%;J 7n),+® Z T(2k§¢-1+n)’7 @ Z T(2k3+1+n)77
n=0 n>0 n=>—k

Donc la proposition 6.3 nous permet de déduire que le sous-quotient unitaris-
able de R¥3 -1 sur N;/N» contient forcément la série discréte ni holomorphe
ni anti-holomorphe de parameétre \;. Or d’aprés le théoréme 6.7 et la section 6.5,
on sait que si k > 1, alors la série discréte ni holomorphe ni anti-holomorphe de
paramétre A; ne contient pas le terme NN et si K < —2, elle ne contient
pas le terme "7 (*5%):=" Donc on en déduit que le sous-quotient unitarisable
Ni /Ny de RM%*l est la somme de la série discréte ni holomorphe ni anti-
holomorphe et de la série discréte holomorphe ( ou anti-holomorphe ). Donc en
appliquant encore une fois la proposition 6.3, on peut décomposer explicitement
dans cette situation 7y|g. On arrive donc a décomposer explicitement 7y|p,
pour toutes les séries discréte ni holomorphes ni anti-holomorphes (de G). On
résume tout ceci comme un théoréme :

Théoréme 6.10 Pour wy ni holomorphe ni anti-holomorphe avec A(Hi2) =
ny € NT et N(Hy3) = ny € Nt (ny > ns), on a que

+o00 +o00
7T>\\B = Z T[37n+2n1—n2],+ @ Z T[_(3m+n1+n2)],—
m=0

m=0

c’est-a-dire
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+oo —+o0
7r)\|B - T[3m+—3fO(H)2*fo(Z)]7+ @ T[,(3m+ 3fo(H)2+fo(Z))L7~
m=0

m=0

Donc on en déduit aussi une nowvelle fois le résultat que 'on a obtenu dans la
section 6.5 :

7'()\|B1 = (+OO)T+@(+OO)T_

6.7 Confirmation des assertions (i) et (ii) de la conjecture
de Duflo pour G = SU(2,1)

Jusqu’a présent, on a confirmé les assertions (i) et (ii) de la conjecture de Du-
flo pour (G, 7y, B1) pour toutes les séries discrétes 7y, et pour (G, my, B), pour
7 holomorphe ou anti-holomorphe. Maintenant, le théoréme 6.9 nous permet
de les confirmer pour (G, 7y, B), pour 7y ni holomorphe ni anti-holomorphe.

Soit 7y ni holomorphe ni anti-holomorphe avec A(Hy2) € Nt et A\(Hy3) € NT
(AM(H12) > A(Hiz)). Comme dans le chapitre 5, O, = G.fo est son orbite
coadjointe associée dans g* avec fo = —A. Donc comme dans la section 6.2, on
peut obtenir que

{<kf0aE2>‘ ke K} - {<kf07H> + <f07Z>| ke K}

={x1.(fo, H) + (fo, 2)| =1 <21 < 1} = [fo(2) — fo(H), fo(H) + fo(2)].

Puisque |fo(H)| > |fo(Z)], d’aprés la formule (xx) de la section 5.4 et ce qui
la précéde, on déduit que

p(GfO) N bj‘r - ( |_| Qr,—) U( |_| Qr,-l—)'

TS*(Sfo(HG)+fo(Z)) r> 3f0(H)gfo(Z)

Donc on en déduit que ’ensemble des B-orbites coadjointes fortement réguliéres
et admissibles de b* qui sont contenues dans p(Ox, ) est

{2y, : NeNH J{Qy.4 : NeN}

—(BUDAI(Z) Ny 1 o gy = SUD_JolZ) | N 4 1 On Pécrit

oury = bR

comme une proposition. Voici

Proposition 6.11 Soit w5 ni holomorphe ni anti-holomorphe avec A(His) €
NT et AN(Hy3) € Nt (AN(Hi2) > MNHi3z)), et Or, son orbite coadjointe asso-
ciée dans g*. Alors 'ensemble des B-orbites coadjointes fortement réguliéres et
admissibles de b* qui sont contenues dans p(Oy,) est

{Qy,— N e N} J{Uy.+ : NeN}

_(3f0(H);‘fo(Z) + %) _ et Iy = 3fo(H)—fo(Z) + % + %

N 1
ourn = 37 G
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Puisque pour m € Z, T, + correspond & Q(%i%)#, les théorémes 5.5 et 6.10
et la proposition 6.11 nous permettent de confirmer les assertions (i) et (ii) de la
conjecture de Duflo pour (G, 7y, B), pour 7 ni holomorphe ni anti-holomorphe.

Donc les assertions (i) et (ii) de la conjecture de Duflo sont confirmées pour
(G, 7, B1) et (G, 7y, B) pour toutes les séries discrétes my de G = SU(2,1).

Remarque. Comme on a vu pour les séries discrétes holomorphes, pour les
séries discrétes ni holomorphes ni holomorphes, il n’y a qu’également un tiers
des B-orbites coadjointes fortement réguliéres et admissibles dans la projection
p(Or,) qui interviennent dans la décomposition O, | .

6.8 Conséquences sur (DX)>

Dans le théoréme 6.8, on a vu que pour 7y ni holomorphe ni anti-holomorphe
avec fo(H) € N*, fo(H) + fo(Z) € 2N* et | fo(H)| > |fo(Z)], on a que

+oo
EEDY dim((D;,)%)- T3, erontmnen, D
m=0

“+o0
z_:odim((Dfn)o").T[i(3er fo(2)=350U) )y
Donc d’aprés le théoréme 6.10, on déduit que

Proposition 6.12 Pour les systémes différentiels D et les sous-espace (DiE)>
définis dans la section 5.4, on a

dim((D£)>®) =0, si 0<m< fo(H)—1
et

dim((D£)>®) =1, si m > fo(H).

Ce résultat semblerait difficilement s’obtenir par des méthodes "directes".
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7 Comparaison entre la construction de Duflo et
celle d’Auslander-Kostant pour la conjecture

Dans cette section, on va interpréter la conjecture dans le cadre d’Auslander-
Kostant pour les groupes résolubles algébriques.
D’abord on fait quelques rappels concernant la théorie d’Auslander-Kostant

La théorie d’Auslander-Kostant :

Soit G un groupe réel résoluble algébrique tel que [G,G] C G* d’algebre de
Lie g, ici G* est le radical unipotent de G. Soit g € g* une forme linéaire. On dit
que g est entiére, s'il existe un caractére unitaire y, de G(g)o de différentielle
igla(g); 01 G(g) C G est le stabilisateur de g par rapport a 'action coadjointe de
G dans g*, g(g) est l'algebre de Lie de G(g) et G(g)o est la composante neutre
de G(g). On note g, 'ensemble des formes linéaires entiéres. Si g € gf ., on
note Y (g) 'ensemble des représentations unitaires irréductibles de G(g) dont la
restriction a G(g)o est un multiple de x, .

Soient [ une polarisation en g € g* et a un idéal de g, on dit que [ est admis-
sible pour a si [N ac est une polarisation en a = g|,.

Théoréme 7.1 Soit g € g*, alors il existe une polarisation positive | en g vérifi-
ant la condition de Pukanszky, qui soit g*-admissible (ici g* est le radical unipo-
tent de g), telle que [ soit G(g)-invariante et que I N g* soit G(g|qu)-invariante.

Soit g € g* et soit [ une polarisation positive en g vérifiant les conditions du
théoréme précédent. On définit alors la forme linéaire 6 € g(g)* par

0(X) = %Im tr(adX|;) , X € g(g)

Il s’avére que 6 est indépendant du choix de [.

Soit g € g* une forme linéaire telle que

(i) Glgr = gloe.

(@) Gla(g) = 9lagg) — -

Une telle forme linéaire existe, car g étant résoluble, on a (g(g))* = g“(9),
tandis que 6|gu(5) = 0. Alors I'orbite O = G.g de g ne dépend que de lorbite
O = G.g de g et I'application O — O induit une bijection de g%, /G sur g%,/G,
ou g’, est Pensemble des formes linéaires admissibles (dans le sens de Duflo).
Rappelons que l'on a déja défini ce qu’est une forme linéaire admissible (au sens
de Duflo) dans le chapitre 2.

Soit g € gl et g € gy comme ci-dessus, alors on a G(g9) = G(g). De
plus il existe un caractére yy de G(9)? de différentielle if. Alors 'application
T+ T = X, ' induit une bijection de Y(g) sur X (g), ott X(g) est ce que I'on
a définit dans le chapitre 2.

Sig € giy et 7 € Y(g), Auslander-Kostant lui font correspondre une
représentation m, » € G.

Sig € giyet T € X(g), Duflo lui associe une représentation T, , € G (ce que
Pon a expliqué dans le chapitre 2).

Alors on a le théoréme suivant :
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Théoréme 7.2 Pour tout g € g%, et tout T € Y(g), on a
T =157

Maintenant on revient sur G = SU(2,1), et on garde les notations dans les
chapitres précédents qui concernent GG. On va appliquer la théorie d’Auslander-
Kostant & B = M AN et B; = AN.

D’abord pour Bj, on a vu qu’il y a deux Bj-orbites coadjointes fortement
réguliéres (dans by *) QF qui sont également admissibles et ouvertes. Donc il est
évident que QF C by ;. Comme les stabilisateurs concernés sont triviaux, on
déduit des paragraphes précédents que Vf € QF, on a f € by}, et f: f. De
phlS Y(f) = X(f) = {7’} et Tfr = Tfﬂ- = Ti.

Maintenant, on traite B, on a vu que les B-orbites coadjointes fortement
réguliéres (dans b*) sont les 2, + = B.(rW* £ EJ), et Q, 1 est admissible <
r+4 =7/3.50it fr+ = (2 +5)W*+£E; € b*. On peut vérifier directement que
[ = CWaC(E;++iE])®CE; est une polarisation positive en f,, + qui vérifie le
théoréme précédent. Puisque tr(adW|;,) = F4, ot W € mest ce que 'on a défini
dans le chapitre 3, on déduit que g, + = fin .+, avec gpm + = W™ £ E5 € b".
Comme il y a un seul élément dans X (f,, +), il y en a seul aussi dans Y (g, +),
et on note 7, . la seule représentation unitaire irréductible associée & g, + au
sens d’Auslander-Kostant. Alors on a T = Tt

Maintenant, on part du paramétre de Blattner A. On a vu que si le paramétre
de Harish-Chandra A\ correspond a une série discréte holomorphe, alors A =
A+ asz1. On peut aussi vérifier facilement que si A correspond & une série discréte
ni holomorphe ni anti-holomorphe, alors A = .

On suppose d’abord que A correspond & une série discréte holomorphe ) tel
que M\(Hi2) = ny € NT et A(Hz1) = ng € NT. Notons 'orbite Oy = G.fx avec
fa = —iA € t* C g*. On vérifie facilement que fa(Hi2) = ny — 1, fa(Hs1) =
n3+2, fa(H) =ni—1et fa(Z) = —(n1+2n3+3). Donc on a fA(Z)+ fa(H) < 0.
Donc d’aprés la section 6.2, on déduit que

p(OA) = U Qr,f-

n3gn1 +1<r< 2n13+n3

Puisque 7, , = T,, +, la proposition 6.4 nous permet de conclure que
toute sous-représentation irréductible unitaire dans la décomposition
de 7)|p correspond a une (et une seule) B-orbite coadjointe fortement
réguliére et entiére (au sens d’Auslander-Kostant) qui est contenue
dans Oy = G. fa.

Remarque. (1) Ceci n'est pas vrai pour Oy = G.f\ avec fy = —iA, si l'on
utilise la théorie d’Auslander-Kostant pour B. D’autre part, Ceci n’est pas vrai
non plus pour Op = G.fx si 'on utilise la théorie de Duflo pour B.

(2) Le nombre des orbites entiéres (au sens d’Auslander-Kostant) dans p(Op)
est plus petit que le nombre des orbites admissibles (au sens de Duflo) dans
p(Or).

Pour les séries discrétes anti-holomorphes, on a les résultats analogues.
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Maintenant, on considére le cas les séries discrétes ni holomorphes ni anti-
holomorphes. Donc supposons A(Hi2) = ny et A(Hiz) = ny avec ny > na.
Puisque dans ce cas A = A, on a Oy = O,. D’autre part, on a vu dans la section
6.7 que

p(G.fo) N bj“r = ( |_| Qv‘,—) U( |_| Qr,+)'

—njq—no 2ny1—ng
r< 3 r> 3

Donc le théoréme 6.10 permet de conclure : Toute sous-représentation ir-
réductible unitaire dans la décomposition de 7|5 correspond a une (et
une seule) B-orbite coadjointe fortement réguliére et entiére (au sens
d’Auslander-Kostant) qui est contenue dans la projection de Oy = O,.
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8 Etude de variétés réduites et formule pour la
multiplicité

Si G est un groupe de Lie réductif connexe, K C G est un sous-groupe compact
maximal, alors une telle formule de multiplicité est la célébre formule de Blattner
qui est une identité combinatoire. Un probléme intéressant est : Est-ce que 'on
peut exprimer les multiplicités & ’aide de formules qui ne soient "visiblement
" pas combinatoires 7 La réponse est : Du moins, si H C G est un sous-groupe
compact (G est toujours supposé réductif), oui. En fait dans ce cas, Paradan
[[24],[25]) a réussi & obtenir une telle formule dans le cadre de la géométrie des
orbites coadjointes. Surtout il a réinterprété la formule de Blattner sous forme
non combinatoire. Parmi les objets principaux qu’il a utilisés figurent les var-
iétés réduites lices a des variétés symplectiques d’orbites coadjointes. Mais si
H C G n’est pas un sous-groupe compact, les choses deviennent compliquées.
Car il n’y a pas encore une bonne théorie générale pour les groupes de Lie non
compacts agissant sur les variétés symplectiques. Cependant, 1’objectif de cette
section est d’illustrer cette "philosophie" & travers le groupe G = SU(2,1) et
ses sous-groupes non compacts By et B.

Donc dans la suite de cette section, sauf indication contraire, on garde toutes
les notations concernant G = SU(2,1) introduites dans les chapitres et sections
précédents.

8.1 FEtude des variétés réduites

Soit fo € t* C g* une forme fortement réguliére et Oy, := G. fy sa G-orbite
coadjointe. Muni de la structure symplectique de Kirillov-Kostant-Souriau w,
(O, ™) = G/T est une variété symplectique, ot T est le tore maximal d’algébre
de Lie t (t est défini dans le chapitre 3). By (resp. B) agit dans Oy, par 'action
coadjointe, de sorte que (Oy,,w, By, p;) (resp. (Of,,w, B,p)) devient un espace
hamiltonien, ou 'application moment associée est la projection p; (resp. p). On
a vu que les Bj-orbites (resp. B-orbites) fortement réguliéres dans b} (resp.
b*) sont QF (resp. . +). Dans cette section, on va étudier la variété réduite
p; 1 (Q%)/B; que 'on note X4 (resp. p~*(Q,.+)/B que 'on note X, +).

Proposition 8.1 Soit fy € t* C g* une forme fortement réguliére, et Oy, =
G.fo. Alors

(1) Soit OF C p(Oy,). Alors : Si fo est dans le cone holomorphe, la variété
réduite X1 est difféomorphe a la sphére compacte de dimension 2. Sinon, X4
est une variété non compacte de dimension 2.

(2) Soit Q.+ C p(Oy,). Alors, la variété réduite X, 1 est réduite & un point.

Démonstration. Remarquons d’abord que, si b est un élément quelconque de
QF (resp. Q,.+), on a Xy = p;H(b)/B1(b) (resp. X, + = p~1(b)/B.

Soit S = K.fy qui est 'orbite co-adjointe de fy dans £*, difféomorphe a la
sphére de dimension 2. Tout d’abord on montre que p;(S) est une sous-variété
compacte de b} et que p; induit un diffeomorphisme de S sur p;(S) : cela résulte
de ce qui est dit dans la section 5.3 et de la formule py(z1 H + 2o F 4+ x3V) =
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11 By +xo B +x3E]" (remarquons que I'on peut donner une autre démonstration
de ce fait moins calculatoire et qui se généralise, reposant sur le fait que le noyau
de Papplication linéaire p; est, modulo identification de g* avec g au moyen de
la forme de Killing, m & 6(n)).

Soit fi € S tel que bi+ := pi(fy) € QF et Sp = S ﬂpfl(Qi). Alors
X1 = p;t(bi+) (car dans ce cas, le stabilisateur de bj+ dans b} est trivial).
L’application z +— z.b;+ est un diffeomorphisme M-équivariant de B; sur QF
dont on désigne par oy I'inverse. On pose X1 = o4 o p1(Sy).

Alors

1 X4 est une sous-variété M-invariante de By difféomorphe via o4 a S4.

2 5. = S si et seulement si p(Oy,) C QF. Dans ce cas Sy = . Sinon, Sy
est une sous-variété ouverte non-compacte de la sphére S, qui est une calotte
sphérique.

3 Soit Ax = {(g9,04(g9))|lg € S+}. Alors l'application g — (g,04+(g)) (resp.
(g9,0+(9)) = 0+(g9)"t.g9) est un diffeomorphisme M-équivariant de Sy sur A
(resp. de Ax sur X4).

4 Un systéme de représentants des M-orbites dans S (resp. Si) est {fy =
exp—2V.fol0 € [0,7]} (vesp. {fo = exp—5V.fol0 € [0,7] et =+ (fo(H)cosf +
£(2)) > 0}).

5 On pose €(fy) = % et fr = xe(fo)fo. Alors fr € S siet

seulement si p1(Oy,) N QF # 0.

6 Le calcul montre que p(fy) = —¢(fo(Z) =3 fo(H) cos )W*+(fo(H) cos 6+
fo(2))E3+fo(H) sin E;. D’apreés la section 5.2, il en résulte que (o4 (gg) ~t.g9, W) =
¢(cos ) out ¢ est la fonction homographique ¢(t) = &(2fo(Z) — 3%)

Il est alors clair que les variétés réduites pour B sont des points.

D’oit les résultats.

O
Remarque. Il est possible que 'image réciproque p~!(rW* + E3) est réduite
a un point elle-méme, par exemple lorsque rW* = E3 est dans la méme orbite
que p(fo).

8.2 Multiplicité et variétés réduites

On a vu que pour toutes les séries discrétes (holomorphes ou pas) my, on
a m\|p est B-admissible et toute sous-représentation irréductible (de B) qui
intervient est de multiplicité 1. Pourtant, il n’y a que exactement un tiers des
B-orbites fortement réguliéres et admissibles dans la projection p(Ox, ) qui in-
terviennent dans la décomposition de my|g. En fait on a le résultat suivant (on
rappelle que les groupes G et B ont le méme centre, Z¢) :

Proposition 8.2 Soit 7wy une série discréte de G = SU(2,1) avec A € t* et soit
f = —iA\. Supposons que la B-orbite fortement réguliére et admissible Q%i%’i
soit contenue dans p(G.f). Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) la série discréte Ty, + de B intervient dans mx|p,
(#) les séries discrétes wy et Th, o ont méme caractére central,

(iii) m — MELID) ¢ 37

Démonstration. C’est une conséquence facile de I’assertion (4) remarque 1 du
chapitre 4 et du corollaire 6.2 qui décrivent le caractére central des séries dis-
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crétes de GG et de B, ainsi que de la proposition 6.4 et du théoréme 6.10. 1

Dans la suite on va donner une interprétation de ce phénomeéne dans le cadre
de la quantification Spin,. Cette interprétation s’inspire des travaux de Paradan
(théoréme 2.16 dans [26]) pour les groupes de Lie compacts agissant dans les
variétés symplectiques (non compactes) avec l'application moment propre. Ce
qui est nouveau dans notre cas est que le groupe B n’est pas compact. De plus
pour toute série discréte (holomorphe ou pas), le résultat s’applique, méme si
lapplication moment (la projection) n’est pas forcément propre (e.g. pour les
séries discrétes ni holomorphes ni anti-holomorphes).

Avant d’aller plus loin, nous devons expliquer quel est le fibré associé a une
orbite de type compact fortement réguliére et admissible dans le cadre de la
quantification Spin,. Soit G un groupe presque algébrique d’algébre de Lie g
et f € g* une forme de type compact fortement réguliére et admissible. Nous
supposons que G et G(f) sont connexes. Comme Ad G(f) est un tore compact,
il existe un lagrangien complexe [ et positif dans g¢ qui soit G(f)-invariant. Par
suite, d’aprés le lemme 2.1, il existe un caractére x5 de G(f) de différentielle
o1+ if|g(f). Il s’avére d’une part que ce caractére ne dépend pas du choix du
lagrangien positif [ et d’autre part que si x; désigne le caractére de G(g)? de
différentielle p;, on a X (f) = {X; "xy}. On définit alors le fibré associé¢ a I'orbite
comme le fibré en droites £ = G Xg(y) Cy;,.

Donnons deux exemples qui nous intéressent. Soit 7, une série discréte de
G = SU(2,1) avec \ € t* et soit f = —i\ de sorte que O, = G.f. Dans ce cas,
le fibré £ de base O, est défini par le caractére xy de T = G(f) de différentielle
le paramétre de Blattner A = A+ p — 2pg, ou p (resp. pi) est la demi-somme
de I’ensemble des racines positives (resp. positives compactes) défini par .

Considérons la série discréte T)y, 1+ de B, associée a l'orbite Qm 1 . et soit
hm,+ 'élément de cette orbite tel que hp+ = (% + $)W* £ E} et dont le
stabilisateur est M. En utilisant la polarisation positive [t de la section 6.1, on
voit que dans ce cas le fibré £ de base Qm 1  est défini par le caractére xa,, .
dont la différentielle vérifie dxp,, , (W) = i(§ 4+ 1); par suite x,, . & méme
restriction & Zg que le caractére o, de la section 6.1.

Proposition 8.3 Soit 7wy une série discréte de G = SU(2,1) avec X € t* et soit
f =1i\. Supposons que la B orbite fortement réguliére et admissible Q%i%’t soit
contenue dans p(G.f). Alors, la multiplicité de la série discréte Ty, + de B dans

malp vaut 1 si les caractéres x et Xhp.» ONE MEmMe restriction au Sous-groupe
M(f) et 0 sinon.

Démonstration. On vérifie tout d’abord que M (f) est le centre Zg du groupe
G. D’autre part, il résulte de l'assertion (4) remarque 1 du chapitre 4 et du
corollaire 6.2 que le caractére central de my (resp. T}, +) est donné par x|z,

(resp. Xn, 1 lze)- O

Ce résultat est analogue du résultat démontré par Paradan dans ([26], sec-
tion 2.4 "Quantization of points", Theorem 2.16), dans lequel il considére un
groupe de Lie compact muni d’une action hamiltonienne sur une variété symplec-
tique avec application moment propre et calcule la quantification de la variété
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réduite lorsqu’elle est réduite a un point. En effet, d’aprés la proposition 8.1,
la variété réduite d’une orbite Qm 1 ;. contenue dans p(G.[) est réduite & un
point.

Par analogie avec le résultat de Paradan, nous dirons que la quantification
Spin, Qspin(X%i%,i) de la variété réduite Xm 1 o vaut 1 siles caractéres x
et Xn,, . ont méme restriction au sous-groupe M (f) et 0 sinon (ce cas englobant
celui ou la variété réduite est vide, i.e. 'orbite Q%i%i n’est pas contenue dans

p(G.[)).

Avec cette convention, on voit que assertion (iii) de la conjecture de Duflo
est confirmée pour (G, 7y, B) pour toutes les séries discrétes. Puisque nous avons
déja confirmé les assertions (i) et (ii) de la conjecture de Duflo pour (G, my, B)
dans le chapitre 6, la conjecture de Duflo est confirmée pour (G, 7y, B)
pour toutes les séries discrétes.

Remarque. Le fait que toute variété réduite p=*(hy,,+)/M soit un point sem-
ble donner une explication géométrique au fait que la multiplicité d’une série
discréte de B qui intervient dans 7y est au plus 1.

D’aprés le Théoréme 6.3 (de Rossi-Vergne) et le théoréme 6.10, on sait que
7mz|B, est Bi-admissible si et seulement si 7y est holomorphe (ou antiholo-
morphe). Supposons que 7 est holomorphe, alors d’aprés la section 6.2, on
a p1(Oyr,) = Q. Donc selon la proposition 8.1, la variété réduite p; *(Q7) /By
est une sous-variété de O,, difféomorphe a la sphére compacte de dimension 2.
La théorie nous dit que c’est une sous-variété symplectique de O, : on note 3 sa
structure symplectique, qui provient par restriction de celle (Kirillov-Kostant-
Souriau) de Oy, . Puisque p; 1(27)/B; est de dimension deux, alors la forme
volume de Liouville pour 3 est 5.

Proposition 8.4 Soit wy une série discréte holomorphe de G, avec le paramétre

de Harish-Chandra X\. Soit fo = —i\ € t* C g* la forme linéaire associée (au
sens de Duflo) de sorte que O, = G.fy. Alors
malm = ([ T
X 4T

Démonstration. D’apreés le théoréme 6.3, il s’agit de montrer que

o (H

< o f()( )7

ol H € g est le méme que celui dans le théoréme 6.3. Dans la suite on va calculer
/ ¥ % par deux méthodes différentes : La premiére méthode procéde par calcul
direct, la deuxiéme plus directe, utilise un argument de topologie différentielle.

Méthode 1 : Dans la démonstration de la proposition 8.1, on obtient un dif-
feomorphisme de K.fy sur p;'(p,(fo)), on le note ®. Or lapplication o :
(x2,z1,2Y) = fo(2)Z* + fo(H)(x2H* — x1 F* — 24/ V*) induit un difféomor-
phisme de S? = {(xg,z1,7}) : 23 + 23 + 22 = 1} sur K.f;. Par suite ® o o est
un difféomorphisme de S2 sur py*(p;(fo)). Soit S2' = {(zq,x1, ) € 52 : x #
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0 ou 1 > 0}. Donc ® o ¢(52") est un ouvert de py *(p;(fo)) de complémentaire
négligeable pour toute densité sur p; *(p;(fo))-

. - fo(H) sin 6 . 2ty _ Jo(H)cosO+fo(Z)
Soit Trg = — m et soit ta tel que e to — W , ou
Z € g est ce que l'on a défini le chapitre 3. Pour (6,¢) € [0,7] x [0,27], on

pose x(0,p) = exp W exptpSexp xg £} exp—gV € G et g(d go) = z(0,¢).fo.
Alors {g(0, ) : (0,9) € [0,7] x [0,27]} = p; (p1(fo)), de plus Iapplication
(0, ) — g(0, ¢) est un diffeomorphisme de [0, 7] x [0, 27] sur ® oo (S?'). En fait,
M stabilise p(fo) (dans b*), donc agit dans p~t(p(fo)), donc aussi agit dans
p; (py(fo)) (car b = RW @ by et M = expRW). Soit = € By et k € K, tel
que py(z.k.fo) = pi(fo). Alors si m € M on a m(z.k.fy) = mam ™ (m.k.fo).
On peut donc supposer que k.f fait partie d'un ensemble de représentants
des M-orbites dans K.fy., i.e. on peut supposer que k.fo = fo = fo(Z)Z* +
fo(H)(cos0H* — sinfF*) = exp(—%)V.fo avec § € [0,7], ici F,V € € sont
définis dans la section 5.3. Dans ce cas, on peut vérifier directement (par les
informations d’apreés la proposition 5.2 de la section 5.2) que p;(z.f9) = p1(fo)
si et seulement si @ = expp.S. exp exp xg E].

Soit g la forme symplectique sur @ o 0(52/). Nous allons calculer g*(3y).
Tout d’abord, on a

1
99 _ x(0,¢)[— V + @Ad(exp QV) 1+ %Ad(exp QV exp —wgE]).S].f
o0 de 2
0
g—i = z(6, p)Ad(exp §V exp —xoE}).W.f .
Posons
U, p) = V + %Ad(exp HV) 1+ %Ad(exp QV exp —x9E1).S,
do do 2
4 /
Z(0,¢) = Ad(exp §V exp —zoEq).W.
Alors on a

g*(B) = fo([Z2(0,¢),U(0,¢)])dp A db.
Or par des calculs directs, on peut obtenir que

folH)? = fo(2)?
(fo(Z) + fo(H) cos6)?

fo([Z(8, ), U0, 9)]) = %fO(H) sin 0

On a donc

Jo(2)” — folH)? do A dep.

* —1 sin
g (8) = 5 fo(H) 9(f0(2)+f0(H) cos 0)?

2

Il vient donc

p_1 - fo(2)? — fo(H)?
x_ 2w 4r | /]O,QW[X]O,W[fO(H) sm9(f0(Z) + fo(H) cos6)?

dpdb |

2 sin 6
:*‘/ d@/ (fo(@)* = S o) ey cosay? ™|
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1 9 o 1 du
= S (o(2) ~ folH) )/_1 T R

1 1
| fo(Z) =T fo(H) | | fo(2) [+ fo(H) |
=| fo(H) |= fo(H),

= S (2~ fo(H)P)] |

d’ou le résultat cherché.

Méthode 2 : Notons I' : G — O, le fibré principal (avec la fibre G(fo)).
Ici, il existe un unique caractére Xy, de G(fo) de différentille i fo[gf,). Soit £ =
G X (f,) Cxy, le fibré en droite de Kirillov-Kostant-Souriau correspondant. Pour
simplifier on note X, := p; ' (p;(fo)). Il est clair que le fibré Lx,, restriction
de £ a Xy, est T71(X,) X () Cxy, - Done via le difféomorphisme @ : K. fo —
Xfys Lx,, induit un fibrée ®*(Lx, ) de base K.fo C Og,. On peut vérifier
directement que ®*(Lx fo) est exactement la restriction de £ a K. fy, Li 5, =
I7HK. fo) XG(f0) Ciy,-

Soit V la connexion de Kirillov-Kostant-Souriau pour £. Soient Vg 5, et
Vx o les connexions induites pour Lk f, et Lx s, respectivement. Les formes
courbures correspondantes sont 3|k 5, et 5 x for D’autre part, ®*(V x fo) est une
connexion sur le fibré ®*(Lx, ) = Lk f, dont la forme courbure est ®*(8x, ).
Puisque les connexions ®*(V x fo) et Vg s, proviennent du méme fibré, il est
connu que les formes courbures correspondantes ®*(Sx, ) et Sk g, sont dans
la méme classe de cohomologie de de Rham (pour ceci, on peut consulter par
exemple le livre classique de Kobayashi et Nomizu intitulé "Foundations of Dif-
ferential Geometry ") . Donc on déduit que

B _ & (Bxs) _ B
/K-fo .

¥ 2T 2 N K.fy 2T

La mesure de densité définie par la forme volume apparaissant dans la
derniére intégrale est proportionnelle & la mesure invariante canonique sur la
sphére (ici on considére naturellement K. f; comme une sphére de rayon 1). Pour
calculer la constante de proportionalité, il suffit de calculer la valeur de la deux-
forme sur deux vecteurs tangents indépendants en un point. On peut obtenir

directement que la constante concernée est @ Donc [ K.fo b 52 = fo(H),
d’ou le résultat. (]

Donc dans ce cas assertion (iii) de la conjecture de Duflo est confirmée
pour (G,my, B1), et on peut confirmer de la méme maniére 1'assertion (iii) de
la conjecture de Duflo pour (G,my,B;) pour 7 anti-holomorphe . Donc en
combinant les résultats que ’on a obtenus dans le chapitre 5, la conjecture de

Duflo est confirmée pour (G, 7y, B1) pour toutes les séries discrétes.
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9 Appendice

9.1 Sur la projection des orbites coadjointes fortement
réguliéres d’une algébre de Lie simple.

Le résultat suivant et sa démonstration nous ont été communiqués par Michel
Duflo.

Rappelons que, si g est une algébre de Lie semi-simple, la forme de Killing
induit un isomorphisme de g-modules de g* sur g. Nous dirons alors qu’une
forme linéaire sur g est semi-simple si, sous cet isomorphisme, elle correspond a
un élément semi-simple de 1'algébre de Lie g.

Théoréme 9.1 Soit g une algébre de Lie simple sur C, i) C g une sous-algébre
de Lie propre et p : g* — b* la projection naturelle. Soit Q2 C g* lorbite sous
laction naturelle du groupe adjoint de g d’un élément «semi-simpley régulier.
Alors p(Q) contient un ouvert de Zariski non vide de h*.

Démonstration. Pour démontrer le théoréme, on s’appuie sur le lemme suiv-
ant

Lemme 9.2 Soit g une algébre de Lie algébrique, G un groupe algébrique con-
nexe d’algebre de Lie g, h C g une sous-algebre de Lie et p : g* — bh* la
projection naturelle. Soit Q0 une G-orbite dans g*. Alors les assertions suivantes
sont équivalentes :

(i) p(Q) contient un ouvert de Zariski non vide de h*.

(i) Il existe g € Q tel que g(g) Nh = {0}.

(iii) Il existe g € Q) tel que son orbite sous laction du sous-groupe analytique
de G d’algébre de Lie b soit de dimension égale o celle de b.

Démonstration. Les assertions (ii) et (iii) sont clairement équivalentes.
L’assertion (i) s’écrit quant & elle : il existe g € € tel que p(T,(2)) = b*, on
T, () désigne l'espace tangent en g a Q. Ceci s’écrit aussi dim g.g — dim(g.g N
h1) = dimb, soit encore dim(g.g N h*) = dimg — dimg(g) — dimb. Consid-
érant I'orthogonal de g.g N b, on voit que cette derniére relation équivaut a
dim(g(g) + b) = dim g(g) + dim b. D’ou le lemme. O

Le résultat suivant est conséquence immédiate du lemme.

Corollaire 9.3 Sous les hypothéses du théoréme, les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) L’image par p de toute orbite coadjointe «semi-simpley réguliére de g*
contient un ouvert de Zariski non vide de bh*.

(i) 1l existe une sous-algébre de Cartan t de g telle que tNh = {0}.

Démontrer le théoréme se raméne donc a démontrer ’assertion (ii) du corol-
laire. 11 suffit de le faire lorsque h est une sous-algébre propre maximale de g, ce
que l'on suppose désormais. Soit G le groupe adjoint de g. Alors le normalisateur
H de b dans G est un sous-groupe algébrique d’algébre de Lie h. Soit X = G/H
qui est une variété algébrique irréductible isomorphe & la classe de G-conjugaison
de B. Soit t une sous-algébre de Cartan de g et T le sous-groupe de Cartan de G
correspondant. On fait agir 7" sur X et on étudie les sous-groupes d’isotropie de
cette action. Si zH € X, le stabilisateur de «H dans T est T*H = T NaHx ™!
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et il a pour algébre de Lie t(zH) = t N Adz(h). D’aprés Richardson ([27]), il
existe un ouvert de Zariski non vide X’ de X tel que les sous-groupes d’isotropie
T(xH), xH € X', soient deux & deux T-conjugués, donc tous égaux entre eux.
Soit xoH € X’ et a = tN Adzo(h) = Adwo(Adzy () Nh). Alors, on a a C i
ot i = NygexAdz(h). Or i est un idéal propre de g : en effet si Y € i, on a
Adz~'Y € b pour tout zH € X’ et donc pour tout xH € X, par continuité, de
sorte que i = NygexAdz(h) est bien un idéal de g, propre car contenu dans b.
Comme g est simple, on a i = {0} et donc Adxy'(t)Nh = {0}. D’oit le théoréme
O

9.2 Sur le comportement asymptotique au voisinage d’un
point singulier de premiére espéce des solutions d’un
systéme différentiel linéaire ordinaire.

Les résultats de cet appendice concernant le comportement asymptotique au

voisinage de 0 des solutions systémes étudiés dans la section 6.5 nous ont été
communiqué par Claude Sabbah.

On considére un systéme différentiel de taille ¢

M(z)

z

y'(z) = y(2), ()
ot M (z) est holomorphe en 0. On note My = M (0) et Més) la partie semi-simple
de Mo.

Proposition 9.4 La solution fondamentale Y (2) du systéme (x) peut étre mise
sous la forme
Y (2) = U(z)z202N,

ou Ay est diagonale et équivalente a Més), N est strictement triangulaire in-
férieure, et U(z) est holomorphe inversible (¢’est-a-dire det U(0) # 0).

Remarque. Dans cette écriture, il se peut que N ne commute pas a Aq lorsque
certaines valeurs propres de A différent d’un entier non nul. L’ordre de I’écrit-
ure est donc important.

Démonstration. Si on pose Y (z) = P(2)Y (z) avec P holomorphe inversible,
et si Y(z) est une matrice fondamentale de (x), alors Y (z) est une solution
fondamentale du systéme analogue de matrice M(z) = PMP~ '+ 2P' P L

On effectue un premier changement de base constant P° de sorte que la
nouvelle matrice P°My(P°)~1, que je note encore My pour simplifier, soit sous
forme de Jordan triangulaire inférieure. On choisit aussi PV de sorte que les
parties entiéres des éléments diagonaux de la diagonale A( soient rangés en
ordre croissant. Je les note di < dy < --- < dy. Pour simplifier, je note encore
M (z) la matrice obtenue et je note D la matrice diagonale diag(ds,...,dp).
Enfin, je pose d = dy — dy > 0. La matrice D commute & Ay et My, et les
valeurs propres de My — D ont une partie réelle dans [0, 1[, de sorte que la seule
valeur propre entiére de ad(My — D) est 0.
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Lemme 9.5 II existe un changement de base holomorphe inversible P'(z) tel

que M = My + 2By + -+ + 2%By, ot les matrices constantes By, satisfont a
ad(D)(By) = kBy (en particulier sont strictement triangulaires inférieures).

On admet provisoirement ce lemme, et on écrit M = :PBz=P , avec B =
My + By + -+ + By. En effectuant le changement de variable (méromorphe)
de matrice 2=, on trouve donc que z~P P'PYY est solution fondamentale du
systéme de matrice B—D. Maintenant, B—D s’écrit AO—D—l—MSn)—i—Bl—I—- -+ By,
ol Mén) est la partie nilpotente de My, donc strictement triangulaire inférieure
et commute & Ag. Par conséquent, il existe une matrice constante inversible
P? triangulaire inférieure telle que P?(B — D)(P?)~! = Ay — D + N, avec N
strictement triangulaire inférieure commutant & Ay — D (mais peut-étre pas a
Ao). Ainsi, on a, en posant Y = P2z~Pplpoy, [f/' = w 57] et donc
Y = 2z20-D N Par suite,

Y = (PIPO)flzD(PQ)fleofDZN

— [(Plp())—1ZD(P2)—1Z—D]ZA02N7

et on pose U(z) = (P'P%)~12P(P?)~127P. La matrice T := (P?)~! est tri-
angulaire inférieure. Par suite les entrées z%~9it;; de 2PT2~P son nulles si
i < j, et puisque la suite (d;) est croissante, la matrice 2Tz~ est holomorphe
inversible. Finalement, U(z) est holomorphe inversible, comme voulu. g

Corollaire 9.6 La dimension de l’espace des solutions de (x) qui sont locale-
ment L? en z = 0 pour la mesure dz/z sur la demi-droite réelle R, est égale au
nombre de valeurs propres de M (0) ayant une partie réelle strictement positive.

Démonstration. Une solution y de (x) est une combinaison linéaire a coeffi-
cients constants des vecteurs colonnes de Y. Elle est de la forme U(z)y, ol y est
la combinaison linéaire correspondante des vecteurs colonnes de Y. De plus, y est
L? si et seulement si § est, puisque U(z) est inversible. Si Ag = diag(61, . . ., 5),
les colonnes de Y sont de la forme

0
2%

nj+17jz‘§j+1 log z

5 (l.og z)t=i
(=t

et on voit qu'une combinaison linéaire & coefficients constants non nuls de

colonnes est L? si et seulement si chaque Red; correspondant est > 0. O
Démonstration. [Démonstration du lemme| On cherche une matrice P(z) =

Id + zP! + - -+ et des matrices B; comme dans le lemme, de sorte que I’on ait

ng,jz

dP?
- - :(M0+z31+-~-—|—ZdBd)P1(Z)—Pl(z)(M0+ZM1+Z2M2+"')' (2)
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On commence par considérer les équations pour j = 1,...,d. On écrit
jP} = MoP} + B; — P} Mo+ W;(P},..., P} ;Bi,...,Bj_1; My,..., M),

ot ¥; est connu par récurrence sur j, et on veut déterminer le et Bj;. On écrit

ceci sous la forme
(j1d — adMo)(P}) = B; + ¥;.

L’endomorphisme jId — adMj est inversible si j > d + 1 : en effet, les valeurs
propres de adM, sont les différences des valeurs propres de My ; si une telle
différence est égale a 'entier j, autrement dit si jId —adM, a une valeur propre
nulle, la différence des parties entiéres correspondantes est aussi égale & j, et
donc 5 < d.

Puisque ad My commute a adD, on peut décomposer cette équation sur les
sous-espaces propres de adD. De plus, puisque la seule valeur propre entiére de
ad(My — D) est 0, 'endomorphisme ad(My — D) + kId est inversible pour tout
entier k # 0. Sa restriction & chaque espace propre de adD satisfait a la méme
propriété.

Ceci étant rappelé, on cherche donc a résoudre, pour tout entier k, ’équation

(j1d — adMo) (P} ™) = B 1wl (3)

ot Q) désigne la composante de la matrice Q sur 'espace propre de valeur
propre k de adD, qui satisfait donc adD(Q®*)) = kQ®*).

a. Sik +# j,ona Bj(k) = 0 et (jId — adMy) coincide sur cet espace propre
avec 'endomorphisme (j — k)Id — ad(My — D) qui, on I’a vu ci-dessus, est
inversible. On peut donc trouver une solution (unique) a I'équation (3).

b. Si k = j, on doit résoudre sur cet espace propre l’équation ad(D —
Mo)(le(J)) — BJ(:” = \115:7) en déterminant Bj(.J) par la méme occasion.
Choisissons un supplémentaire de 'image de ad(D — My) dans cet espace
propre. Alors on peut décomposer \IJSJ ) en somme d’un élément de I'image

de ad(D— M), ce qui donne le(j) (de maniére non unique) et d’un élément
dans ce supplémentaire, qu’on baptise BJ(-j ).

On continue maintenant la récurrence lorsque j > d + 1, tous les B; étant
connus. On procéde exactement comme dans le cas ou j < d, mais il n’est
plus nécessaire d’introduire des termes correctifs B; puisque jld — adMj est
inversible, et on détermine le comme dans le cas (a).

Reste a montrer la convergence de la série P(z), ce qui est un résultat

classique, puisque le systéme (2) est a pole simple. O
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