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Directeur de Thèse : T. POINOT
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M. J-C. Carmona Professeur à Arts et Métiers ParisTech

Examinateurs : M. M. Chaabane Professeur à l’Université de Sfax, Tunisie
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humaines et scientifiques. Je lui suis très reconnaissante de la confiance qu’il m’a toujours
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2.2.2.2 Extension de la méthode du propagateur aux systèmes
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4.4 Réjection du biais dû à l’erreur de modélisation . . . . . . . . . . . . . . . 108
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(∗) et la valeur moyenne des paramètres estimés par une croix noire (+).
Les disques noirs (•) représentent des valeurs défaillantes. . . . . . . . . . . 94
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moindre carrés. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92
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DVS Décomposition en Valeurs Singulières
E/S Entrées/Sorties
FIR Finite Impulse Response
FLI Filtre Linéaire Intégral
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up(t) · · · up−(t̄)

] ∈ R
nup×M

vf (t) =
[
vT (t) · · · vT (t + f − 1)

]T ∈ R
nyf×1

Vf (t̄) =
[
vf (t) · · · vf (t̄)

] ∈ R
nyf×M

vp(t) =
[
vT (t − p) · · · vT (t − 1)

]T ∈ R
nyp×1

Vp(t̄) =
[
vp(t) · · · vp(t̄)

] ∈ R
nyp×M
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Introduction générale

La construction et l’utilisation de modèles constituent, de nos jours, des étapes in-
contournables de nombreuses disciplines scientifiques et technologiques (physique, chimie,
biologie, économie. . .). La modélisation permet en effet de formaliser le comportement du
processus étudié à l’aide d’une représentation, baptisée « modèle », à partir de laquelle il
est possible de comprendre, commander ou améliorer le fonctionnement du procédé ana-
lysé. Deux approches, souvent complémentaires, peuvent être envisagées pour modéliser
un système :

– La première, qui fait appel aux connaissances des spécialistes du domaine considéré,
consiste à regrouper, généralement sous forme de systèmes différentiels, algébriques
ou graphiques, les lois et relations de la physique qui décrivent le comportement du
processus. On parle alors de modèle de type « bôıte blanche » (ou « boite grise »

selon la complexité du modèle final). L’estimation des paramètres de ces modèles est
alors réalisée soit par des essais types généralement bien mâıtrisés par le spécialiste
du domaine considéré (on parle alors généralement de modèles « bôıte blanche »),
soit par des techniques d’estimation paramétrique à partir des données d’entrée-
sortie ou fréquentielles du procédé (on parle alors généralement de modèles « bôıte
grise »).

– Dans de nombreuses situations pratiques, la complexité du procédé à modéliser est
telle qu’il est difficile, voire impossible, de connâıtre ou d’associer les lois physiques
gouvernant la dynamique du système. Il est alors nécessaire de faire appel à un
modèle « bôıte noire » (ou modèle de comportement), construit quasi exclusivement
à partir de mesures des données d’entrée-sortie du procédé. L’objectif majeur de
ce modèle est de reproduire au mieux le comportement du processus identifié. On
parle plus particulièrement, dans ce cas, « d’identification du système ». Le modèle
de représentation ainsi obtenu est généralement constitué d’un ensemble de relations
mathématiques liant les variables du système analysé. Les paramètres de ce type de
modèle sont, la plupart du temps, difficilement interprétables physiquement.

La modélisation est souvent considérée comme la phase initiale de l’automatique mo-
derne. Elle permet en effet de déterminer le modèle du procédé qui sera utilisé pour prédire
son comportement futur, diagnostiquer ses évolutions de fonctionnement ou synthétiser
son régulateur et sa loi de commande. Puisque les processus industriels sont généralement
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Introduction générale

complexes, il est nécessaire de posséder des connaissances approfondies dans des domaines
aussi variés que la mécanique, l’électronique, l’énergétique, la biologie ou la chimie pour
obtenir un modèle bôıte blanche efficace. La modélisation expérimentale ou l’identification
des systèmes [SS89, BDRaZ92, Lju99a] sont alors une alternative logique à la modélisation
classique fondée sur l’exploitation des lois physiques pour

– avoir accès à des paramètres inconnus de modèles dont les équations sont issues des
lois de la physiques,

– estimer un modèle « bôıte noire » du procédé.

Quelles que soient la provenance des équations utilisées et la structure du modèle
choisi, de par la complexité des systèmes étudiés, le modèle à estimer est, le plus souvent,
une description approchée du comportement global du système. Les modèles employés
sont très souvent des représentations linéaires à temps invariant. Ce choix s’explique prin-
cipalement par le fait que, sous cette hypothèse, le comportement entrée-sortie du système
est représenté à l’aide d’équations différentielles ou d’équations aux différences plus faciles
à manipuler que des fonctions non-linéaires et/ou à temps variant. Ayant conscience de
la limite de validité de tels modèles, l’utilisateur des modèles identifiés demande d’avoir
non seulement accès à un modèle nominal fiable mais également à une représentation des
erreurs induites par une telle approximation [Lju01, XL02, Enq05]. C’est dans ce contexte
que s’inscrit les développements proposés dans ce manuscrit. Plus particulièrement, le
travail présenté ci-après cherche à fournir à l’utilisateur

– des techniques d’identification de systèmes multivariables conduisant à des modèles
linéaires à temps invariant fiables du système,

– une caractérisation des erreurs et des incertitudes liées au modèle nominal reflétant,
d’une certaine manière, la distance du modèle nominal au système non-linéaire et/ou
à temps variant qu’on doit identifier.

Pour résoudre ce problème, ce manuscrit s’articule autour de quatre principaux cha-
pitres.

Chapitre 1 : Quelques techniques de caractérisation des incertitudes dues aux
bruits et aux erreurs de modèles. Ce chapitre présente les principales approches
d’identification de modèles linéaires à temps invariant et leur associe quelques tech-
niques de modélisation de l’erreur de modèle et de caractérisation des domaines
d’incertitude. Un accent particulier est porté sur

– les techniques dédiées aux modèles d’état,
– les approches à erreur bornée.

Elles sont en effet à l’origine des principaux développements proposés dans cette
thèse.

Chapitre 2 : Identification de modèles d’état linéaires structurés. Pour identifier
des modèles d’état linéaires à temps invariant, les méthodes des sous-espaces sont
désormais considérées comme une alternative fiable aux techniques plus classiques
d’optimisation non-linéaire (méthodes d’erreur de sortie ou d’erreur d’équation).
Dans leur grande majorité, les méthodes des sous-espaces souffrent malheureuse-
ment d’un problème majeur pour la caractérisation des incertitudes des paramètres
estimés : il est quasiment impossible de figer la base dans laquelle les modèles sont
identifiés, en particulier lorsque plusieurs modèles sont obtenus à partir de diffé-
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rents jeux de données. Ce chapitre expose quelques solutions à ce problème, dans
un contexte à temps discret, à temps continu, en boucle ouverte et en boucle fer-
mée. Ces solutions partagent comme point commun de s’affranchir de l’utilisation
de l’algorithme de décomposition en valeurs singulières et d’offrir la possibilité de
fixer la base de coordonnées de l’état. Ces techniques sont comparées et validées à
l’aide d’exemples de simulation.

Chapitre 3 : Caractérisation des domaines d’incertitude de modèles d’état li-
néaires structurés. Ayant accès à un modèle fiable linéaire à temps invariant du
système, la deuxième étape consiste à caractériser les incertitudes relatives aux pa-
ramètres identifiés. Pour cela, une approche appartenant à la famille des techniques
à erreur bornée est considérée. En supposant que les résidus fournis dans la phase
d’estimation soient bornés, trois méthodes sont proposées, plus ou moins complexes
et directes, pour caractériser les incertitudes des modèles d’état structurés identifiés
à l’aide des techniques présentées dans le chapitre 2. Leurs performances sont ana-
lysées à l’aide d’exemples de simulation et de données réelles issues d’un prototype
d’éolienne.

Chapitre 4 : Réjection du biais dû à l’erreur de modèle dans le cas de sys-
tèmes multivariables. L’utilisation d’un modèle linéaire de complexité réduite ne
permet généralement pas de prendre en compte toutes les dynamiques du système
et encore moins ses non linéarités. On est dans le cas d’une estimation paramétrique
à l’aide d’un modèle d’ordre réduit (ou de complexité réduite) et donc en présence
d’une erreur de modélisation non mâıtrisée. Si toutefois, on souhaite que le modèle
choisi caractérise au mieux le comportement du système dans la bande de fréquence
utile, il est nécessaire de rejeter le biais qui va être induit par cette erreur de mo-
délisation. Ce chapitre propose ainsi d’étendre une technique de réjection du biais
développée initialement dans le cas monovariable à celui des systèmes multivariables.
Les performances de l’approche sont illustrées par un exemple en simulation.

Le chapitre 5 expose une synthèse des contributions de cette thèse et présente les travaux
de recherche futurs en lien avec la problématique traitée dans ce manuscrit.
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Chapitre 1. Quelques techniques de caractérisation des incertitudes dues aux bruits et aux erreurs de modèles

1.1 Introduction

L’élaboration de modèles de systèmes représente un point clé de nombreuses disciplines
scientifiques (robotique [WE99], thermique [Tah03], aéronautique [Ham10]...). Cette di-
versité d’applications implique une grande variété de problèmes posés ainsi qu’une multi-
plicité de solutions proposées. L’une des solutions les plus employées est la modélisation
expérimentale ou identification [Lju99c].

Plusieurs techniques d’identification ont été développées depuis le début des années
1960. Ces techniques ont pour objectif l’élaboration d’un modèle mathématique à l’aide
de l’observation d’un nombre fini de données entrées/sorties (E/S) [Lju99c, SS89]. Ce
modèle doit être capable de capter les caractéristiques du système réel pour une application
donnée. Dans ce contexte, plusieurs algorithmes d’identification ont été développés. Le
choix de la technique d’identification dépend du système, de la structure de modèle et de
la nature de bruit. Ces méthodes sont généralement classées en trois catégorie [Lju99c,
Lan01] : les méthodes à erreur d’équation [Lju99c], les méthodes à erreur de sortie [RRP71,
WP97] et les méthodes des sous-espaces [Vib95, VD96b, BRS98, BSR98, Bau03, VV07].

Fondées toutes les deux sur la minimisation de critères quadratiques, les méthodes
d’erreur de sortie et d’erreur d’équation se différencient principalement par

– la structure du modèle du système et du bruit employée,
– la construction de l’écart à minimiser.

Intéressantes d’un point de vue statistique de par leur relation avec les méthodes de type
maximum de vraisemblance [Lju99c], les méthodes d’erreur d’équation présentent l’incon-
vénient majeur de dépendre fortement de la structure de bruit considérée. Dans le but de
surmonter cette limite, bien qu’employant les mêmes outils itératifs d’optimisation non
linéaire, les algorithmes à erreur de sortie utilisent exclusivement la simulation du modèle
de la sortie à partir de la seule connaissance de l’excitation. Grâce à cette procédure,
la sortie simulée est indépendante des perturbations affectant la sortie du système. Bien
qu’assurant théoriquement une convergence vers l’optimum global du critère minimisé, les
algorithmes à erreur de sortie sont fortement dépendants de l’initialisation des techniques
itératives d’optimisation des critères non convexes employés. Depuis quelques années, de
nombreux auteurs [Vib95, VD96b, BRS98, BSR98, Bau03, VV07] ont proposé comme
alternative aux techniques classiques d’optimisation de type erreur d’équation ou erreur
de sortie les méthodes des sous-espaces. Ces méthodes présentent, entre autres, l’avantage
de ne pas nécessiter de phase d’initialisation. Cette qualité les rend intéressantes pour
initialiser des techniques telles que celles d’erreur de sortie. Néanmoins, il est important
de noter que les méthodes des sous-espaces emploient des outils d’algèbre linéaire (tel
que la Décomposition en Valeurs Singulières (DVS)) qui peuvent être relativement lourds
d’un point de vue numérique dans certains contextes tels que l’identification en ligne. De
plus, l’optimalité de ces algorithmes ne peut être assurée puisqu’il s’agit de techniques
multi-étapes [Bau03].

Génériquement, ces techniques d’identification permettent d’estimer les paramètres du
système sans fournir le degré de confiance qu’on peut accorder au modèle estimé. Par la
suite, l’utilisation exclusive du modèle nominal peut être insuffisante, surtout dans un
contexte de commande.

En pratique, il existe plusieurs sources d’erreurs qui agissent sur le système. Ces erreurs
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ont une grande influence sur la qualité d’estimation des paramètres du système et peuvent
être à l’origine d’un biais d’estimation. Elles sont généralement classées en deux catégories,
à savoir :

– l’erreur de mesure : en pratique, les systèmes réels sont généralement affectés par
des bruits. Ainsi, les mesures recueillies sur le système sont entachées de bruit. Ces
erreurs ont un grand effet sur l’estimation des paramètres du système et peuvent se
traduire par un biais paramétrique important.

– l’erreur de modélisation : le modèle estimé étant généralement une représentation
simplifiée des phénomènes physiques mis en jeu dans le système réel, une erreur de
modélisation, qui peut être importante et souvent prépondérante devant l’erreur de
mesure, apparâıt. Les paramètres estimés peuvent différer notablement des valeurs
exactes. Cette erreur est une seconde source de biais lors de l’identification des
paramètres du modèle.

Pour minimiser l’effet de l’erreur de modélisation, il semble logique, dans un pre-
mier temps, de chercher à modéliser l’erreur du modèle. Pour atteindre cet objectif,
une première solution consiste à augmenter la complexité du modèle. Cette démarche
a pour inconvénient de nécessiter l’emploi de routines d’optimisation plus difficiles à
mettre en œuvre et conduit généralement à des paramètres dont la variance croit for-
tement [Bai91, HL92, PTL97, GGN92]. Une deuxième solution consiste à introduire de
la connaissance a priori [TP01] afin de réduire le biais d’estimation en utilisant toute
connaissance initiale telle que les valeurs nominales, la précision... Des travaux récents
[BPTB02] cherchent quant à eux à reproduire la dynamique du système réel par un mo-
dèle d’ordre réduit (de complexité réduite), tout en modélisant l’erreur de modélisation,
inhérente à cette approximation, à l’aide d’un modèle de type bôıte noire non concurrent
du modèle d’ordre réduit, autrement dit un modèle qui explique ce qui n’est pas pris en
compte par le modèle d’ordre réduit.

Malgré tous ces efforts pour modéliser l’erreur du modèle, une incertitude sur les
paramètres du modèle est toujours présente lors d’une estimation. Comme dans le cas
de l’erreur de modèle, il est nécessaire de caractériser de telles incertitudes pour fournir
à l’utilisateur un modèle fiable du procédé. Dans la littérature, plusieurs méthodes de
caractérisation des domaines d’incertitude ont été développées [De 94, WNPLM96, HV97,
Lju99c, GMT97]. Ces techniques sont généralement répertoriées en deux catégories : les
approches statistiques et les approches à erreur bornée. Les méthodes statistiques [Lju99c],
comme leur nom l’indique, reposent sur des hypothèses statistiques et supposent que le
bruit qui affecte le système est une variable aléatoire. Comme les perturbations sont
généralement non accessible à la mesure [De 94], d’autres approches de détermination des
domaines d’incertitude sont développées. Ces techniques sont basées sur des hypothèses
déterministes, c.-à-d., qu’elles supposent que les résidus sont bornés [GM97, GMT97,
WNPLM96, BDC90, HG95, Ram06].

Dans ce chapitre, nous présentons d’abord une vue d’ensemble des grandes familles
des algorithmes d’identification (cf. paragraphe 1.2). Une attention particulière est portée
à trois types d’algorithmes : les algorithmes à erreur d’équation, les algorithmes à erreur
de sortie et les algorithmes des sous-espaces. Ensuite, nous présentons un état de l’art
des méthodes de modélisation de l’erreur du modèle (cf. paragraphe 1.3). Finalement,
nous focalisons sur la présentation sur quelques méthodes de caractérisation des domaines
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d’incertitude (cf. paragraphe 1.4).

1.2 Identification des systèmes

En automatique, l’identification est une discipline fondamentale et indispensable, qui
précède toutes les opérations de simulation, d’observation, d’établissement d’une loi de
commande ou de surveillance d’un système. Elle permet de déterminer les caractéristiques
dynamiques d’un système dont la connaissance est nécessaire pour la conception et la mise
en œuvre d’un système performant. Cette technique s’appuie sur l’utilisation de procédures
et d’algorithmes issus d’études théoriques dans le but est d’établir les relations entre les
variations des entrées de commande d’un système et les variations des sorties mesurées.

Dans cette section, nous présentons une vue d’ensemble des principaux algorithmes
d’identification. Plus précisément, nous classons ces algorithmes en trois grandes familles
[Lju99c, Lan01] : algorithmes à erreur d’équation [Lju99c], algorithmes à erreur de sortie
[RRP71, WP97] et algorithmes des sous-espaces [Kat05, VV07, VD96a].

Considérons le système multivariable (MIMO) discret décrit par

y(t) = F(θ,ut−1,yt−1) + v(t) (1.1)

où l’ensemble de données d’entrée-sortie discrètes sur un intervalle de temps t ∈ [
1, N

]
est donné par

ut =
[
u(1) u(2) · · · u(t)

]
(1.2)

yt =
[
y(1) y(2) · · · y(t)

]
(1.3)

tel que l’entrée u(t) ∈ R
nu , la sortie y(t) ∈ R

ny et le bruit v(t) ∈ R
ny . F est une fonction

qui traduit le lien entre les données E/S et θ est le vecteur des paramètres.

Le problème d’identification peut alors se formuler de la façon suivante : étant donné
des mesures E/S ut−1 et yt−1 générées par un système représenté sous forme (1.1) sur un
horizon fini mais suffisamment large N , estimer le vecteur des paramètres θ.

1.2.1 Algorithmes à erreur d’équation

Le principe de cette méthode repose sur la minimisation d’un critère quadratique, afin
d’obtenir une estimation asymptotique non biaisée des paramètres du système (1.1) (cf.
figure 1.1).
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Fig. 1.1 – Principe de la méthode à erreur d’équation.

Ce critère est donné par

J(θ) =
1

N

N∑
t=1

(
y(t) − F(θ,ut−1,yt−1)

)� (
y(t) − F(θ,ut−1,yt−1)

)
(1.4a)

=
1

N

N∑
t=1

ε�(t,θ)ε(t,θ) (1.4b)

où ε(t,θ) est l’erreur d’équation. La résolution de cette équation dépend de la paramé-
trisation du modèle. Ainsi, dans le cas linéaire, le modèle peut être donné sous la forme
suivante (cas des modèles ARX par exemple) [Lju99c]

y(t) = Φ�(t)θ (1.5)

où Φ est une matrice composée des données entrées / sorties passées appelée le regres-
seur [Lju99c]. On parle alors de régression linéaire puisque le modèle est linéaire en les
paramètres. Cette modélisation est parfois trop restrictive. Il est possible de considérer le
vecteur de régression comme dépendant des paramètres du système

y = Φ�(t,θ)θ. (1.6)

Il s’agit alors d’une forme pseudo linéaire (cas des modèles ARMAX [Lju99c]). Dans la suite,
nous exposons les algorithmes développés pour des régressions linéaires. Ce choix, qui peut
être considéré a priori comme une restriction, se justifie par le fait que de nombreuses
méthodes initialement créées pour des modèles linéaires peuvent être utilisées ou aisément
modifiées pour être appliquées à des régressions plus complexes (pseudo linéaires ou non
linéaires) [Lan01].

Sous ces hypothèses, le système (1.1) peut être récrit

y(t) = Φ�(t)θ + v(t) (1.7)
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Chapitre 1. Quelques techniques de caractérisation des incertitudes dues aux bruits et aux erreurs de modèles

où v(t) est un processus stochastique. Considérant le système (1.7), le critère (1.4) est
donné par

J(θ) =
1

N

N∑
t=1

(
y(t) − Φ�(t)θ

)� (
y(t) − Φ�(t)θ

)
. (1.8)

En supposant que 1
N

∑N
t=1 Φ(t)Φ�(t) est inversible, le critère (1.8) est minimal pour

θ̂ =

(
1

N

N∑
t=1

Φ(t)Φ�(t)

)−1 (
1

N

N∑
t=1

Φ(t)y(t)

)
. (1.9)

Ainsi, θ̂ est une estimation consistante si elle tend asymptotiquement vers le vecteur des
paramètres réels θ0, c.-à-d.,

lim
N→∞

(θ̂ − θ0) = 0. (1.10)

L’erreur d’estimation est donnée par

θ̂ − θ0 =

(
1

N

N∑
t=1

Φ(t)Φ�(t)

)−1 (
1

N

N∑
t=1

Φ(t)y(t) −
(

1

N

N∑
t=1

Φ(t)Φ�(t)

)
θ0

)

=

(
1

N

N∑
t=1

Φ(t)Φ�(t)

)−1 (
1

N

N∑
t=1

Φ(t)ε(t)

)
. (1.11)

En examinant l’équation (1.11) et en supposant que

– Ē(Φ(t)Φ�(t)) est non singulière (cette hypothèse est vérifiée si nous supposons que
le signal d’entrée est suffisamment excitant),

– Ē(Φ(t)ε(t)) = 0, c.-à-d., Φ(t) est asymptotiquement non corrélée avec ε(t),

où Ē(•(t)) = limN→∞
1
N

∑N
t=1 E(•(t)), alors θ̂ est une estimation non biaisée de θ0. La

deuxième condition est satisfaite lorsque ε est un bruit blanc. Dans le cas contraire,
d’autres méthodes d’identification à erreur d’équation sont utilisées telles que la méthode
de variable instrumentale.

Lorsque ces deux conditions sont satisfaites, θ̂ suit asymptotiquement une distribution
gaussienne, de moyenne θ0 et de covariance λQ−1

Φ , λ étant la variance de bruit et

QΦ = Ē
(
Φ(t)Φ�(t)

)
. (1.12)

Autrement dit

θ̂ ∼ N(θ0,Q−1
Φ /λ).

Ces algorithmes à erreur d’équation présentent le sérieux avantage d’être capable d’éli-
miner le biais asymptotique lors de l’estimation des paramètres du système. Ils sont simples
à appliquer dans le cas où le modèle est linéaire dans les paramètres (LP). Néanmoins,
ces algorithmes sont appliqués à des systèmes dont la structure de bruit est bien spéci-
fique. Il est alors intéressant, voire nécessaire, d’avoir des méthodes d’identification qui
permettent d’estimer un modèle non linéaire dans les paramètres (NLP) sans tenir compte
de la structure de bruit.
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1.2.2 Algorithmes à erreur de sortie

Les méthodes à erreur de sortie [RRP71, WP97, TP01] consistent à comparer le com-
portement du système physique et la simulation de son modèle mathématique. Afin de
comparer objectivement ces deux comportements, un critère quadratique est minimisé
par une procédure itérative, en utilisant des algorithmes d’optimisation non linéaire. La
méthodologie générale de cette méthode est présentée sur la figure 1.2.

Fig. 1.2 – Principe de la méthode à erreur de sortie.

Rappelons que l’équation du modèle à identifier est donnée par

y = F(θ,ut−1,yt−1) + v (1.13)

où F est une loi issue d’un raisonnement physique qui en général n’est pas linéaire, u(t) ∈
R

nu et y(t) ∈ R
ny sont respectivement les vecteurs d’E/S du système. v(t) ∈ R

ny est
un bruit additive aux sorties du système. Afin d’estimer les paramètres θ de ce modèle,
une technique d’optimisation non linéaire est utilisée [WP97] en minimisant le critère
quadratique

J(θ) =
1

N

N∑
t=1

(
y(t) − F(θ,ut−1, ŷt−1)

)� (
y(t) − F(θ,ut−1, ŷt−1)

)
(1.14)
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où ŷt−1 est la sortie simulée à partir des données d’entrées passées.
Afin de minimiser J , une technique de Programmation Non Linéaire (PNL), appelée al-
gorithme de Marquardt [Mar63], est utilisée. Cette méthode réalise un compromis stabi-
lité/vitesse de convergence entre la technique du Gradient et celle de Gauss-Newton.

A l’itération l + 1 nous avons plus particulièrement [Mar63, TP01, VV07]

θl+1 = θl − [J ′′(θl) + μI]−1J ′(θl) (1.15)

où

J ′(θl) = −2
N∑

t=1

ny∑
i=1

εi(t,θl)σ
i(t,θl) le Gradient,

J ′′(θl) ≈ 2
N∑

t=1

ny∑
i=1

σi(t,θl)σ
i(t,θl)

T le Hessien approché,

σi(t,θl) =
∂yi(t,θl)

∂θl

∀ i ∈ [1, ny]

où εi(t,θl) = yi(t) − yi(t,θl), yi est le iième sortie, I est la matrice d’identité et μ est un
paramètre de réglage. Grâce au réglage du paramètre μ, cet algorithme permet d’évoluer
entre une technique de Gradient loin de l’optimum (μ → ∞) et une technique de Newton
(μ → 0) qui conduit à accélérer la convergence de l’algorithme au voisinage de l’optimum
[TP01].

Cette méthode d’identification permet d’obtenir une estimation non biaisée indépen-
damment de la perturbation aléatoire affectant le système. De plus, on remarque qu’au-
cune hypothèse de linéarité n’est nécessaire. Toutefois, cette méthode est limitée par
quelques difficultés

– Le volume de calcul généré par l’optimisation non linéaire est assez important.
– Cette méthode nécessite la connaissance du Gradient et du Hessien que l’on calcule

grâce aux fonctions de sensibilité. Dans ce cas, nous sommes confrontés à un pro-
blème de simulation numérique des systèmes différentiels pour la simulation de ces
fonctions de sensibilité.

– Elles dépendent de l’initialisation des techniques itératives d’optimisation des cri-
tères non convexes employés.

Des travaux de recherche proposent d’utiliser une méthode qui s’affranchit du problème
d’initialisation telles que les méthodes des sous-espaces.

1.2.3 Algorithmes des sous-espaces

Les méthodes des sous-espaces [Vib95, VD96b, BRS98, BSR98] permettent d’identifier
directement un modèle d’état du procédé sans avoir recours à des algorithmes d’optimisa-
tion non linéaire. Cette approche gère, de manière équivalente, les systèmes monovariables
(SISO) et multivariables (MIMO).
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Ainsi, le problème d’identification traité par ces techniques d’identification des sous-
espaces consiste à estimer les matrices d’état A, B, C et D du modèle à temps discret du
procédé dans le contexte stochastique suivant

x(t + 1) = Ax(t) + Bu(t) (1.16a)

y(t) = Cx(t) + Du(t) + v(t) (1.16b)

où u ∈ R
nu , y ∈ R

ny sont respectivement les vecteurs d’ E/S, x ∈ R
nx le vecteur d’état et

v ∈ R
ny le bruit de sortie.

Plusieurs méthodes ont été développées pour estimer les matrices du modèle d’état
(1.16) dans un contexte stochastique. Elles se divisent en deux principales classes :

– «Canonical Variate Analysis» (CVA) [Lar83, Lar90], «Numerical algorithm for Sub-
Space State Space IDentification» (N4SID) [VD93, VD94, VD96b] et «Predictor-
Based Subspace IDentification» (PBSID) [CP05, Chi07b, Chi07a]. Ces méthodes
cherchent à estimer les matrices (A,B,C,D) à l’aide des régressions linéaires.

– «Multivariable Output Error State sPace» (MOESP) [Bau01, Bau03, VD91, Ver93,
Ver94] : ces méthodes estiment la matrice d’observabilité étendue du système à par-
tir des données d’E/S mesurées. Les matrices d’état du système sont alors extraites
en deux temps, en utilisant la propriété d’A-invariance de la matrice d’observa-
bilité étendue pour A et C puis une régression linéaire classique pour B et D
[VD92a, VD92b, Ver93, Ver94, Mck95].

Par la suite, nous nous intéressons plus particulièrement aux algorithmes MOESP [Ver94].
Ce choix est justifié par le fait que dans les prochains chapitres nous allons adapter une
méthode qui partage de nombreux points communs avec les algorithmes MOESP : estimer
la matrice d’observabilité dans une base fixe, puis extraire, en deux temps, les matrices
d’état du système.

Le point de départ des algorithmes d’identification MOESP est la relation suivante
[VV07]

Yf (t) = ΓfX(t) + HfUf (t) + Vf (t) (1.17)

où f est un entier choisi tel que f ≥ nx et M est un entier défini de façon compatible
avec le nombre total de mesures E/S disponibles. Γf et Hf sont respectivement la matrice
d’observabilité et la matrice de Toeplitz données par

Γf =

⎡⎢⎢⎢⎣
C

CA
...

CAf−1

⎤⎥⎥⎥⎦ Hf =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
D 0 · · · 0

CB D · · · 0
CAB CB · · · 0

...
...

. . .
...

CAf−2B CAf−3B · · · D

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (1.18)

Uf et Vf sont construites de manière similaire à Yf où

où Yf (t) =
[
yf (t) · · · yf (t + M − 1)

]
(1.19)

yf (t) =
[
y�(t) · · · y�(t + f − 1)

]�
(1.20)

X(t) =
[
x(t) · · · x(t + M − 1)

]
. (1.21)
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Plaçons nous dans un premier temps dans le cas déterministe, c.-à-d.,

Yf (t) = ΓfX(t) + HfUf (t).

Le principe de ces algorithmes d’identification peut être décrit comme suit :

– Suppression du régime forcé en appliquant une projection orthogonal c.-à-d.,

Yf (t)Π
⊥ = ΓfX(t)Π⊥

où

Π⊥ = I − U�
f (UfU

�
f )−1Uf .

Le calcul de cette projection orthogonale est réalisable efficacement en appliquant
une factorisation QR (cf. chapitre 2) [VV07].

– Estimation de la matrice d’observabilité en appliquant une décomposition en valeurs
singulières [GV96] : cette étape permet d’estimer l’ordre du système et d’extraire une
base de la matrice d’observabilité étendue en une seule phase. En effet, par simple
observation des valeurs singulières de la matrice Yf (t)Π

⊥, il est possible d’isoler les
vecteurs singuliers correspondant aux sous-espaces recherchés. L’application d’une
telle opération conduit à l’expression suivante

Yf (t)Π
⊥ = UsΣsV

T
s .

Nous pouvons montrer que [Ver93, Vib95]

Γ̂f = UsΣ
1/2
s .

– Extraction de la matrice C en remarquant que

Ĉ = Γ̂f (1 : ny, :).

– Extraction de la matrice A en utilisant la propriété d’A-invariance de Us [Kun78]

Â = {J1Us}† J2Us (1.22)

où

J1 =
[
I(ny−1)nx

0(ny−1)nx×ny

]
, J2 =

[
0(ny−1)nx×ny

I(ny−1)nx

]
I(ny−1)nx

est la matrice identité de dimension (ny − 1)nx et {J1Us}† est la pseudo
inverse de Moore Penrose [GV96].

– Estimation des matrices B et D : connaissant A et C, B et D peuvent être estimées
par une simple régression linéaire [VV07] tel que

B̂, D̂ = arg min
B,D

∑
t

[
y(t) −

[
u�(t) ⊗ Iny

∑t−1
k=0 u�(k) ⊗ ĈÂ

t−k−1
] [vec(D)

vec(B)

]]
où ⊗ est le produit de kronecker et vec(M) est le vecteur composé des colonnes
empilées de la matrice M [Bre78].
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1.3. Modélisation de l’erreur de modèle

Dans le cas stochastique, une variable instrumentale est introduite afin de minimiser
l’effet du bruit sur les paramètres estimés. Cette variable est décorrélée des perturbations
agissant sur le procédé sans altérer l’information utile liée à la dynamique du système
[Lar90, VD94, Ver94, CV97]. Ainsi, Le choix de cette variable dépend des propriétés des
entrées et des perturbations [VV07].

1.3 Modélisation de l’erreur de modèle

En pratique, il est illusoire de pouvoir représenter un phénomène physique à l’aide d’un
modèle exact. Dans cette situation, il apparâıt une erreur de modélisation qui peut être
prépondérante devant l’erreur de mesure. Pour remédier à ce problème, plusieurs travaux
de recherche ont été développés dans le but de modéliser l’erreur du modèle [Lju97, Lju99b,
Lju98, BGSA01, RGL01, Bar03]. Dans ce chapitre, nous présentons deux méthodes. La
première [Lju97, Lju99b, Lju98, BGSA01] repose sur les propriétés asymptotiques des
algorithmes à erreur d’équation afin de modéliser l’erreur de modélisation. La deuxième
[Bar03] exploite la méthode des moments dans le but de modéliser l’erreur de modèle.
Cette méthode sera améliorée dans le chapitre 4.

1.3.1 Modélisation de l’erreur de modèle en utilisant les pro-
priétés des algorithmes à erreur d’équation

Dans ce paragraphe nous présentons une méthode de modélisation de l’erreur de mo-
dèle en utilisant les propriétés des algorithmes d’erreur d’équation. Cette méthode a été
développée, en boucle ouverte, par Lennart Ljung [Lju98] puis a été étendue dans le cas
de la boucle fermée [GCB99].

La technique développée consiste à identifier le modèle de l’erreur entre un modèle
estimé G(θ̂) et le système réel G(θ0), où θ0 est le vecteur de paramètres réels, θ̂ est
le vecteur des paramètres estimés obtenu en utilisant un algorithme à erreur d’équation
tel que l’algorithme à erreur de prédiction et u(t) ∈ R

nu est le vecteur des entrées. En
utilisant ces données, les résidus sont donnés par

ε(t, θ̂) = y(t) − ŷ(t, θ̂) (1.23)

où

y(t) = G(θ0)u(t) + v(t)

ŷ(t, θ̂) = G(θ̂)u(t)

et v(t) est un bruit de sortie. Ainsi, l’équation (1.23) peut être récrite

ε(t, θ̂) = (G(θ0) − G(θ̂))︸ ︷︷ ︸
δG(η)

u(t) + v(t). (1.24)

δG(η) présente un modèle de l’erreur de modélisation dont le vecteur des paramètres est
donné par η. En supposons que l’entrée de ce modèle u(t) vérifie la condition d’excita-
tion persistante [Lju99c], η peut être estimé par les algorithmes d’identification à erreur
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d’équation. Grâce à cet algorithme, une estimation non biaisée η̂ du vecteur des para-
mètres exactes η0 peut être obtenue. Par la suite, grâce aux propriétés asymptotiques de
cet algorithme (cf. paragraphe 1.4.1.1), le domaine d’incertitude de l’erreur de modélisa-
tion DEM est donné par

(η̂ − η0)�R(η̂ − η0) < χ

où R est la matrice de covariance. DEM contient le vrai paramètre η0 avec une probabilité
α(k, χ) tel que

α(k, χ) = Pr(θ ∈ U) = Pr(χ2(k) < χ)

où k est le degré de liberté, χ2(k) est une loi à densité de probabilité et α est généralement
choisi égal à 95%. Ainsi, ce domaine est une ellipse centrée en η0 dont les directions sont
définies par la matrice de covariance R.

1.3.2 Modélisation de l’erreur de modèle en utilisant la méthode
des moments

Au sein de la section précédente, il a été présenté une méthode de modélisation d’erreur
de modèle en utilisant les propriétés asymptotiques des algorithmes à erreur d’équation.
Cette méthode est plus simple à appliquer dans le cas d’un système LP.

Dans ce paragraphe nous considérons le cas général où le système est NLP. Plus préci-
sément, dans [Bar03] une technique d’estimation des paramètres physiques d’un système
grâce à un modèle d’ordre réduit est présentée. Lors de l’identification des paramètres de
ce modèle, un biais dû à l’erreur de modélisation apparâıt. Pour remédier à ce problème,
une méthode de réjection du biais est appliquée en approchant l’erreur de modélisation
par un ensemble de modèles de types bôıtes noires.

La sortie du système réel y s’écrit

y(t) = yr(t) + ym(t)

= Hr(s)u(t) + Hm(s)u(t)

où s = jω. yr ∈ R
ny , ym ∈ R

ny , Hr et Hm sont respectivement la sortie du modèle à
représentation réduite, la sortie du modèle de l’erreur de modélisation, le modèle d’ordre
réduit et le modèle de l’erreur de modélisation. u ∈ R

nu est le vecteur d’entrées. Pour
identifier l’erreur de modélisation, on définit des modèles Gm de type bôıte noire qui
approchent Hm.

Le but de cette méthode est de caractériser l’erreur de modélisation à l’aide d’un
modèle bôıte noire, en imposant des contraintes pour ne pas concurrencer l’explication du
comportement du modèle d’ordre réduit. Pour des raisons de simplicité, cette méthode
utilise des modèles LP de type FIR pour décrire cette erreur de modélisation [GGN92].

Généralement Hr(s) est une approximation basse fréquence du système réel, c.-à-
d., au voisinage de ω = 0, et Hm(s) représente réciproquement une contribution haute
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fréquence. Dans certains cas, on considère au contraire que Hr(s) représente une approxi-
mation hautes fréquences du système réel H(s) (c.-à-d., ω tend vers une fréquence bien
définie ω0) et Hm(s) décrit un comportement basses fréquences.
Afin que le modèle de l’erreur de modélisation ne reproduise pas le comportement du
modèle d’ordre réduit, cette technique impose des contraintes de non concurrence entre
ces deux modèles. Pour cela, un outil mathématique bien adapté est introduit pour la
définition de ces contraintes : la méthode des moments. Les moments temporels [Tri00]
sont utilisés lorsque Hr(s) a un comportement basse fréquence et les moments fréquentiels
[Poi05] sont employés dans le cas contraire.

Rappel de la méthode des moments

Soit un système de réponse impulsionnelle h(t) et de transformée de Laplace

H(s) = L {h(t)} . (1.25)

Le développement en série de Taylor de H(s) au voisinage de s0 = jω0 vaut

HTay(jω) =
∞∑

n=0

(−1)n(jω − jωo)
nAn,jωo

(H(t)) (1.26)

où

An,ωo
(h(t)) =

∫ ∞

0

(t)n

n!
exp−jωot h(t)dt. (1.27)

Les coefficients An,ωo
(h(t)) représentent les moments fréquentiels de h lorsque ω0 �= 0 et

les moments temporels dans le cas où ω0 = 0.
HTay(jω) → H(jω) dans le rayon de convergence de la série [BPT02]. Les premiers

moments peuvent être utilisés pour caractériser l’approximation fréquentielle ou tempo-
relle entre deux fonctions de transfert, autour de ω = ω0.

Expression des contraintes en basses fréquences (ωo = 0)

Plaçons-nous dans le cas où le modèle H ij
r (jω), i ∈ [1, ny] et j ∈ [1, nu] est une

approximation basses fréquences de H ij(jω). Alors

{
H ij

r (jω) → H ij(jω)
Gij

m(jω) → 0
lorsque ω → 0. (1.28)

A l’aide des premiers moments temporels, on peut quantifier l’approximation (1.28) par{
An(hij

r (t)) → An(H ij(t))
An(gij

m(t)) → 0
lorsque ω → 0 (1.29)

pour n = 0 à K − 1. Si la condition (1.29) est vérifiée, gij
m et hij

r sont non concurrents
dans l’explication du comportement de h grâce aux K contraintes sur les paramètres du
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modèle bôıte boire. D’après l’expression des moments temporels (1.29) et en utilisant une
intégration approchée du type rectangle, on peut écrire [Poi05]

An(gij
m) =

N−1∑
k=0

Cnkg
ij
k où Cn,k =

(Te)
n+1

n!
kn (1.30)

où Te est la période d’échantillonnage et gij sont les coefficients de la réponse impulsion-
nelle gij

m. On détermine les contraintes en exprimant le fait que les moments temporels de
gij

m sont nuls. Cela permet de développer l’expression (1.30) comme suit

Cn,1g
ij
1 + Cn,2g

ij
2 + ... + Cn,ig

ij
i + ... + Cn,Ig

ij
I = 0 (1.31)

où n variant de 0 à K − 1. θij
g peut être représenté de la façon suivante

θij
g =

[
gij

c

gij
id

]
(1.32)

où gij
c =

[
gij
1 · · · gij

K

]T
paramètres contraints et gij

id =
[
gij

K+1 · · · gij
I

]T
paramètres

indépendants. Le développement de l’équation (1.31) pour n ∈ [0, K − 1] nous donne⎡⎢⎣ C0,1 · · · C0,K
...

...
CK−1,1 · · · CK−1,K

⎤⎥⎦
︸ ︷︷ ︸

E

⎡⎢⎣ gij
1
...

gij
K

⎤⎥⎦
︸ ︷︷ ︸

g
ij
c

= −

⎡⎢⎣ C0,K+1 · · · C0,I
...

...
CK−1,K+1 · · · CK,I

⎤⎥⎦
︸ ︷︷ ︸

F

⎡⎢⎣ gK+1
...

gI

⎤⎥⎦
︸ ︷︷ ︸

g
ij
id

(1.33)

ce qui permet d’écrire[
E F

] [ gij
c

gij
id

]
= 0 ⇔ gij

c = −E−1Fgij
id (1.34)

E étant une matrice carrée inversible ∈ R
K×K . Posons

Φj
c(k)T =

[
uj(k − 1) · · · uj(k − K)

]
(1.35)

Φj
id(k)T =

[
uj(k − K − 1) · · · uj(K − I)

]
. (1.36)

Alors, on a

yij
g (k) = Φj

c(k)Tgij
c + Φj

id(k)Tgij
id

= [Φj
id(k)T − Φj

c(k)TE−1F]gij
id. (1.37)

La sortie du modèle de type bôıte noire s’écrit finalement

yij
g (k) = Ψj

id(k)Tgij
id (1.38)

Ψj
id(k)T = Φj

id(k)T − Φj
c(k)TE−1F. (1.39)

Cette étude peut être appliquée aussi dans le cas où Hr(s) représente une approxima-
tion hautes fréquences du système réel H(s). Ainsi, des contraintes de non concurrence
sont introduites afin que les modèles (Hr(s) et Hm(s)) ne deviennent pas concurrents et
n’expliquent pas le même comportement.
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1.4 Caractérisation des domaines d’incertitude

Dans le domaine de l’automatique, il est essentiel d’évaluer la qualité du modèle ob-
tenu par l’intermédiaire d’un calcul de régions d’incertitude. Pour atteindre ce but, il est
nécessaire de résoudre le problème suivant : à partir des données E/S, déterminer le do-
maine d’incertitude D tel que le vecteur des paramètres exacte θ0 ∈ D.

Dans la littérature, plusieurs travaux ont été développés afin de caractériser les do-
maines d’incertitude. Jusqu’à la fin des années 1980, la théorie classique de l’identification
s’intéresse essentiellement aux propriétés asymptotiques de biais et de variance des esti-
mateurs paramétriques, induits par la modélisation sous forme de processus stochastique
des bruits. Des intervalles de confiance paramétriques asymptotiques sont alors obtenus
[Lju87, SS89]. Toutefois, en pratique, il est difficile de connâıtre les caractéristiques sta-
tistiques du bruit [De 94]. Cela a poussé les chercheurs à développer d’autres méthodes
pour s’affranchir de cette limite [NG95]. Ces travaux ont notamment été motivés par la
communauté de la commande robuste car son application nécessite la connaissance d’un
modèle nominal et d’une borne supérieure sur l’erreur entre le système physique à com-
mander et ce modèle nominal [MTV97, GM96]. Dans ce contexte, plusieurs techniques
ont été développées. Ces méthodes supposent que cette erreur est inconnue mais bornée.
Cette idée a donné lieu à un certain nombre de méthodes, les méthodes à erreur bor-
née «bounded error method» [MV91, FA96, WNPLM96, BG01, MN05] et les méthodes
ensemblistes « set membership» [BDC90, HG95, BT96, GVZ00, MT02, Ram06].

Nous présentons au sein de cette section quelques approches de caractérisation des
domaines d’incertitude en utilisant la méthode statistique et l’approche à erreur bornée.

1.4.1 Domaines d’incertitude d’un système sous forme de fonc-
tion de transfert

1.4.1.1 Approche statistique

Dans la section 1.2.1, nous avons présenté les algorithmes à erreur d’équation. Ces
algorithmes permettent d’obtenir asymptotiquement une estimation non biaisée de vecteur
des paramètres réels θ0. Ainsi, le vecteur des paramètres estimés θ̂ suit asymptotiquement
une distribution gaussienne telle que

θ̂ ∼ N(θ0,Q−1
Φ /λ)

où

QΦ = Ē
(
Φ(t)Φ�(t)

)
. (1.40)

En utilisant la définition de la loi khi carré, on peut définir le domaine D donné par

(θ̂ − θ0)�Q−1
Φ /λ(θ̂ − θ0) < χ

D contient le vrai paramètre θ0 avec une probabilité α(k, χ) tel que

α(k, χ) = Pr(θ ∈ U) = Pr(χ2(k) < χ).
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où k est le degré de liberté et χ2(k) est une loi à densité de probabilité. Ainsi, ce domaine
est une ellipse centrée en θ0 dont les directions sont définies par la matrice QΦ.

Cette méthode permet de caractériser, d’une manière simple, le domaine d’incertitude
paramétrique d’un modèle LP représenté par une fonction de transfert. Elle repose princi-
palement sur les propriétés asymptotiques des algorithmes à erreur d’équation. Toutefois,
cette méthode est difficilement applicable dans le cas d’un modèle NLP et elle montre ces
limites si nous n’avons pas suffisamment de donnée E/S.

Face à ces problèmes, d’autres approches de caractérisation des domaines d’incertitude
ont été développées. La plupart de ces méthodes supposent que les résidus sont bornés.
Elles sont généralement nommées : méthodes à erreur bornée.

1.4.1.2 Approche à erreur bornée

Cette approche a pour objectif de caractériser l’ensemble A des vecteurs des para-
mètres qui sont admissibles, c.-à-d., qui correspondent à des erreurs appartenant à un
ensemble acceptable. N’importe quel point de l’ensemble admissible A est une solution
potentielle au problème d’estimation.

Soit θ ∈ R
n le vecteur des paramètres que l’on cherche à estimer, y(t) est la sortie

réelle du système, ŷ(t, θ̂) est la sortie estimée et θ̂ est le vecteur des paramètres estimés.
Définissons les résidus

ε(t, θ̂) = y(t) − ŷ(t, θ̂).

Cette approche considère l’erreur ε(t, θ̂) comme acceptable si elle appartient à un ensemble
compact donné a priori. Supposons que

ε(t, θ̂) ∈ [εmin(t), εmax(t)]

où εmin(t) et εmax(t) sont connues. Soit Θ(t) l’ensemble paramétrique admissible issu de
la mesure y(t), défini par

Θ(t) =
{

θ̂ ∈ R
n|εmin(t) ≤ y(t) − ŷ(t, θ̂) ≤ εmax(t)

}
.

En prenant en compte toutes les mesures y(t), t = 1, · · · , N , on obtient l’ensemble para-
métrique

A =
N⋂

t=1

Θ(t).

Plaçons nous dans le cas d’un modèle LP

ŷ(t) = Φ�(t)θ̂.

Θ est une bande limitée par les deux hyperplans parallèles

H(t)+ =
{

θ̂ ∈ R
n|Φ�(t)θ̂ = y(t) − εmin(t)

}
H(t)− =

{
θ̂ ∈ R

n|Φ�(t)θ̂ = y(t) − εmax(t)
}

.
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Une description exacte de l’ensemble admissible A est possible [BS90, MN90, BT96,
WPL90]. Cependant, cette description peut devenir trop complexe pour être réalisable
puisque le nombre de sommets de A crôıt très vite avec le nombre de paramètre n et les
algorithmes de description exacte sont en général très coûteux en temps de calcul. Face
à ces problèmes, d’autres algorithmes ont été développés afin d’obtenir une forme plus
simple contenant A [DW01]. Ces techniques consistent à déterminer le plus petit ellip-
söıde qui contient A.

θ2

θ1

Θ1

Θ2

Θ3

A

Fig. 1.3 – Approche ellipsöıdale à erreur bornée (n = 2).

Afin d’obtenir un algorithme facile à mettre en œuvre en ligne et en temps réel, les
données y(t) sont prises en compte les unes après les autres pour construire récursivement

un ellipsöıde Ê(t) contenant l’intersection de Θ(t) avec l’ellipsöıde Ê(t − 1) déterminé à
l’étape précédente. Tout ellipsöıde non vide peut s’écrire

Ê(c,P) =
{
θ ∈ R

n|(θ − c)�P−1(θ − c) ≤ 1
}

où c est son centre et P une matrice, symétrique définie positive, qui définit son orientation
et sa taille. Deux mesures de la taille d’un tel ellipsöıde sont considérées : det(P) (critère
du déterminant) et tr(P) (critère de trace). Selon le critère retenu, l’ensemble A(t) est
approché récursivement par

Ê(t) = arg min
E(c,P)⊃I

ln detP

ou par

Ê(t) = arg min
E(c,P)⊃I

trP

où I = Θt ∩ ε̂(t − 1).
Différents algorithmes ellipsöıdaux à erreur bornée ont été développés, plus particuliè-

rement par [WP94, BT96]. Une étude comparative de ces algorithmes peut être trouvée
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dans [FA96], le plus utilisé étant l’algorithme OBE (outer-bounding Ellipsoid) initialement
proposé par Fogel et Huang [FH82].

Ces techniques nécessitent une connaissance a priori sur la forme de l’ellipsöıde ini-
tiale. En plus, la mise en œuvre de ces algorithmes est difficile dans le cas de systèmes
NLP et des systèmes MIMO.

1.4.2 Caractérisation des domaines d’incertitude pour un sys-
tème sous forme d’état

Dans le cas d’un système MIMO, il est plus simple de décrire le système par une re-
présentation d’état. Cette représentation, qui gère d’une manière équivalente les systèmes
SISO et MIMO, est bien adaptée à la théorie de la commande. Elle permet d’analyser, d’une
manière simple, la stabilité, l’observabilité et la commandabilité des processus à identifier.
Ces qualités ont rapidement conduit les chercheurs à développer des techniques de carac-
térisation des domaines d’incertitude des systèmes à représentation d’état. Ces derniers
utilisent principalement les algorithmes des sous-espaces pour identifier les paramètres
du système [Vib91, Lov97, Gil00]. Vu que ces algorithmes d’identification estiment les
paramètres à un changement de base près, il est difficile de caractériser les incertitudes
sur les coefficients des matrices d’état. Pour résoudre cette problématique, ces techniques
caractérisent les incertitudes sur les paramètres invariants du système tel que les valeurs
propres et les fonctions de transfert. Nous considérons dans cette section le système décrit
par

x(t + 1) = Ax(t) + Bu(t) (1.41a)

y(t) = Cx(t) + Du(t) + v(t) (1.41b)

où u ∈ R
nu , y ∈ R

ny sont respectivement les vecteurs d’E/S, x ∈ R
nx le vecteur d’état et

v ∈ R
ny le bruit de sortie.

1.4.2.1 Variation des valeurs propres du système

En 1991, Mats Viberg a proposé de déterminer les incertitudes sur les valeurs propres
d’un système à représentation d’état [Vib91].

A partir de l’équation (1.22), l’erreur d’estimation de A peut être donnée par

Ã = Â − A = (J1Ûs)
†(J2Ûs − J1ÛsA)

≈ (J1Us)
†(J2Ûs − J1ÛsA) (1.42)

où M† est la pseudo inverse de Moore Penrose [GV96] d’une matrice M.

Supposons que le système possède des pôles distincts, alors A peut être diagonalisée.
L’erreur sur le kième valeur propre μ̃k est par ailleurs donnée par

μ̃k ≈ Tk.ÃT−1
.k (1.43)
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1.4. Caractérisation des domaines d’incertitude

où Mk. et M.k représentent respectivement le kième colonne et le kième ligne d’une matrice
M. En utilisant les équations (1.42) et (1.43), il est facile de vérifier que (cf. annexe A
pour la preuve)

μ̃k ≈ Tk.(J1Us)
†(J2 − μkJ1)ŨsT

−1
.k . (1.44)

De plus, nous savons que

J1UsT
−1 = J1Γf (1.45)

ce qui implique que (cf. annexe A pour la preuve)

Tk.(J1Us)
† = (J1Γf,.k)

†. (1.46)

De la même manière on peut montrer que

T−1
.k = U∗

sΓf,k. (1.47)

où ∗ représente la transposée conjuguée d’une matrice. En associant les équations (1.44),
(1.46) et (1.47), il est facile de montrer que [Vib91, Lov97]

μ̃k ≈ (J1Γf,k.)
†(J2 − μkJ1)ŨsU

∗
sΓf,.k.

Cette méthode permet de déterminer l’erreur sur les valeurs propres d’un système à re-
présentation d’état en utilisant les propriétés de A-invariance. Il est cependant important
de noter que cette méthode présente certaines limites puisqu’elle suppose que le système
possède des pôles distincts et elle détermine seulement l’erreur sur les valeurs propres
du système. Ces limites ont conduit à développer d’autres méthodes de caractérisation
d’incertitude de la réponse fréquentielle du système.

1.4.2.2 Caractérisation des incertitudes de la réponse fréquentielle du sys-
tème

Au sein de ce paragraphe, nous allons présenter une méthode de caractérisation des
incertitudes de la réponse fréquentielle du système. Cette méthode statistique, appelée
méthode de rééchantillonnage ou méthode de bootstrap [Lov97], se base sur le rééchan-
tillonnage des données E/S à partir d’un échantillon initial dans le but d’estimer la variance
de l’estimateur. Dans [Lov97], cette technique a été adaptée au problème de caractérisation
des incertitudes de la réponse fréquentielle du système. Son principe peut être récapitulé
comme suit :

– Estimer les matrices d’état (Â, B̂, Ĉ, D̂) en utilisant les algorithmes des sous-espaces

puis calculer, à partir de ces estimés, la réponse fréquentielle estimer Ĝ(ejwk), k =
1, ..., N .

– Calculer l’erreur d’équation

ε(t) = y(t) − ŷ(t).

– En supposant que ε(t) est un bruit blanc gaussien de moyenne nulle, la distribution

F̂ε de ε peut être déduite.
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– Générer B fois les données (ū, ȳ) tel que ū = u et ȳ = y + ε̄ ou ε̄ est calculé à

partir de la distribution F̂ε.
– Estimer B fois le système et calculer Ḡ(ejwk), k = 1, ..., N .
– L’estimation de l’erreur de la réponse fréquentielle du modèle est donnée par

σ̂
Ĝ(ejwk ) =

1√
B − 1

(
B∑

i=1

(Ḡ(i)(ejwk)) − H(i)(ejwk)2)
1
2

où

H(i)(ejwk) =

∑B
i=1 Ḡ(i)(ejwk)

B
.

Cette technique estime l’erreur de la réponse fréquentielle du modèle en utilisant la
méthode de bootstrap. Elle permet également de déterminer l’erreur sur les pôles et les
zéros du modèle. Toutefois cette approche n’est applicable qu’en faisant l’hypothèse que
les résidus sont un bruit blanc gaussien.

1.4.2.3 Variation paramétrique de la représentation canonique du système

La technique de variation paramétrique de la représentation canonique du système se
fonde sur une comparaison du critère 4SID en boucle fermée avec les techniques les plus
usuelles telles que les méthodes visant à minimiser une fonction de l’erreur d’équation
[Gil00]. Ainsi cette méthode fait apparâıtre une régression LP du modèle estimé et calcul
la région d’incertitude paramétrique à partir de cette nouvelle formulation. Puisque dans
les sections 1.4.2.1 et 1.4.2.2 nous avons présenté deux méthodes de caractérisation des
domaines d’incertitude en boucle ouverte, nous présentons alors la méthode de variation
paramétrique de la représentation canonique en boucle ouverte.

On considère un processus, représenté par le modèle d’état linéaire, invariant, à temps
discret, défini par les équations suivantes

x(t + 1) = Ax(t) + Bu(t) + w(t) (1.48a)

y(t) = Cx(t) + v(t) (1.48b)

où u ∈ R
nu , y ∈ R

ny sont respectivement les vecteurs d’E/S, x ∈ R
nx le vecteur d’état,

v ∈ R
ny le bruit de sortie et w ∈ R

nu le bruit sur l’état.
Afin de caractériser les incertitudes, un nouveau modèle (Am, Bm, Cm) est construit

sur la base nominale estimée (Â, B̂, Ĉ), tel que par exemple la forme canonique de façon
à pouvoir accéder facilement aux pôles. On a alors

Âm = T−1ÂT

B̂m = T−1B̂

Ĉm = ĈT

où T est une matrice inversible. Les pôles du modèle apparaissent directement dans la
matrice Âm. Cette méthode cherche à écrire le critère d’identification non pas en termes
d’erreur de simulation mais d’erreur de prédiction à un pas. On définit alors le critère
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J =
∥∥∥ŶfΠ|Δm|m(θ) − ŶfΠ|m

∥∥∥2

F
(1.49)

où Π est une projection oblique qui permet de diminuer l’effet des perturbations v(t) et

w(t) sur l’estimation des matrices d’état et ŶfΠ|m sont les données simulées à partir du

modèle. La structure de ŶfΠ|Δm|m(θ) est identique à celle de Yf (cf. équation (1.19)) et
dont chaque élément est construit suivant un modèle de prédiction. Pour des raisons de
simplicité, on considère le cas d’un système SISO. La sortie prédite peut s’écrire

ŶfΠ|Δm|m(θ) =

⎡⎢⎣ ϕ̂fθ · · · ϕ̂f+M−1θ
...

...
ϕ̂2f−1θ · · · ϕ̂2f+M−2θ

⎤⎥⎦Π|Δm|m

où ϕ̂ est constitué des E/S simulées à partir du modèle (Am, Bm, Cm). Dans le cas
d’une réalisation sous forme canonique observable, θ regroupe les éléments des matrices
(Am + ΔAm, Cm + ΔCm). De plus

ϕ̂tθ = ŷ(t − 1)θ1 + · · · + ŷ(t − nx)θnx
+ û(t − 1)θnx+1 + · · · + û(t − nx)θ2nx

.

Ceci permet d’écrire

ŶfΠ|Δm|m(θ) − ŶfΠ|m = Ŷf (f − 1)Πθ1 + · · · + Ŷf (f − nx)Πθnx

+ Ûf (f − 1)Πθnx+1 + · · · + Ûf (f − nx)Πθ2nx
− ŶfΠ|m.

Par définition, on a

‖Z‖2
F = ‖vec(Z)‖2

2 .

Donc, (1.49) peut être récrite

J =
∥∥∥vec(ŶfΠ|m) −

[
vec(Ŷf (f − 1)Π) · · · vec(Ŷf (f − nx)Π)

vec(Ûf (f − 1)Π) · · · vec(Ûf (f − nx)Π)
]
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

θ1
...

θnx

θnx+1
...

θ2nx

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

2

2

.

Ce critère est similaire au critère de l’erreur de prédiction [Lju99c, SS89] et les régions
d’incertitude peuvent être définies comme suit

δ̂2
θ = δ̂2

ε(ΨΨ�)−1

où

δ̂2
ε =

∥∥∥YfΠ − ŶfΠ|m
∥∥∥2

F
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Ψ� =
[
vec(Ŷf (f − 1)Π) · · · vec(Ŷf (f − nx)Π)

vec(Ûf (f − 1)Π) · · · vec(Ûf (f − nx)Π)
]
.

1.5 Conclusion

Ce chapitre nous a permis de présenter une vue d’ensemble des algorithmes d’iden-
tification, des méthodes de description des domaines d’incertitude paramétriques et des
techniques de modélisation d’erreur de modélisation.

Ainsi, au sein de ce chapitre nous avons classé les algorithmes d’identifications en trois
familles à savoir : les algorithmes à erreur d’équation, les algorithmes à erreur de sortie
et les algorithmes des sous-espaces.

Lors de l’identification du système, deux sources d’erreurs peuvent affecter le système :
erreur de mesure et erreur de modélisation. Afin de caractériser ces erreurs, il est néces-
saire d’évaluer les régions d’incertitude et de modéliser l’erreur de modélisation. Ainsi,
la procédure d’identification doit fournir non seulement un modèle nominal, mais aussi
une estimation fiable des domaines d’incertitude. Dans ce contexte, plusieurs travaux de
recherche ont été développés. Ils sont généralement classés en deux catégories : approche
stochastique et approche à erreur bornée. En plus, nous avons présenté deux méthodes
de modélisation d’erreur de modèle. La première repose sur les propriétés statistiques des
algorithmes à erreur d’équation. La deuxième s’inspire de la méthode des moments dans
le but de modéliser l’erreur de modélisation.
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Chapitre 2. Identification de modèles d’état linéaires structurés

2.1 Introduction

Comme annoncé dans l’introduction générale de ce manuscrit, l’un des objectifs de
cette thèse est de caractériser les domaines d’incertitude d’un système MIMO représenté
par un modèle d’état. Les méthodes des sous-espaces sont désormais considérées par la
communauté automaticienne comme une solution très intéressante pour obtenir un mo-
dèle d’état fiable d’un système multivariable linéaire à temps invariant [Lju96, Lju08].
Le principal apport de ces méthodes par rapport aux techniques plus traditionnelles
d’erreur de prédiction [Lju99c] est qu’elles permettent l’estimation directe de représen-
tations minimales d’état sans recourir à des formes canoniques parfois mal conditionnées
[VD96b, Kat05, VV07]. De plus, la forme d’état est souvent préférée au modèle E/S pour
la compacité avec laquelle elle encode les paramètres des systèmes MIMO. La forme d’état
se prête finalement plus facilement à l’analyse de systèmes en termes d’observabilité, de
commande... L’efficacité de ces méthodes a été expérimentée [Lar90, Bau05, VD94, Vib95]
et reconnue au travers de nombreuses applications réelles : aéronautique [VVG94], méca-
nique [KHW+95, AVVD98, MHV99], processus industriel [FDV00].

Bien qu’intéressantes d’un point de vue pratique et numérique, l’application des mé-
thodes des sous-espaces peut s’accompagner d’un certain nombre de difficultés techniques.

– La plupart des méthodes des sous-espaces passent par une étape de DVS pour esti-
mer un ou plusieurs sous-espaces nécessaires à l’extraction des matrices d’état du
système. Intéressante d’un point de vue robustesse numérique,
– elle est très couteuse numériquement ce qui la rend inutilisable dans un contexte

d’identification récursive,
– elle rend difficile le choix de la base de la réalisation d’état à estimer,
– elle peut conduire, pour différents jeux de données d’entrée-sortie d’un même

système, à différentes représentations d’état similaires à un changement de base
près.

– Elles conduisent à des formes d’état sur-paramétrées [MH97] puisque, dans tous les
cas, les matrices d’état estimées sont pleines. Les formes d’état identifiées ne sont
donc pas parcimonieuses puisqu’elles contiennent n2

x+nx(nu+ny)+nuny paramètres.
Ces caractéristiques rendent difficile

– l’introduction d’information a priori au sein des algorithmes des sous-espaces,
– l’étude des propriétés statistiques de ces techniques,
– la caractérisation des paramètres identifiés puisque, par construction, ces paramètres

ne sont pas des invariants du système.
Notre objectif dans ce chapitre est de proposer une méthode fondée sur le principe des sous-
espaces qui assure une estimation des paramètres du système à temps discret et à temps
continu dans une base fixe. La solution présentée au sein de ce chapitre permet d’avoir une
structure particulière du modèle d’état avec un nombre minimal de paramètres [MH97].
Pour cela, nous proposons de remédier aux problèmes mentionnés ci-dessus à travers
la présentation de l’algorithme du propagateur. Par rapport à la littérature existante
[Kat05, VD96b], cette méthode possède entre autres les caractéristiques intéressantes de
ne nécessiter aucune DVS et de permettre un choix a priori de la base des matrices à
estimer dans l’espace d’état. Ces qualités, comme nous le verrons dans le chapitre 3, sont
essentielles pour la caractérisation des domaines d’incertitude des coefficients des matrices
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d’état.

Dans ce chapitre, nous introduisons deux méthodes d’identification d’un modèle d’état
à temps discret : la méthode du propagateur [MD91, Mer04] (cf. section 2.2.2) et la mé-
thode “Predictor-based Subspace Identification” (cf. section 2.2.3). Dans le cas d’un sys-
tème continu, la méthode du propagateur est adaptée en utilisant la méthode de filtrage
pour calculer les dérivées successives des signaux E/S (cf. paragraphe 2.3). Des simu-
lations numériques permettent à la section 2.4 d’illustrer la faisabilité de ces méthodes
d’identification.

2.2 Identification d’un modèle d’état à temps discret

2.2.1 Notation et problématique

Considérons un système linéaire à temps invariant, représenté par la forme d’état à
temps discret suivante

x(t + 1) = Ax(t) + Bu(t) + w(t) (2.1a)

y(t) = Cx(t) + Du(t) + v(t). (2.1b)

Les vecteurs u(t) ∈ R
nu , y(t) ∈ R

ny , x(t) ∈ R
nx représentent respectivement les signaux

d’entrée, de sortie et d’état du procédé. Les matrices (A,B,C,D) sont les matrices du
système relativement à une certaine base de l’espace d’état. Les perturbations agissant
sur le procédé sont réparties en deux signaux w(t) ∈ R

nx et v(t) ∈ R
ny représentant

respectivement les bruits agissant sur les états du système et les bruits de sortie. Ces
deux signaux sont supposés être des réalisations de variables aléatoires statistiquement
indépendantes de valeur moyenne nulle. Notons que, lorsque v et w sont des bruits blancs
gaussiens indépendants de moyenne nulle et de variance finie, la représentation d’état
précédente peut se récrire sous forme d’innovation [Lju99c]

x(t + 1) = Ax(t) + Bu(t) + Ke(t) (2.2a)

y(t) = Cx(t) + Du(t) + e(t) (2.2b)

où K est le gain du filtre de Kalman et e le vecteur d’innovation. Pour toute réalisation de
v et w, il existe une unique matrice K et un unique vecteur e tels que les représentations
(2.1) et (2.2) aient le même comportement entrée-sortie [Hav01].

Le problème d’identification considéré peut alors se formuler de la façon suivante :
étant donné des mesures E/S {u(t)}N

t=1 et {y(t)}N
t=1 générées par un système représenté

sous la forme (2.1) sur un horizon fini mais suffisamment large N , estimer les matrices
(A,B,C,D) à un changement de base près.

Les méthodes d’identification présentées au sein de chapitre, qui s’apparentent par
construction aux méthodes des sous-espaces, font appel à un certain nombre de nota-
tions relativement classiques dans le domaine. Ces dernières sont résumées ci-après. Plus
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précisément, commençons par définir les vecteurs d’entrée, de sortie et de bruit décalés

uf (t) =
[
u�(t) · · · u�(t + f − 1)

]�
(2.3)

yf (t) =
[
y�(t) · · · y�(t + f − 1)

]�
(2.4)

vf (t) =
[
v�(t) · · · v�(t + f − 1)

]�
(2.5)

wf (t) =
[
w�(t) · · · w�(t + f − 1)

]�
(2.6)

où f est un entier (choisi par l’utilisateur) tel que f ≥ nx. A partir de l’équation récur-
rente (2.1), on obtient facilement, par substitutions successives sur un horizon temporel
f [VV07], l’équation suivante

yf (t) = Γf (A,C)x(t) + Hf (A,B,C,D)uf (t) + nf (t) (2.7)

où
nf (t) = Gf (A,B,C)wf (t) + vf (t). (2.8)

Au sein de cette équation, les matrices d’observabilité étendue Γf , de commande bloc
Toeplitz Hf et de bruit bloc Toeplitz Gf sont définies comme suit [VV07]

Γf (A,C) =

⎡⎢⎢⎢⎣
C

CA
...

CAf−1

⎤⎥⎥⎥⎦ (2.9)

Hf (A,B,C,D) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
D 0 · · · 0

CB D · · · 0
CAB CB · · · 0

...
...

. . .
...

CAf−2B CAf−3B · · · D

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ (2.10)

Gf (A,B,C) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 · · · 0
C 0 · · · 0

CA CB · · · 0
...

...
. . .

...
CAf−2 CAf−3 · · · 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (2.11)

Posons maintenant

Xt,M =
[
x(t) · · · x(t + M − 1)

]
(2.12)

Ut,f,M =
[
uf (t) · · · uf (t + M − 1)

]
(2.13)

Yt,f,M =
[
yf (t) · · · yf (t + M − 1)

]
(2.14)

Nt,f,M =
[
nf (t) · · · nf (t + M − 1)

]
(2.15)

où M est un entier tel que f << M et défini de façon compatible avec le nombre total
de mesures E/S disponibles. Par la suite, l’équation (2.7) peut être étendue à l’équation
matricielle suivante [Vib95]

Yt,f,M = Γf (A,C)Xt,M + Hf (A,B,C,D)Ut,f,M + Nt,f,M . (2.16)
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Remarque 1. Afin d’alléger les équations, nous utiliserons le plus souvent possible les
notations condensées suivantes

Yt,f,M = Yf (2.17)

Ut,f,M = Uf (2.18)

Nt,f,M = Nf (2.19)

Xt,M = X (2.20)

Γf (A,C) = Γf (2.21)

Hf (A,B,C,D) = Hf . (2.22)

Ainsi, l’équation (2.16) peut s’écrire

Yf = ΓfX + HfUf + Nf . (2.23)

Partant de l’équation (2.23), les méthodes classiques des sous-espaces s’attachent à
extraire dans un premier temps, soit la séquence d’état X, soit la matrice d’observabilité
étendue Γf au moyen de techniques de projection géométrique et de DVS [VD96b, VV07,
Qin06]. Une seconde étape consiste à déduire de Γf ou de X les matrices du système dans
une base “arbitraire” de coordonnées de l’espace d’état. Bien qu’ayant prouvé leur appli-
cabilité dans un très grand nombre de situations [AL97, BAB00, BNSR98, VVG94], les
techniques classiques des sous-espaces peuvent souffrir de quelques problèmes techniques
liés

– à la multiplicité des bases possibles pour l’état du système,
– à l’obtention de représentations d’état complètement paramétrées.

Comme expliqué au sein de la Section 2.1, ces deux caractéristiques peuvent avoir des
conséquences fâcheuses dans certains contextes d’utilisation. La multiplicité des bases
possibles rend l’utilisation des méthodes des sous-espaces classiques problématique dans
le cas de modèles déterminés à l’aide de sous-modèles linéaires locaux (cas des modèles
LPV ou de certains modèles de systèmes hybrides). Combinée à la surparamétrisation,
cette multiplicité rend l’étude des domaines d’incertitude des paramètres estimés très
complexe. Les solutions proposées jusqu’ici sont restreintes à l’analyse d’invariants de la
représentation d’état tels que les pôles ou la réponse fréquentielle du système [Vib91,
Lov97]. Afin de remédier à ce problème, la méthode du propagateur [MD91] est présentée
dans la suite de ce chapitre. Par rapport à la littérature existante [VD96b, Kat05], cette
méthode possède entre autres les caractéristiques intéressantes suivantes

– aucune DVS n’est nécessaire,
– un choix a priori de la base des matrices à estimer dans l’espace d’état,
– l’obtention directe d’une forme canonique à partir des données d’E/S accessibles à

la mesure, c’est-à-dire l’accès à
– des paramètres invariants du système,
– une représentation d’état parcimonieuse.

Dans un premier temps, afin de présenter le principe des méthodes des sous-espaces dé-
veloppée durant cette thèse, l’adaptation de la méthode du propagateur [MD91] est réalisée
pour l’identification de systèmes MISO (cf. section 2.2.2.1). L’extension au cas des systèmes
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MIMO est ensuite considérée au sein du paragraphe 2.2.2.2. Le rejet du biais inhérent à l’uti-
lisation de données bruitées est traité dans la section 2.2.2.7. Une extension aux systèmes
bouclés est finalement proposée dans le paragraphe 2.2.3. Cette extension consiste en
une adaptation de l’algorithme PBSID développé par A. Chiuso [Chi07b, Chi07a]. Comme
son homologue, elle peut également être utilisée à partir de données acquises en boucle
ouverte.

2.2.2 Méthode du propagateur

Le problème des perturbations étant traité dans la section 2.2.2.7, nous faisons pour
l’instant abstraction du bruit, ce qui signifie que nous considérons désormais la relation

Yf = ΓfX + HfUf . (2.24)

Nous supposons également que le système à identifier est observable et commandable.

Afin d’éliminer le régime forcé HfUf , la première étape de la méthode du propaga-
teur consiste à projeter orthogonalement l’ensemble de cette équation sur le sous-espace
orthogonal à l’espace des lignes de Uf . Dans ces conditions, en supposant que

lim
M→∞

(
UfU

�
f

)
= nuf, (2.25)

l’équation (2.24) peut être récrite comme suit

YfΠ
⊥
Uf

= ΓfXΠ⊥
Uf

(2.26)

où
Π⊥ = IM − U�

f (UfU
�
f )−1Uf , (2.27)

IM étant la matrice identité. Le calcul d’une telle projection orthogonale peut être réalisée

en appliquant une factorisation RQ [HJ90] au bloc matriciel
[
U�

f Y�
f

]�
:[

Uf

Yf

]
=

[
R11 0
R21 R22

] [
Q1

Q2

]
(2.28)

où R11 ∈ R
nuf×nuf et R22 ∈ R

nyf×nyf sont des matrices triangulaires inférieures, R21 ∈
R

nyf×nuf est une matrice pleine et Q1 ∈ R
nuf×M , Q2 ∈ R

nyf×M des matrices orthogonales.
La méthode du propagateur se différencie des autres techniques des sous-espaces lors

de la phase d’extraction de l’espace d’observabilité. Elle demande essentiellement que le
système à identifier soit observable. Cette propriété se traduit mathématiquement par le
fait que, pour tout i ≥ nx,

rang(Γi) = nx, (2.29)

que le système soit MISO ou MIMO. Bien que cette propriété soit utilisée quelle que soit le
nombre de sorties du système, sa traduction et la construction de l’espace d’observabilité
est plus ou moins complexe selon que le système soit MISO ou MIMO. Ces deux situations
sont présentées et étudiées en détail dans les sections 2.2.2.1 et 2.2.2.2. L’extraction des
matrices d’état du système à partir de l’estimée de la matrice d’observabilité étendue est
quant à elle présentée dans la section 2.2.2.4 et la section 2.2.2.5.
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2.2.2.1 Méthode du propagateur : cas d’un système MISO

Le système étant MISO et observable, en supposant que f ≥ nx, il est clair que1

– Γf

(
A, c�

) ∈ R
f×nx est une matrice de rang plein,

– les nx premières lignes de cette matrice sont linéairement indépendantes.

On peut alors partitionner la matrice d’observabilité étendue Γf de la façon suivante

Γf

(
A, c�

)
=

[
Γnx

(
A, c�

)
Λ

] }R
nx×nx

}R(f−nx)×nx
(2.30)

où Γnx

(
A, c�

)
contient les nx premières lignes linéairement indépendantes et Λ les lignes

complémentaires. Puisque Γf

(
A, c�

)
est de rang plein nx, on peut écrire Λ comme une

combinaison linéaire des lignes de Γnx

(
A, c�

)
. Il existe donc un unique opérateur P,

appelé propagateur [MD91, Mer04], tel que

Λ = PΓnx

(
A, c�

)
.

Il est alors aisé de vérifier que

YfΠ
⊥
Uf

=

[
Inx

P

]
Γnx

(
A, c�

)
XΠ⊥

Uf
. (2.31)

Comme Γnx

(
A, c�

)
est une matrice carrée de rang plein, elle peut être utilisée comme

matrice de changement de base T. En introduisant X̃ = TX, on obtient

YfΠ
⊥
Uf

=

[
Inx

P

]
X̃Π⊥

Uf
. (2.32)

Cette dernière équation indique qu’il suffit d’estimer la matrice P pour disposer d’une base
de l’espace colonne de Γf . L’estimation de la matrice propagateur P peut être réalisée en
considérant le partitionnement suivant

Z = YfΠ
⊥
Uf

=

[
Z1

Z2

]
=

[
Inx

P

]
X̃Π⊥

Uf
(2.33)

où les blocs Z1 et Z2 résultent d’une partition de Z semblable à celle de Γf . En effet, à
partir de l’équation précédente, il s’ensuit que

P̂ = arg min
P

‖Z2 − PZ1‖2
F (2.34)

où ‖•‖F est la norme matricielle de Frobenius de •.
1Dans le cas MISO, la matrice C est un vecteur ligne. Ce dernier est noté c� dans la suite de ce

paragraphe.
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2.2.2.2 Extension de la méthode du propagateur aux systèmes multivariables

La méthode du propagateur présentée dans la section précédente est fondée sur un par-
titionnement de la matrice d’observabilité étendue sous la forme (2.30). Dans le cas d’un
système MISO, les nx premières lignes de Γf sont linéairement indépendantes. La sélection
d’un bloc matriciel composé de nx lignes linéairement indépendantes est donc simplifiée.
Dans le cas des systèmes MIMO, le problème est plus complexe. En effet, il n’existe aucun
moyen de s’assurer que les nx premières lignes de Γf soient linéairement indépendantes
ou que les dynamiques du système soient observables depuis une sortie particulière. Pour
résoudre ce problème, les solutions développées jusqu’ici sont principalement fondées sur
l’emploi des indices de Kronecker [Kai80, Lue67, GW74]. L’idée de base de ces solutions
consiste à sélectionner, d’une manière itérative, généralement à l’aide de tests de rang,
des vecteurs linéairement indépendants des matrices d’observabilité ou de commandabilité
estimées afin d’obtenir une matrice carrée de rang plein employée, dans un second temps,
comme matrice de changement de base. Malheureusement, cette approche

– demande d’avoir accès à des matrices d’état du système,
– conduit à différentes formes canoniques en fonction de l’implémentation de la mé-

thode de sélection (cf. [Kai80, Chapitre 6] pour une présentation détaillée et claire
de ces approches).

Notons également que l’application d’une telle technique de sélection est difficile à réaliser
lorsque, ∀i ∈ {1, ..., nx}, rang

{
Γnx

(
A, c�i

)}
< nx et rang

{
Γnx

(
A�,bi

)}
< nx, où c�i et

bi représentent respectivement les vecteurs lignes de C et les vecteurs colonnes de B.
Les travaux proposés dans [MBL08] et [Bak08] permettent de surmonter cette diffi-

culté grâce à une transformation du système initial (MIMO) en un système intermédiaire
assimilable à un système MISO observable. Plus particulièrement, cette méthode repose
sur la proposition suivante (cf. [BML09, Lemme 1])

Proposition 1. Supposons que le système soit observable et que la matrice A soit non
dérogatoire [HJ90]. Soit κ� =

[
κ1 κ2 · · · κny

] ∈ R
1×ny un vecteur généré de façon

aléatoire selon une distribution uniforme. Alors, avec une probabilité de un, on a

rang
{
Γnx

(
A,κ�C

)}
= nx. (2.35)

Avant d’expliquer les conséquences pratiques de cette proposition, il est essentiel de
définir ce qu’est une matrice non dérogatoire.

Définition 2.2.1. Une matrice A ∈ R
n×n est non dérogatoire si et seulement si une des

conditions suivantes est satisfaite
– A est similaire à une matrice compagne,
– le polynôme caractéristique de la matrice A est égal à son polynôme minimal, les

deux polynômes étant unitaires,
– il existe un vecteur w ∈ R

n tel que la matrice
[
w Aw · · · Anx−1w

]
est de rang

plein,
– pour toute valeur propre λ de A, dim (ker (A − λIn)) = 1.

Ces propriétés ont quelques implications pratiques importantes en théorie des systèmes
linéaires. Par exemple, tout système observable MISO (resp. commandable SIMO) peut
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être réalisé à l’aide d’une représentation d’état ayant une matrice A non dérogatoire. De
même, si le système étudié présente n pôles distincts, la matrice d’état du système est
semblable à une matrice non dérogatoire. De nombreux systèmes ayant de pôles multiples
peuvent également être réalisés par une représentation vérifiant cette propriété. Notons
cependant qu’un système ayant au moins un pôle double et réalisé à l’aide d’une forme
d’état à matrice d’état diagonalisable ne peut pas être représenté via une forme d’état à
matrice A non dérogatoire. Ces différents exemples illustrent l’applicabilité de l’approche
considérée dans ce chapitre.

La proposition 1 indique qu’en introduisant un vecteur κ généré aléatoirement, il est
possible d’assurer que la matrice Γnx

(
A,κ�C

)
soit de rang plein avec une probabilité

1 lorsque le système est observable et réalisable par une forme d’état à matrice A non
dérogatoire. Comme dans le cas MISO, le principe de la méthode du propagateur présentée
ci-après consiste à introduire une matrice de changement de base extraite de la matrice
d’observabilité étendue. Dans le cas des systèmes MIMO, cette matrice de changement de
base est plus précisément Γnx

(
A,κ�C

)
. La construction d’une telle matrice demande de

modifier l’équation matricielle des données (2.24). Pour atteindre cet objectif, introduisons
la matrice K définie comme suit

K =

⎡⎢⎢⎢⎣
κ1 κ2 · · · κny

0 1 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 1

⎤⎥⎥⎥⎦ ∈ R
ny×ny . (2.36)

L’application de cette matrice à l’équation de sortie (2.1) conduit à un vecteur de sortie
modifié y vérifiant

ȳ(t) = Ky(t) = K (Cx(t) + Du(t)) = C̄x(t) + D̄u(t) (2.37)

où ȳ, C̄ et D̄ sont respectivement obtenus à partir y, C et D en substituant leur 1er ligne
respective par κ�y, κ�C et κ�D. En suivant la même procédure que celle introduite au
sein du paragraphe 2.2.2.1, l’équation (2.26) devient

ȲfΠ
⊥
Uf

= Γ̄fXΠ⊥
Uf

(2.38)

où

Γ̄f = Γf

(
A, C̄

)
(2.39a)

C̄ =

⎡⎢⎢⎢⎣
c̄1

c̄2
...

c̄ny

⎤⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎣
∑ny

j=1 κjcj

c2
...

cny

⎤⎥⎥⎥⎦ (2.39b)

et cj, j ∈ [1, ny], sont les lignes de C. Notant que Γ̄f est une matrice de rang plein, une
matrice de permutation S peut être introduite afin d’ordonner les lignes de Γ̄f et d’assurer
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que les nx premiers lignes soient linéairement indépendantes

S =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Inyf (1, :)
Inyf (ny + 1, :)

...
Inyf ((f − 1)ny + 1, :)

Inyf (2 : ny, :)
Inyf (ny + 2 : 2ny, :)

...
Inyf ((f − 1)ny + 2 : fny, :)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. (2.40)

Plus particulièrement, la pré-multiplication de l’équation (2.38) par la matrice de permu-
tation S conduit à

SΓ̄f = S

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

c̄1

c2
...

cny

c̄1A
c2A

...
cny

A
c̄1A

f−1

c2A
f−1

...
cny

Af−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

c̄1

c̄1A
...

c̄1A
f−1

c2

c2A
...

c2A
f−1

...
cny

cny
A

...
cny

Af−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

[
Γnx

(A, c̄1)
Ψ

]
=

[
Γnx

(
A,κ�C

)
Ψ

]
. (2.41)

Or, en supposant qu’un vecteur κ vérifiant les conditions de la proposition 1 soit accessible,
nous savons que rang{Γnx

(A, c̄1)} = nx. Cette matrice Γnx
(A, c̄1) peut alors être utilisée

comme un changement de base T. En suivant la même procédure que dans le cas MISO,
il est facile de montrer que

SȲfΠ
⊥
Uf

= SΓ̄fXΠ⊥
Uf

=

[
Inx

P

]
Γnx

(A, c̄1)XΠ⊥
Uf

(2.42)

où P ∈ R
nyf−nx×nx est la matrice propagateur. L’estimation d’une telle matrice est réali-

sable en considérant le problème des moindres carrés suivant

‖Z2 − PZ1‖2
F (2.43)

où les blocs Z1 et Z2 résultent d’une partition de SȲfΠ
⊥
Uf

semblable à celle de Γ̄f .

2.2.2.3 Discussion concernant le choix de κ

Dans le cas de systèmes MIMO, l’adaptation de la méthode du propagateur repose entre
autre sur la possibilité de générer un vecteur κ tel que rang

{
Γnx

(
A,κ�C

)}
= nx. A
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première vue, cette condition est fonction des matrices A et C inconnues lorsque cette
approche est employée. Une étude récente [MB10] montre que la génération d’un tel
vecteur n’est pas si complexe que cela y parâıt. Elle montre plus précisément que

– tout vecteur généré aléatoirement est un candidat fiable lorsque les données d’E/S
sont non bruitées,

– une heuristique, basée sur les données d’E/S, peut être employée pour générer le
vecteur κ lorsque le vecteur de sortie est bruité.

La génération du vecteur κ dans le cas de données bruitées repose sur une observation
simple : choisir un vecteur κ suffisamment corrélé avec les colonnes de C, CA, ..., CAf−1.
Pour atteindre cet objectif, deux solutions sont possibles.

– Estimer l’espace d’observabilité du système à l’aide d’une autre méthode des sous-
espaces puis en déduire le vecteur κ (à l’aide des informations fournies par la DVS

des données d’E/S).
– Sélectionner directement le vecteur à partir des données d’E/S accessibles.

La première solution, qui est par définition la plus fiable, demande d’utiliser un premier
algorithme des sous-espaces rendant ainsi l’algorithme d’identification fondé sur le propa-
gateur obsolète2. Au contraire, choisir

κ =
1

Mny

ΦiΦ
�
i 1ny

, (2.44)

où 1ny
représente le vecteur unitaire de taille ny et où chaque matrice Φi contient ny

lignes obtenues par partition de YfΠ
⊥
Uf

comme suit

YfΠ
⊥
Uf

=
[
Φ�

1 · · · Φ�
f

]�
(2.45)

est une solution qui réalise un bon compromis entre complexité et efficacité. Notons en
effet que cette relation n’est fonction que des données d’E/S du système. Une comparaison
de cette heuristique avec d’autres techniques est proposée dans [MB10].

2.2.2.4 Extraction des matrices A et C

Dans les paragraphes 2.2.2.1 et 2.2.2.2, deux méthodes d’identification de l’opérateur P
ont été présentées, chacune dédiée respectivement aux systèmes MISO et MIMO. Connaissant
la matrice P, les matrices A et C peuvent être déduites relativement simplement sans faire
appel à la technique classique d’A-invariance [Kun78]. En effet, il est facile de constater
que

Υf =

[
Inx

P

]
= SΓ̄fT

−1 = SΓf

(
A, C̄

)
T−1 = SΓf (A,C) (2.46)

où

A = TAT−1 (2.47a)

C = CT−1 (2.47b)

2L’idée du propagateur n’est utilisée dans ce cas uniquement comme un changement de base.
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et T représente la matrice de changement de base Γnx
(A,C) dans le cas MISO et Γnx

(
A,κ�C

)
dans le cas MIMO. En faisant de nouveau appel à la définition de la matrice de permutation
S, on obtient

Υf =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

c1

c1A
...

c1A
f−1

c2

c2A
...

c2A
f−1

...
cny

cny
A

...
cny

Af−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

. (2.48)

En observant l’équation (2.48), il est facile de montrer que la matrice C est composée de

c1 =
[
1 0 · · · 0

]
(2.49)

cj =

[
Inx

P

]
((j − 1)f + 1, :) pour j ∈ [2, ny] . (2.50)

En outre, en utilisant les notations de Matlab
c©, nous avons

Υf (2 : nx + 1, :) =

⎡⎢⎢⎢⎣
c1A

c1A
2

...
c1A

nx

⎤⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎣
A(1, :)
A2(1, :)

...
Anx(1, :)

⎤⎥⎥⎥⎦ (2.51)

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1
P(1, 1) P(1, 2) P(1, 3) · · · P(1, nx)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (2.52)

En appliquant le théorème Cayley-Hamilton [HJ90], on peut montrer que

Anx = −anx−1A
nx−1 − anx−2A

nx−2 − · · · − a0Inx
(2.53)

où les aj, j ∈ [0, nx − 1], sont les coefficients du polynôme caractéristique de A. Par
conséquent, en utilisant les équations (2.52) et (2.53), nous pouvons écrire

c1A
nx = P(1, :) =

[
P(1, 1) P(1, 2) · · · P(1, n)

]
(2.54a)

= −anx−1cAnx−1 − anx−2cAnx−2 − · · · − a0c (2.54b)

= −anx−1A
nx−1(1, :) − anx−2A

nx−2(1, :) − · · · − a0c (2.54c)

=
[−a0 −a1 · · · −anx−1

]
. (2.54d)
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Finalement, en utilisant le calcul itératif suivant

A2(1, :) = A(1, :)A = A(2, :) (2.55a)

A3(1, :) = A(1, :)A2 = A2(2, :) = A(2, :)A = A(3, :) (2.55b)

... (2.55c)

Anx−1(1, :) = · · · = A(nx − 1, :), (2.55d)

nous obtenons la matrice A sous une forme compagne horizontale [Kai80]

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1
−a0 −a1 −a2 · · · −anx−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (2.56)

Il est intéressant de noter que, pour un système MISO, seule la première ligne de la
matrice P est nécessaire à la détermination des matrices A et c. On peut donc poser
f = nx + 1 pour éviter l’estimation inutile des lignes supplémentaires de P. Remarquons
également que, dans le cas MISO, les calculs précédents montrent que la représentation
d’état estimée est décrite à l’aide d’une forme canonique observable [Kai80]. Cette forme
peut être justifiée a posteriori par le fait que la matrice de changement de base employée
est Γnx

(A,C). Comme ceci est prouvé dans [MB10], la technique du propagateur conduit
également à une forme canonique dans le cas MIMO. Cette propriété qui assure que

– la réalisation considérée est parsimonieuse,
– les matrices de la représentation d’état estimée sont composées d’invariants,

est particulièrement intéressante dans un objectif de caractérisation des domaines d’in-
certitude des paramètres estimés.

2.2.2.5 Extraction des matrices B et D

Dans un objectif de simplification de la description des domaines d’incertitude, la
technique employée pour extraire les matrices B et D est fondée sur une régression linéaire.
Plus particulièrement, en notant que la sortie du modèle identifié est donnée par

ŷ(t) =
t−1∑
k=0

ĈÂ
t−k−1

B̂u(k) + Du(t), (2.57)

il est relativement facile de montrer que cette équation peut s’écrire comme suit [Mck95,
VV07]

ŷ(t) =
[
u�(t) ⊗ Iny

]
vec (D) +

(
t−1∑
k=0

u�(k) ⊗ Â
t−k−1

)
vec

(
B̂

)
(2.58)

en exploitant la propriété du produit de Kronecker ⊗ suivante [HJ90]

vec (M1M2M3) = M�
3 ⊗ M1vec (M2) (2.59)
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où vec (•) est l’opérateur vectorisation [HJ90]. Les matrices B et D sont alors estimées
en minimisant le critère

B̂, D̂ = arg min
B,D

∑
t

[y(t)−

[
uT (t) ⊗ Iny

∑t−1
k=0 uT (k) ⊗ ĈÂ

t−k−1
]⎡⎣vec

(
D̂

)
vec

(
B̂

)⎤⎦⎤⎦ . (2.60)

L’emploi d’une telle régression linéaire assure que les matrices B̂ et D̂ soient exprimées
dans la même base que les matrices estimées Â et Ĉ .

2.2.2.6 Propriétés de la représentation d’état estimée à partir du propagateur

La représentation d’état obtenue à l’aide de la méthode du propagateur présente un
certain nombre de caractéristiques structurelles intéressantes pour la caractérisation des
incertitudes. Plus précisément

– La paramétrisation obtenue après estimation est caractérisée de manière unique par
les ny valeurs composant le vecteur κ généré par l’utilisateur.

– La procédure d’identification développée conduit à une structure de modèle conte-
nant nx(nu + ny) + nuny paramètres. nx(nu + ny) + nuny est la dimension de la
classe de fonctions de transfert rationnelles causales d’un système MIMO de degré
de McMillan nx [MH97]. Cette paramétrisation a donc le nombre minimal de para-
mètres assurant l’identifiabilité de la structure lorsque le système est commandable
et observable.

– Une fois le vecteur κ généré, la structure identifiée est une forme canonique pour la
classe des systèmes linéaire à temps invariant MIMO observable, commandable et à
matrice A non dérogatoire.

Ces différentes propriétés sont démontrées dans [MB10]. Elles seront d’une très grande
utilité lors de la caractérisation des incertitudes.

2.2.2.7 Adaptation de la méthode du propagateur en présence de perturba-
tions

En présence de bruit d’état et de sortie, l’équation des données E/S pour un système
MIMO est donnée par

Yf = ΓfX + HfUf + Nf . (2.61)

En suivant les différentes étapes décrites dans la section 2.2.2.2, il est facile de montrer
que3

SȲfΠ
⊥
Uf

=

[
Inx

P

]
Γnx

(
A,κ�C

)
XΠ⊥

Uf
+ SN̄fΠ

⊥
Uf

. (2.62)

3La matrice N̄f est définie de manière similaire à Ȳf .

44
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En considérant le partitionnement suivant

SȲfΠ
⊥
Uf

=

[
Z1

Z2

]
=

[
Inx

P

]
Γnx

(
A,κ�C

)
XΠ⊥

Uf
+

[
N 1

N 2

]
(2.63)

où N 1 représente les nx premières lignes de SN̄fΠ
⊥
Uf

et N 2 son complément, on montre
que

Z2 = PZ1 + N 2 − PN 1. (2.64)

Quelle que soient les propriétés de blancheur initiales des bruits v et w, cette équation
montre que le bruit résultant N 2 − PN 1 est nécessairement coloré. Par conséquent, une
estimation immédiate du propagateur par régression linéaire à partir de l’équation (2.62)
est biaisée. Pour atténuer cet effet du bruit, une technique de type variable instrumentale
[Cai76] est introduite. Elle consiste plus précisément à construire une matrice d’instru-
ments (que nous noterons Ξ) décorrélée des perturbations agissant sur le procédé sans
altérer l’information utile liée à la dynamique du système. Cette idée est déjà employée
dans un grand nombre d’algorithmes des sous-espaces (par exemple, CVA [Lar90], N4SID
[VD94], PI MOESP [Ver93], PO MOESP [Ver94], PO EIV MOESP [CV97], ...). En s’inspirant
de ces méthodes, nous étendons la méthode du propagateur dans le cas stochastique afin
d’avoir une estimation consistante des matrices d’état du système dans un contexte bruité.
Plus particulièrement, en multipliant la relation (2.62) à droite par la matrice d’instru-
ments Ξ et en la divisant par N , on obtient

1

N
SȲfΠ

⊥
Uf

Ξ =
1

N

[
Inx

P

]
Γnx

(
A,κ�C

)
XΠ⊥

Uf
Ξ +

1

N
SN̄fΠ

⊥
Uf

Ξ. (2.65)

Il apparâıt que, pour obtenir une estimée consistante de P, la matrice d’instruments Ξ
doit être conçue de façon à réaliser les deux conditions suivantes

lim
N→∞

(
1

N
N̄fΞ

)
= 0 (2.66a)

rang

(
lim

N→∞

1

N
XΞ

)
= nx. (2.66b)

Lorsque Ξ satisfait aux conditions (2.66), il est facile de vérifier la relation asymptotique
suivante

lim
N→∞

1

N
SȲfΠ

⊥
Uf

Ξ = lim
N→∞

1

N

[
Inx

P

]
Γnx

(
A,κ�C

)
XΠ⊥

Uf
Ξ. (2.67)

Ainsi, une estimation consistante de la matrice P peut être obtenue en minimisant le
critère quadratique suivant

‖Z2Ξ − PZ1Ξ‖2
F . (2.68)

Plusieurs solutions sont proposées dans la littérature [Lar90, VD94, VD92a, Ver93, Ver94,
CV97] pour construire une variable instrumentale vérifiant les conditions (2.66). La solu-
tion naturelle serait d’utiliser le signal d’entrée comme instrument puisque ce dernier est
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décorrélé du bruit de sortie (en boucle ouverte) et suffisamment lié à l’état. Malheureu-
sement, en identification des sous-espaces, la variable instrumentale doit également être
orthogonale à la matrice de Hankel des entrées afin d’isoler le terme HfUf . Cette condi-
tion est donc incompatible avec le choix de variable instrumentale énoncé précédemment.
L’artifice, proposé par plusieurs auteurs [Ver93, VD94, OV94, CK95], consiste à scinder
les données accessibles à la mesure en deux blocs afin de créer des matrices de Hankel
passées et futures. Par exemple, selon [CV97], on peut choisir Ξ = Up tel que

Up =

⎡⎢⎣u(t − p) · · · u(t + M − 1 − p)
...

...
u(t − 1) · · · u(t + M − 2)

⎤⎥⎦ (2.69)

où p est un indice passé. Afin d’améliorer la variance de l’estimation, il a été montré dans

[CV97] que la concaténation des entrées et sorties passées, Ξ =
[
U�

p Y�
p

]�
, constitue un

choix valide d’instruments4.

Remarque 2. La projection orthogonale associée au variable instrumentale Π⊥
Uf

Ξ, peut
être calculée d’une manière efficace en utilisant la factorisation RQ⎡⎣Ui

Ξ
Yi

⎤⎦ =

⎡⎣R11 0 0
R21 R22 0
R31 R32 R33

⎤⎦⎡⎣Q1

Q2

Q3

⎤⎦ . (2.70)

2.2.3 Méthode“Predictor-based Subspace Identification”et pro-
pagateur

Au sein de la section 2.2.2, la méthode du propagateur a été présentée pour l’identifi-
cation de systèmes MISO et MIMO fonctionnant en boucle ouverte. Comme la plupart des
techniques des sous-espaces développées dans un contexte boucle ouverte (CVA, N4SID
et MOESP par exemple), cette méthode donne des résultats biaisés lorsque les données
utilisées sont acquises en boucle fermée. Ce biais est lié au fait que le bouclage conduit
à rendre le signal de commande u et les bruits de sorties v corrélés. L’hypothèse d’or-
thogonalité des matrices Np et Up n’est alors plus vérifiée. Pour remédier à ce problème,
plusieurs auteurs ont proposés des solutions qui peuvent être regroupées en deux familles :

– des méthodes dites “de décorrélation” qui cherchent à modifier les factorisations
RQ classiques dans l’objectif d’extraire ou de reconstruire des signaux d’excitation
décorrélés des perturbations [CV99, GV05],

– des méthodes dites “de prédiction” qui utilisent une étape intermédiaire de géné-
ration d’un modèle (V)ARX pour s’affranchir du problème de corrélation [LM96,
Jan05, Chi07b].

Initiées en 1996 par les travaux de L. Ljung et T. McKelvey [LM96], les méthodes dites
de prédiction ont connu un nouvel essor ces dernières années grâce à

– M. Jansson en 2003 et 2005 et son algorithme SSARX [Jan03, Jan05],

4Yp est obtenue de la même manière que Up.
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– A. Chiuso et G. Picci dès 2004 et la technique Predictor-based Subspace Identifica-
tion (PBSID) [CP05, Chi05, Chi07b].

Comme démontré par A. Chiuso en 2010 [Chi10], ces techniques peuvent être aisément
comparées aux algorithmes CCA [Chi07a] et présentent des propriétés asymptotiques
équivalentes à ces derniers. Des études poussées des propriétés statistiques de méthode
PBSID sont proposées au sein des références [CP05, Chi07b]. Il est intéressant de noter
que ces techniques présentent l’avantage d’être utilisables à la fois en boucle ouverte et
en boucle fermée. Cette propriété, associée à un lien fort avec les méthodes d’erreur de
prédiction et de maximum de vraisemblance classiques [CP05, Chi06, Chi07b], explique
très probablement leur succès.

Bien que très intéressante d’un point de vue pratique et théorique, les techniques
telles que PBSID connaissent des difficultés à figer la base dans laquelle les matrices sont
estimées. Comme explicité par A. Chiuso dans l’introduction de son article [Chi10], les
comparaisons proposées au sein de cette référence ainsi que les différentes expressions de
variance asymptotique étudiées ne peuvent être analysées qu’en considérant des invariants
du système (pôles, fonctions de transfert) ou en fixant la base de la représentation d’état a
posteriori. Dans la suite de ce paragraphe, ce problème d’invariance est traité en adaptant
la méthode PBSID à l’aide du propagateur. Cette méthode est appelée la méthode des
sous-espaces basée sur les moindres carrés SBMC.

Contrairement à l’approche présentée précédemment (cf. 2.2.2), le modèle considéré
est désormais sous une forme d’innovation

x(t + 1) = Ax(t) + Bu(t) + Ke(t) (2.71a)

y(t) = Cx(t) + Du(t) + e(t) (2.71b)

où e(t) est un bruit blanc gaussien de moyenne nulle et K le gain de Kalman [HK66].
Comme précisé précédemment, l’algorithme développé ci-après peut être utilisé en boucle
ouverte et en boucle fermée. Dans ce dernier cas, il est nécessaire de supposer que la boucle
contienne un retard. Si le correcteur n’en présente pas, il est nécessaire de supposer que
D = 0. Cette hypothèse, pas vraiment restrictive d’un point de vue pratique, sera faite
dans la suite de ce paragraphe. Il est de plus supposé que le système à identifier est
commandable et observable.

Partant de l’équation (2.71), la première phase de l’algorithme PBSID (et SSARX)
consiste à transformer la forme d’innovation en forme de prédiction (compacte)

x(t + 1) = Ãx(t) + B̃z(t) (2.72a)

y(t) = Cx(t) + e(t) (2.72b)

où Ã = A − KC, B̃ =
[
B K

]
et z�(t) =

[
u�(t) y�(t)

]�
. De cette équation de ré-

currence, on obtient facilement, par substitutions successives sur un horizon p [Knu01,
Chi07b, PSD96]

x(t) = Ãpx(t − p) + Kzp(t)

où

K =
[
Ãp−1B̃ · · · ÃB̃ B

]
(2.73)

zp(t) =
[
z�(t − p) · · · z�(t − 1)

]�
, (2.74)
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et p est un indice dit passé. En supposant que le modèle (2.72) soit celui d’un système
stable, il existe un indice j tel que Ãj ≈ 0. L’hypothèse clé de la méthode PBSID est la
suivante

Hypothèse 2.2.1. Ãj ≈ 0 pour tout j ≥ p.

Notons que, lorsque le système (2.72) est uniformément exponentiellement stable, il
est possible d’assurer que l’erreur d’approximation liée à l’hypothèse 2.2.1 soit négligeable
[Knu01, CP05, Chi07b].

En utilisant cette hypothèse, le vecteur d’état x(t) peut être approximé par [HWV09]

x(t) ≈ Kzp(t) (2.75)

où K est une matrice à coefficients inconnus (cf. équation (2.73)). N’ayant pas accès
à cette matrice, son estimation, plus particulièrement le produit Kzp(t) est réalisée en
quatre étapes.

Étape 1 : Estimation de la matrice CK

Connaissant l’équation de sortie du système (2.71), il est facile de montrer que la
sortie du système peut être récrite comme suit

y(t) ≈ CKzp(t) + e(t).

Par conséquence, puisque e(t) est un bruit blanc gaussien pour la forme d’innova-
tion considérée, une estimation consistante de la matrice CK peut être obtenue en
résolvant

min
CK

‖y(t) − CKzp(t)‖2
F .

Notons que, pour une petite valeur de p, la solution de ce problème sera biaisée à
cause de l’approximation faite à l’équation (2.75). Il est donc nécessaire de choisir
une valeur de l’indice p relativement conséquente.

Étape 2 : Construction de la matrice Γ̃pK

En utilisant l’approximation donnée dans l’équation (2.75), par récurrence, on peut
écrire l’équation de données suivantes

yp(t + p) ≈ Γ̃pKzp(t) + H̃pzp(t + p) + ep(t + p)

où

Γ̃p =
[
(C)� (CÃ)� · · · (CÃp−1)�

]�
H̃p =

⎡⎢⎢⎢⎣
0 0 · · · 0

CB̃ 0 · · · 0
...

...
. . .

...

CÃp−2B̃ CÃp−3B̃ · · · 0

⎤⎥⎥⎥⎦
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les vecteurs yp, zp et ep étant définis comme dans l’équation (2.74). Le produit Γ̃pK

est donné par [Win08]

Γ̃pK =

⎡⎢⎢⎢⎣
CÃp−1B̃ CÃp−2B̃ · · · CB̃

CÃpB̃ CÃp−1B̃
. . . CÃB̃

...
. . . . . .

...

CÃ2p−2B̃ · · · · · · CÃp−1B̃

⎤⎥⎥⎥⎦ .

En utilisant l’hypothèse 2.2.1, cette expression peut être approchée comme suit

Γ̃pK ≈

⎡⎢⎢⎢⎣
CÃp−1B̃ CÃp−2B̃ · · · CB̃

0 CÃp−1B̃
. . . CÃB̃

...
. . . . . .

...

0 · · · · · · CÃp−1B̃

⎤⎥⎥⎥⎦ . (2.76)

L’intérêt principal de cette réécriture réside dans le fait que le premier bloc ligne de
cette matrice peut être utilisé pour construire les autres blocs lignes, c’est-à-dire,

Γ̃pK ≈

⎡⎢⎢⎢⎣
CK

zeros(nu + ny, nu + ny) CK(:, 1 : (nu + ny)(p − 1))
...

...
zeros(nu + ny, (nu + ny)(p − 1)) CK(:, 1 : (nu + ny))

⎤⎥⎥⎥⎦ . (2.77)

Ainsi, connaissant CK, la matrice Γ̃pK peut être construite.

Étape 3 : Construction de la matrice ΓpK

Il est important de remarquer que cette matrice Γ̃pK ne fait pas directement appel
aux matrices A, B et C recherchées mais aux matrices Ã, B̃ et C. Il est donc néces-
saire de transformer la matrice Γ̃pK en matrice ΓpK. Pour cela, la transformation
suivante est utilisée [HWV09]⎡⎢⎢⎢⎣

ΓpK0

ΓpK1
...

ΓpKp−1

⎤⎥⎥⎥⎦
︸ ︷︷ ︸

ΓpK

=

⎡⎢⎢⎢⎣
Iny

0 · · · 0

CK Iny

. . .
...

...
. . . . . . 0

CAp−2
K CAp−1

K · · · Iny

⎤⎥⎥⎥⎦
︸ ︷︷ ︸

T

⎡⎢⎢⎢⎣
Γ̃pK0

Γ̃pK1
...

Γ̃Kp−1

⎤⎥⎥⎥⎦
︸ ︷︷ ︸

Γ̃pK

.

Plus particulièrement, en utilisant l’approche développée dans [DVH08], il est pos-
sible de montrer que

ΓpKi = Γ̃pKi +
i−1∑
j=0

[
CÃi−j−1

K ΓpKi

]
où CÃi−j−1

K = CK(:, (p − i + j)(nu + ny) + nu + (1 : ny)), i = 0 · · · p − 1. La
matrice recherchée ΓpK est donc générée exclusivement à partir de CK.
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Étape 4 : Estimation du vecteur d’état
C’est plus particulièrement dans cette dernière étape que le propagateur va être
employé. Une nouvelle fois, grâce à cet outil, la base de l’espace d’état va être fixée
par l’utilisateur et, par extension, la structure des matrices estimées.

Ayant accès à une estimation fiable du produit ΓpK, il est possible de construire le
vecteur γ défini comme suit

γ(t) = ΓpKzp(t). (2.78)

Comme dans le paragraphe 2.2.2.2, nous introduissons la matrice K (cf. équation
(2.36)) afin d’assurer que le système soit observables à partir d’une seule sortie tel
que

ȳ(t) = Ky(t). (2.79)

En supposant que le système (2.71) soit observable, nous savons que la matrice
Γp

(
A,κ�C

)
est de rang plein colonne et possède, au minimum, nx lignes linéai-

rement indépendantes. Comme dans le paragraphe 2.2.2.2, une matrice de permu-
tation S ∈ R

nyp×nyp (cf. équation (2.40)) peut être introduite afin d’ordonner les
lignes de Γp et d’assurer que les nx premières lignes linéairement indépendantes.
En notant Γnx

(
A,κ�C

)
la matrice constituée de ces nx lignes soient linéairement

indépendantes, en suivant la procédure présentée dans la section 2.2.2.2, on montre
que

SKγ(t) =

[
Inx

P

]
Γnx

(
A,κ�C

)
Kzp(t). (2.80)

Cette dernière équation nous donne alors directement accès à une estimation du
vecteur d’état dans la base fixée par la matrice de changement de base Γnx

(
A,κ�C

)
x̂(t) = Γnx

(
A,κ�C

)
Kzp(t). (2.81)

Connaissant y, u et x̂, les matrices (A, B, C) peuvent être estimées en résolvant le
problème des moindres carrés suivant

min
ABCD

∥∥∥∥[x̂(t + 1)
y(t)

]
−
[
A B
C 0

] [
x̂(t)
u(t)

]∥∥∥∥2

F

.

Notons que l’emploi d’une estimée x̂ obtenue par l’approche décrite précédemment assure,
comme dans la section 2.2.2, que les matrices d’état du modèle soient représentées dans une
forme canonique. Comme dans le cas précédent, cette propriété facilite la détermination
des domaines d’incertitude.

2.3 Identification d’un modèle d’état à temps continu

Dans de nombreuses applications (modélisation, diagnostic, commande), il est souhai-
table d’estimer un modèle à temps continu afin d’avoir accès aux paramètres physiques du
système. Ce choix peut être justifié par le fait que la plupart des phénomènes physiques
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sont observés dans un contexte continu. Au cours de ces dernières années, le problème
d’identification à temps continu a fait l’objet d’une attention particulière [MDV91, GW08].
Ainsi, dans la littérature plusieurs techniques ont été développées. Ces approches sont gé-
néralement classées en deux catégories : approche indirecte et approche directe. L’approche
indirecte consiste à déterminer un modèle à temps discret à l’aide des techniques conven-
tionnelles telles que la méthode à erreur de prédiction [Lju99c], puis de convertir ce dernier
en un modèle à temps continu. Cette méthode souffre d’un certain nombre de limitations :

– le choix délicat de la période d’échantillonnage,
– le calcul du logarithme d’une matrice qui peut déboucher sur des résultats complexes

et donner lieu à des erreurs importantes.

Ces limites peuvent être palliées en utilisant l’approche directe. Cette technique consiste
à identifier le modèle à temps continu directement à partir des données échantillonnées
[GW08]. Le problème majeur de ces méthodes est le calcul des dérivées successives des
signaux E/S. Les solutions proposées à cette problématique reposent sur l’utilisation des
filtres linéaires, des méthodes intégrales ou des fonctions modulantes [GMR03].

Les méthodes d’estimation directe de modèles à temps continu ont essentiellement
été développées dans le cas monovariable. Le contexte multivariable reste relativement
peu étudié [HCVJ96, JVC99, BGS01, Hav01, OKY02, LRS03, MOGG07]. Les premières
études [HCVJ96, JVC99] proposent d’introduire des opérateurs de conversion discret /
continu particuliers pour analyser et récrire le problème d’identification à temps continu à
l’aide d’une approche algébrique. Une étude approfondie de cette conversion est proposée
dans [Hav01, BGS01]. Ces travaux combinent un préfiltrage de type moment de poisson
à l’algorithme des sous-espaces décrit dans [MDV91] pour compenser les bruits colorés.
[OKY02] traitent le problème d’identification en présence de bruit d’état et de mesure en
décrivant les dérivées de bruits blancs gaussiens via le concept de distribution aléatoire de
Itô Schwartz. [LRS03] proposent finalement d’utiliser l’approche des sous-espaces associée
à un filtrage intégral pour estimer un modèle résidu sans estimer préalablement un modèle
d’état du système.

Dans ce manuscrit, nous adaptons les techniques de filtrage au méthode du propaga-
teur afin d’estimer les matrices d’état d’un système à temps continu.

2.3.1 Problématique

Considérons un système linéaire invariant à temps continu représenté par la forme
d’état suivante

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) (2.82a)

y(t) = Cx(t) + Du(t) + v(t) (2.82b)

où u ∈ R
nuet y ∈ R

ny sont respectivement les vecteurs d’entrée, sortie du système.
x ∈ R

nx est le vecteur d’état et v ∈ R
ny est bruit de sortie. Ce bruit est supposé décorrélé
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du signal d’entrée, de moyenne nulle, de variance finie, constant entre deux échantillons
[HJ90, JVC99], c.-à-d.,

v(t) = v(kTs)

pour kTs ≤ t < (k +1)Ts où Ts est la période d’échantillonnage. Plus précisément, v(kTs)
est un bruit blanc à temps discret de moyenne nulle qui satisfait

E
[
v(kTe)v

�(lTe)
]

= Rvδ(k, l)

où δ(k, l) est la fonction Dirac discrète et E [•] désigne l’espérance mathématique [Lju99c].
Le problème d’identification considéré ci-après consiste à estimer les matrices (A,B,C,D)
à un changement de base près, à partir d’un nombre fini de données E/S échantillonnées
{u(tk),y(tk)}N

k=1 où tk = kTs.

Afin d’introduire la problématique liée à l’identification de modèles à temps continu,
nous supposons que les signaux E/S soient dérivables jusqu’à un ordre f > nx. On peut
alors montrer que

y(tk) = Γfx(tk) + Hfuf (tk) + vf (tk) (2.83)

où y(tk) (respectivement uf (tk) et vf (tk)) est le vecteur contenant les dérivées successives
des sorties (respectivement des entrées et de bruit) à l’instant t = tk défini par

yf (tk) =
[
y�(tk) ẏ�(tk) · · · y(i−1)�(tk)

]�
uf (tk) et vf (tk) sont donnés de la même manière que yf (tk), Γf la matrice d’observabilité
étendue d’ordre f du système (cf. équation (2.9)) et Hf une matrice bloc Toeplitz com-
posée des paramètres de Markov du système (cf. équation (2.10)). Pour N échantillons,
l’équation (2.83) peut s’écrire sous forme matricielle

Ycf = ΓfXc + HfUcf + Vcf (2.84)

où

Ycf =
[
yf (t1) yf (t2) · · · yf (tN)

]
Ucf =

[
uf (t1) uf (t2) · · · uf (tN)

]
Vcf =

[
vf (t1) vf (t2) · · · vf (tN)

]
et

Xc =
[
x(t1) x(t2) · · · x(tN)

]
.

L’équation (2.84) présente la particularité d’être équivalente à l’équation discrète de
données (cf. équation (2.23)). En supposant que les données d’entrées et de sorties soient
différentiables à un ordre suffisant, il semble alors possible d’adapter cette méthode pour
estimer efficacement les matrices d’état du système dans un contexte continu. Le principal
problème lors du l’identification d’un système à temps continu est le calcul des dérivées
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successives des signaux E/S. Ainsi, en pratique, l’acquisition de ces dérivées successives est
très rarement réalisable, en particulier en présence de perturbations. Il est donc nécessaire
de faire appel à des techniques contournant ce problème d’évaluation des dérivées et
utilisant seulement l’information contenue dans les données E/S échantillonnées. Plusieurs
algorithmes ont été développés aux cours des trois dernières décennies [GMR03]. Une étude
à l’aide de simulations de Monte Carlo a permis de faire ressortir six méthodes présentant
des performances nettement supérieures aux autres [GMR03]

– Méthodes de filtrage [MDV91, UR87]
– Filtres à Variables d’Etat FVE
– Moment de Poisson Généralisé MPG.

– Méthodes intégrales [SZ90, Tri87]
– Filtre Linéaire Intégral FLI
– Moments Partiels Réinitialisés MPR.

– Méthodes de fonctions modulante [PSK94, UR98]
– Fonctions Modulantes de Fourier FMF
– Fonctions Modulantes de Hartley FMH.

Au sein de ce manuscrit, le problème d’identification de modèles d’état à temps continu
de systèmes multivariables est considéré en associant les filtres de variable d’état [You81]
et les moments partiels réinitialisés [Tri87, Toh08] à la méthode du propagateur. Ces deux
techniques de filtrage présentent l’intérêt d’appartenir à une même classe de méthodes
(méthode de filtrage) et de fournir une solution au problème de calcul des dérivées des
signaux E/S relativement simple.

2.3.2 Approximation des dérivées des données E/S

La mesure des signaux E/S ainsi que leurs dérivées est une condition nécessaire à
l’obtention de l’équation (2.84). Pour remédier à ce problème, nous proposons deux tech-
niques qui permettent d’approximer les dérivées des données E/S, à savoir : la méthode
des moments partiels réinitialisés et celle des filtres à variables d’état.

2.3.2.1 Filtres des moments partiels réinitialisés (MPR)

Les moments partiels réinitialisés reposent sur le calcul d’intégrales des signaux E/S

pondérés sur un intervalle d’intégration [0, T ] choisi. Cette approche présente l’avantage

de posséder une valeur optimale d’horizon d’observation T̂ pour laquelle la variance de
l’erreur d’estimation est minimale [Tri87, MOGG07, Toh08]. Afin de profiter de cette
propriété quel que soit t, le calcul de l’intégrale est réinitialisé à chaque instant t en consi-
dérant un intervalle d’intégration [0, T̂ ] mobile.

Le MPR d’ordre n est plus précisément défini comme suit

An(s(t)) =

∫ T̂

0

θn

n!
s(t − T̂ + θ)dθ. (2.85)

Appliquer les MPR à une équation différentielle revient à filtrer les signaux E/S par un
filtre à réponse impulsionnelle finie (RIF). Afin de mettre en évidence cette propriété
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relativement simplement, considérons l’équation différentielle du premier ordre

ẏ = −a0y(t) + b0u(t). (2.86)

Le MPR d’ordre 1 de cette équation différentielle s’écrit∫ T̂

0

θẏ(t − T̂ + θ)dθ = −a0

∫ T̂

0

θy(t − T̂ + θ)dθ + b0

∫ T̂

0

θu(t − T̂ + θ)dθ. (2.87)

En utilisant l’intégration par partie du membre de gauche de l’équation (2.87), on montre
que

T̂ y(t) −
∫ T̂

0

y(t − T̂ + θ)dθ = −a0

∫ T̂

0

θy(t − T̂ + θ)dθ + b0

∫ T̂

0

θu(t − T̂ + θ)dθ. (2.88)

Aprés un changement de variable τ = T̂ − θ, une formulation sous forme de produit de
convolution apparâıt

y(t) = −a0

∫ T̂

0

T̂ − τ

T̂
y(t − τ)dτ + b0

∫ T̂

0

T̂ − τ

T̂
u(t − τ)dτ +

∫ T̂

0

1

T̂
y(t − τ)dτ (2.89)

où intervient le filtre RIF h1(t) = T̂−τ

T̂
, appelé filtre MPR d’ordre 1. La généralisation à

l’ordre n du calcul précédent [Tri87] conduit au produit de convolution suivant

Mn {s(t)} =

∫ T̂

0

(T̂ − τ)ntn−1

T̂ n(n − 1)!
s(t − τ)dτ = [hn � s](t) (2.90)

où hn(τ) est défini par

hn(t) =
(T̂ − t)ntn−1

T̂ n(n − 1)!
pour t ∈ [0, T̂ ] (2.91a)

hn(t) = 0 sinon. (2.91b)

L’utilisation des moments permet, par intégration, de faire disparâıtre les dérivées suc-
cessives de l’entrée et de la sortie. Mais l’utilisation de ces moments particuliers revient
également à filtrer l’entrée et la sortie par un filtre RIF. Les MPR appartiennent donc à
deux classes de méthodes de transformation : les méthodes intégrales et les méthodes de
filtrage. Cette approche présente également la propriété de voir l’effet transitoire du filtre
disparâıtre après T̂ échantillons du fait de l’utilisation d’un filtre RIF. Cette technique
n’est donc pas sensible aux conditions initiales.

2.3.2.2 Filtres à variables d’état (FVE)

La méthode des filtres à variables d’état consiste à appliquer un filtre linéaire particulier
aux dérivées des signaux E/S pour les transformer en un équivalent algébrique [You81].
L’évaluation des dérivées est ainsi évitée. Le filtre considéré ici est constitué d’une cascade
de filtres du premier ordre
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F (p) =
λ

p + λ
.

La structure châınée particulière des FVE permet d’obtenir les signaux filtrés à l’ordre dé-
siré en sortie des filtres concaténés. En tant que filtre, l’application des FVE peut aisément
se récrire sous la forme d’un produit de convolution

Mn {s(t)} =

∫ t

0

gn(τ)s(t − τ)dτ = [gn � s](t) (2.92)

où

gn(t) = λn+1 tn

n!
e−λt. (2.93)

Contrairement aux moments partiels réinitialisés, l’emploi du filtre à variables d’état né-
cessite une gestion précise des conditions initiales puisque celui-ci présente une réponse
impulsionnelle infinie. Il est cependant important de noter que les coefficients de cette ré-
ponse impulsionnelle décroissent exponentiellement [GMR03]. En pratique, afin d’éliminer
l’influence des conditions initiales, les premiers points obtenus après filtrage des données
E/S sont éliminés.

2.3.3 Adaptation de la méthode du propagateur dans le cas d’un
système continu

Initialement développées dans un contexte discret [VV07, MD91, MBL08], les mé-
thodes des sous-espaces ont été étendues dans le cas des systèmes continus [GW08]. Ces
techniques ont permis une estimation directe des matrices d’état d’un système continu
à partir des données E/S [GW08, LGGY08, MOGG07]. La plupart de ces algorithmes
reposent sur ces deux étapes

– récrire l’équation des données E/S (2.16) dans un contexte continu en introduisant
des filtres linéaires, des méthodes intégrales ou des fonctions modulantes [GMR03]
dans le but de calculer les dérivées successives des signaux E/S.

– adapter les outils mathématiques utilisés dans le cas des systèmes discrets (DVS,
la factorisation RQ) à l’équation des données E/S modifiée en vue d’extraire d’une
manière efficace les matrices d’état estimées.

Ces techniques d’identification ont connu une attention particulière puisqu’elles per-
mettent une estimation des matrices d’état directement à partir des données E/S sans
utiliser les méthodes d’optimisation non linéaire. Néanmoins, la plupart de ces méthodes
des sous-espaces estiment les matrices d’état dans un base arbitraire de réalisation. Afin
de surmonter cette difficulté, nous étendons dans cette section la méthode du propagateur,
présenté dans la section 2.2, au cas du système continu. Cette méthode présente l’avantage
remarquable d’affranchir les matrices d’état identifiées de l’aléa de la base d’état.

En supposant que le signal d’entrée soit suffisamment excitant [JW98], que les condi-
tions initiales soient nulles et que f > nx, il devient théoriquement possible d’adapter
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les algorithmes discrets des sous-espaces au problème d’identification à temps continu. Le
choix s’est plus précisent porté sur la méthode du propagateur [MBL08].

Comme dans le cas des systèmes à temps discret, le point de départ de cette méthode
est la relation suivante [BGS01, MOGG07]

M{Ycf} = ΓfM{Xc} + HfM{Ucf} + M{Vcf} (2.94)

où 5

M{Ycf} =

⎡⎢⎢⎢⎣
Mn

0 {y(tk)} · · · Mn
0 {y(tN)}

Mn
1 {y(tk)} · · · Mn

1 {y(tN)}
...

...
Mn

f−1 {y(tk)} · · · Mn
f−1 {y(tN)}

⎤⎥⎥⎥⎦ (2.95)

et

M{Xc} =
[
Mn

0 {x(tk)} · · · Mn
0 {x(tN)}] (2.96)

où M [•] symbolise la transformation appliquée aux données échantillonnées pour évaluer
les dérivées des données E/S , c.-à-d.,⎡⎢⎢⎢⎣

Mn
0 {z(t)}

Mn
1 {z(t)}

...
Mn

f−1 {z(t)}

⎤⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎣
[z � mn](t)

[z � m
(1)
n ](t)
...

[z � m
(f−1)
n ](t)

⎤⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎣
[z � mn](t)

[z(1) � mn](t)
...

[z(f−1) � mn](t)

⎤⎥⎥⎥⎦ = [zf � mn](t) (2.97)

pour tout vecteur zf (t) ∈ R
nzf défini comme suit6

zf (t) =
[
z�(t) z(1)�(t) · · · z(f−1)�(t)

]�
(2.98)

où mn(t) est la réponse impulsionnelle du filtre et � est le produit de convolution, c.-à-d.,

[z � mn](t) =

∫ t

0

mn(τ)z(t − τ)dτ. (2.99)

Remarque 3.

mn(t) = hn(t) pour les MPR (2.100)

mn(t) = gn(t) pour les FVE. (2.101)

L’équation (2.94) est équivalente à l’équation des données E/S dans le cas d’un sys-
tème à temps discret (cf. équation (2.23)). Ainsi, afin de supprimer le régime forcé, une
projection orthogonale sur le noyau de M{Ucf} est appliquée à l’équation (2.94)

M{Ycf}Π⊥
M{Ucf} = ΓfM{Xc}Π⊥

M{Ucf} + M{Vcf}Π⊥
M{Ucf} (2.102)

5M{Ucf} est définie de la même manière.
6zf (t) ∈ R

nzf représente le f ème dérivation de z(t).
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où
Π⊥

M{Ucf} = I −M� {Ucf} (M{Ucf}M� {Ucf})−1M{Ucf} . (2.103)

Afin d’avoir une estimation consistante des matrices d’état, nous introduisons la mé-
thode de variable instrumentale. Cette technique permet d’annuler l’effet des perturba-
tions en conservant les informations utiles liées à la dynamique du système.
En notant Ξ la matrice d’instruments, nous pouvons écrire

1

N
M{Ycf}Π⊥

M{Ucf}Ξ = Γf
1

N
M{Xc}Π⊥

M{Ucf}Ξ +
1

N
M{Vcf}Π⊥

M{Ucf}Ξ. (2.104)

Cette matrice d’instruments doit être choisie telle que

rang
{
M{Xc}Π⊥

M{Ucf}Ξ
}

= nx (2.105)

lim
N→∞

1

N
M{Vcf}Π⊥

M{Ucf}Ξ = 0. (2.106)

En utilisant la définition de la projection orthogonale (2.103), la condition (2.106) peut
être récrite comme suit

lim
N→∞

1

N
M{Vcf}Ξ−

lim
N→∞

1

N
M{Vcf}M� {Ucf} (M{Ucf}M� {Ucf})−1M{Ucf}Ξ = 0. (2.107)

En choisissant une variable instrumentale décorrélée des perturbations, le premier terme
composant la partie droite de l’équation précédente est asymptotiquement nul.
Etudions maintenant le deuxième terme de l’équation (2.107) c.-à-d,

lim
N→∞

1

N
M{Vcf}M� {Ucf}

(M{Ucf}M� {Ucf}
)−1 M{Ucf}Ξ (2.108)

et plus précisément 1
N
M{Vcf}M� {Ucf}. Ce dernier est composé de blocs dont la forme

générique s’écrit

1

N

(M{Vcf}M� {Ucf}
)

qr
=

1

N

N∑
j=1

Mn
q {v(tj)}Mn

r
� {u(tj)} (2.109)

pour q, r ∈ [1, f ]. Par définition des opérateurs Mn
q {•} et Mn

r {•}, on peut écrire

1

N

(M{Vcf}M� {Ucf}
)

qr
=∫ θ

0

∫ θ

0

m(q)
n (τ)

(
1

N

N∑
j=1

v(tj − τ)u�(tj − ν)

)
m(r)

n

�
(ν)dτdν (2.110)

où θ et mn sont choisis selon le filtre utilisé. Sachant par hypothèse que les signaux
d’entrées sont décorrélés de bruit v, on peut alors écrire
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lim
N→∞

1

N

N∑
j=1

v(tj − τ)u�(tj − ν) = 0 (2.111)

et par extension

1

N
M{Vcf}M� {Ucf} = 0. (2.112)

Dans ces conditions, nous proposons d’utiliser comme variable instrumentale la matrice
composée des données d’entrées passées

Ξ = Ucp =

⎡⎢⎣u((k − p)Te) u((k + 1 − p)Te) . . . u((N − p)Te)
...

... . . .
...

u((k − 1)Te) u(kTe) . . . u((N − 1)Te)

⎤⎥⎦ (2.113)

p est un indice passé. Ce choix permet de satisfaire les deux conditions (2.105) et (2.106).
En revenant à notre problème d’estimation des matrices d’état, l’équation des données
peut être récrite comme suit

M{Ycf}Π⊥
M{Ucf}Ξ = ΓfM{Xc}Π⊥

M{Ucf}Ξ. (2.114)

Cette équation est équivalente à l’équation des données dans le cas discret. Par la suite, la
même démarche présentée au sein du paragraphe 2.2 peut être facilement adaptée au cas
d’un système continu, afin d’estimer les matrices A et C, en remplaçant Yf par M{Ycf},
Uf par M{Ucf} et Vf par M{Vcf}.

Ainsi, nous introduissons la matrice K (cf. équation (2.36)) afin que le système soit
observable à partir d’une seule sortie tel que

ȳ = Ky (2.115)

et
M{

Ȳcf

}
Π⊥

M{Ucf} = Γf

(
A,κ�C

)M{Xc}Π⊥
M{Ucf}. (2.116)

De la même manière, une matrice de permutation S peut être introduite afin d’ordonner
les lignes de Γf

(
A,κ�C

)
et d’assurer que les nx premiers lignes soient linéeairement

indépendantes. Par la suite, nous obtenons

SM{
Ȳcf

}
Π⊥

M{Ucf} = SΓf

(
A,κ�C

)M{Xc}Π⊥
M{Ucf}. (2.117)

Comme dans le cas discret et à partir de l’équation (2.117), nous pouvons extraire les
matrices A et C. Connaissant A et C, les matrices B et D peuvent être obtenue par
régression linéaire [Hav01]

B̂, D̂ = arg min
B,D

∑
t

[y(t)−

[
uT (t) ⊗ Iny

∑t−1
k=0 uT (k) ⊗ ĈÂ

t−k−1
]⎡⎣vec

(
D̂

)
vec

(
B̂

)⎤⎦⎤⎦ . (2.118)
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2.4 Exemple de simulation

2.4.1 Système discret

Afin d’évaluer les performances de la méthode du propagateur, nous considérons ici
un exemple de système linéaire à temps discret d’ordre trois avec deux entrées et deux
sorties. Les matrices du système considéré sont données par

A =

⎡⎣0.2 −0.4 0.2
0 0.3 −0.5

0.1 0 0.4

⎤⎦ B =

⎡⎣1 0
0 2
1 −1

⎤⎦ (2.119a)

C =

[
5 0 1
−3 1 1

]
D = 0. (2.119b)

L’entrée d’excitation est choisie comme un bruit blanc gaussien, centré, de variance
unité et de longueur 1000. Le bruit de sortie v est un bruit blanc gaussien de rapport
signal sur bruit 20 dB. L’ordre nx du système est supposé connu. Nous procédons alors à
une simulation de Monte Carlo de 1000 tirages afin d’identifier les paramètres du système.
Dans un objectif de comparaison, nous identifions le même système à l’aide de

– La méthode du propagateur (présentée dans la section 2.2.2) :
– Le paramètre f est pris égal à 5.
– Afin d’atténuer l’effet de bruit de sortie sur les paramètres estimés, nous intro-

duisons la variable instrumentale Ξ =
[
Up Yp

]
.

– La méthode des sous-espaces basée sur les moindres carrés (SBMC) (présentée dans la
section 2.2.3) : Dans le but de satisfaire l’hypothèse 2.2.1, le paramètre f est choisi
égal 20.

– La méthode MOESP [VD92a] : Comme la sortie du système est perturbée par un
bruit blanc gaussien de moyenne nulle et de variance finie et le bruit d’état est nul,
l’utilisation de l’algorithme Ordinary MOESP7 est suffisante pour avoir une estima-
tion consistante des paramètres du système. Dans ce cas, le paramètre f est choisi
égal à 5 et 20 afin de comparer cet algorithme à l’algorithme du propagateur et
l’algorithme Ordinary MOESP.

Ces étapes sont récapitulés dans le tableau suivant

Méthode du
SBMC Ordinary MOESP

propagateur
p = 5 × ×
p = 20 × ×

Tab. 2.1 – Algorithmes d’identification.

Etant donné que les algorithmes MOESP estiment les matrices d’état à un changement
de base prés, nous nous intéressons alors aux paramètres invariants du système tels que les

7Le Toolbox d’identification des sous-espaces développé dans [Hav01] est employée afin d’estimer les
matrices d’état.
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valeurs propres. Dans le tableau 2.2, nous dressons un récapitulatif des résultats trouvés
lors de l’estimation des valeurs propres de système (2.119) en utilisant Ordinary MOESP

[VD92a, Mer04] et la méthode du propagateur. En examinant ce tableau, en peut remar-
quer qu’il y a une légère différence entre ces deux méthodes.

Algorithme MOESP Algorithme du propagateur
Valeurs propres Valeurs propres

Ecart type
Valeurs propres

Ecart type
réelles estimées estimées
0.6081 0.6080 0.016 0.6088 0.0074

0.1460 ±0.2029i 0.1559 ± 0.2029i 0.043 0.1420 ± 0.2030i 0.0292

Tab. 2.2 – Identification des valeurs propres du système à l’aide de l’algorithme MOESP et
de l’algorithme du propagateur (p = 5).

En plus, pour évaluer la qualité de modèle nous introduisons % BFT : Best Fit [Lju99c]
et % VAF : Variance Accounted For [VV02]. Ces deux critères sont défini par

BFT = 100% × max

(
1 − ‖y − ŷ‖2

‖y − ym‖2

, 0

)
(2.120)

VAF = 100% × max

(
1 − var(y − ŷ)

var(y)
, 0

)
(2.121)

où ŷ est la sortie simulée et ym est la valeur moyenne de y. Le tableau 2.3, compare
l’algorithme Ordinary MOESP et l’algorithme du propagateur en calculant % BFT et le %
VAF.

Sortie 1 Sortie 2
Algorithme % BFT % VAF % BFT % VAF

Algorithme MOESP 98.4290 99.9754 98.8826 99.9875
Algorithme du propagateur 98.4275 99.9753 98.7623 99.9847

Tab. 2.3 – % BFT et % VAF.

Ce tableau montre que ces deux méthodes donnent des résultats comparables. Ainsi,
pour la première sortie et la deuxième sortie % BFT et % VAF sont pratiquement les mêmes
pour ces deux méthodes.

De la même manière, nous présentons dans le tableau 2.4, les valeurs propres estimées
pour le même système (2.119) en utilisant la méthode MOESP et la méthode SBMC. En
examinant ce tableau nous constatons que ces deux algorithmes d’identification donnent
des résultats proches. En plus l’algorithme MOESP donne pratiquement le même résultat
pour p = 5 et p = 20.
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Algorithme MOESP Algorithme SBMC

Valeurs propres Valeurs propres
Ecart type

Valeurs propres
Ecart type

réelles estimées estimées
0.6081 0.6081 0.0016 0.6087 0.0067

0.1460 ±0.2029i 0.1556 ± 0.2029i 0.0042 0.1436 ± 0.2032i 0.0277

Tab. 2.4 – Identification des valeurs propres du système à l’aide de l’algorithme MOESP et
de l’algorithme SBMC (p = 20).

Le tableau 2.5 présente le % BFT et % VAF. Ces critères sont pratiquement les mêmes
quelque soit la méthode d’identification.

Sortie 1 Sortie 2
Algorithme % BFT % VAF % BFT % VAF

Algorithme MOESP 98.4799 99.9769 99.0088 99.9902
Algorithme SBMC 98.4803 99.9769 98.9343 99.9886

Tab. 2.5 – % BFT et % VAF.

D’après toutes ces simulations, les deux méthodes d’identification (la méthode du pro-
pagateur et la méthode SBMC) permettent d’avoir des résultats similaires à l’algorithme
MOESP. Néanmoins, l’utilisation de ces méthodes permet d’avoir les matrices d’état esti-
mées sous la forme canonique suivante

A =

⎡⎣ 0 1 0
0 0 1

0.038 −0.24 0.9

⎤⎦ B =

⎡⎣9.1776 −0.0996
3.0375 −4.1843
2.0150 −3.4518

⎤⎦ (2.122)

C =

[
1 0 0

0.0985 −3.8901 4.4232

]
D = 0. (2.123)

Contrairement aux algorithmes MOESP, ces deux méthodes permettent d’estimer les
paramètres du système dans un base canonique fixe. Grâce à l’utilisation de cette base,
nous obtenons un nombre de paramètres minimal.

2.4.2 Système continu

Le système considéré au sein de cette section est un exemple de simulation proposé au
sein de la bôıte à Outils Matlab CONTSID. Sa représentation d’état s’écrit

ẋ(t) =

⎡⎣ 0 1 0
−3 −2 −1
−1 −2 −1

⎤⎦x(t) +

⎡⎣1 1
2 1
1 2

⎤⎦u(t) (2.124a)

y(t) =

[
1 0 0
0 0 1

]
x(t) + v(t). (2.124b)
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L’entrée d’excitation est choisie comme un bruit blanc gaussien, centré, de variance unité
de longueur N = 1000. La période d’échantillonnage est égale 0.1s. Le bruit de mesure v
est un bruit blanc gaussien de rapport signal sur bruit égal 35dB. La valeur initiale du
vecteur d’état est fixée à zéro. Les résultats présentés ci-après sont obtenus après un tirage
de Monte Carlo de taille 200. Afin de réduire l’effet de bruit sur les paramètres estimés
du système, nous introduisons la variable instrumentale suivante [MOGG07]

Ξ = Up =

⎡⎢⎣u((k − p)Ts) u((k + 1 − p)Ts) · · · u((N − p)Ts)
...

...
...

u((k − 1)Ts) u(kTs) · · · u((N − 1)Ts)

⎤⎥⎦ . (2.125)

La méthode d’identification présentée dans la section 2.3 est utilisée afin d’identifier les
paramètres du système. Pour cela, nous utilisons les filtres MPR (cf. 2.3.2.1) et les FVE (cf.
2.3.2.2).

Algorithme du propagateur Algorithme du propagateur
en utilisant les filtres MPR en utilisant les FVE

Valeurs propres Valeurs propres
Ecart type

Valeurs propres
Ecart type

réelles estimées estimées
−2 −1.8672 0.0742 −1.8272 0.0889

−0.5 ±0.866i −0.4979 ± 0.8736i 0.0060 0.498 ± 0.8791i 0.0068

Tab. 2.6 – Identification des valeurs propres du système à l’aide de l’algorithme du pro-
pagateur en utilisant les filtres MPR et les FVE.

En examinant le tableau 2.6, nous constatons que ces méthodes fournissent de bonnes
estimations des pôles de système. Néanmoins, les filtres MPR conduit à des estimées présen-
tant une variance plus faible que les filtres FVE. En plus, l’approche MPR présente l’avantage
d’être relativement plus simple que l’approche FVE.

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé des méthodes d’estimation des matrices d’état
d’un système MIMO linéaire, avec comme objectif envisagé dans le prochain chapitre la
caractérisation des domaines d’incertitude des coefficients de A, B, C et D.

Ces méthodes se basent principalement sur la méthode du propagateur. Une caracté-
ristique de ces méthodes des sous-espaces est qu’elles fournissent une réalisation d’état du
système considéré dans une base arbitraire. Le terme arbitraire qualifie ici le fait qu’on
ne peut pas prévoir la base de représentation dans l’espace d’état. Contrairement à ces
méthodes, la caractéristique principale de la méthode du propagateur permet d’affranchir
les matrices d’état identifiées de l’aléa de la base d’état. Cela est effectué en introduisant
l’opérateur propagateur afin d’éliminer l’inconnue que représente la séquence d’état dans
un modèle d’état. Par la suite, le problème d’identification des sous-espaces est transformé
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en un problème de moindres carrés ordinaires et on peut désormais fixer la base d’état
et en avoir une mâıtrise complète. De plus, cette base d’état a la propriété d’être sous
forme canonique observable. Par conséquence, les coefficients des matrices d’état estimés
représentent des paramètres invariants du système. Un autre avantage de l’utilisation de
cette matrice comme un changement de base, est qu’elle permet d’avoir un nombre de pa-
ramètre minimal.Finalement, la méthode du propagateur ne nécessite pas l’utilisation du
très coûteux algorithme de DVS contrairement à la plupart des méthodes des sous-espaces
existantes.

Dans ce chapitre, nous avons présenté la méthode du propagateur dans le cas d’un
système à temps discret. Comme dans de nombreuse applications l’utilisation des systèmes
continus est préférable, nous avons donc étendu la méthode du propagateur au cas continu.
Le problème majeur de cette technique est le calcul successif des dérivées des signaux E/S

du système. Pour lever cette difficulté, nous proposons des techniques d’approximation
des dérivées.

Cette méthode s’avère, comme nous le verrons dans le chapitre 3, être d’un grand
intérêt dans la résolution du problème de description des domaines d’incertitude.
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Chapitre 3. Caractérisation des domaines d’incertitude de modèles d’état linéaires structurés

3.1 Introduction

Jusqu’ici, notre étude s’est principalement focalisée sur l’estimation des matrices d’état
du système. Les méthodes d’identification proposées dans le chapitre précédent sont prin-
cipalement caractérisées par les propriétés suivantes :

– elles fournissent un modèle d’état sous forme canonique,
– elles ne nécessitent aucune DVS,
– elles permettent un choix a priori de la base des matrices à estimer dans l’espace

d’état,
– elles permettent de gérer d’une manière équivalente les systèmes SISO et MIMO.

Bien que fournissant des paramètres estimés fiables, l’identification d’un modèle ne pré-
sente intrinsèquement que peu d’intérêt si elle ne s’accompagne pas d’informations rela-
tives à la précision de l’estimation ou à la sensibilité paramétrique de l’optimum [Poi05].
De plus, dans un objectif d’identification pour la commande, les techniques d’identifi-
cation doivent fournir non seulement un modèle nominal, mais aussi une quantification
des incertitudes sur les paramètres du système pour permettre la synthèse de correcteurs
robustes à ces incertitudes.

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser à la caractérisation des incertitudes des
paramètres obtenus à partir des techniques de sous-espaces décrites au chapitre 2. Comme
nous l’avons déjà signalé au chapitre 1, il n’existe à notre connaissance aucune méthode
pour caractériser les incertitudes des paramètres des représentations d’état estimées à
l’aide d’algorithmes de type sous-espaces. Les techniques proposées permettent seulement
de caractériser la précision d’invariants du système tels que les valeurs propres ou les fonc-
tions de transfert. Nous proposons ici de reprendre une technique développée initialement
pour caractériser l’incertitude des paramètres de fonctions de transfert dans le cas SISO

[BPT01, BTT03, Poi05] et de l’étendre au cas des modèles MIMO sous forme d’état. Cette
méthode appartient à la classe des techniques à erreur bornée puisqu’elle suppose que
les résidus sont bornés. Elle ne nécessite ainsi aucune hypothèse sur le bruit et permet
d’englober dans la même borne l’erreur due au bruit de mesure et celle due à l’inévitable
erreur de modélisation. Bien qu’utilisable dans le cas de modèles non linéaires par rapport
aux paramètres, cette technique est plus simple à utiliser lorsque le modèle est linéaire par
rapport aux paramètres. Ainsi, les extensions proposées ont été développées dans l’objectif
d’obtenir une modélisation LP pour pouvoir caractériser aisément les domaines d’incerti-
tude selon l’algorithme d’identification utilisé. Trois méthodes sont plus particulièrement
proposées.

– La première méthode, nommée ici approche indirecte, consiste à transformer le mo-
dèle d’état estimé en un modèle entrée(s) / sortie(s) linéaire par rapport aux pa-
ramètres. Les régions d’incertitude de ce modèle sont alors décrites en utilisant di-
rectement l’approche à erreur bornée développée dans [BTT03, Poi05]. Finalement,
connaissant le lien entre les paramètres du modèle d’état et ceux du modèle E/S, on
en déduit les domaines d’incertitude des paramètres du modèle d’état.

– La deuxième approche est plus directe et exploite les propriétés de la méthode du
propagateur afin d’obtenir un modèle LP et par la suite déterminer directement
les domaines d’incertitudes des coefficients des matrices d’état. A noter que cette
méthode peut être étendue au cas des systèmes à représentation à temps continu.
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– Finalement, on s’intéresse à la caractérisation des incertitudes pour l’algorithme des
sous-espaces basé sur les moindres carrés, cet algorithme étant une version modifiée
de l’algorithme «Predictor-Based Subspace IDentification» PBSID [Chi07b] adaptée
à la méthode du propagateur. Cette technique fournit un modèle LP et la technique
de caractérisation des incertitudes des paramètres peut être directement appliquée.

Notons que la première partie de ce chapitre rappelle le principe de la méthode de carac-
térisation des domaines d’incertitudes dans le cas de modèles linéaires par rapport aux
paramètres (cf. section 3.2). Nous présentons ensuite les différentes extensions proposées
pour la détermination des incertitudes sur les paramètres des matrices d’état (cf. section
3.3, section 3.4 et section 3.5).

3.2 Caractérisation des domaines d’incertitude d’un

modèle LP

Dans ce paragraphe, nous allons considérer la description des domaines d’incertitude
des paramètres d’un modèle LP décrit par

y = Φ�θ + w (3.1)

où y ∈ R
ny est le vecteur de sortie, w ∈ R

ny est un processus stochastique, Φ est le
régresseur et θ ∈ R

nθ est le vecteur de paramètres. L’objectif de la méthode développée
[BPT01, BTT03, Poi05] consiste à déterminer un domaine d’incertitude D tel que le vec-
teur des paramètres exacts θ0 soit inclus dans D.

En utilisant le modèle (3.1), une estimation du vecteur des paramètres θ peut être
obtenue en minimisant la fonction coût suivante [Lju99c] :

J(θ) =
1

N

N∑
t=1

(
y(t) − Φ�(t)θ

)� (
y(t) − Φ�(t)θ

)
=

1

N

N∑
t=1

ε�(t,θ)ε(t,θ) (3.2)

où ε(t,θ) est l’erreur de prédiction. De plus, en supposant que :
– Φ est asymptotiquement non corrélé avec w,
– la séquence d’entrée vérifie la condition d’excitation persistante [Lju99c] afin d’avoir

Ē
(
Φ(t)Φ�(t)

)
comme une matrice non singulière, où Ē(•(t)) = limN→∞

1
N

∑N
t=1 E(•(t)),

alors θ̂ est une estimation consistante du vecteur des paramètres θ0 et il suit asymptoti-
quement une distribution gaussienne, de moyenne θ0 et de covariance λQ−1

Φ , λ étant la
variance de bruit et

QΦ = Ē
(
Φ(t)Φ�(t)

)
. (3.3)

On a donc,

θ̂ ∈ N
(
θ0,Q−1

Φ /λ
)
.

Cette caractérisation permet de représenter les domaines d’incertitude comme suit

E
θ̂
(λ,QΦ, α) =

{
θ̂ ∈ R

θ|
(
θ̂ − θ0

)� Q−1
Φ

λ

(
θ̂ − θ0

)
< χ2

α(nθ)

}
(3.4)
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où α est généralement choisi égal à 95% et où χ2
α est la loi khi carré. Ces régions sont des

ellipses centrées en θ0 dont les directions sont définies par la matrice 1
N

∑N
t=1(Φ(t)Φ�(t)).

Toutefois, la description de ces régions de confiance dépend de la connaissance a priori
de la variance de bruit. Le problème majeur de cette méthode est qu’il est souvent dif-
ficile d’avoir une bonne estimation de la variance de bruit. Comme notre objectif est de
caractériser les domaines d’incertitude sans aucune hypothèse sur le bruit mais en utili-
sant seulement l’information contenue dans les résidus, une version modifiée de l’approche
présentée dans [Lju99c] est introduite ci-après.

En examinant l’équation (3.2), il est aisé de montrer que [Lju99c]

J(θ) =
1

N

N∑
t=1

(
y(t) − Φ�(t)θ̂

)� (
y(t) − Φ�(t)θ̂

)
+
(
θ̂ − θ

)�
(

1

N

N∑
t=1

Φ(t)Φ�(t)

)(
θ̂ − θ

)
=

1

N

N∑
t=1

ε�(t, θ̂)ε(t, θ̂) +
(
θ̂ − θ

)�

RΦ

(
θ̂ − θ

)
(3.5)

où ε(t, θ̂) représente le résidu et

RΦ =
1

N

N∑
t=1

(
Φ(t)Φ�(t)

)
. (3.6)

En examinant l’équation (3.5), on remarque que la fonction coût J(θ) est composée

– de la valeur moyenne des résidus au carrée 1
N

∑N
t=1 ε�(t, θ̂)ε(t, θ̂) qui est une gran-

deur connue,

– du terme
(
θ̂ − θ

)�

RΦ

(
θ̂ − θ

)
qui représente un domaine ellipsöıdal centré en θ̂

dont les directions sont définies par la matrice RΦ.

L’idée de la méthode développée est de déterminer le niveau de critère J(θ) qui permet
de garantir que le domaine ellipsöıdal contienne les paramètres réels du système θ0. Ainsi,
pour θ = θ0, nous avons

(
θ̂ − θ0

)�

RΦ

(
θ̂ − θ0

)
= J(θ0) − 1

N

N∑
t=1

ε�(t, θ̂)ε(t, θ̂). (3.7)

En choisissant

M2 = J(θ0) − 1

N

N∑
t=1

ε�(t, θ̂)ε(t, θ̂) (3.8)
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le vecteur des paramètres réels est situé sur la frontière du domaine D. Pour être sûr que
θ0 ∈ D, la borne M doit être choisie telle que (cf. Fig. 3.1)

M2 > J(θ0) − 1

N

N∑
t=1

(
ε�(t, θ̂)ε(t, θ̂)

)
. (3.9)

θ̂1

θ̂2

θ0
1

θ0
1

θ̂1

θ̂2

θ0
1

θ0
1

M2 = J(θ0) −
1

N

∑
N

t=1
ε�(t, θ̂)ε(t, θ̂) M2 > J(θ0) −

1

N

∑
N

t=1
ε�(t, θ̂)ε(t, θ̂)

D D

Fig. 3.1 – Approche ellipsöıdale

Ainsi,

J(θ0) − 1

N

N∑
t=1

(
ε�(t, θ̂)ε(t, θ̂)

)
< J(θ0). (3.10)

Rappelons que, quelles que soient les propriétés de w, nous avons

J(θ0) =
1

N

N∑
t=1

w�(t)w(t). (3.11)

Alors,

J(θ0) − 1

N

N∑
t=1

(
ε�(t, θ̂)ε(t, θ̂)

)
<

1

N

N∑
t=1

w�(t)w(t) (3.12)

et les domaines d’incertitude peuvent être donnés par

J(θ0) − 1

N

N∑
t=1

(
y(t) − Φ�(t)θ̂

)� (
y(t) − Φ�(t)θ̂

)
<

1

N

N∑
t=1

w�(t)w(t).

Par conséquent, nous pouvons choisir le niveau M tel que

M2 =
1

N

N∑
t=1

w�(t)w(t) (3.13)
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Comme il est difficile d’avoir accès au bruit w, nous proposons de fixer la taille de l’ellipse
en utilisant l’information contenue dans les résidus ε(t, θ̂). Nous savons que les résidus

ε(t, θ̂) sont donnés par

ε(t, θ̂) = y(t) − Φ�(t)θ̂ (3.14)

= w(t) − Φ�(t)(θ0 − θ̂). (3.15)

Définissons

M̃2 =
1

N
max

N∑
t=1

(
ε�(t, θ̂)ε(t, θ̂)

)
(3.16)

=
1

N
max

N∑
t=1

(
w(t) − Φ�(t)

(
θ0 − θ̂

))� (
w(t) − Φ�(t)

(
θ0 − θ̂

))
. (3.17)

Alors, en supposant que Φ est non corrélé au bruit w, nous pouvons écrire

M̃2 ≤ 1

N
max

N∑
t=1

(
w�(t)w(t)

)
+

1

N
max

N∑
t=1

(θ0 − θ̂)�Φ(t)Φ�(t)(θ0 − θ̂). (3.18)

En supposant de plus que θ̂ est une estimation non biaisée de θ0, nous obtenons

Ē

{∣∣∣Φ�(t)(θ0 − θ̂)
∣∣∣} =

∣∣Φ�(t)
∣∣ Ē{

(θ0 − θ̂)
}

= 0. (3.19)

Ainsi, la valeur moyenne de ε(t, θ̂) tend vers w. De plus, M̃ est une estimation non biaisée

de M si θ̂ est une estimation non biaisée de θ0.

Lorsque Ē

{
(θ0 − θ̂)

}
�= 0, M̃ contient l’erreur due au bruit w ainsi que l’erreur de

modélisation (θ0 − θ̂). Cette propriété représente l’avantage majeur de cette méthode de
description des domaines d’incertitude. En effet, ces régions permettent d’intégrer l’erreur
due au bruit de sortie mais aussi l’erreur de modélisation.

Finalement, les domaines d’incertitude sont donnés par

(θ̂ − θ0)�RΦ(θ̂ − θ0) < M̃2 (3.20)

où

M̃2 =
1

N
max

N∑
t=1

ε�(t, θ̂)ε(t, θ̂). (3.21)

Ainsi, cette méthode permet la caractérisation des domaines d’incertitude paramé-
triques en utilisant seulement l’information contenue dans les résidus et sans hypothèse
particulière sur la nature du bruit.
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3.3 Approche indirecte

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons à la description des domaines d’incertitude
des coefficients des matrices d’état. Plus particulièrement, en utilisant la méthode du
propagateur présentée dans le chapitre 2, ces matrices sont données par

A =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1
−a0 −a1 −a2 · · · −anx−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ (3.22)

B =

⎡⎢⎣ b1
1 · · · bnu

1
...

. . .
...

b1
nx

· · · bnu
nx

⎤⎥⎦ (3.23)

C =

⎡⎢⎣ c1
...

cny

⎤⎥⎦ (3.24)

tel que c1 =
[
1 0 · · · 0

]
; cj =

[
Inx

P

]
((j − 1)f + 1, :) pour j ∈ [2, ny]

D =

⎡⎢⎣ d1
1 · · · dnu

1
...

. . .
...

d1
ny

· · · dnu
ny

⎤⎥⎦ . (3.25)

Ainsi, nous nous intéressons à la détermination des incertitudes sur les coefficients des
matrices −ai, bj

i , ck
i et dl

j, i ∈ [0, nx − 1], j ∈ [1, nu], k ∈ [2, ny] et l ∈ [1, ny] du matrices
(3.22), (3.23), (3.24) et (3.25).

La méthode présentée dans la section 3.2 suppose que le modèle du système est décrit
par l’intermédiaire d’une régression linéaire. Or, ce n’est pas le cas ici. En effet, le modèle
d’état n’est pas linéaire par rapport aux coefficients −ai, bj

i , ck
i et dl

j. Pour contourner ce
problème, nous proposons de suivre les étapes suivantes :

1. nous allons tout d’abord transformer le modèle d’état en une représentation linéaire
dans les paramètres. Notons que les paramètres de ce modèle modifié seront des
combinaisons des paramètres −ai, bj

i , ck
i et dl

j du modèle initial ;

2. la méthode développée dans la section 3.2 va nous permettre de caractériser les
incertitudes des paramètres du modèle LP ;

3. enfin, de la description obtenue à l’étape précédente, on déduit les domaines d’in-
certitude des coefficients −ai, bj

i , ck
i et dl

j.

Toutes ces étapes sont présentées dans les sous-sections suivantes.
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3.3.1 Obtention d’un modèle E/S ARMAX

Considérons un système linéaire à temps invariant, représenté par le modèle d’état à
temps discret suivant

x(t + 1) = Ax(t) + Bu(t) (3.26a)

y(t) = Cx(t) + Du(t) + v(t) (3.26b)

où u(t) ∈ R
nu , y(t) ∈ R

ny , x(t) ∈ R
nx et v(t) ∈ R

ny sont respectivement les vecteurs
des entrées, des sorties, d’état et de bruit de sortie. (A,B,C,D) sont ici les matrices du
système décrite dans la base canonique fournie par le propagateur, c.-à-d., donnée par les
équations (3.22), (3.23), (3.24) et (3.25).

Dans ce paragraphe, nous proposons une nouvelle représentation du modèle d’état.
Plus particulièrement, un modèle E/S est obtenu à partir du modèle d’état (3.26). Ainsi,
au lieu d’exprimer la sortie sur une fenêtre f , comme dans l’équation des données (cf.
(2.23))

Yf = ΓfX + HfUf + Vf (3.27)

nous considérons cette fois une expression directe de la sortie y(t) en fonction de données
passées du système. Cette récriture du modèle d’état est utilisée comme une étape inter-
médiaire pour caractériser les domaines d’incertitude. Il est important de noter que les
paramètres du modèle E/S ne sont pas identifiés, mais calculés à partir du modèle d’état
estimé.

Pour t > nx et par substitutions successives dans la première équation de (3.26), on
peut écrire

x(t) = Anxx(t − nx) +
[
Anx−1B . . . B

]
unx

(t − nx) (3.28)

où

unx
(t − nx) =

[
u�(t − nx) · · ·u�(t − 1)

]�
. (3.29)

En portant l’expression de x(t) dans l’équation (3.26b), on a

y(t) = Cx(t) + Du(t) + v(t) (3.30a)

= CAnxx(t − nx) + C
[
Anx−1B . . . B

]
unx

(t − nx) + Du(t) + v(t). (3.30b)

Par ailleurs, le théorème de Cayley-Hamilton [HJ90] permet d’obtenir

Anx = −a0Inx
− a1A − · · · − anx−1A

nx−1. (3.31)

Ainsi

CAnxx(t − nx) = −(a0C + a1CA + · · · + anx−1CAnx−1)x(t − nx). (3.32)
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Comme nous l’avons vu dans le chapitre 2 (cf. équation (2.54))

P(1, :) =
[−a0 −a1 · · · −anx−1

]
. (3.33)

L’équation (3.32) peut alors être récrite comme suit

CAnxx(t − nx) = (P(1, :) ⊗ Iny
)Γnx

x(t − nx). (3.34)

En utilisant la relation récurrente (3.26), il est facile de vérifier que ynx
(t− nx) peut être

écrit comme

ynx
(t − nx) = Γnx

x(t − nx) + Hnx
unx

(t − nx) + vnx
(t − nx) (3.35)

ynx
(t−nx) et vnx

(t−nx) sont construits d’une manière similaire à unx
(t−nx). Γnx

x(t−nx)
peut être exprimée comme une combinaison des E/S passées et du bruit, c.-à-d.,

Γnx
x(t − nx) = ynx

(t − nx) − Hnx
unx

(t − nx) − vnx
(t − nx). (3.36)

Finalement, en combinant les équations (3.30b), (3.34) et (3.36), le vecteur d’état est
éliminé de l’équation de sortie et

y(t) = (P(1, :) ⊗ Iny
)ynx

(t − nx) + Funx+1(t − nx) + η(t) (3.37)

où

F =
[
C
[
Anx−1B . . . B

]− (P(1, :) ⊗ Iny
)Hnx

D
] ∈ R

ny×(nx+1)nu (3.38)

η(t) = (−P(1, :) ⊗ Iny
)vnx

(t − nx) + v(t). (3.39)

Dans le but d’écrire le modèle estimé sous une forme LP, l’équation (3.37) peut être récrite
comme une régression linéaire classique. Pour cette raison, nous introduisons l’égalité
vec(AXB) = (B� ⊗ A)vec(X) [HJ90] et nous aurons

y(t) =
[
y(t − nx) · · · y(t − 1) u�

nx+1(t − nx) ⊗ Iny

]︸ ︷︷ ︸
Φ�(t)

[
(P(1, :))�

vec(F)

]
︸ ︷︷ ︸

θ

+η(t). (3.40)

Proposition 2. Considérant le modèle de sous-espaces (3.26). Ce modèle peut être écrit
comme un modèle ARMAX

y(t) =
(
a� ⊗ Iny

)
ynx

(t − nx) + Funx+1(t − nx) + η(t) = Φ�(t)θ + η(t) (3.41)

où

η(t) = (−P(1, :) ⊗ Iny
)vnx

(t − nx) + v(t) (3.42a)

Φ�(t) =
[
y(t − nx) · · · y(t − 1) u�

nx+1(t − nx) ⊗ Iny

]
(3.42b)

θ =

[
a

vec(F)

]
(3.42c)

a� =
[−a0 −a1 · · · −anx−1

]
(3.42d)

F =
[(

a� ⊗ Iny

)
Hnx

+ CΔnx
D
] ∈ R

ny×(nx+1)nu (3.42e)

Δnx
=
[
Anx−1B · · · AB B

] ∈ R
nx×nxnu . (3.42f)

On notera que si le système initial (3.26) est minimal, l’ordre du modèle E/S (3.41) est
égal à nx si et seulement si A est non dérogatoire (cf. [BML09] pour la démonstration).
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Il est important de noter que, dans cette étude, la condition“A est non dérogatoire”est
satisfaite. La matrice d’état A considérée est en effet donnée par la forme compagne (3.22).

Exemple d’obtention d’un modèle E/S ARMAX

Considerons le modèle SISO suivant

x(t + 1) =

⎡⎣ 0 1 0
0 0 1

−a0 −a1 −a2

⎤⎦x(t) +

⎡⎣b1
0

b1
1

b1
2

⎤⎦u(t)

y(t) =
[
1 0 0

]
x(t).

Le modèle d’E/S satisfait

y(t) = −a2y(t − 1) − a1y(t − 2) − a0y(t − 3) + b1
0u(t − 1)

+
(−a2b

1
0 + b1

1

)
u(t − 2) +

(−a1b
1
0 − a2b

1
1 + b1

2

)
u(t − 3).

Soit

y(t) = Φ�(t)θ

avec

Φ�(t) =
[
y(t − 1) y(t − 2) y(t − 3) u(t − 1) u(t − 2) u(t − 2)

]
θ� =

[−a2 −a1 −a0 b1
0 (−a2b

1
0 + b1

1) (−a1b
1
0 − a2b

1
1 + b1

2)
]
.

Il est clair que le modèle E/S est linéaire en θ mais non linéaire en −ai, bj
i et ck

i .
Grâce à la forme linéaire du modèle (3.40), la méthode de caractérisation des domaines

d’incertitude présentée dans la section 3.2 peut être directement appliquée. Ces régions
sont données par

(θ̂ − θ0)� R (θ̂ − θ0) < M̃2 (3.44)

où θ0 est le vecteur de paramètres réels du modèle E/S et

R =
1

N

N∑
t=1

Φ(t)Φ�(t). (3.45)

Ces domaines sont des ellipsöıdes centrés en θ̂ dont les directions sont définies par la

matrice
(

1
N

∑N
t=1 Φ(t)Φ�(t)

)
. De la même manière, la borne M̃ est définie par

M̃2 =
1

N
max

N∑
t=1

(
ε�(t, θ̂)ε(t, θ̂)

)
où les résidus sont donnés par ε(t, θ̂) = y(t) − Φ�(t)θ̂.
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Rappelons encore une fois que nous identifions seulement les paramètres du modèle
d’état en utilisant la méthode du propagateur présentée dans le chapitre 2. Les paramètres
du modèle E/S (3.41) ne sont pas identifiés. Le modèle E/S représente juste une réécriture
du modèle d’état afin de pouvoir appliquer la méthode de caractérisation des domaines
d’incertitude. Par la suite, les paramètres estimés θ̂ seront calculés à partir des paramètres
estimés du modèle d’état.

3.3.2 Extension de la méthode de caractérisation des domaines
d’incertitude à un modèle non linéaire dans les paramètres

Jusqu’ici, nous avons déterminé les domaines d’incertitude des paramètres θ du modèle
E/S (3.41). Rappelons que notre objectif final est de caractériser les domaines d’incertitude
des coefficients −ai, bj

i , ck
i et dl

j, i ∈ [0, nx − 1], j ∈ [1, nu], k ∈ [2, ny] et l ∈ [1, ny]. Pour
cela, nous introduisons θE comme le vecteur de paramètres du modèle d’état, c’est-à-dire

θE = [ −a0 ··· −anx−1 b10 ··· bnu
0 b1nx−1 ··· bnu

nx−1

c20 ··· c2nx−1 c
ny
0 ··· c

ny
nx−1 d1

1 ··· d1
nu

··· d
ny
1 ··· d

ny
nu ]� . (3.46)

θE et θ peuvent être reliés par l’intermédiaire d’un fonction f connue a priori (cf. équation
(3.42c)), soit θ = f(θE). En utilisant un développement en série de Taylor au premier
ordre, nous obtenons

dθ ≈
(

∂f

∂θE

)
θE=θ̂E

dθE (3.47)

où dθ = θ̂−θ0, dθE = θ̂E −θ0
E, θ̂E et θ0

E sont respectivement les vecteurs de paramètres
estimés et réels du modèle d’état. En combinant cette relation avec l’équation (3.20), nous
obtenons

dθ�
E RE dθE < M̃2 (3.48)

où

RE =

(
∂f

∂θE

)�

θE=θ̂E

(
1

N

N∑
t=1

Φ(t)Φ�(t)

)(
∂f

∂θE

)
θE=θ̂E

. (3.49)

Ainsi

RE =

(
∂f

∂θE

)�

θE=θ̂E

R

(
∂f

∂θE

)
θE=θ̂E

. (3.50)

Les domaines d’incertitude obtenus sont aussi des parabolöıdes dont les principales orien-
tations sont données par RE, c’est-à-dire une version modifiée de R. Par conséquent, la
procédure décrite dans le cas LP peut être facilement étendue pour θE.
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3.3.3 Exemple numérique

Considérons un système linéaire à temps invariant, représenté par le modèle d’état à
temps discret suivant

x(t + 1) =

⎡⎣0.2 0 −1
1 0.3 5
−2 −0.4 −0.6

⎤⎦x(t) +

⎡⎣1 0
0 2
1 −1

⎤⎦u(t) (3.51a)

y(t) =

[
5 0 1
−3 1 1

]
x(t) + v(t) (3.51b)

où u(t) ∈ R
2 et y(t) ∈ R

2 sont les entrées et sorties du système. Ces données sont générées
de la manière suivante

– le signal d’entrée est un bruit blanc gaussien, centré, de variance unité et de longueur
1000,

– une simulation de Monte Carlo de 1000 tirages est effectuée,
– le bruit v(t) est obtenu en filtrant un bruit blanc gaussien e(t) de moyenne nulle

v(t) =
1

0.8 + q
e(t) (3.52)

tel que le rapport signal sur bruit soit égal à 20dB.

La méthode du propagateur est appliquée pour estimer les matrices de système. Afin
de réduire l’effet du bruit, les données d’entrées passées sont utilisées comme variable
instrumentale (comme dans le cas de l’algorithme PI MOESP [VV07]). Les horizons passés
et futurs sont choisis égaux à 5. Les valeurs moyennes et les écarts-types des paramètres
estimés obtenus par cette méthode d’identification sont présentés dans le tableau 3.1.

Paramètres réels Paramètres estimés
−a0 0.1640 0.1640 ± 4.83 10−7

−a1 0.2400 0.2400 ± 6.78 10−7

−a2 −0.1000 −0.1000 ± 1.13 10−6

b1
0 7.3776 7.3782 ± 2.90 10−4

b2
0 0.2004 0.2001 ± 9.40 10−5

b1
1 −0.3934 −0.3944 ± 2.34 10−4

b2
1 −6.9679 −6.9678 ± 8.44 10−5

b1
2 −14.6092 −14.6088 ± 2.50 10−4

b2
2 −2.0070 −2.0072 ± 6.13 10−5

c2
0 1.0406 1.0406 ± 1.74 10−6

c2
1 −0.3068 −0.3068 ± 2.57 10−6

c2
2 0.6707 0.6707 ± 4.53 10−6

Tab. 3.1 – Paramètres estimés en utilisant la méthode du propagateur.
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(−a0,−a1) (−a2, b
1
0) (−a1, c

1
0)

1.8% 2.4% 8.4%

Tab. 3.2 – Taux de défaillance.

En observant le tableau 3.1, on remarque que cette méthode d’identification permet
d’avoir une bonne estimation des paramètres du système. Ces résultats d’identification
sont aussi donnés sur la figure 3.2. Ainsi, sur cette figure, les paramètres estimés (sym-
bolisés par (∗)) sont représentés pour chaque simulation de Monte Carlo. La croix noire
(+) et la croix rouge (×) représentent respectivement la valeur moyenne des paramètres
estimés et la valeur réelle.

Afin d’évaluer la qualité des domaines d’incertitude obtenus, nous introduisons le taux
de défaillance de cette méthode. Ce taux est défini par le nombre de réalisations pour
lesquelles les paramètres réels ne sont pas inclus à l’intérieur de la région d’incertitude
D, divisé par le nombre total de réalisations. Les paramètres estimés correspondant à une
réalisation où les paramètres réels sont à l’extérieur de D sont repérés par des disques
noirs (•) sur la figure 3.2. Le tableau 3.2 fournit le taux de défaillance obtenu pour les
couples de paramètres (−a0,−a1), (−a2, b

1
0) et (−a1, c

1
0). Ces valeurs montre que, malgré

les approximations réalisées pour déterminer ces incertitudes, la méthode conduit à des
domaines d’incertitude relativement fiables.
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0.162 0.163 0.164 0.165 0.166

0.238

0.239

0.24

0.241

0.242

0.243

−a0

−a
1

−0.103−0.102−0.101 −0.1 −0.099−0.098

7.34

7.36

7.38

7.4

7.42

7.44

−a2

b
1 0

0.237 0.238 0.239 0.24 0.241 0.242
1.035

1.04

1.045

−a1

c2 0

Fig. 3.2 – Estimation paramétrique du modèle d’état. Les paramètres réels sont symbolisés
par une croix rouge (×), les paramètres estimés par des croix bleues (∗) et la valeur
moyenne des paramètres estimés par une croix noire (+). Les disques noirs (•) représentent
les valeurs défaillantes.
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3.3.4 Conclusion

La solution proposée dans cette partie nécessite la transformation du modèle d’état
non linéaire dans les paramètres en un modèle linéaire dans les paramètres. Les domaines
d’incertitude sont tout d’abord déterminés sur les paramètres du modèle LP. Puis, en
utilisant un développement en série de Taylor, les domaines d’incertitude des paramètres
du modèle LP sont propagés sur les coefficients de la représentation d’état (cf. figure
3.3). Cette méthode fournit des résultats très satisfaisants. Toutefois, elle nécessite une
caractérisation en deux temps qui peut entrâıner des erreurs et faire crôıtre le taux de
défaillance de l’approche. Afin de remédier à ce problème, nous proposons une autre
méthodes de caractérisation des domaines d’incertitude.

x(t + 1) = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t) + Du(t) + v(t)

Méthode du propagateur

(Â, B̂, Ĉ, D̂) Identification

Transformation du modèle
d’état à un modèle LP

y(t) = Φ�(t)θ

Caractérisation des régions
d’incertitude de θ

Caractérisation des régions
d’incertitude de θE

(θ̂E − θ0

E)�RE(θ̂E − θ0

E) < M̃2

Calcul de
régions

d’incertitude
(θ̂ − θ)�R(θ̂ − θ0) < M̃2

Calcul de
régions

d’incertitude
du modèle
ARMAX

Calcul de
régions

d’incertitude
du modèle
d’état

Fig. 3.3 – Caractérisation des domaines d’incertitude : approche indirecte.

3.4 Approche directe

Dans la section précédente, la méthode de caractérisation des domaines d’incertitude
présentée est basée sur la transformation du modèle d’état en un modèle LP. Afin de
s’affranchir de cette transformation, nous proposons une deuxième méthode qui permet
de décrire directement ces régions d’incertitude. Cette méthode se base sur les propriétés
de la méthode du propagateur. Elle permet de quantifier les régions d’incertitude en deux
temps, tout d’abord pour les paramètres des matrices A et C puis pour ceux de B. Dans
cette section, afin de simplifier les calculs nous considérons D = 0.
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3.4.1 Détermination des domaines d’incertitude des coefficients
de A et C

Afin de déterminer les domaines d’incertitudes des coefficients des matrices A et C,
nous exploitons les propriétés de la méthode du propagateur. Comme les nx−1 premières
lignes de la matrice A estimée et la première ligne de la matrice C estimée sont constituées
de 0 et de 1(cf. équation (3.22) et équation (3.24)), les domaines d’incertitude pour ces
paramètres ne sont pas déterminés.

Une version modifiée de la matrice du propagateur peut être donnée par

̂̃P =

[
P̂(nx + 1, :)

P̂((j − 1)i + 1, :)

]
=

[
A(nx, :)
C(j, :)

]
, j ∈ [2, ny]. (3.53)

Cette matrice peut être estimée en utilisant la régression linéaire suivante

∥∥∥Z̃2 − ̂̃PZ̃1

∥∥∥2

F
(3.54)

où Z̃1 et Z̃2 sont respectivement déduites de Z1 et Z2 d’une manière compatible avec ̂̃P.
En utilisant la vectorisation et le produit de Kronecker, il est facile de vérifier que

vec(Z̃�
2 )︸ ︷︷ ︸

Z
P̃

= (I(ny ,ny) ⊗ Z̃�
1 )︸ ︷︷ ︸

Φ�

P̃

vec(P̃�)︸ ︷︷ ︸
θ
P̃

. (3.55)

soit

vec(Z̃�
2 ) = Φ�

P̃
θP̃. (3.56)

Le modèle étant LP, en appliquant la méthode de caractérisation des domaines d’incerti-
tude présentée dans le paragraphe 3.2, on peut montrer que

(θ̂P̃ − θ0
P̃
)�

(
1

N

N∑
t=1

ΦP̃(t)Φ�
P̃
(t)

)
(θ̂P̃ − θ0

P̃
) < M̃2

P̃
(3.57)

où θ0
P̃

et θ̂P̃ sont respectivement les vecteurs de paramètres exacts et estimés. La borne
MP̃ est donnée par

M̃2
P̃

=
1

N
max

N∑
t=1

(
ε�
P̃
(t, θ̂P̃)εP̃(t, θ̂P̃)

)

où εP̃(t, θ̂P̃) = ZP̃ − Φ�
P̃
(t)θ̂P̃.
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3.4.2 Détermination des domaines d’incertitude des coefficients
de B

La matrice B peut être estimée en minimisant la fonction coût suivante

JB(θB) =
1

N

N∑
t=1

ε�
B(t,θB)εB(t,θB)

=
1

N

N∑
t=1

(
y(t) −

t−1∑
k=0

uT (k) ⊗ CAt−k−1θB

)�(
y(t) −

t−1∑
k=0

uT (k) ⊗ CAt−k−1θB

)
où θB = vec(B) . Connaissant les incertitudes sur les paramètres de A et C (cf. section
3.4.1) et en utilisant le résultat de l’annexe B, la fonction coût peut être approchée par
l’équation suivante

JB(θB) ≈ 1

N

N∑
t=1

⎛⎜⎜⎜⎝b(t) −
(
Ĉ

∫
0

u�(τ) ⊗ eÂ(t−τ)dτ

)
︸ ︷︷ ︸

Φ�

B

(θB − θ̂B)

⎞⎟⎟⎟⎠
�

⎛⎜⎜⎜⎝b(t) −
(
Ĉ

∫ t

0

u�(τ) ⊗ eÂ(t−τ)dτ

)
︸ ︷︷ ︸

Φ�

B

(θB − θ̂B)

⎞⎟⎟⎟⎠ (3.58)

où

b(t) = y(t) −
(
Ĉ

∫ t

0

u�(τ) ⊗ eÂ(t−τ)dτ

)
θ̂B −

(
dC

∫ t

0

u�(τ) ⊗ eÂ(t−τ)dτ

)
θ̂B

−
(
Ĉ

∫ t

0

u�(τ) ⊗ eÂ(t−τ)dA(t − τ)dτ

)
θ̂B (3.59)

avec dA = A − Â et dC = C − Ĉ. En appliquant la même procédure que celle utilisée
dans la section 3.2, les régions de confiance des paramètres de la matrice B peuvent être
données par

(θ̂B − θ0
B)�

(
1

N

N∑
t=1

ΦB(t)Φ�
B(t)

)
(θ̂B − θ0

B) < M̃2
B (3.60)

où

M̃2
B =

1

N
max

N∑
t=1

(
ε�
B(t, θ̂B)εB(t, θ̂B)

)
. (3.61)

Ces régions sont des ellipses centrées en θ̂B dont les directions sont définies par la matrice
1
N

∑N
t=1

(
ΦB(t)Φ�

B(t)
)
.
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Chapitre 3. Caractérisation des domaines d’incertitude de modèles d’état linéaires structurés

3.4.3 Extension de l’approche directe au cas d’un système continu

Dans les sections 3.3 et 3.4, nous avons présenté des méthodes de caractérisation des
domaines d’incertitude pour un modèle MIMO à temps discret. Comme dans de nombreuses
applications (estimation de paramètres physiques, diagnostic, ...), il est préférable d’uti-
liser une modélisation à temps continu, nous adaptons la méthode précédente au cas de
systèmes à temps continu. Rappelons que cette méthode permet l’estimation directe de
représentation minimale d’état dans une base canonique observable fixe. Ceci permet de
faciliter la description des régions d’incertitude des paramètres du système.

Ainsi, considérons le système linéaire invariant à temps continu suivant

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) (3.62a)

y(t) = Cx(t) + v(t) (3.62b)

où u ∈ R
nuet y ∈ R

ny sont respectivement les vecteurs d’entrée et de sortie du système.
x ∈ R

nx est le vecteur d’état et v ∈ R
ny est le bruit de sortie. Dans cette section, nous

considérons D = 0. Cette simplification peut être justifiée par le fait que ce cas est ha-
bituellement utilisé dans la pratique. Néanmoins, tous les calculs introduits dans cette
section peuvent être aisément étendus au cas où D �= 0. En plus, nous supposons que
les résidus sont bornés. Ce cas particulier peut être justifié par le fait que dans de nom-
breuses situations pratiques, les résidus sont liés à des dynamiques complexes non prises
en compte dans le modèle linéaire à temps invariant. Dans ce cas, les résidus contiennent
des parties déterministes qu’une hypothèse classique de processus stochastique ne peut
pas englober. Sous ces conditions, l’hypothèse “résidus bornés” est plus efficace.

La méthode de caractérisation des régions d’incertitude présentée dans la section 3.2
est appliquée pour déterminer dans un premier temps les régions de confiance des coeffi-
cients des matrices A et C puis les régions de confiance des paramètres de la matrice B.

3.4.3.1 Détermination des domaines d’incertitude des coefficients A et C

L’objectif de ce paragraphe est de caractériser les domaines d’incertitude des para-
mètres des matrices A et C. Comme nous avons vu dans le paragraphe 2.2.2.2, ces para-
mètres peuvent être directement extraits de la matrice du propagateur P. Comme pour
les systèmes discrets, sachant que les nx − 1 premières lignes de A et la première ligne de
C sont constituées de 0 et de 1, les domaines d’incertitude pour ces paramètres ne seront
pas déterminés. Les paramètres à estimer sont rassemblés dans la matrice suivante

̂̃P =

[
P̂(nx + 1, :)

P̂((j − 1)i + 1, :)

]
=

[
A(nx, :)
C(j, :)

]
, j ∈ [2, ny]. (3.63)

Cette matrice peut être estimée en utilisant∥∥∥Z̃2 − ̂̃PZ̃1

∥∥∥2

F
(3.64)
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où Z̃1 et Z̃2 sont respectivement déduites de Z1 et Z2 d’une manière compatible avec ̂̃P.

Ainsi, il est facile de vérifier que

vec(Z̃�
2 )︸ ︷︷ ︸

Z
P̃

= (I(ny ,ny) ⊗ Z̃�
1 )︸ ︷︷ ︸

Φ�

P̃

vec(P̃�)︸ ︷︷ ︸
θ
P̃

. (3.65)

En appliquant la méthode de caractérisation des domaines d’incertitude présentée dans
le paragraphe 3.2, on peut montrer que

(θ̂P̃ − θ0
P̃
)�

(
1

N

N∑
t=1

ΦP̃(t)Φ�
P̃
(t)

)
(θ̂P̃ − θ0

P̃
) < M̃2

P̃
(3.66)

où θ0
P̃

et θ̂P̃ sont les vecteurs de paramètres exactes et estimés. La borne MP̃ est donnée
par

M̃2
P̃

=
1

N
max

N∑
t=1

(
ε�
P̃
(t, θ̂P̃)εP̃(t, θ̂P̃)

)
où εP̃(t, θ̂P̃) = ZP̃ − Φ�

P̃
(t)θ̂P̃.

3.4.3.2 Détermination des domaines d’incertitude des coefficients de B

Notons que B peut être estimée en minimisant la fonction coût suivante

JB(θB) =
1

N

N∑
t=1

(
ε�
B(t,θB)εB(t,θB)

)
=

1

N

N∑
t=1

(
y(t) −

(
C

∫ t

0

u�(τ) ⊗ eA(t−τ)dτ

)
θB

)�

(
y(t) −

(
C

∫ t

0

u�(τ) ⊗ eA(t−τ)dτ

)
θB

)
où θB = vec(B) . Comme cela est montré dans l’annexe C, la fonction coût peut être
approchée par l’équation suivante

JB(θB) ≈ 1

N

N∑
t=1

⎛⎜⎜⎜⎝b(t) −
(
Ĉ

∫ t

0

u�(τ) ⊗ eÂ(t−τ)dτ

)
︸ ︷︷ ︸

Φ�

B

(θB − θ̂B)

⎞⎟⎟⎟⎠
�

⎛⎜⎜⎜⎝b(t) −
(
Ĉ

∫ t

0

u�(τ) ⊗ eÂ(t−τ)dτ

)
︸ ︷︷ ︸

Φ�

B

(θB − θ̂B)

⎞⎟⎟⎟⎠ (3.67)
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où

b(t) = y(t) −
(
Ĉ

∫ t

0

u�(τ) ⊗ eÂ(t−τ)dτ

)
θ̂B −

(
dC

∫ t

0

u�(τ) ⊗ eÂ(t−τ)dτ

)
θ̂B

−
(
Ĉ

∫ t

0

u�(τ) ⊗ eÂ(t−τ)dA(t − τ)dτ

)
θ̂B (3.68)

où dA = A − Â et dC = C − Ĉ.

En appliquant la même procédure que celle utilisée dans la section 3.2, les régions de
confiance des paramètres de la matrice B peuvent être données par

(θ̂B − θ0
B)�

(
1

N

N∑
t=1

ΦB(t)Φ�
B(t)

)
(θ̂B − θ0

B) < M̃2
B (3.69)

où

M̃2
B =

1

N
max

N∑
t=1

(
ε�
B(t, θ̂B)εB(t, θ̂B)

)
. (3.70)

Ces régions sont des ellipses centrées en θ̂B dont les directions sont définies par la matrice
1
N

∑N
t=1 ΦB(t)Φ�

B(t).

3.4.4 Exemple numérique

3.4.4.1 Cas discret

Dans ce paragraphe, nous considérant le même système présenté dans 3.3.3 donné par

x(t + 1) =

⎡⎣0.2 0 −1
1 0.3 5
−2 −0.4 −0.6

⎤⎦x(t) +

⎡⎣1 0
0 2
1 −1

⎤⎦u(t) (3.71)

y(t) =

[
5 0 1
−3 1 1

]
x(t) + v(t). (3.72)

Le signal d’entrée est un bruit blanc gaussien, centré, de variance unité et de longueur
1000. Une simulation de Monte Carlo de 1000 tirages est effectuée. Le bruit v(t) est obtenu
en filtrant un bruit blanc gaussien e(t) de moyenne nulle

v(t) =
1

0.8 + q
e(t) (3.73)

tel que le rapport signal sur bruit est égal à 20dB. Nous appliquons la même méthode
d’identification utilisé dans l’exemple 3.3.3, c.-à-d., la méthode du propagateur, afin
d’identifier les paramètres du système. L’approche directe de caractérisation des domaines
d’incertitude d’un système discret est utilisée pour determiner les régions d’incertitude des
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3.4. Approche directe

coefficients des matrices d’état. De la même manière que l’approche indirecte, nous intro-
duissons le taux de défaillance afin d’évaluer les perfomances de cette méthode.

(−a0,−a1) (−a2, b
1
0) (−a1, c

1
0)

approche indirecte 1.8% 2.4% 8.4%
approche directe 1.5% 1.9% 6.3%

Tab. 3.3 – Taux de défaillance.

Dans le tableau 3.3, le taux de défaillance obtenu par l’approche directe est comparé
à celui obtenu par l’approche indirecte (cf. section 3.3.3). En examinant ce tableau, nous
remarquons que la méthode directe est plus fiable que l’approche indirecte. Ceci peut être
expliqué par le fait que l’approche indirecte nécessite une caractérisation des domaines
d’incertitude en deux temps qui peut entrâıner des erreurs et faire crôıtre le taux de
défaillance de l’approche.

3.4.4.2 Cas continu

Afin d’évaluer la méthode de quantification des régions d’incertitude présentée dans
cette section, nous considérons ici un exemple de système linéaire continu dans le temps
d’ordre trois avec deux entrées et deux sorties, donné par

ẋ(t) =

⎡⎣ 0 1 0
−3 −2 −1
−1 −2 −1

⎤⎦x(t) +

⎡⎣1 1
2 1
1 2

⎤⎦u(t) (3.74a)

y(t) =

[
1 0 0
0 0 1

]
x(t) + v(t). (3.74b)

L’entrée d’excitation est choisie comme un bruit blanc gaussien, centré et de variance unité
de longueur N = 1000. La période d’échantillonnage est égale 0.1s. Le bruit de mesure v
est un bruit blanc gaussien de rapport signal sur bruit égal 35dB. La valeur initiale du
vecteur d’état est fixée à zéro. Les résultats présentés ci-après sont obtenus après un tirage
de Monte Carlo de taille 200. Afin de réduire l’effet de bruit sur les paramètres estimés
du système, nous introduisons la variable instrumentale suivante [MOGG07]

Ξ = Up =

⎡⎢⎣u((k − p)Ts) u((k + 1 − p)Ts) · · · u((N − p)Ts)
...

...
...

u((k − 1)Ts) u(kTs) · · · u((N − 1)Ts)

⎤⎥⎦ . (3.75)

La méthode du propagateur est utilisée pour estimer les paramètres du système. Dans
cette méthode, les dérivées des données E/S sont données par le filtre des moments par-
tiels réinitialisés. Ainsi, le paramètre de synthèse T̂ peut être fixé de façon à minimiser
la variance de l’erreur de prédiction. Pour un système du premier ordre, cette valeur op-
timale vaut approximativement

√
3τ où τ est la constante de temps du système [Tri87].

Pour les systèmes d’ordre supérieur, une valeur de l’ordre des 2/3 du temps de réponse à
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95% conduit généralement à de bons résultats.

Afin d’illustrer les performances de l’approche développée, l’algorithme du propagateur
à temps continu (cf. chapitre 2 sous-section 2.3) est comparé à l’algorithme MPR+PIMOESP

[MOGG07]. Cet algorithme est une extension de l’algorithme MOESP dans le cas discret en
filtrant les données E/S par un filtre MPR. Dans ces deux cas, les horizons passés et futurs
sont égaux à 4.

Les figures 3.4 et 3.5 présentent les pôles estimés par la méthode du propagateur et la
méthode MPR+PIMOESP. Les pôles du système simulé sont symbolisés par +. Ces différents
tracés montrent clairement que ces deux méthodes donnent de bons résultats.

−3 −2.5 −2 −1.5 −1 −0.5 0
−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
Pole estimated with propagator method

Fig. 3.4 – Pôles estimés à l’aide de la méthode du propagateur

−3 −2.5 −2 −1.5 −1 −0.5 0
−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
Pole estimated with RPM+PIMOESP method

Fig. 3.5 – Pôles estimés à l’aide de la méthode MPR+PIMOESP.
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La figure 3.6 présente les paramètres estimés (A(3, 1), A(3, 2)), symbolisés par (∗)
pour chaque simulation de monte carlo, les paramètres réels (×) et la valeur moyenne des
paramètres estimés (+). Le taux de défaillance de (A(3, 1), A(3, 1)) est égal à 7%.

−2.6 −2.4 −2.2 −2 −1.8
−4

−3.5

−3

−2.5

A(3, 1)

A(3, 2)

Fig. 3.6 – Estimation paramétrique du (A(3, 1), A(3, 1)). Les paramètres réels sont sym-
bolisés par une croix rouge (×), les paramètres estimés par des croix bleues (∗) et la
valeur moyenne des paramètres estimés par une croix noire (+). Les disques noirs (•)
représentent des valeurs défaillantes.

De la même manière nous présentons sur la figure 3.7 les paramètres estimés (B(1, 1),
B(1, 2)) symbolisés par (∗), les paramètres réels (×) et la valeur moyenne des paramètres
estimés (+). Le taux de défaillance est ici égal à 10%.
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3.2 3.4 3.6 3.8 4 4.2 4.4 4.6 4.8

5

5.5

6

6.5

7

7.5

B(1, 1)

B(1, 2)

Fig. 3.7 – Estimation paramétrique du (B(1, 1), B(1, 2)). Les paramètres réels sont sym-
bolisés par une croix rouge (×), les paramètres estimés par des croix bleues (∗) et la
valeur moyenne des paramètres estimés par une croix noire (+). Les disques noirs (•)
représentent des valeurs défaillantes.

Ces deux figures montrent que la méthode proposée pour déterminer les régions d’in-
certitude paramétrique donne de bons résultats. On peut toutefois noter un taux de dé-
faillance de la méthode relativement important, même si ce taux n’indique pas de combien
le vecteur paramètre exact est éloigné de l’ellipse d’incertitude.

3.4.5 Conclusion

Dans ce paragraphe nous avons présenté une méthode directe qui permet de caractéri-
ser les domaines d’incertitudes paramétrique d’un système discret (cf. figure 3.8) et d’un
système continu (cf. figure 3.9). Grâce aux propriétés de la méthode du propagateur, cette
méthode permet de fournir les régions d’incertitude des matrices A et C puis B et D.
Contrairement à l’approche indirecte, cette méthode ne nécessite pas la transformation
du modèle d’état en un modèle LP. Ceci permet d’avoir des résultats meilleurs et un taux
de défaillance plus petit.
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ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)

Méthode du propagateur
(Â, B̂, Ĉ, D̂)

Identification

Caractérisation des régions
d’incertitude deA et C

Modèle linéaire par rapport àA et C
Z̃2 = ̂̃PZ̃1

Première étape

Modèle linéaire par rapport à θB

y(t) =
∑t−1

k=0 uT (k) ⊗ CAt−k−1θB

Caractérisation des régions
d’incertitude de θB

Calcul de
régions

d’incertitude

(θ̂
P̃
− θ0

P̃
)�

(
1

N

∑N

t=1
Φ

P̃
(t)Φ�

P̃
(t)

)
(θ̂

P̃
− θ0

P̃
) < M̃2

P̃

où M̃2

P̃
= 1

N
max

∑N

t=1

(
ε�

P̃
(t, θ̂

P̃
)ε

P̃
(t, θ̂

P̃
)
)

(θ̂B − θ0

B
)�

(
1

N

∑N

t=1
ΦB(t)Φ�

B
(t)

)
(θ̂B − θ0

B
) < M̃2

B

où M̃2

B
= 1

N
max

∑N

t=1

(
ε�

B
(t, θ̂B)εB(t, θ̂B)

)
Deuxième étape

y(t) = Cx(t) + v(t)

Fig. 3.8 – Caractérisation des domaines d’incertitude pour un système discret : approche
directe.
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ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)

Méthode du propagateur
(Â, B̂, Ĉ, D̂)

Identification

Caractérisation des régions
d’incertitude deA et C

Modèle linéaire par rapport àA et C
Z̃2 = ̂̃PZ̃1

Première étape

Modèle linéaire par rapport à θB

y =
(
C
∫ t

0
u�(τ) ⊗ eA(t−τ)dτ

)
θB

Caractérisation des régions
d’incertitude de θB

Calcul de
régions

d’incertitude

(θ̂
P̃
− θ0

P̃
)�

(
1

N

∑N

t=1
Φ

P̃
(t)Φ�

P̃
(t)

)
(θ̂

P̃
− θ0

P̃
) < M̃2

P̃

où M̃2

P̃
= 1

N
max

∑N

t=1

(
ε�

P̃
(t, θ̂

P̃
)ε

P̃
(t, θ̂

P̃
)
)

(θ̂B − θ0

B
)�

(
1

N

∑N

t=1
ΦB(t)Φ�

B
(t)

)
(θ̂B − θ0

B
) < M̃2

B

où M̃2

B
= 1

N
max

∑N

t=1

(
ε�

B
(t, θ̂B)εB(t, θ̂B)

)
Deuxième étape

y(t) = Cx(t) + v(t)

Fig. 3.9 – Caractérisation des domaines d’incertitude pour un système à temps continu :
Approche directe.

3.5 Quantification des incertitudes en utilisant l’al-

gorithme des sous-espaces basé sur les moindres

carrés

Dans cette section, nous proposons d’estimer le vecteur d’état en utilisant l’algorithme
des sous-espaces basé sur les moindres carrés. Cet algorithme est une version modifiée
de l’algorithme PBSID [Chi07b] et adaptée à la méthode du propagateur. Connaissant
le vecteur d’état, les domaines d’incertitude sont directement déduits en appliquant la
méthode proposée dans la section 3.2.
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3.5.1 Caractérisation des domaines d’incertitudes

En utilisant l’algorithme des sous-espaces fondé sur les moindres carrés, nous obtenons
directement un modèle LP. Par la suite, la technique présentée dans la section 3.2 peut être
directement appliquée afin de décrire les régions d’incertitude des paramètres du modèle
d’état.

Connaissant y, u et x̂, le modèle d’état (3.26) peut être transformé comme suit

vec
[
x̂�(t + 1) y�(t)

]︸ ︷︷ ︸
yM (t)

=
[
Inx+ny

⊗ [
x̂�(t) u�(t)

]�]︸ ︷︷ ︸
Φ�(t)

vec

[
A� C�

B� D�

]
︸ ︷︷ ︸

θE

+

vec
[
0� v�(t)

]
. (3.76)

Il est évident que l’estimation des matrices d’état peut être obtenue en utilisant l’algo-
rithme des moindres carrés et en minimisant la fonction coût suivante [Lju99c, Appendix
II]

J(θE) =
1

N

N∑
t=1

(
yM(t) − Φ�

M(t)θE

)� (
yM(t) − Φ�

M(t)θE

)
=

1

N

N∑
t=1

ε�(t,θE)ε(t,θE).

En appliquant la même démarche que celle utilisée dans la section 3.2, on peut montrer
que les domaines d’incertitudes sont donnés par l’équation suivante

(θ̂E − θ0
E)�RE(θ̂E − θ0

E) < M̃2 (3.77)

où θ0
E et θ̂E sont respectivement les vecteurs de paramètres réels et estimés et RE =

1
N

∑N
t=1 ΦM(t)Φ�

M(t). Ces régions sont des ellipsöıdes centrés en θ̂E dont les directions

sont définies par la matrice RE. La borne M̃ est donnée par

M̃2 =
1

N
max

N∑
t=1

(
ε�(t, θ̂)ε(t, θ̂)

)
où les résidus sont donnés par ε(t, θ̂) = yM(t) − Φ�

M(t)θ̂E.

3.5.2 Exemple de simulation

Nous considérons le même exemple que celui donné dans la section 3.3.3, c’est-à-dire

A =

⎡⎣0.2 0 −1
1 0.3 5
−2 −0.4 −0.6

⎤⎦ B =

⎡⎣1 0
0 2
1 −1

⎤⎦
C =

[
5 0 1
−3 1 1

]
.
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Ces matrices peuvent être récrites comme suit

A =

⎡⎣ 0 1 0
0 0 1

0.1 0.2 −0.1

⎤⎦ B =

⎡⎣ 7.3 0.2
−0.3 −6.9
−14.6 −2.0

⎤⎦
C =

[
1.0 0 0
1.0 −0.3 0.6

]
en utilisant

Γ1 =

⎡⎣ 5 0 1
−1 −0.4 −5.6
10.6 2.12 2.36

⎤⎦
comme matrice de changement de base. Le signal d’entrée est un bruit blanc gaussien,
centré et de variance unité de longueur 1000. Nous procédons à une simulation de Monte
Carlo de 1000 tirages afin d’identifier les matrices d’état par la méthode des sous-espaces
basée sur les moindre carrés (cf. 2.2.3). Le bruit de sortie v est un bruit blanc gaussien
de moyenne nulle et de rapport signal sur bruit équal 20dB. Afin de satisfaire l’hypothèse
Aj ≈ 0 pour tous j ≥ p, l’indice passé est choisi tel que p = 20.

Dans le tableau 3.4, nous présentons les valeurs moyennes et les écarts-types des para-
mètres estimés du modèle d’état en utilisant la méthode développée dans la section 2.2.3.
Ce tableau montre que la méthode des sous-espaces basée sur les moindres carrés permet
d’avoir une bonne estimation des matrices d’état (A,B,C).

Paramètres réels Paramètres estimés
−a0 0.1640 0.1640 ± 2.60 10−7

−a1 0.2400 0.2400 ± 3 10−7

−a2 −0.1000 −0.1000 ± 3.30 10−7

b1
0 7.3777 7.3775 ± 8.57 10−5

b2
0 0.2006 0.2007 ± 8.93 10−5

b1
1 −0.3933 −0.3936 ± 9.77 10−5

b2
1 −6.9678 −6.9682 ± 8.53 10−5

b1
2 −14.6091 −14.6093 ± 9.02 10−5

b2
2 −2.0070 −2.0070 ± 8.09 10−5

c2
0 1.0406 1.0406 ± 3.2 10−7

c2
1 −0.3068 −0.3068 ± 4.3 10−7

c2
2 0.6707 0.6706 ± 6.4 10−7

Tab. 3.4 – Paramètres estimés en utilisant la méthode des sous-espaces basée sur les
moindre carrés.

Les résultats d’identification sont aussi donnés sur la figure 3.10. Ainsi, la croix noire
(+) représente la valeur moyenne des paramètres estimés, la croix rouge (×) symbolise
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les paramètres réels et les croix bleues (∗) représentent les paramètres estimés du système
pour 1000 tirages de Monte Carlo.

De la même manière que pour l’exemple 3.3.3, le tableau 3.5 présente le taux de
défaillance pour (−a0,−a1), (−a2, b

1
0) et (−a1, c

1
0). Ces valeurs montres l’efficacité de la

méthode de caractérisation des domaines d’incertitude présentée dans cette section.

(−a0,−a1) (−a2, b
1
0) (−a1, c

1
0)

0.8% 2% 6.7%

Tab. 3.5 – Taux de défaillance.

3.5.3 Application à un prototype d’éolienne

Le système considéré est un prototype d’un banc éolien, accessible à l’Université Tech-
nique de Delft [VHB+08, HVB+10, VHB+10], constitué d’un rotor comprenant deux pales,
comme indiqué sur la figure 3.11.

Fig. 3.11 – Photo de l’éolienne à deux pales. La personne à côté de cette éolienne illustre
la taille du système.

Ces pales sont équipées d’un certain nombre de dispositifs de commande qui per-
mettent de changer localement le profil de soulèvement des pales afin de supprimer cer-
taines vibrations. Ces perturbations sont principalement dues au mouvement de rotation.
Les dispositifs de contrôle sont composés, pour chaque pale, de deux volets de bord de
fuite. Ces volets s’ouvrent automatiquement si la vitesse du vent devient excessive ou si
un problème est décelé. Ils ralentissent alors les pales en provoquant un décrochage aéro-
dynamique. La commande des volets est réalisée à l’aide de deux actionneurs placés sur
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Fig. 3.10 – Estimation paramétrique du modèle d’état. Les paramètres réels sont sym-
bolisés par une croix rouge (×), les paramètres estimés par des croix bleues (∗) et la
valeur moyenne des paramètres estimés par une croix noire (+). Les disques noirs (•)
représentent des valeurs défaillantes.94
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chaque pale. Chaque actionneur est situé sur un volet de bord. Cette proximité permet
d’appliquer le même signal de commande u aux deux actionneurs de chaque pale. Deux
capteurs (de type macro fibre patch) sont employés pour mesurer les mouvements de pales
y (voir figure 3.12).

Fig. 3.12 – Schéma de principe de l’éolienne.

Il est intéressant d’identifier le modèle entre le signal d’entrée (u) et le signal de sortie
(y) et de caractériser les domaines d’incertitude paramétrique dans le but d’élaborer une
loi de commande qui permette de supprimer la vibration des deux pales.

3.5.3.1 Identification du modèle

Considérons un système à deux entrées u =
[
u1 u2

]
et deux sorties y =

[
y1 y2

]
décrit par (cf. figure 3.13)

x(t + 1) = Ax(t) + Bu(t) + Gd(t) + Ke(t) (3.78a)

y(t) = Cx(t) + e(t) (3.78b)
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Fig. 3.13 – Les entrées et sorties de l’éolienne.

où x(t) ∈ R
nx , u(t) ∈ R

nu et y(t) ∈ R
ny , sont les vecteurs d’état, d’entrée et de sortie

du système. e(t) ∈ R
ny est le processus d’innovation simulé à un bruit blanc de moyenne

nulle. Le système considéré présente par construction des perturbations de charge pério-
diques (d(t)) multiple de la vitesse de rotation. Dans la suite de cette étude, ces pertur-
bations sont prises en compte à l’aide d’une combinaison linéaire de fonctions périodiques
connues a priori. Une étude des propriétés aérodynamiques de l’éolienne présentée dans
[Win08] permet de justifier une telle hypothèse.

La méthode PBSID est basée sur la forme de prédiction suivante

x(t + 1) = Ãx(t) + B̃z(t) (3.79a)

y(t) = Cx(t) + e(t) (3.79b)

où Ã = A − KC, B̃ =
[
B G K

]
et z�(t) =

[
u�(t) d�(t) y�(t)

]�
. C’est la même

forme que le modèle (2.72) en remplaçant les matrices

B̃ =
[
B K

]
et z�(t) =

[
u�(t) y�(t)

]�
(3.80)

par

B̃ =
[
B G K

]
et z�(t) =

[
u�(t) d�(t) y�(t)

]�
. (3.81)

Ainsi, nous appliquons la méthode présentée dans le chapitre 2 (cf. paragraphe 2.2.3)
afin d’identifier les matrices d’état du système. Les données expérimentales ont été obte-
nues pour une vitesse de rotation égale à 430 tours par minute. L’ordre de système est
estimé égal à 12. Rappelons que cette méthode repose sur les quatre étapes suivantes
[VHB+08, HWV09, FMPV10]
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– Étape 1 : Estimation de la matrice CK.
– Étape 2 : Construction de la matrice Γ̃pK.

– Étape 3 : Construction de la matrice ΓpK.

– Étape 4 : Estimation du vecteur d’état.

Connaissant y, u et x̂, les matrices (A, B, G, C) peuvent être estimées en résolvant le
problème des moindres carrés. Les sorties estimées sont présentées sur la figure 3.14
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temps (s)
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1420 1440 1460 1480 1500 1520 1540 1560 1580

−10
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5

10

temps (s)

y 2

Fig. 3.14 – Sortie réelle (trait plein bleu) et sortie estimée (trait pointillé rouge) du
système.

Ces deux figures montrent que nous avons une bonne estimation de la sortie du sys-
tème. En plus, afin de montrer les performances du modèle identifier, nous définissons
“the Best Fit” (% BFT) [Lju99c] et “the Percent Variance Accounted For”(% VAF) [VV02].
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Ces critères sont définis comme suit

BFT = 100% × max

(
1 − ‖y − ŷ‖2

‖y − ym‖2

, 0

)
(3.82)

VAF = 100% × max

(
1 − var(y − ŷ)

var(y)
, 0

)
(3.83)

où ŷ est la sortie simulé et ym est la valeur moyenne de y. Dans le tableau 3.6, la méthode
SBMC adaptée à la méthode du propagateur est comparée à la méthode PO-MOESP [VV07]
en examinant % VAF et % BFT.

Pale 1 Pale 2
Algorithm % BFT % VAF % BFT % VAF

SBMC 73.93 93.20 72.15 96.01
PO-MOESP 66.57 88.82 71.72 95.43

Tab. 3.6 – % BFT et % VAF pour differents algorithme d’identification.

Le tableau 3.6 montre que la méthode SBMC adaptée à la méthode du propagateur
donne des résultats meilleurs que la méthode PO-MOESP.

3.5.3.2 Détermination des domaines d’incertitude

Connaissant x̂, le modèle (3.78) peut être récrit sous la forme LP suivante

vec
[
x(t + 1)� y(t)�

]︸ ︷︷ ︸
yM (t)

=

[
Inx+ny

⊗ [
x(t)� u(t)� d(t)�

]�]︸ ︷︷ ︸
Φ�(t)

vec

⎡⎣A� C�

B� 0�

G� 0�

⎤⎦
︸ ︷︷ ︸

θ

+ vec(
[
(Ke(t))� e(t)�

]
)︸ ︷︷ ︸

v(t)

. (3.84)

En appliquant la technique de caractérisation des domaines d’incertitude présentée dans
le chapitre 3 (cf. paragraphe 3.5), nous pouvons écrire

(θ̂ − θ)�(
1

N

N∑
t=1

Φ�(t)Φ(t))(θ̂ − θ) < M̃2

où

M̃2 =
1

N
max

N∑
t=1

(
ε�(t, θ̂)ε(t, θ̂)

)
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et les résidus ε(t, θ̂) = yM(t) − Φ�(t)θ̂.

Vu le nombre important de paramètres du modèle, il est difficile de représenter leurs
domaines d’incertitude. Il est plus intéressant de représenter le domaine d’incertitude de
la réponse fréquentielle du système. Ceci peut être obtenue en utilisant la relation suivante

cov(ΔGΔG∗) =
δĜ

δθ
R

δĜ

δθ

∗

(3.85)

où G(ω) = C(jωI − A)−1B. Dans le cas de la méthode de caractérisation des domaines
d’incertitude présentée dans [Lju99c]

R = λ
1

N

N∑
t=1

(Φ(t)Φ�(t))

où λ est la variance de bruit. Dans notre cas (cf. section 3.5), la matrice R est donnée par

R = M̃2 1

N

N∑
t=1

(Φ(t)Φ�(t)).

Le domaine d’incertitude de la réponse fréquentielle donné par ces deux méthodes est
présenté sur la figure 3.15.
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Fig. 3.15 – réponse fréquentielle estimé (trait plein bleu) avec un domaine d’incertitude
obtenu par la méthode développée (trait interrompu rouge) et par la méthode de Ljung
(trait pointillé noir).
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Cette figure montre que notre méthode est plus conservative que la méthode présentée
dans [Lju99c]. Néanmoins, cette méthode présente l’avantage de tenir compte de l’erreur
due au bruit et de l’erreur de modélisation dans ces régions d’incertitude. Ces domaines
d’incertitude présentent un grand intérêt dans un objectif de commande robuste.

3.5.4 Synthèse

L’approche proposée dans cette section permet d’obtenir des domaines d’incertitude
réalistes (cf. figure 3.16). Notons que dans cette méthode, nous n’avons pas tenu compte
des incertitudes sur le vecteur d’état. Cette étape est en cours d’étude. Elle permettra
trés probablement d’améliorer la caractérisation des domaines d’incertitude. Rappelons
aussi que l’avantage de la méthode d’identification est son utilisation possible en boucle
fermée. Ainsi, la caractérisation des incertitudes paramétriques peut être étendue au cas
de la boucle fermée.

x(t + 1) = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t) + Du(t) + v(t)

Méthode des sous-espaces

basée sur les moindres carrés

(Â, B̂, Ĉ, D̂)

Identification

Modèle LP

Caractérisation des régions
d’incertitude de θE

(θ̂E − θ0

E)�RE(θ̂E − θ0

E) < M̃2

Calcul de
régions

d’incertitude

Fig. 3.16 – Caractérisation des domaines d’incertitude pour un système à temps discret.

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une méthode de caractérisation des domaines
d’incertitude. Cette technique repose sur l’approche à erreur bornée. Ainsi, aucune hypo-
thèse n’est faite sur le bruit mais nous supposons que les résidus sont bornés. L’avantage
principal de cette méthode est qu’elle tient compte de l’erreur due au bruit et de l’erreur
de modélisation dans ces régions d’incertitude.

Dans ce contexte, nous avons développé trois techniques de caractérisation des do-
maines d’incertitude des paramètres d’un système MIMO représenté par un modèle d’état.
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3.6. Conclusion

La première méthode utilise la méthode du propagateur pour identifier les matrices
d’état du système. Cette méthode a la particularité d’estimer les paramètres dans une
base canonique fixe. Ceci facilite la description des domaines d’incertitude. Comme il est
plus simple d’appliquer la méthode de caractérisation des domaines d’incertitude au sys-
tème LP, une transformation du modèle d’état vers un modèle LP est faite. Les régions
d’incertitude de ce modèle LP sont alors déterminées. A partir de ces régions, les domaines
d’incertitude des coefficients des matrices d’état sont déduits. La deuxième exploite les
propriétés de la méthode du propagateur afin d’avoir un modèle LP et par la suite déter-
miné les domaines d’incertitude. Cette méthode est étendu au cas du système continu. La
troisième méthode estime les paramètres du système à l’aide d’un algorithme des sous-
espaces basé sur les moindres carrés. Cet algorithme permet d’obtenir une estimation
du vecteur d’état en utilisant les propriétés de la méthode du propagateur. Par la suite,
nous obtenons directement un modèle LP et les domaines d’incertitude sont facilement
déterminés.
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Chapitre 4

Réjection du biais dû à l’erreur de
modèle dans le cas de systèmes

multivariables
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4.1 Introduction

Dans le domaine de l’automatique, le choix de la structure et du type de représentation
(à temps continu ou à temps discret) d’un modèle est fortement lié au système et à
l’application souhaitée par l’utilisateur. On peut décrire un procédé par un modèle dont les
paramètres sont déterminés en les ajustant aux données mesurées sans chercher à refléter
la réalité physique du système. On parle alors de modèles de type bôıte noire. Ce type
de représentation peut être utilisée pour élaborer une loi de commande [Lju99c, Bom00].
Lorsque l’on souhaite avoir un modèle dont les paramètres ont un sens physique, il est
préférable d’utiliser un modèle de type bôıte blanche à temps continu. Il est cependant
illusoire de vouloir représenter un phénomène physique à l’aide d’un modèle exact. On
utilise alors un modèle de type boite grise [BG94], approximation du système réel, si
possible linéaire, que l’on peut caractériser de modèle réduit. Ce modèle d’ordre réduit
est une représentation simplifiée des phénomènes mis en jeu dans un domaine fréquentiel
restreint. Aussi, dans cette situation, il apparâıt une erreur de modélisation qui peut être
importante et souvent prépondérante devant l’erreur de mesure liée aux perturbations
agissant sur le processus. Les paramètres estimés à l’aide du modèle d’ordre réduit peuvent
différer notablement des valeurs exactes. L’erreur de modélisation crée un véritable biais
dépendant de l’excitation [BPT02].

Pour remédier à ce problème, plusieurs travaux de recherche ont été développés.
Une première solution consiste à augmenter la complexité du modèle. Cette démarche
a pour inconvénient de nécessiter l’emploi de routines d’optimisation plus difficiles à
mettre en œuvre et conduit généralement à des paramètres dont la variance croit for-
tement [Bai91][HL92][PTL97][GGN92]. Une deuxième solution consiste à introduire de
la connaissance a priori [TP01] afin de réduire le biais d’estimation en utilisant toute
connaissance initiale telles que les valeurs nominales, la précision... Des travaux récents
[BPTB02] cherchent à reproduire la dynamique du système réel par un modèle d’ordre
réduit (de complexité réduite), tout en modélisant l’erreur de modélisation, inhérente à
cette approximation, à l’aide d’un modèle de type bôıte noire non concurrent du modèle
d’ordre réduit, autrement dit un modèle qui explique ce qui n’est pas pris en compte par
le modèle d’ordre réduit.

Dans ce chapitre, nous allons étendre cette méthodologie au cas multivariable. Plus
particulièrement un modèle multivariable va être considéré pour décrire le modèle d’ordre
réduit et des modèles de type bôıtes noires pour modéliser l’erreur de modélisation. Dans
le cas général, la plupart des modèles sont des modèles NLP. Pour estimer les paramètres
de tels modèles, nous utilisons des algorithmes d’identification basés sur la minimisation
d’un critère quadratique par approche de type erreur de sortie [WP94].

Le plan de ce chapitre est le suivant. Dans la section 4.2, nous introduisons la pro-
blématique et les principales notations. Dans la section 4.3, nous analysons le biais dû à
l’erreur de modélisation. Par la suite (section 4.4), nous nous intéressons à la réjection
de ce biais en caractérisant l’erreur de modélisation par un modèle de type bôıte noire
en lui imposant des contraintes de non concurrence avec le modèle d’ordre réduit. Dans
la section 4.5, nous présentons un algorithme d’identification estimant les paramètres du
modèle d’ordre réduit en tenant compte des contraintes de non concurrence. La Section 4.6
est consacrée à la validation sur des données de simulation de cette méthode d’estimation
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de paramètres.

4.2 Problématique et notations

Considérons un système réel continu multivariable d’ordre inconnu, modélisable comme
suit {

ẋ = g(θ,u)
y = f(θ,u)

(4.1)

où u ∈ R
nu est le vecteur d’entrée, y ∈ R

ny est le vecteur de sortie, f et g sont des
fonctions non linéaires et θ représente le vecteur des paramètres du système.

En pratique, la structure du système réel multivariable étant généralement très com-
plexe, d’ordre relativement élevé, voire infini, des modèles d’ordre réduit caractérisés par
le vecteur de paramètres θr, sont traditionnellement employés pour modéliser le compor-
tement du procédé. La relation d’entrée sortie de tels modèles peut s’écrire⎡⎢⎣ y1

r(s)
...

y
ny
r (s)

⎤⎥⎦ =

⎡⎢⎣ H11
r (s) · · · H1nu

r (s)
...

...

H
ny1
r (s) · · · H

nynu
r (s)

⎤⎥⎦
⎡⎢⎣ u1(s)

...
unu(s)

⎤⎥⎦ (4.2)

où H ij
r (s), i ∈ [1, ny] et j ∈ [1, nu], est la transmittance du modèle d’ordre réduit entre la

sortie i et l’entrée j et s est la variable de Laplace. Lors de l’estimation des paramètres
des modèles d’ordre réduit, un biais apparâıt. Ce dernier peut être répertorié selon deux
catégories :

– La première cause de biais sur les estimées est liée à la présence de bruits sur les
mesures d’entrée et/ou sortie.

– La seconde, nommée erreur de modélisation, est inhérente aux erreurs de structure
lors du choix du modèle représentant le comportement du procédé.

Dans la suite de ce manuscrit, le problème du biais dû aux perturbations est omis
afin de focaliser l’attention sur l’erreur de modélisation qui est, dans certaines situations,
prépondérante devant l’erreur de mesure. On peut écrire, pour tout i ∈ [1, ny]

yi(s) =
nu∑
j=1

H ij(s)uj(s) (4.3)

où uj est la j ème entrée et yi est la ième sortie. En pratique, il est difficile de représenter,
à l’aide d’un modèle exact, tous les phénomènes physiques intervenant dans ce système.
Lors de l’estimation de ces paramètres, un biais créé par l’erreur de modélisation apparâıt.
Pour supprimer ou au moins réduire ce biais, on approche l’erreur de modélisation par un
modèle bôıte noire. Pour cela, nous décomposons notre système en deux parties :
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– un modèle d’ordre réduit Hr afin de modéliser les paramètres physiques du système,
– un modèle de type boite noire pour approcher l’erreur de modélisation.

Par la suite, nous pouvons écrire (cf. figure 4.2)

H(s) = Hr(s) + Hm(s). (4.4)

M odè le rédu it

E rreu r d e
m odé lisa tion

u (t) y (t)

)s(Hr

)s(HM

)t(yr

)t(yM

Systèm e H (s)

Fig. 4.1 – Modélisation du système à l’aide d’un modèle d’ordre réduit et d’un modèle
bôıte noire.

La sortie de ce système est donnée par

yi(s) = yi
r(s) + yi

m(s) (4.5)

=
nu∑
j=1

H ij
r (s)uj(s) +

nu∑
j=1

H ij
m(s)uj(s) (4.6)

où H ij
m(s) est le modèle de l’erreur de modélisation.

L’objectif principal de ce chapitre est le traitement du biais provenant de l’erreur
de modélisation. Ce dernier traduit le fait que la structure utilisée pour le modèle est
généralement une approximation de la réalité. On s’intéresse alors à sa réjection au moyen
d’une caractérisation bôıte noire contrainte et on présente un algorithme d’identification
estimant implicitement les paramètres du modèle bôıte noire.
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4.3 Estimation des paramètres des modèles d’ordre

réduit

4.3.1 Estimation des modèles d’ordre réduit

On suppose disposer de N couples de données expérimentales {uj(tk), y
i(tk)} , k ∈

[1, N ], j ∈ [1, nu] et i ∈ [1, ny]. On souhaite dans un premier temps estimer θr. Une
approche classique consiste à minimiser le critère quadratique

J(θr) =
N∑

k=1

ny∑
i=1

(yi(tk,θ) − yi
r(tk,θr))

2 (4.7)

=
N∑

k=1

ny∑
i=1

(εi(tk))
2 (4.8)

où l’erreur εi(tk) = yi(tk,θ)− yi
r(tk,θr) et θ représente le vecteur paramètres du système

réel et yi
r est la sortie i du modèle d’ordre réduit.

Comme nous avons vu dans le chapitre 1, il existe deux catégories d’algorithmes
d’identification qui peuvent être utilisés pour minimiser ce critère : les algorithmes d’iden-
tification à erreur d’équation et les algorithmes d’identification à erreur de sortie. Les
algorithmes à erreur d’équation dépendent de la structure du bruit. Pour cette raison,
nous préférons utiliser un algorithme d’identification à erreur de sortie [Mar63] malgré le
volume de calculs qu’il nécessite. Pour estimer les paramètres d’un modèle NLP, une tech-
nique d’optimisation non linéaire doit être utilisée [WP97]. Plusieurs choix sont possibles
[Him72]. Le notre s’est porté sur l’algorithme de Marquardt [Mar63] qui réalise un com-
promis stabilité/vitesse de convergence entre la technique du gradient et celle de Newton.

A l’itération l + 1 nous avons plus particulièrement (cf. chapitre 1)

θrl+1
= θrl

− [J ′′(θrl) + μI]−1J′(θrl) (4.9)

où

J′(θrl) = −2
N∑

k=1

ny∑
i=1

εi(tk)σ
i(tk,θrl) le gradient,

J ′′(θrl) ≈ 2
N∑

k=1

ny∑
i=1

σi(tk,θrl)σ
i(tk,θrl)

T le Hessien approché,

σi(tk,θrl) =
∂yi(tk,θrl)

∂θrl

∀ i ∈ [1, ny]

où I est la matrice d’identité et μ est un paramètre de réglage [TP01].
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4.3.2 Erreur de modélisation

On définit

θropt = θr + Δθr (4.10)

où θropt est la valeur optimale de θr et Δθr est l’erreur d’estimation. Pour déterminer
cette erreur, on se place dans l’hypothèse d’une linéarité autour de l’optimum θropt. Alors,
en utilisant l’algorithme de Marquardt Δθr, est fourni par

Δθr = −(J
′′

θθ)
−1(J

′

θ)θr
. (4.11)

On démontre alors que

Δθr =

(
N∑

k=1

ny∑
i=1

σi(tk,θrl)σ
i(tk,θrl)

T

)−1 N∑
k=1

(
ny∑
i=1

σi(tk,θrl)y
i
m(tk)

)
. (4.12)

Cette relation montre que l’erreur d’estimation dépend directement de yi
m(tk). Il est aisé

de vérifier qu’asymptotiquement[
lim

N→∞

1

N

(
N∑

k=1

ny∑
i=1

σi(tk,θrl)σ
i(tk,θrl)

T

)]
Δθr∞ =

lim
N→∞

1

N

N∑
k=1

(
ny∑
i=1

σi(tk,θrl)y
i
m(tk)

)
. (4.13)

Cette erreur est asymptotiquement nulle si σi(tk,θr) n’est pas corrélé avec yi
m(tk). Or,

σi(tk,θr) et yi
m(tk) sont tous les deux corrélés avec ui(tk). L’estimateur de θr est donc

asymptotiquement biaisé. Pour éliminer ce biais, nous proposons d’approcher l’erreur de
modélisation par un ensemble de modèles de type bôıte noire.

4.4 Réjection du biais dû à l’erreur de modélisation

Au paragraphe précédent, il a été montré qu’un biais créé par l’erreur de modélisation
apparâıt lors de l’estimation des paramètres du modèle d’ordre réduit. Pour réduire ce
biais, il est possible de mettre au point une technique de réjection de biais basée sur la
caractérisation de l’erreur de modélisation à l’aide d’un modèle bôıte noire, en imposant
des contraintes pour ne pas concurrencer l’explication du comportement du modèle d’ordre
réduit. Pour des raisons de simplicité, nous choisissons des modèles LP de type FIR pour
décrire cette erreur de modélisation [GGN92].

4.4.1 Modèle étendu prenant en compte l’erreur de modélisa-
tion

Pour identifier l’erreur de modélisation, nous imposons à H ij
m(s) une structure parti-

culière de type bôıte noire, notée dans la suite de ce manuscrit Gij
m(s) (pour la différencier
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de l’erreur de modéle réelle).

Définissons le modèle étendu

yi
e(s) =

nu∑
j=1

[
H ij

r (s)uj(s) + Gij
m(s)uj(s)

]
(4.14)

= yi
r(s) +

nu∑
j=1

yij
g (s) ∀i ∈ [1, ny] (4.15)

où

yij
g (s) = Gij

m(s)uj(s). (4.16)

Pour estimer les paramètres du modèle étendu, le critère à minimiser s’écrit

Je(θe) =
N∑

k=1

ny∑
i=1

(yi(tk,θ) − yi
e(tk,θe))

2 (4.17)

=
N∑

k=1

ny∑
i=1

(yi(tk,θ) − yi
r(tk,θr) −

nu∑
j=1

yij
g (tk,θg))

2 (4.18)

où

θT
e =

[
θT

r θT
g

]
.

Certains travaux de recherche décrivent le modèle de l’erreur de modélisation à l’aide de
fonctions de Laguerre [Wah91]. Néanmoins, l’utilisation de ce type de fonction présente
un problème si l’erreur de modélisation a un caractère oscillant amorti. La qualité de
l’approximation dépend en effet du choix du pôle de Laguerre. Nous proposons dans ce
travail un modèle FIR, où le coefficient de réglage est le nombre de paramètres du modèle
FIR [GGN92]. L’expression du modèle FIR est définie par

yij
g (tk,θg) = ϕj

g(tk)
T θij

g (4.19)

où

ϕj
g(tk) =

[
uj(tk − 1) · · ·uj(tk − Iij)

]T
(4.20)

θT
g =

[
gij
1 · · · gij

Iij

]
(4.21)

où Iij représente le nombre de paramètres du modèle FIR pour une sortie i et une entrée
j. Pour simplifier les calculs, nous supposons que tous les modèles H ij

r (s) et Gij
m ont

respectivement le même nombre de paramètres K et I = Iij.
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4.4.2 Contrainte de non concurrence par les moments

Généralement H ij
r (s) est une approximation basse fréquence du système réel et H ij

m(s)
représente réciproquement une contribution haute fréquence. Dans certains cas, tel que
par exemple dans un contexte de commande ou on veut avoir un modèle précis dans une
bande de fréquences donnée, on considère au contraire que H ij

r (s) représente une approxi-
mation hautes fréquences du système réel H ij(s) et H ij

m(s) décrit un comportement basses
fréquences.
Afin que le modèle de l’erreur de modélisation ne reproduise pas le comportement du
modèle d’ordre réduit, nous imposons des contraintes de non concurrence entre ces deux
modèles. Pour cela, on va utiliser un outil mathématique bien adapté à la définition
de ces contraintes : la méthode des moments. Nous utilisons les moments temporels
[Tri00] lorsque H ij

r (s) a un comportement basse fréquence et les moments fréquentiels
[Poi05, BPTB02] dans le cas contraire.

4.4.2.1 Les moments temporels

Soit un système linéaire stable, multivariable de réponse impulsionnelle hij(t) (la ré-
ponse impulsionnelle entre la sortie i et l’entrée j) et de transformée de Laplace

H ij(s) = L{hij(t)} =

∫ ∞

0

e−sthij(t)dt. (4.22)

H ij(s) peut s’exprimer par un développement en série de Taylor au voisinage de s = 0

H ij
T (s) =

∞∑
n=0

(−1)nsnAn(hij) (4.23)

où les coefficients An(hij) sont les moments temporels de hij(t) définis par

An(hij) =

∫ ∞

0

tn

n!
hij(t)dt. (4.24)

H ij
T (jω) cöıncide avec la réponse harmonique H ij(jω) uniquement dans l’intervalle fré-

quentiel (cf. figure 4.2)

−ωM < ω < ωM (4.25)
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��

)j(HT ω

)j(H ω

��

Mω−

Mω

Fig. 4.2 – Approximation de H ij(s) par les moments temporels

La série H ij
T (jω) ne peut cöıncider avec la réponse harmonique exacte qu’en basses

fréquences, c.-à-d., au voisinage de ω = 0. Le moment An(hij) d’ordre n peut être calculé
par une intégration approchée du type rectangle. On a alors

An(hij) =

∫ ∞

0

tn

n!
hij(t)dt ≈

N−1∑
k=0

(kTe)
n

n!
hij

k Te (4.26)

où Te est la période d’échantillonnage. Soit

An(hij) ≈ T n+1
e

n!

N−1∑
k=0

knhij
k =

N−1∑
k=0

Cn,kh
ij
k (4.27)

avec

Cn,k =
T n+1

e

n!
kn. (4.28)

4.4.2.2 Les moments fréquentiels

H ij(s) peut s’exprimer par un développement en série de Taylor au voisinage de s = s0

et en particulier avec s0 = jω0. On peut alors écrire

H ij
T (s) =

∞∑
n=0

(−1)n(jω − jω0)
nAn,ω0(h

ij) (4.29)

où les coefficients An,ω0(h
ij) sont les moments fréquentiels d’ordre n de hij(t) tel que

An,ω0(h
ij) =

∫ ∞

0

(t)n

n!
e−jω0thij(t)dt. (4.30)

Soit

An,ω0(h
ij) =

∫ ∞

0

tn

n!
cos (ω0t)h

ij(t)dt − j

∫ ∞

0

tn

n!
sin (ω0t)h

ij(t)dt. (4.31)
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H ij
T,ω0

(jω) cöıncide avec la réponse harmonique H ij(jω) uniquement dans l’intervalle fré-
quentiel (cf. figure 4.3)

ω0 − ωM < ω < ω0 + ωM (4.32)

soit

ωmin < ω < ωMax. (4.33)

��

)j(H
o,T ωω

)j(H ω

��

oω

minω

Maxω

Fig. 4.3 – Approximation de H ij(s) par les moments fréquentiels

Comme pour les moments temporels, le moment fréquentiel An,ω0(h
ij) d’ordre n peut

être calculé par une intégration approchée du type rectangle. On a alors

An,ω0(h
ij) ≈ T n+1

e

n!

N−1∑
k=0

kn cos (ω0kTe)hk − T n+1
e

n!

N−1∑
k=0

kn sin (ω0kTe)hk (4.34)

≈
N−1∑
k=0

Cn,khk −
N−1∑
k=0

Sn,khk (4.35)

avec

Cn,k =
T n+1

e

n!
kn cos ω0kTe (4.36)

Sn,k =
T n+1

e

n!
kn sin ω0kTe. (4.37)

4.4.2.3 Expression des contraintes en basses fréquences (ωo = 0)

Plaçons-nous dans le cas où le modèle H ij
r (jω) est une approximation basses fréquences

de H ij(jω). Alors, on impose les contraintes suivantes

{
H ij

r (jω) → H ij(jω)
Gij

m(jω) → 0
lorsque ω → 0. (4.38)
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A l’aide des premiers moments temporels, on peut quantifier l’approximation (4.38) par{
An(hij

r (t)) → An(hij(t))
An(gij

m(t)) → 0
lorsque ω → 0 (4.39)

pour n = 0 à K − 1. Si la condition (4.39) est vérifiée, gij
m et hij

r sont non concurrents
dans l’explication du comportement de hij grâce aux K contraintes sur les paramètres du
modèle bôıte boire. D’après l’expression des moments temporels (4.39) et en utilisant une
intégration approchée du type rectangle, on peut écrire [Poi05]

An(gij
m) =

N−1∑
k=0

Cn,kg
ij
k où Cn,k =

T n+1
e

n!
kn (4.40)

où gij sont les coefficients de la réponse impulsionnelle gij
m. On détermine les contraintes en

exprimant le fait que les moments temporels de gij
m sont nuls. Cela permet de développer

l’expression (4.40) comme suit

Cn,1g
ij
1 + Cn,2g

ij
2 + ... + Cn,ig

ij
i + ... + Cn,Ig

ij
I = 0 (4.41)

où n variant de 0 à K − 1. θij
g peut être représenté de la façon suivante

θij
g =

[
gij

c

gij
id

]
(4.42)

où gij
c =

[
gij
1 · · · gij

K

]T
sont les paramètres contraints et gij

id =
[
gij

K+1 · · · gij
I

]T
les

paramètres indépendants. Le développement de l’équation (4.41) pour n ∈ [0, K − 1]
nous donne ⎡⎢⎣ C0,1 · · · C0,K

...
...

CK−1,1 · · · CK−1,K

⎤⎥⎦
︸ ︷︷ ︸

E

⎡⎢⎣ gij
1
...

gij
K

⎤⎥⎦
︸ ︷︷ ︸

g
ij
c

= −

⎡⎢⎣ C0,K+1 · · · C0,I
...

...
CK−1,K+1 · · · CK,I

⎤⎥⎦
︸ ︷︷ ︸

F

⎡⎢⎣ gij
K+1
...

gij
I

⎤⎥⎦
︸ ︷︷ ︸

g
ij
id

(4.43)

ce qui permet d’écrire[
E F

] [ gij
c

gij
id

]
= 0 ⇔ gij

c = −E−1Fgij
id, (4.44)

E étant une matrice carrée inversible ∈ R
K×K . Posons

ϕj
c(tk)

T =
[

uj(tk − 1) · · · uj(tk − K)
]

(4.45)

ϕ
j
id(k)T =

[
uj(k − K − 1) · · · uj(k − I)

]
. (4.46)
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Alors, on a

yij
g (tk) = ϕj

c(tk)
Tgij

c + ϕ
j
id(tk)

Tgij
id

= [ϕj
id(tk)

T − ϕj
c(tk)

TE−1F]gij
id. (4.47)

La sortie du modèle de type bôıte noire s’écrit finalement

yij
g (tk) = ψ

j
id(tk)

Tgij
id (4.48)

ψ
j
id(tk)

T = ϕ
j
id(tk)

T − ϕj
c(tk)

TE−1F. (4.49)

4.4.2.4 Expression des contraintes en hautes fréquences (ωo �= 0)

Grâce aux moments fréquentiels, on peut généraliser la formulation des contraintes
au cas où le modèle d’ordre réduit Hr(jω) cöıncide avec le système en haute fréquence,
c.-à-d., au voisinage de ω = ωo. A l’aide des premiers moments fréquentiels, on obtient la
quantification de l’approximation haute fréquence par

An,ωo
(hij

r (t))
ω=ωo→ An,ωo

(hij(t)) pour n = 0 à K − 1

et réciproquement pour le modèle bôıte noire

An,ωo
(gij

m(t))
ω=ωo→ 0 pour n = 0 à K − 1

où [Bar03]

An,ωo
(gij

m(t)) ≈
N−1∑
k=0

(kTe)
n

n!
cos(ωokTe)g

ij
k Te − j

N−1∑
k=0

(kTe)
n

n!
sin(ωokTe)g

ij
k Te. (4.50)

Dans ces conditions d’approximation, gij
m est non concurrent de hij

r grâce aux Kc = 2K
contraintes sur les paramètres du modèle FIR. On impose deux fois plus de contraintes
que dans le cas basse fréquence car on doit annuler les parties réelles et imaginaires des
moments fréquentiels. En nous référant à la démarche de calcul relative aux moments
temporels, nous obtenons

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
C0,1 · · · C0,Kc

S0,1 · · · S0,Kc

...
...

CKc−1,1 · · · CKc−1,Kc

SKc−1,1 · · · SKc−1,Kc

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
︸ ︷︷ ︸

Ẽ

⎡⎢⎢⎢⎣
gij
1
...
...

gij
Kc

⎤⎥⎥⎥⎦
︸ ︷︷ ︸

g̃
ij
c

= −

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
C0,Kc+1 · · · C0,I

S0,Kc+1 · · · S0,I
...

...
CKc−1,Kc+1 · · · CKc−1,I

SKc−1,Kc+1 · · · SKc−1,I

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
︸ ︷︷ ︸

F̃

⎡⎢⎢⎢⎣
gij

Kc+1
...
...

gij
I

⎤⎥⎥⎥⎦
︸ ︷︷ ︸

g̃
ij
id

(4.51)
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où

Cn,k = kn cos(ωokTe) (4.52)

Sn,k = kn sin(ωokTe) (4.53)

ce qui permet d’écrire

Ẽg̃ij
c = −F̃g̃ij

id (4.54)

où Ẽ une matrice carrée ∈ R
Kc×Kc et g̃ij

c un vecteur de dimension Kc. Alors

g̃ij
c = −Ẽ−1F̃g̃ij

id. (4.55)

En définissant

ϕj
g =

[
ϕ̃j

c

ϕ̃
j
id

]
(4.56)

où

ϕ̃j
c(tk)

T =
[

uj(tk − 1) · · · uj(tk − Kc)
]

(4.57)

ϕ̃
j
id(tk)

T =
[

uj(tk − Kc − 1) · · · uj(tk − I)
]

(4.58)

on obtient

yij
g (tk) = ϕj

g(tk)
T θij

g . (4.59)

Or, on a décomposé ϕj
g(tk) et θij

g de l’équation (4.59), ce qui permet d’écrire

yij
g (tk) = ϕ̃j

c(tk)
T g̃ij

c + ϕ̃
j
id(tk)

T g̃ij
id. (4.60)

A partir de l’expression de g̃ij
c , on exprime yij

g (tk) en fonction des paramètres contraints,
soit

yij
g (tk) = [ϕ̃j

id(tk)
T − ϕ̃j

c(tk)
T Ẽ−1F̃]g̃ij

id. (4.61)

On pose

ψ̃
j
id(tk)

T = ϕ̃
j
id(tk)

T − ϕ̃j
c(tk)

T Ẽ−1F̃. (4.62)

La nouvelle expression de la sortie yij
g (tk) s’écrit alors

yij
g (tk) = ψ̃

j
id(tk)

T g̃ij
id. (4.63)

Remarque : Les expressions sont équivalentes à celles obtenues avec les moments temporels.
Toutefois, les matrices Ẽ, F̃ et les vecteurs g̃ij

c et g̃ij
id ont des dimensions différentes.
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4.5 Algorithme d’identification

Dans la Section 4.4, nous avons modélisé notre système par un modèle d’ordre réduit
NLP et un modèle bôıte noire qui permet d’estimer l’erreur de modélisation. En appliquant
un algorithme à erreur de sortie, nous aurons un nombre important de paramètres à iden-
tifier. Nous allons alors récrire l’algorithme d’identification afin d’estimer les paramètres
du modèle d’ordre réduit et d’identifier implicitement les paramètres du modèle boite
noire. Le critère quadratique à minimiser s’écrit

Je(θe) =
N∑

k=1

ny∑
i=1

(yi(tk) − yi
e(tk,θe))

2. (4.64)

Le modèle étendu yi
e(tk,θ) est composé de deux parties : une LP et une autre NLP

yi
e(tk,θe) = yi

r(tk,θr)︸ ︷︷ ︸
NLP

+
nu∑
j=1

yij
g (tk,g

ij
id)︸ ︷︷ ︸

LP

. (4.65)

Or
nu∑
j=1

yij
g (tk,g

ij
id) = ψ1

id(tk)
T
gi1

id + · · · + ψnu

id (tk)
Tginu

id

=
[

ψ1
id(tk)

T · · · ψnu

id (tk)
T
]⎡⎢⎣ gi1

id
...

ginu

id

⎤⎥⎦
= Ψ(tk)

Tgi
id. (4.66)

Définissons y̆i(tk) = yi(tk) − yi
r(tk), alors le critère (4.64) devient

J̄e(gid) =
N∑

k=1

ny∑
i=1

(y̆i(tk) − Ψ(tk)
Tgi

id)
2. (4.67)

Les paramètres gi
id peuvent être estimés par l’algorithme des moindres carrés

ĝi
idMC

= R−1

N∑
k=1

Ψ(tk)
T y̆i(k) (4.68)

où R =
N∑

k=1

Ψ(tk)Ψ(tk)
T . (4.69)

A partir de l’estimation de ĝi
id, nous pouvons reformuler le critère (4.64)

¯̄Je(θ̂r) =
N∑

k=1

ny∑
i=1

(yi(tk) − ŷi
r(tk, θ̂r) − Ψ(tk)

T R−1

N∑
k=1

Ψ(k)(yi(tk) − ŷi
r(tk, θ̂r)))

2. (4.70)
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On remarque bien que ce critère dépend seulement de θ̂r. Les paramètres ĝi
id sont estimés

implicitement.
Posons

ŷi
e(tk) = ŷi

r(tk, θ̂r) + Ψ(tk)
T R−1

N∑
k=1

Ψ(tk)(y
i(tk) − ŷi

r(tk, θ̂r)). (4.71)

Les fonctions de sensibilité du modèle étendu s’écrivent alors

σi
e(tk) =

∂ŷi
e(tk, θ̂r)

∂θ̂i
r

(4.72)

= σi
r(tk, θ̂r) − Ψ(tk)

T R−1

N∑
k=1

Ψ(tk)σ
i
r(tk, θ̂r). (4.73)

Ainsi, nous pouvons écrire le gradient et le hessien

¯̄J ′
e(θ̂rl

) = −2
N∑

k=1

ny∑
i=1

(yi(tk) − ŷi
e(tk))σ

i
e(tk, θ̂rl

) (4.74)

¯̄J ′′
e (θ̂rl

) ≈ 2
N∑

k=1

ny∑
i=1

σi
e(tk, θ̂rl

)σi
e(tk, θ̂rl

)T . (4.75)

On minimise ensuite ¯̄Je par un algorithme de PNL tel que celui de Marquardt [Mar63]

θ̂rl+1
= θ̂rl

− [ ¯̄J ′′
e (θ̂rl

) + μId]
−1 ¯̄J ′

e(θ̂rl
). (4.76)

4.6 Simulation numérique

Afin d’illustrer les propriétés de la méthodologie décrite précédemment, nous allons
considérer un système multivariable à deux entrées et une sortie

y1(s) =
1

0.001s3 + 0.107s2 + 0.71s + 1
u1(s) +

1

0.0012s3 + 0.127s2 + 0.71s + 1
u2(s)

= H11(s)u1(s) + H12(s)u2(s) (4.77)

où les pôles de H11(s) sont

s11
1 = −1/0.5, s11

2 = −1/0.2 et s11
3 = −1/0.01 (4.78)

et de H12(s) sont

s12
1 = −1/0.5, s12

2 = −1/0.2 et s12
3 = −1/0.01. (4.79)
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En basse fréquence, nous pouvons négliger l’influence des pôles s11
3 et s12

3 sur le compor-
tement du système. On obtient alors le modèle d’ordre réduit suivant

y1
r(s) =

1

0.1s2 + 0.7s + 1
u1(s) +

1

0.12s2 + 0.7s + 1
u2(s) (4.80)

ainsi que le vecteur paramètres correspondant

θT
r =

[
a0 a1 a2 a3

]
=
[

0.1 0.7 0.12 0.7
]
. (4.81)

Pour identifier les paramètres du modèle d’ordre réduit, on va appliquer deux excitations
différentes de type S.B.P.A et de période d’échantillonnage Te = 5ms. En supposant
que la sortie du système soit perturbée par un bruit blanc de rapport Signal sur Bruit
(variance du signal/variance du bruit) de 10 et en appliquant dans un premier temps
l’algorithme d’identification décrit dans la Section 4.3, nous calculons les valeurs moyennes
des paramètres estimés (en faisant 300 tirages de Monte Carlo).

Paramètres Valeurs exactes Valeurs estimées Ecart type

a0 0.1 0.1119 0.0340
a1 0.7 0.7278 0.0713
a2 0.12 0.1220 0.0322
a3 0.7 0.7134 0.0821

Tab. 4.1 – Estimation des paramètres du modèle d’ordre réduit seul

D’après le Tableau 4.1, on remarque bien l’existence d’un biais. Afin de réduire l’erreur
de modélisation, on associe deux modèles FIR, de longueur I au modèle d’ordre réduit.
On introduit deux contraintes sur chaque paramètre g1 et g2 de FIR (puisqu’on a quatre
paramètres à estimer) afin que les moments A0(g

1), A1(g
1) et A0(g

2), A1(g
2) soient nuls.

le tableau 4.2 représente les paramètres du modèle estimé en tenant compte de l’erreur
de modélisation. En comparant ce tableau au tableau 4.1, on remarque que le biais dû à
l’erreur de modélisation est diminué. La Figure 4.4 représente les différentes estimations
de θr et de l’écart type en fonction de la longueur I du FIR.

Paramètres Valeurs exactes Valeurs estimées

a0 0.1 0.1023
a1 0.7 0.7021
a2 0.12 0.1207
a3 0.7 0.7048

Tab. 4.2 – Estimation des paramètres du modèle étendu
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Fig. 4.4 – Estimation des paramètres du modèle étendu

Le biais sur l’estimation des paramètres décrôıt lorsque I augmente. Le modèle FIR

permet de diminuer le biais dû à l’erreur de modélisation. D’aprés la Figure 4.5, nous vé-
rifions que le modèle d’ordre réduit explique la dynamique du système en basse fréquence,
tandis que le modèle étendu permet de prendre en compte les deux dynamiques (en basse
et haute fréquence).

4.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une technique de réjection du biais afin de
minimiser l’erreur de modélisation. Pour éviter la concurrence entre les modèles d’ordre
réduit et les modèles de l’erreur de modélisation, on a dû exprimer des contraintes de non
concurrence entre modèles d’ordre réduit et modèles d’erreur. La minimisation d’un cri-
tère quadratique prenant en compte un modèle étendu du système est obtenu grâce à une
technique évitant la minimisation explicite par rapport au vecteur des paramètres du mo-
dèle étendu. Pour illustrer les performances de cette technique, nous avons appliqué cette
méthodologie en simulation à un système multivariable. On constate que la méthodologie
proposée permet d’estimer sans biais les paramètres des modèles d’ordres réduits. Les
paramètres des modèles de l’erreur de modélisation, non estimés explicitement, peuvent
l’être a posteriori si on souhaite définir une borne de cette erreur de modélisation dans
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un objectif de commande, par exemple.
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Conclusion généale

Le développement de nouvelles méthodes de caractérisation des régions d’incertitude
dues aux bruits et aux erreurs de modèles constitue la principale motivation de cette thèse.
Ce travail s’articule plus particulièrement autour de deux problématiques

– la détermination d’intervalles d’incertitude réalistes des coefficients des matrices
d’état estimées à l’aide d’algorithmes de type sous-espaces. Cette méthode ne néces-
site aucune hypothèse sur le bruit et permet d’englober dans la même borne l’erreur
due aux bruits de mesure et celle due à l’inévitable erreur de modélisation.

– la réjection du biais dû à l’existence d’erreurs de modélisation. Ce type d’erreur
apparâıt généralement lors de l’estimation des paramètres physiques à l’aide de
modèles de complexité réduite.

Afin de présenter au mieux les développements réalisés au cours de ces trois années de
thèse, la démarche suivie dans ce manuscrit a débuté par une synthèse bibliographique des
principales familles d’algorithmes d’identification permettant l’identification de modèles
multivariables : les algorithmes à erreur d’équation, les algorithmes à erreur de sortie et
les algorithmes des sous-espaces. Cette étude a permis de mettre en évidence les points
forts et les points faibles de chaque approche, en insistant plus particulièrement sur les dif-
ficultés rencontrées pour caractériser les domaines d’incertitudes et les erreurs de modèles
inhérentes à de telles techniques. S’intéressant plus précisément aux modèles linéaires sous
forme d’état, notre attention s’est ensuite portée plus particulièrement sur les méthodes
des sous-espaces qui sont désormais considérées comme une alternative efficace (et même,
dans certaines situations, comme une étape initiale) aux techniques d’erreur de prédic-
tion ou d’erreur de sortie. Bien qu’intéressantes d’un point de vue robustesse numérique,
les méthodes classiques des sous-espaces souffrent de deux problèmes importants pour la
caractérisation des incertitudes :

– la grande difficulté à fixer la base dans laquelle les matrices d’état sont estimées,
– l’obtention de formes d’état sur-paramétrées non parcimonieuses.

Pour résoudre ces problèmes, de nouvelles techniques d’identification des sous-espaces
sont présentées dans cette thèse. Fondées sur le principe de la méthode du propagateur,
Les algorithmes proposés assurent une estimation des paramètres du système à temps
discret et à temps continu dans une base fixe. De plus, la structure du modèle d’état
estimé présente l’avantage de posséder un nombre minimal du paramètres. Ces qualités
sont essentielles pour la caractérisation des domaines d’incertitude des coefficients des
matrices d’état. Une extension aux systèmes fonctionnant en boucle fermée est également
considérée via l’adaptation de la méthode PBSID à l’aide de la technique du propagateur.
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Conclusion généale

Dans un objectif d’identification pour la commande, les techniques d’identification
doivent fournir une information relative à la précision de l’estimation. Dans ce contexte,
nous avons étendu une méthode de caractérisation des incertitudes paramétriques initia-
lement développée pour des fonctions de transfert monovariables au cas de modèles MIMO
sous forme d’état. Cette méthode suppose exclusivement que les résidus sont bornés et ne
font aucune hypothèse statistique sur les bruits agissant sur le procédé. Trois méthodes de
quantification des incertitudes des paramètres des coefficients des matrices d’état estimés
ont plus précisément été présentées

– Approche indirecte : cette approche consiste à transformer le modèle d’état en une
représentation linéaire en les paramètres puis à étendre les domaines d’incertitude
de ce modèle linéaire en les paramètres au modèle initial. Plus précisément, dans un
premier temps, les régions d’incertitude du modèle linéaire en les paramètres sont
déterminées en utilisant directement une méthode à erreur bornée dédiée. Dans un
second temps, les régions d’incertitude du modèle d’état sont déduites à partir des
domaines d’incertitude des paramètres du modèle initial.

– Approche directe : contrairement à l’approche indirecte, l’approche directe exploite
directement les propriétés de la méthode du propagateur afin d’obtenir un modèle
LP. Cette méthode est étendue au cas des systèmes continus.

– Méthode de caractérisation des incertitudes en utilisant l’algorithme PBSID adap-
tée à la méthode du propagateur : cette technique permet d’avoir un modèle LP

en estimant le vecteur d’état. La technique de caractérisation des incertitudes des
paramètres est alors appliquée directement.

La fin de cette thèse est dédiée à la réjection du biais due à l’erreur de modélisation.
La technique présentée permet de reproduire la dynamique du système réel par un modèle
de complexité réduite. Dans ce contexte, l’erreur de modélisation est estimée à l’aide d’un
modèle de type bôıte noire. Pour éviter des problèmes de concurrence entre le modèle
d’ordre réduit et l’erreur de modélisation, on impose des contraintes. Ces dernières sont
déterminées à partir de la méthode des moments.

Afin de montrer les performances de nos méthodes, des exemples de simulation numé-
rique et un exemple expérimental ont été employés.

Perspectives

Bien que des résultats expérimentaux encourageants aient été obtenus, il demeure plu-
sieurs questions ouvertes qui méritent d’être explorées dans le cadre de futures recherches.
Ces questions se rapportent dans un premier temps au choix du niveau d’iso-critère. Plus
particulièrement, dans le cadre de l’approche indirecte et l’approche directe, il sera intéres-
sant d’utiliser le développement du second ordre et du troisième ordre en série de Taylor
afin de vérifier l’influence de ces approximations sur les domaines d’incertitude. Dans un
second temps, il serait intéressant d’explorer plus profondément la caractérisation des do-
maines d’incertitude en exploitant les propriétés de la méthode PBSID. Il serait en effet
souhaitable de tenir compte des incertitudes données par l’estimation du vecteur d’état.
Ces incertitudes peuvent avoir une influence sur les domaines d’incertitude paramétrique.
Un autre point à étudier porte sur la qualification de la méthode de caractérisation des
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incertitudes. En effet, comme on a pu le voir dans les simulation stochastiques propo-
sées, cette méthode présente un taux de défaillance qui peut parfois être non négligeable.
Toutefois, ce taux de défaillance n’indique aucunement la distance entre le vecteur para-
mètre exact et le domaine d’incertitude et ne permet donc pas de qualifier précisément
la méthode. Ainsi, il sera intéressant de définir des critères permettant de quantifier cette
distance afin de valider (ou d’invalider) plus surement la méthode proposée. Enfin, des
futures recherches doivent être menées dans un objectif d’application des approches di-
rectes et indirectes de caractérisation des incertitudes de modèle d’état à l’exemple de
procédé réel introduit dans ce manuscrit : l’éolienne. Rappelons que cette étude s’inscrit
au sein d’une collaboration initiée en avril 2010 avec plusieurs collègues du Delft Center
for Systems and Control Engineering (http ://www.dcsc.tudelft.nl/index.html).

Dans le cadre de la réjection du biais dû à l’erreur de modélisation, un important
travail reste à accomplir. En particulier, il sera nécessaire de définir des conditions qua-
litatives et quantitatives quant à la possibilité ou à l’impossibilité de rejeter un biais à
l’aide d’un modèle bôıte noire contraint. La méthode de réjection du biais présentée dans
ce mémoire a été développé pour les systèmes multivariables représentés par des fonctions
de transfert. Son extension au cas des systèmes multivariables représentés par des mo-
dèles d’état ouvrira des perspectives intéressantes pour identifier des modèles d’état de
structure réduite sans biaiser l’estimation paramétrique. Dans ce cas, le modèle à réponse
impulsionnelle finie utilisé dans cette thèse pour caractériser l’erreur de modélisation ne
sera peut-être pas le mieux adapté et une étude portant sur différents types de modèles
devra être menée. De même, l’utilisation de l’outil moment (temporel et fréquentiel) pour
imposer les contraintes de non concurrence entre les modèles sera peut-être à reconsidérer.

Finalement, le travail proposé dans cette thèse permet de caractériser l’erreur d’esti-
mation et la précision des paramètres du modèle. L’association de ces deux techniques
devrait permettre de définir des incertitudes utilisables dans un objectif de commande et
une étude en ce sens devra être menée. Ces incertitudes pourraient également fournir une
information a priori fiable dans le cadre d’une estimation bayésienne.
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Annexe A

Variation des valeurs propres du
système

En supposant que E1 = J1Us, Ê1 = J1Ûs, E2 = J2Us et Ê2 = J2Ûs, l’équation
(1.42) peut être récrite

Ã ≈ E†
1(Ê2 − Ê1A). (A.1)

Définissons maintenant Ẽ1 = Ê1 − E et Ẽ2 = Ê2 − E. A partir de l’équation (A.1), nous
pouvons écrire

Ã ≈ E†
1(Ẽ2 + E2 − Ẽ1A − E1A) (A.2)

= E†
1(E2 − E1A) + E†

1(Ẽ2 − Ẽ1A). (A.3)

Or, nous avons A = E†
1E2 (cf. équation (1.22)). Par suite, nous aurons

Ã ≈ E†
1(Ẽ2 − Ẽ1A). (A.4)

Comme A est une matrice diagonalisable, alors l’erreur sur le kime valeur propre μ̃k est
donnée par

μ̃k ≈ Tk.ÃT−1
.k (A.5)

≈ Tk.E
†
1(Ẽ2 − Ẽ1A)T−1

.k (A.6)

≈ Tk.E
†
1(Ẽ2 − Ẽ1μk)T

−1
.k (A.7)

≈ Tk.(J1Us)
†(J2 − μkJ1)ŨsT

−1
.k . (A.8)

De plus, sachant que J1UsT
−1 = J1Γf et en appliquant la définition la pseudo inverse de

Moore Penrose, on peut écrire

Tk.(J1Us)
† = Tk.((J1Us)

∗(J1Us))
−1(J1Us)

∗ (A.9)

= (Tk.
−1∗(J1Us)

∗(J1Us)Tk.
−1)−1Tk.

−1∗(J1Us)
∗ (A.10)

= (Tk.
−1∗(J1Γf,.kTk.)

∗(J1Γf,.kTk.)Tk.
−1)−1Tk.

−1∗(J1Γf,.kTk.)
∗(A.11)

= ((J1Γf,.k)
∗(J1Γf,.k))

−1(J1Γf,.k)
∗ (A.12)

= (J1Γf,.k)
†. (A.13)
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De la même manière, on peut montrer que

T−1
.k = U∗

sΓf,k.. (A.14)

Finalement, en utilisant les équations (A.8), (A.13) et (A.14), nous pouvons écrire

μ̃k ≈ (J1Γf,k.)
†(J2 − μkJ1)ŨsU

∗
sΓf,.k. (A.15)
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Annexe B

Approximation de la fonction coût
JB(θB) pour un système discret

Dans cette annexe, nous déterminons une approximation de la fonction coût JB(θB)
dans le cas d’un système discret. Ainsi, l’erreur εB(θB) est donnée par

εB(t,θB) = y(t) −
t−1∑
k=0

uT (k) ⊗ CAt−k−1θB (B.1)

En définissant dθB = θB − θ̂B, dA = A − Â et dC = C − Ĉ, l’équation (B.1) peut être
récrit

εB(t,θB) = y(t) −
t−1∑
k=0

uT (k) ⊗ (Ĉ + dC)(Â + dA)t−k−1(θ̂B + dθB)

= y(t) −
t−1∑
k=0

uT (k) ⊗ (Ĉ + dC)Ât−k−1(I + Â−1dA)t−k−1(θ̂B + dθB).

En tenant en compte de développement en série de Taylor à l’ordre 1 de (1+Â−1dA)t−k−1,
εB(θB) peut être approximer par

εB(t,θB) ≈ y(t) −
t−1∑
k=0

uT (k) ⊗ (Ĉ + dC)Ât−k−1(I + (t − k − 1)Â−1dA)(θ̂B + dθB)

≈ y(t) −
t−1∑
k=0

uT (k) ⊗ (Ĉ + dC)Ât−k−1(θ̂B + dθB)

−
t−1∑
k=0

uT (k) ⊗ (Ĉ + dC)(t − k − 1)Ât−k−2dA(θ̂B + dθB).
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En supposant que dAdB ≈ 0, dAdC ≈ 0, dBdC ≈ 0, dAdθB ≈ 0, dBdθB ≈ 0 et
dCdθB ≈ 0, nous aurons

εB(t,θB) ≈ y(t) −
t−1∑
k=0

uT (k) ⊗ ĈÂt−k−1θ̂B −
t−1∑
k=0

(t − k − 1)uT (k) ⊗ ĈÂt−k−2dAθ̂B

−
t−1∑
k=0

uT (k) ⊗ dCÂt−k−1θ̂B −
t−1∑
k=0

uT (k) ⊗ ĈÂt−k−1dθB

≈ b(t) −
t−1∑
k=0

uT (k) ⊗ ĈÂt−k−1dθB

avec

b(t) = y(t) −
t−1∑
k=0

uT (k) ⊗ ĈÂt−k−1θ̂B −
t−1∑
k=0

(t − k − 1)uT (k) ⊗ ĈÂt−k−2dAθ̂B

−
t−1∑
k=0

uT (k) ⊗ dCÂt−k−1θ̂B.

Par la suite,

JB(θB) =
1

N

N∑
t=1

(
ε�
B(t,θB)εB(t,θB)

)
≈ 1

N

N∑
t=1

(
b(t) −

t−1∑
k=0

uT (k) ⊗ ĈÂt−k−1dθB

)�(
b(t) −

t−1∑
k=0

uT (k) ⊗ ĈÂt−k−1dθB)

)

Grâce à ces approximations, JB(θB) = 1
N

∑N
t=1

(
ε�
B(t,θB)εB(t,θB)

)
est écrit de la même

manière que le critère présenté dans la section 3.2. Nous pouvons alors déduire facilement
les domaines d’incertitude des coefficients de B.
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Annexe C

Approximation de la fonction coût
JB(θB) pour un système continu

Dans cette annexe, nous déterminons une approximation de la fonction coût JB(θB).
Ainsi, nous pouvons écrire l’équation suivante

εB(t,θB) = y(t) −
(
C

∫ t

0

u�(τ) ⊗ eA(t−τ)dτ

)
θB.

En définissant

dθB = θB − θ̂B, dA = A − Â et dC = C − Ĉ. En utilisant ces définitions, εB(θB)
peut être récrit

εB(t,θB) = y(t) −
(

(Ĉ + dC)

∫ t

0

u�(τ) ⊗ e(Â+dA)(t−τ)dτ

)
(θ̂B + dθB)

= y(t) −
(

(Ĉ + dC)

∫ t

0

u�(τ) ⊗ eÂ(t−τ)edA(t−τ)dτ

)
(θ̂B + dθB).

En tenant en compte de développement en série de Taylor à l’ordre 1 de la fonction
exponentiel, εB(θB) peut être approximer par

εB(t,θB) ≈ y(t) −
(

(Ĉ + dC)

∫ t

0

u�(τ) ⊗ eÂ(t−τ)(I + dA(t − τ))dτ

)
(θ̂B + dθB)

≈ y(t) −
(

(Ĉ + dC)

∫ t

0

u�(τ) ⊗ eAP (t−τ)dτ

)
(θ̂B + dθB)

−
(

(Ĉ + dC)

∫ t

0

u�(τ) ⊗ eÂ(t−τ)dA(t − τ)dτ

)
(θ̂B + dθB).

En supposant que dAdB ≈ 0, dAdC ≈ 0, dBdC ≈ 0, dAdθB ≈ 0, dBdθB ≈ 0 et
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dCdθB ≈ 0, nous aurons

εB(t,θB) ≈ y(t) −
(
Ĉ

∫ t

0

u�(τ) ⊗ eÂ(t−τ)dτ

)
θ̂B −

(
dC

∫ t

0

u�(τ) ⊗ eÂ(t−τ)dτ

)
θ̂B

−
(
Ĉ

∫ t

0

u�(τ) ⊗ eÂ(t−τ)dA(t − τ)dτ

)
θ̂B −

(
Ĉ

∫ t

0

u�(τ) ⊗ eÂ(t−τ)dτ

)
dθB

≈ b(t) −
(
Ĉ

∫ t

0

u�(τ) ⊗ eÂ(t−τ)dτ

)
dθB

avec

b(t) = y(t) −
(
Ĉ

∫ t

0

u�(τ) ⊗ eÂ(t−τ)dτ

)
θ̂B −

(
dC

∫ t

0

u�(τ) ⊗ eÂ(t−τ)dτ

)
θ̂B

−
(
Ĉ

∫ t

0

u�(τ) ⊗ eÂ(t−τ)dA(t − τ)dτ

)
θ̂B.

Par la suite,

JB(θB) =
1

N

N∑
t=1

(
ε�
B(t,θB)εB(t,θB)

)
≈

(
b(t) −

(
Ĉ

∫ t

0

u�(τ) ⊗ eÂ(t−τ)dτ

)
dθB

)�(
b −

(
Ĉ

∫ t

0

u�(τ) ⊗ eÂ(t−τ)dτ

)
dθB

)
Grâce à ces approximations, JB(θB) = 1

N

∑N
t=1

(
ε�
B(t,θB)εB(t,θB)

)
est écrit de la même

manière que le critère présenté dans la section 3.2. Nous pouvons alors déduire facilement
les domaines d’incertitude des coefficients de B.
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more, USA. June 2010.

W. Farah, G. Mercère, J. van Wingerden and T. Poinot. Quantification of model
uncertainty for a state-space system. Mathematical Theory of Networks and Systems.
Budapest, Hungary. July 2010.

W. Farah, G. Mercère and T. Poinot. Uncertainty domain quantification for
continuous-time state-space model. Journées Identification Modélisation Expérimen-
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Résumé

Dans cette thèse, le problème de détermination des domaines d’incertitude et de modélisa-
tion de l’erreur du modèle de systèmes représentés à l’aide de formes d’état linéaires à temps
invariant est considéré. Les solutions proposées se décomposent en deux étapes. La première
consiste à identifier un modèle d’état à l’aide d’algorithmes des sous-espaces à temps continu
et discret. Contrairement aux approches classiques conduisant à une représentation totalement
paramétrée, les techniques considérées dans cette thèse présentent la particularité de fournir une
forme canonique parcimonieuse composée d’invariants du système. Ayant accès à une estima-
tion consistante des paramètres du système, la seconde phase cherche à caractériser les domaines
d’incertitude des paramètres estimés. Une approche de type erreur bornée est plus précisément
employée. Cette approche est utilisée afin de déterminer ces domaines par des régions ellipsöı-
dales. Dans ce contexte, pour chaque algorithme d’identification développé, nous proposons une
méthode de caractérisation des domaines d’incertitude des coefficients des matrices d’état. Le
problème de modélisation de l’erreur du modèle est également considéré au sein de cette thèse.
Nous proposons une technique d’estimation des paramètres physiques d’un système multiva-
riable grâce à un modèle d’ordre réduit. Lors de l’identification des paramètres de ce modèle,
un biais dû à l’erreur de modélisation apparâıt. Pour remédier à ce problème, une méthode
de réjection du biais est appliquée en approchant l’erreur de modélisation par un ensemble de
modèles de types bôıtes noires contraints. Les méthodologies développées au sein du manuscrit
sont illustrées à l’aide d’exemples de simulation numérique mais également à partir de données
réelles acquises sur un banc éolien accessible à l’Université Technique de Delft.

Mots-clés: identification, systèmes multivariables, représentation d’état structurée, algorithmes
des sous-espaces, erreur de sortie, incertitudes, erreur de modèle.

Abstract

This work deals with uncertainty domain determination and error model modeling for
linear time-invariant state-space systems. The developed solutions are based on a two-step ap-
proach. The first step consists in estimating the state-space models using discrete-time and a
continuous-time subspace-based algorithms. Contrary to the classic subspace-based approaches
which lead to over-parameterized state-space representations, the considered identification tech-
niques estimate state matrices in a canonical state-space coordinates basis which are composed
of the invariant parameters. From these consistent estimates, the second step consists in deter-
mining the uncertainty domains related to the estimated parameters. A hard error bounding
approach is considered. This approach is used in order to determine specific ellipsoidal surfaces.
More precisely, for each developed identification algorithm, a specific method is introduced in
order to build the uncertainty domains of the estimated state-space matrices coefficients. The
model error modeling problem is also considered in this manuscript. To solve this problem, a
technique is introduced in order to estimate the physical parameters of system thanks to a re-
duced order model. During the estimation of these parameters, a bias created by the modeling
errors appears. This work proposes a solution to remove this bias. Its principle is to characterize
the model errors by constrained black box models. All these developments are illustrated with
the help of numerical examples as well as real data acquired on a wind turbine test-bed available
at Delft University of Technology.

Keywords: system identification, multi-input mutli-output systems, structured state-space rep-
resentation, subspace-based algorithms, output-error, uncertainties, model error modeling.


