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Introduction

En préambule & ce mémoire, je tiens a remercier dans un premier temps toute 1’équipe péda-
gogique de la formation du Master mathématiques fondamentales et applications pour nous avoir
permis d’effectuer ce projet. Je tiens aussi & remercier N. MATRINGE, mon encadrant de mémoire,
pour ses conseils, sa disponibilité et son orientation tout au long de mon travail.

Ce mémoire constitue une introduction a la théorie du groupe fondamental et des revétements.
Le groupe fondamental est 'une des premiéres notions de la topologie algébrique, introduite par
Henri Poincaré dans son article Analysis Situs, paru en 1895. Cette théorie permet d’associer
& un espace topologique un groupe, son groupe fondamental, et & une application continue entre
espaces topologiques un morphisme de groupes. Nous verrons dans un premier temps ses principales
propriétés et certaines applications de cette théorie, notamment ’exemple du théoréme du point
fixe de Brouwer dans lequel on démontre, par des arguments algébriques, un résultat de nature
topologique.

Nous parlerons ensuite de la théorie des revétements qui est fortement liée a celle du groupe fon-
damental : les revétements d’un espace correspondent essentiellement aux sous-groupes du groupe
fondamental de cet espace. Nous verrons un revétement particulier qui nous permettra de calculer
les groupes fondamentaux de groupes géométriques classiques.






Chapitre 1

Préliminaires topologiques et homotopie

1.1 Généralités topologiques

Notations : Pour tout n € N, on note ||.|| la norme euclidienne standard sur R" (on rappelle que
l[(z1, - zn)|[? =224 --22). Onnote B, = {x € R : |[z|]| < 1}etS, = {z e R*" : ||z|| = 1}.

1.1.1 Séparabilité et compacité

Définition 1. Soit X un espace topologique, il est dit séparé si pour tout couple (x,x') de points
distincts de X, il existe deux ouverts disjoints de X, il ewiste deux ouverts disjoints U et U’ tels
quex €U etx' e U'.

Remarque 1. Si X est séparé et A C X alors A, muni de la topologie induite est séparé. En effet,
sia # a dans A, comme X est séparé, a € U et a' € U’ avec U et U’ sont deuz ouverts disjoints
de X. Mais alorsa € ANU eta € ANU" avec ANU et ANU’ sont deuz ouverts disjoints de A.

Remarque 2. Tout espace métrique (par exemple R™) est séparé, donc toutes ses parties aussi.

Définition 2. Soit K un espace topologique, on dit que K est compact si :

(1) K est séparé.

(2) Si (Up)aca une famille d’ouverts de K qui recouvre A (i.e. K C UneaUy ), alors on peut
en extraire un sous-recovvrement fini, i.e. il existe une partie finie B de A, telle que K C UgepUpg

Remarque 3. Si K est une partie d’un espace topologie séparé, elle est compacte si et seulement
st tout famille d’ouverts de (Uy)aca de X qui recouvre K, il existe une partie finie B de A telle
que K C UgepUsg.

1.1.2 Topologie quotient
On se donne R une relations d’équivalence sur un ensemble topologique X.

Définition 3. Si A est une partie de X, on note Sat(A) = {z € X,3a € A,zRa} le saturé de A
dans X.

Définition 4. Soit X un espace topologique muni d’une relation d’équivalence R. On dit qu’une
partie A de X est saturée, si elle est réunion de classes d’équivalences, i.e. si elle vérifie que
zRa € A implique que x € A.

On vérifie facilement que A est saturé si et seulement si A = Sat(A).



Remarque 4. [ est évident que si on note p: X — X/ R la surjection canonique, alors Sat(A) =
p Y (p(A)) et si B est une partie de X/ R, alors A= p~1(B) est saturée dans X.

Proposition 1. Soit X un espace topologique, muni d’une relation d’équivalence R et p : X —
X/ R la surjection canonique. Si A est une partie de X, alors p(A) est un ouvert (resp. un fermé)
de X/ R si et seulement si Sat(A) et un ouvert (resp. un fermé) dans X. En particulier, p(A) est
ouvert (resp. fermé) si et seulement si p~t(p(A)) = Sat(A) est ouvert (resp. fermé).

Corollaire 1. Avec les notations de la proposition précédente, si A = U est un ouvert saturé, p(U)
est ouvert, et si A =F est un fermé saturé, p(F) est fermé.

Proposition 2. 5i f : X — Y est une fonction continue et si pour tous x,y € X tels que Ry,
on a f(x) = f(y), alors f passe au quotient i.e. il existe une fonction f de X/ R vers Y telle que
le diagramme suivant commute :

X/ R
et f est continue.

Lemme 1. Soient X etY deux espaces topologique, avec'Y séparé. On suppose que f: X — Y est
une application continue, et que R est la relation d’équivalence xRy < f(x) = f(y), alors X/ R
est séparé.

Démonstration - Soit p la projection canonique X — X/ R. Soient p(x) et p(z’) deux points
distincts de X/ R, on va montrer qu’ils appartiennent & deux ouverts disjoints.

Par définition de R, la fonction f passe au quotient et définit une injection continue f : p(z) —
f(z) de X/ R dans Y (f = fop).

En particulier, f(z) = f(p(z)) # f(p(z’)) = f(2') par injectivité de f. On pose y = f(z),
y' = f(a'). Par séparabilité de Y, il existe V et V' deux ouverts disjoints tels que y € V et
y' € V'. Alors, on pose U = f~1(V) et U' = f~1(V’). Alors U et U’ sont deux ouverts de X par
continuité de f et ils sont saturés. On en déduit que p(U) et p(U’) sont ouverts dans X/ R. De

plus, p(x) € p(U) et p(z') € p(U').

_ Finalement, comme f(p(U)) = f(U) =V et f(p(U") = f(U") = V', V et V' sont disjoints et
f est injective, on en déduit que p(U) et p(U’) sont disjoints. Ainsi X/ R est séparée.

Corollaire 2. Les espaces S' x [0, 1]/81 x {1} et R/ Z sont séparés.
Démonstration - Dans le premier cas, on prend X = S' x [0,1], Y = B2 Cc R? et f : (x,t)
(1 —t)x qui est compatible avec la relation d’équivalence associée au sous-espace St x {1}.

Dans le second cas, on prend X =R, Y = S! et f:t— 2™ qui est bien compatible avec la
relation d’équivalence associée & Z.

Proposition 3. Soit X etY deuz espaces topologique, avecY séparé, et f une application continue
de X vers Y. Si X est compact, alors f(X) est compact, et si de plus f est injective, c’est un
homéomorphisme de X sur f(X)CY

Corollaire 3. S! x [0, 1]/8 x {1} est compact et homéomorphe a B2.

Corollaire 4. R/ Z est compact et homéomorphe a S'.



1.2 Homotopie et groupe fondamental

1.2.1 Homotopie : généralités

Définition 5. Soient X et Y deux espaces topologiques.

(1) Deux applications continues f,g : X — Y sont homotopes s’il existe une application
continue h : X x [0,1] — Y telle que h(x,0) = f(x) et h(z,1) = g(z) pour tout x dans X. On
notera alors f ~ g et on dira que h est une homotopie entre f et g.

(2) Si A est une partie de X, deuz applications continues f,g : X — Y sont homotopes
relativement a A s’il existe une application continue h : X x [0,1] = Y telle que h(x,0) = f(x)
et h(z,1) = g(z) pour tout x dans X et h(a,t) = f(a) pour tout a dans A et t dans [0,1]. On
notera alors f ~ g rel A.

(3) Un chemin dans X est une application continue o : [0,1] — X. Son origine est x = «(0)
et son extrémité est y = a(1). On dit que v est un chemin joignant x a y.

(4) Un espace topologique X est conneze par arcs si pour tout (z,y) € X2, il existe un chemin
a de X joignant x a y.

Remarque 5. [l est immédiat que ~ est une relation d’équivalence sur C(X,Y), de méme que ~

rel A.

Définition 6. Un espace topologique X est dit contractile s’il est non vide et si l’application
identité de X est homotope a une application constante de X dans X.

Remarque 6. Un convexe non vide C' dans un espace vectoriel topologique est contractile.
La plupart des espaces topologiques que [’on rencontre sont localement contractiles.

Définition 7. Un espace topologique X est simplement connexe s’il est connexe par arcs et si
toute application continue du cercle S1 dans X se prolonge (continiment) en une application du
disque Bo dans X.

Remarque 7. Un espace contractile est simplement conneze.

Démonstration- Soit X un espace contractile. Il est connexe par arcs. En effet, il existe zg € X
et une application continue h : [0, 1] x X — X telle que pour tout z € X, h(z,0) = z et h(z,1) = xo.
Si on se donne z,y € X, 'application ~; définit par ¢ — h(z,t) est continue donc définie un chemin
joignant x a xg. On construit de méme un chemin 7, joignant y & zo. L’application 7.7 est un
chemin joignant z & y donc X est bien connexe par arcs.

Soit maintenant o« = S — X une application continue. Considérons ’application suivante :

B: S x[0,1] — X
(z,t) — h(a(z),t)

B est compatible avec la relation d’équivalence associée au sous-espace S; x {1} donc on peut
factoriser 5 de maniére a ce que le diagramme suivant soit commutatif :

Sl X [0, 1]

B
T

St % [0,1]/ S1 x {1}

Y




et [ est continue. Comme, de plus, on a montré que Sy x [0, 1]/ S1 x {1} est homéomorphe & By
par I'application f associée & la factorisation de 'application f : S1 x[0,1] — Bg ; (z,t) — (1—t)z.
On pose & = o f~1. Elle est continue et pour tout = € Sy, a(x) = B3((x,0)) = h(a(z),0) = a(z)
puisque pour tout z € S, a(x) € X.

Définition 8. Soient X et Y deux espaces topologiques. Une application f : X — Y est une équi-
valence d’homotopie s’il existe g : X — Y continue telle que f o g soit homotope a lapplication
identique de Y et g o f soit homotope a l'application identique de X . S’il existe une équivalence
d’homotopie entre X et'Y, on dit que X et Y ont le méme type d’homotopie.

Exemple 1. Un espace topologique non vide est contractile si et seulement s’il a le méme type
d’homotopie qu’un singleton.

1.2.2 Homotopie des chemins, des lacets et groupe fondamental

Définition 9. Soit X un espace topologique.

(1) Un chemin dans X est une application continue o : [0,1] — X. Son origine est x = «(0)
et son extrémité est y = a(1). On dit que o est un chemin joignant x a y.

(2) Si v est un chemin joignant x a y, on appelle chemin inverse de « le chemin &, joignant
y a x, défini par a(t) = a(l —t) pour tout t dans [0,1].

(8) Soient o et f deuzr chemins dans X tels que a(1) = a(0). On note le chemin «.f le chemin

o {a(2t) site0,3]
B2t —1) sitel[s,1]

On dit que a.f est le chemin composé de a et 3.

(4) Deux chemins « et 8 dans X d’origine xo et d’extrémité x1 sont homotopes et on note
a ~ f3 siles applications « et B sont homotopes relativement a la partie {0,1} de [0, 1], ¢’est-a-dire
sl existe une application continue h : [0,1] x [0,1] — X telle que :

o h(t,0) = a(t) et h(t,1) = B(t) pour tout t dans [0,1].

e h(0,s) =z et h(1,s) = z1 pour tout s dans [0,1].

Une telle application est appelée une homotopie de o a 3.

(5) Pour tout = dans X, on appelle chemin constant en = le chemin c,(t) = x.

Remarque 8. La relation d’homotopie induit une relation d’équivalence sur les chemins joignant
xo € X ax1 € X. On note [a] la classe d’homotopie d’un chemin «.

Lemme 2. Soient o, 3,7, a,b des chemins de X.

(1) Si o~ B, alors & ~ B.

(2) Sic~a,b~p etc(l)=>5b(0), alors c.b ~ a.f.

(3) Soient o un chemin joignant x &y,  un chemin joignant y & z, v un chemin joignant z
aw. Alors (a.f).y ~ a.(B.7).

(4) Si o est un chemin joignant x 4 y, alors cz.a ~ a et a.cy ~ «

(5) Si a est un chemin joignant x a vy, alors o.c et &.c sont homotopes a ¢, et ¢, respectivement.

Démonstration - (1) Si h est une homotopie relative de « & 3, alors (¢,s) — h(1 —t,s) est une
homotopie relative de & a 3
(2) Soit h une homotopie relative de ¢ & « et k une homotopie de b a 3. Alors, 'application
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(t5) h(2t, s) sitel0,3]
’ k(2t—1,s) sitel[i 1]

est une homotopie relative de c.b a a.f3.
(3) L’application

a(15) si0<t< s
(t,s) =S Bt —s—1) silts <p<2ts
() s <<

est une homotopie relative de (a.f).y & a.(5.7).
(4) L’application

2t . 14+
(t S)H{Q(H's) si0<t< 52
y .

est une homotopie relative de a.cy a . On construit de méme une homotopie relative de c,.a a «.
(5) L’application

T siogtgg

(t5) s a2t — s) sis<t<i
’ a2-2t—s) sis>t< S
x si%ﬁtﬁl

est une homotopie relative de a.@ a ¢;. On construit de méme une homotopie relative de a.ax a c,,.

Définition 10. (1) Soit x un point de X. Un lacet de x dans X est un chemin d’origine et
d’extrémité x.Le point x est appelé le point de base de ce lacet.

Deux lacets sont dits homotopes s’ils sont homotopes en tant que chemins.

(2) Sur l’ensemble L(X,x) des lacets en x, la relation "étre homotope" est une relation d’équi-
valence, d’ensemble quotient noté (X, x).

Proposition 4. La composition des chemins induits une structure de groupe sur ’ensemble m1 (X, x)
des classes d’homotopie de lacets dans X de base x. Le groupe m1(X, ) s’appelle le groupe fon-
damental de X en x.

Démonstration - Toutes les assertions utilisent les homotopies démontrées dans le lemme pré-
cédent.

1.2.3 Premiéres proptiétés du groupe fondamental

Proposition 5. Changement de point de base

Soit ¢ un chemin d’origine x et d’extrémité y dans X. L’applications ¢, : [a] — [c.c.¢] est un
isomorphisme de groupes de m1(X,y) dans m (X, x), qui ne dépend que de la classe d’homotopie
(relativement auz extrémités) de c. Sil est un autre chemin joignant x &y, alors les isomorphismes
G et ¢y sont conjugués.
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Démonstration - C’est un morphisme d’aprés 'assertion (3) du lemme 2. Pour ¢ un chemin
d’origine = et d’extrémité y dans X, ¢z est son morphisme inverse. C’est donc un isomorphisme.

Soit maintenant ¢ un autre chemin d’origine x et d’extrémité y. On note g la classe du lacet
£.¢ de base x. Alors :

de([a]) =[¢.C.c.a.t.c.f]=goa]) g".

Corollaire 5. Si X est connexe par arcs, et v,y € X, alors m1 (X, z) et m(X,y) sont isomorphes.
Si (X, x) est abélien, cet isomorphisme est canonique.

Proposition 6. (Propriétés fonctorielles du groupe fondamental)

Une application continue f : X — Y induit un morphisme de groupes fi : [a] — [f o a] de
m1 (X, x) dans m1 (Y, f(x)).

De plus, si f est Uapplication identique de X, alors fi est Uapplication identique de w1 (X, x) ;
si g est une application continue de Y dans un espace topologique Z, alors (go f)« = g« o fs.

Démonstration - Si X et Y deux espaces topologiques et f : X — Y une application continue.
La composition ¢ — f o ¢ est compatible avec ’homotopie (relativement aux extrémités) des
chemins : si a ~ B, alors foa ~ fof (car foh :[0,1]2 = Y est une homotopie entre f o a
et fofBsih:[0,1]> — X est une homotopie entre a et 3) et la composition des chemins donne

fola.B)=(foa).(fop).

Proposition 7. Soient f,g: X — Y deux applications continues homotopes. Pour tout x € X, il
existe un isomorphisme de groupes u : w1 (Y, g(z)) — w1 (Y, f(x)) tel que fi. = uo g,.

Démonstration - Soit h une homotopie entre f et g. Soit ¢ le chemin s — hg(x) = h(x,s)
dans Y entre f(z) et g(x). En utilisant la proposition 4, 'application u : [8] — [c . 8 . ¢] est un
isomorphisme de 71 (Y, g(x)) dans 71 (Y, f(x)). Pour montrer que fi = u o gy, il suffit de montrer
que pour tout lacet a d’origine z dans X, les lacet (¢ . (g o)) . ¢ et f o« sont homotopes
(relativement aux extrémités).

Pour tout s € [0, 1], considérons le chemin ¢, : ¢t — h(z, st). L’application (s,t) — ((¢s . (hs o
@)).Cs)(t) est continue. En s = 0, elle vaut (cf(y) - (f o @)).Cf(), qui est homotope & f o a. En
s =1, elle vaut (c.(go ).

Corollaire 6. Si f : X — Y est une équivalence d’homotopie, alors fi : m(X,x) — w1 (Y, f(z))
est un isomorphisme de groupes.

Corollaire 7. Les groupes fondamentaux en un point quelconque de deux espaces connexes par
arcs, ayant méme type d’homotopie, sont isomorphes.

Corollaire 8. Tout groupe fondamental d’espace contractile est trivial.

Considérons un espace topologique X et x € X. On peut identifier ’espace topologique quotient
[0,1]/ < {0,1} avec S; C R? = C par I'homéomorphisme [0] — €2™. Ainsi, & toute application
continue o de S; dans X telle que a(1) = z est associée 7, : [0,1] — X, définie par t — a(e?™)
de telle sorte que v, est un lacet de X en x.

Proposition 8. Soit « : Sy — X wune application continue, telle que (1) = x. Alors [y,] = 1
dans m (X, x) si et seulement si « s’étend contindment en une application continue By — X.

12



Démonstration - Si « s’étend contintiment en f : Bo — X, si ¢ : S; — B9 est 'inclusion, alors,
le diagramme suivant est commutatif :

T (Sh 1)

")

(X, @) <2 71 (Bs, 1)

Or si, B : t > €™ le lacet induit par passage au quotient de I'identité de [0, 1], alors ax([3]) =
[Ya]- Or, on a déja vu que tout groupe fondamental d’espace contractile est trivial. Bg est contractile
car idp, ~ ¢z, Ol Tg € Ba (on considére ’homotopie h(t,x) = tx + (1 — t)zo, fonction continue de
[0,1] x By dans Bg). Comme v, = f, 0 iy, [a] =1 dans m1 (X, z). En effet, By est un convexe non
vide donc il est contractile et 71(Bg, 1) = {1}.

Réciproquement, si [y74] = 1, alors soit h : S x[0,1] — X une homotopie entre « et I'application
constante. On note 7 : S; x [0,1] = S; x [0,1]/ S1 x {1} =: Y la projection canonique.

Comme, pour tous z,y € S1, h(z,1) = a(1) = h(y, 1), le diagramme ci-dessous est commutatif :

Slx[O,l]h—:X

v
ot h="hoi:Y — X est continue avec

YISl X [0,1]/ Sl X {1}

1

Or, Y est homéomorphe a By par ¢ : (z,t) — (1 —t)z. On pose & = h o ¢! on a bien une

application continue de By vers X qui prolonge a.

Corollaire 9. Soit X un espace connexe par arcs. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

o X est simplement connexe

o il existe x dans X tel que m (X, x) trivial.

o 71 (X, x) trivial pour tout z dans X

e deux chemins de méme origine et méme extrémité sont homotopes (relativement aux extré-
mités).

Proposition 9. Soient (X, d) un espace métrique, U et V deux ouverts connezxes pars arcs de X,
tels que X = U UV et tel que UNV soit connexe par arcs. Pour tout x dans UNV, sii:U — X
et j : V. — X sont les inclusions canoniques, alors i,m (U, x) U jumi1(V,z) engendre m (X, x).
En particulier, st U et V sont de plus simplement connexes d’intersection non vide, alors X est
simplement conneze.

Démonstration- Soient x € UNV et a : [0,1] — X = U UV une application continue telle

que a(0) = «(1) = x. On va montrer qu’il existe n € N tel que pour tout ¢ € {0,--- ,n — 1},
(L, 2]y cUouV.

Commengons par poser K = «([0,1]). On va montrer qu'il existe ¢ > 0 tel que pour tout
x € K, B(z,e) C U ou V. Dans le cas contraire, pour tout n € N, en posant ¢ = %7 il existe
zn € K tel que B(zpn,2) ¢ U et ¢ V. Il existe donc y, € B(zn,+) avec y, ¢ U et y, ¢ V. On

13



peut prendre ¢, tel que z,, = «a(t,) avec t,, € [0,1]. Comme [0, 1] est compact, on peut extraire
une sous-suite convergente de la suite (t,)n, on la note t,,) et on a ty,y — t € [0,1]. Par
n—-+o0o

continuité de a, x — y = «(t) € K. Ainsi, pour tout n € N,

¢(n) n—-+00

n—-+o0o

1
d(ycp(n)7 y) < d(ygo(n)axgo(n)) + d('xgo(n)ay) < m + d(xgo(n)ay) — 0

et donc Y,y —> y€ K CUUV.Siy €U, comme U est un ouvert, il existe ng € N tel

n—-—+0oo
que pour tout n > nz]r, Yo(n) € U ce qui est absurde. De la méme maniere, si y € V, pour n assez
grand, y,(,) € V ce qui est aussi exclu.

Le théoréme de Heine nous dit que « est uniformément continue puisque c’est une application
continue sur le compact [0, 1] et ainsi, en choisissant £ > 0 tel que pour tout « € K, B(x,e) C U ou
V, il existe n > 0 tel que pour tout (t1,t2) € [0,1]2, [t; — t2| < n implique que |a(t1) — a(t2)| < e.
Ainsi, pour tout n € N, tel que 2 < n, on a a([%, ®&1]) c B(a(i),e) C U ou V pour tout
1=0,---,n—1.

Finalement, on a bien montré qu'il existe n € N tel que a([%, &L

L 2]) soit contenu dans U ou

dans V pour tout i = 0,--- ,n—1. Pour tout i = 0,--- ,n, on note ; : t — a(“tt) chemin de (%)
vers a(%) contenu dans U sur V. Si a(;) € U,V ou UNV, on construit un chemin entre x et

a(;) que 'on note ¢; contenu dans U,V ou UNV (car U,V et UNV sont connexes par arcs).On
a cp et ¢, sont contants.
a=aqy.a1. - .a, donc le lacet a en x est homotope a :

a=¢.0p.C .C.Q1.Cy. " .Cne1 -Qp—1 - Cp

avec ¢; . ; . Gir1 est un lacet en x pour tout ¢ = 0,---n — 1, il est contenu dans U ou dans V.
donc appartient a i, (U, ) U jom1(V,z) d’ou, par contruction, i,m (U, z) U j.m1(V,x) engendre
m1 (X, x). Par exemple, pour n =5,

a(omam

Si, de plus U et V sont simplement connexes et d’intersection non vide, si on se donne x € UNV/,
alors m1 (U, z) = {1} et m1(V,2) = {1}Ainsi, on a aussi m(X,z) = {1}.

Corollaire 10. Pourn > 2, la sphére S,, est simplement connexe.

Démonstration- On note N = (0,---,0,1) le pole nord et S = (0,---,0,—1) le pole sud de
la sphére. On note U = S,, — N et V = §,, — 5. Ce sont deux ouverts, connexes par arcs ainsi
que leur réunion et leur intersection. Il reste & montrer que les ouverts U et V sont simplement
connexes. Démontrons-le pour U par exemple. Soit x = (x1,- -+ ,Zn, Tpt1) € Sy, — N. Notons D la
droite déterminée par x et IV ; elle n’est pas paralléle & ’hyperplan H d’équation x,+1 = 0, parce-
que seules les droites tangentes a la sphére en N sont paralléles & H. En particulier, D n’est pas
entiérement contenue dans H et il existe un unique point d’intersection de D avec H. Ce point est
appelé image de x par projection stéréographique. Pour établir que la projection stéréographique
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pn est un homéomorphisme de S, — N sur R”, on ’exprime en fonction des coordonnées canoniques
de R™! et R™. Les applications seront donc vues comme restrictions d’applications continues. Elles
seront donc continues pour la topologie induite.
Les coordonnées (y1,---,yn) de la projection stéréographique par rapport au pole nord du
point de coordonnées (x1,- - , Tpn, Tny1) sont
T

vi= |

x1 1

puisque les vecteurs : et : sont liés (on calcule le coefficient en utilisant la
In Yn
T — 1 -1
derniére coordonnée). Ainsi, py est bien continue.

2
A 2 __ 2 _ n 2 1_$n+1 _ 1+1'n+1 : : _
2Remproquemen‘c, comme Y xz; =1, |[y||* = D1y = Tme)? = Toomy Ainsi, 11 =
-1 . . ) L , .
Hsz et pour tout 7 (1 < ¢ < n), x; = % et on en déduit que la réciproque de py est
lylP+1 ¢ P ’ T+ [y 4 proq p

continue. Ainsi, S,, — N et H sont homéomorphes et H ~ R" donc S,, — N est homéomorphe a R"
qui est simplement connexe donc U simplement connexe. De la méme maniére, V' est simplement
connexe. De plus, UNV =S§,, — {N, S} est homéomorphe & H privé d’un point (en utilisant par
exemple que S,, — N homéomorphe & H et puisqu’on exclu S de ’ensemble de départ, comme on
a une bijection, on garde le caractére homéomorphe en excluant I'image de S, réduite a un point,
dans l'ensemble d’arrivée). Il est clair que H privé d’un point est connexe par arcs et finalement,
on a bien S,, = U UV simplement connexe.

1.2.4 Groupe fondamental de S; et théoréme de Brouwer en dimension 2

On va calculer un premier groupe fondamental avec les outils que 1'on a déja.

Proposition 10.
m1(S1,1) ~Z

On utilisera le théoréme de relévement des applications et des homotopies a valeurs dans le
cercle (on en verra une forme plus générale dans le chapitre 2).

Lemme 3. (Relévement des applications et des homotopies a valeurs dans un cercle)

- Si f:[0,1] = Sy est une application continue, pour tout tg € R tel que f(0) = e*™0 4 existe
une et une seule application continue f : [0,1] = R telle que f(0) =ty et f(t) = e* 1) pour tout
te0,1].

- Sih:[0,1] x [0,1] — S; est une application continue, et si f:[0,1] — R est une application
continue telle que h(0,t) = 2O pour tout t € [0, 1], alors il existe une et une seule application
continue h : [0,1] x [0,1] — R telle que h(0,t) = f(t) et h(s,t) = 2™ pour tout t € [0, 1].

Le but est de montrer que pour tout x € S1, 'application

oz m(Si,z) — Z
] = (1) —%(0)

ol 4 est un relévement du lacet v est un isomorphisme de groupes.
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Soient z = e*™0 ¢y € Ret [y] € 71(S1, ). On aF(0) = tg et v(t) = e*™®) pour tout ¢ € [0, 1].
On va commencer par montrer que ¢, est bien définie.
e2ir(1(1)=7(0)) = Vglg =1 donc 7(1) — 4(0) € Z.
Pour continuer, nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 4. Si f et f’ sont deuz relevements continues d’une méme application f avec f(O) =1 €
R, f(0) = ug € R, alors f — ' est constante, égale a ty — ug € Z.

Démonstration- On se donne une application f et deux relévements f et f’ comme dans
I'énoncé. Comme f et f’ relévent la méme application,
e2m(F(O)=f'(t) = % = 1 pour tout ¢ € [0,1] donc f(t) — f/(t) € Z et par continuité et connexité
de [0,1], f — f est constant égal & to — ug.
Retour a l’exercice - Soient 7y et 'y deux lacets d’origine z = e2imto homotopes par h. Soient 7 et
’ des relévements respectifs de «y et 4/ tels que 4(0) = 7/(0) = to. Considérons h1 unique relévement
de h tel que h(t,0) = #(t) pour tout ¢t € [0,1] et h(t,s) = e2imh(t:3) pour tout (t,5) €10,1] x [0,1].
Posons 71 (t) = h(t,1) pour tout ¢ € [0,1]. C’est un autre relévement de 4/ puisque e2™71(*) =
e?mh(b1) — p(t,1) = 4/(t) pour tout ¢t € [0,1]. De plus, 62”71( ) = 4/(0) = e*7 donc 41(0) =
kto avec k € Z. Le lemme nous donne donc que §; — 7' est constant, égal a (k — 1)tg. Ainsi,
T1(1) =9/(1) = 71(0) —+/(0) et 71(1) 71(0) = 7/ (1) = 7'(0).
Comme 7 est un relévement de 7/, 71 (1)—+1(0) € Z. D’autre part, 71 (1)—5(1)—(71(0)—5(0)) =
h(1,1) — h(0,1) — h(1,0) + h(0,0).
Or pour tout s € [0, 1], h(0,s) = ~v(0) =+/(0) = e2imh(0,9) ot h(1, =
donc par continuité de h, h(0, . ) et h(1, . ) sont constantes et 71(1) — (1) — (71(0) —5(0)) = 0.
Finalement, 71(1) = 71(0) = (1) = 7(0) = 7'(1) = v/(0) et @z (7) = @=(7")-
Montrons maintenant que ¢, est un morphisme. Soient [y] et [y/] dans 71 (Sy,x) et leur
relévement respectifs 4 et ';’ valant ty en 0. Posons ’application suivante :

S) ( ) _ '7/(1) €2i7rﬁ(1,s)

(= O
— Nl

t
t

IA INA

<
<

2t
oy =412
(2t = 1) +5(1) = 5(0)
a(0) = 5(0) = to avec v . 7'(0) = 7(0) = e*™0 )
e Si 0 <t < % 217ra(t) — 622'7?7(2?5) — ,Y(Qt) et si % <t < 1’ 62i7r'y’(2t—1)62i7r(’§/(1)—’7(0)) —
2y (2t=1) — (2t — 1) puisque (1) — 5(0) € Z.
Ainsi, a est 'unique relévement de « . 4/ qui vaut ¢y en 0 donc a(t) =~ . v/(¢).
Finalement, . ([y . ¥']) =7 .7/(1) =7 .7(0) = /(1) +3(1) = 3(0) = 7(

puisque 5(0) = /(0).
On va maintenant expliciter le morphisme inverse.

c: 7 — 7['1(S1,x)
noo— (t — 62i7r(nt+to))

La vérification de la définition de cette application est simple ainsi que la vérification de ¢ oc =
idy. Pour co ¢, = id,, (s, 4), on se donne [y] € 1 (S1, ), cop,([7]) = [t = X (TD=7O)E+0)] Or
h(t,s) = s((7(1) —4(0))t + to) + (1 — s)¥(t) est une homotopie entre t — ((7(1) —7(0))t + to) et
4 donc h := e2ih est une homotopie entre 7 et t — 2T (FD=TO)t+10) ot co @, ([7]) = [1].

Finalement, on a bien m1(S1,z) ~Z
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Corollaire 11. (Théoréme de Brouwer en dimension 2) Toute application continue de Bo dans
Bo admet un point fixe.

Démonstration - Pour démontrer ce théoréme, nous avons besoin d’une définition et d’un lemme
préliminaire :

Définition 11. Soit A une partie d’un espace topologique X et i : A — X est linclusion. Une
rétraction de X dans A est une application continue r : X — A telle que r ot = idy.

Lemme 5. [l n’existe pas de rétraction r : By — S;.

Démonstration du lemme : Supposons par I’absurde que c’est le cas. On a alors le diagramme
commutatif suivant :

By

Sl H—Sl

idg,

et par propriétés fonctorielles du groupe fondamental, le diagramme suivant est aussi commutatif :

7T1(IB§2, 1)

e

m1(S1,1) ——m1(S1, 1)
1dmy (s1,1)
Or Bs est convexe donc contractile et donc simplement connexe. Il est aussi connexe par arcs.
Ainsi m (Bg,1) = {1}. Or, m1(S1,1) ~ Z donc i, non injective, ce qui contredit 'injectivité de
iy, (s,,1) d’ou le résultat.

Supposons maintenant qu’il existe une application continue f : Bo — Bo qui n’admet pas
de point fixe, i.e. f(z) # = pour tout x € By. La droite passant par les points = et f(z) est
donc parfaitement définie et nous considérons la demi-droite ouverte, d’origine f(x) dirigée vers
x. L'intersection de cette demi-droite avec le cercle unité S; est notée r(x). Cette association
définit une application continue r : Bo — S; dont la restriction & Sy est ’application identité. En
conséquence, r est une rétraction de By sur S; ce qui est absurde d’aprés le lemme préliminaire.
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Chapitre 2

Revétements et groupe fondamental

2.1 Définition d’un revétement et exemple fondamental

Définition 12. Soit p: X — B ou X et B sont des espaces topologiques.

On dit que p est un revétement si pour tout b € B, il existe Uy un voisinage ouvert de b tel que
p 1 (Uy) est la réunion disjointe d’ouverts V,, de X, pour o dans un ensemble I, et tel que D)y, soit
un homéomorphisme entre V,, et Uy.

Définition 13. L’espace p~1({b}) s’appelle la fibre au-dessus de b € B, l’espace X l’espace total
et l'espace B la base du revétement. L’ouvert Uy est appelé ouvert trivialisant de b et les V,, les
feuillets de p~(Uy).

Rappelons quelques définitions :
Définition 14. Un groupe I' est dit discret si pour tout v € I', {7} est un ouvert.
Désormais, I' désignera toujours un groupe discret.

Définition 15. Une action de groupe de I' sur X, un espace topologique, est dite :
-libre sipourx € X et yel', vx =2 & v=er.
- propre si pour tout compact K de X, [{y €T, 7. XNX =g} < oo
- continue si pour tout v € I', l'application ¢ : X — X ; x> .7 est continue.

Exemple 2. Soit X un espace topologique localement compact. Premons un groupe discret I' qui
agit contindment & droite sur X proprement et librement. Alors la projection canonique p : X —
I\ X (= B) muni de la topologie quotient est un revétement.

Supposons pour le moment que pour tout x € X, on peut trouver un voisinage V' ouvert de x
"assez petit" c’est -a-dire tel que v.V NV = & pour v # er.

Soit alors x € X et un tel voisinage V. Alors, U = p(V') est un ouvert pour la topologie quotient
puisque Sat(V) est un ouvert dans X (Sat(V) = p~'(p(V)) = Uyer?.V est une réunion d’ouvert
car on a une action continue).

S’il existe y € v1.V N~2.V, alors 72_1.y € (72_1.71).‘/ NV donc (72_1.71).‘/ NV # et v =71.

De plus, I'application p| |, est continue et surjective sur U car U = p(V) =p(».V).

Elle est ouverte. En effet, si U C X ouvert, p(U) est ouvert si et seulement si p~t(p(U)) est
ouvert dans X. Or, on a p~(p(U)) = Uwel“ ~.U et pour tout v € T', .U est un ouvert parce que
@ 7y x+— .z est un homéomorphisme (I' agit continiment, proprement et librement). Ainsi,
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p(U) est un ouvert et p est une application ouverte de X. Si on regarde la restriction a 7.V, pour
tout U ouvert de V, p ., (U) = p(U) est un ouvert de V' donc un ouvert et on a bien p|_, est
un application ouverte. Elle est injective car si on se donne z,2’ € v.V, v € ', x = 2/ dans X/T
signifie que z = .2/ avec 7/ € " donc = € (7.V) N (y7).V et comme précédemment, en utilisant
la partie non encore démontrée, v = 'y donc ' = er et x = 2.

Ainsi, p|., . est une application ouverte et bijective donc c’est un homéomorphisme.

Il reste donc a prouver qu’on peut prendre V "assez petit" :

Pour tout ~ € I', lapplication X — X ; x — ~.z est continue. Comme X est localement
compacte, X est séparé et pour tout x € X, pour tout ouvert U contenant z, il existe un compact
KCUtelquefo(.

Soit z € X et soit U un voisinage de x d’adhérence K compact. L’action est propre donc
{y € T|7.K N K # @} < 400, On note les éléments de cet ensemble 1,72, -+, ol 71 = er.
Comme l’action est libre, les z; = ;& sont distincts pour i € {1,--- ,t}.

Comme X est séparé, pour tout z;, il existe U; C 7;.U des voisinages des z; tels que U;NU; = @
dés que i # j. Posons alors :

V=ni_y Ui

Siy.VNV # @, alors comme V CU C K,ona~y.KNK # & et il existe j € {1,---,t} tel que
v = v;.D’autre part, V C Uy et v;.V C Uj donc VN~V C Uy NU;j. Ainsi, U1 NU; # T et j =1
donc v; = er. Ainsi, ;U1 NU; # & et comme 'action est libre, 7; = er. Finalement, v = ; = er.

2.2 Relévements

Définition 16. Soit X un espace topologique et p : X — B un revétement et soit f:Y — B une
application continue. On dit que f:Y — X reléve f si f est continue et que po f = f.

Proposition 11. Si Y est connexe et fl un autre relevement de f qui coincide en un point avec

f, alors fl :f.

Démonstration- fi et f sont deux relévements de f coincidant en yo € Y fixé. Notons F =
{y € Y|fi(y) = f(y)}. Si F est ouvert et fermé, comme Y est connexe, F est vide ou égal a Y’
tout entier.

F' est un ouvert car si on se donne y € F, x = p(f(y)) € B, alors il existe un voisinage ouvert
U de z tel que p~'(U) = | ,c; Vo C X avec, pour tout o € I, Ply,, est un homéomorphisme
entre V, et U. Soit donc « 'unique élément de I tel que f (y) € V,. Par hypothése, on a donc
y € f~ (Vo) N fiH(Va) (cest un ouvert par continuité des relévements) et comme Ply, est un
homéomorphisme entre V,, et U, f~1(V,) N f{ 1 (Va) est inclu dans F. Ainsi F' est bien ouvert.

F est fermé car Y — F' est un ouvert. En effet, si on se donne y ¢ F' et U un voisinage ouvert
de z = p(f(y)) € B tel que p~*(U) = Loer Va C X et py, est un homéomorphisme sur X. Les
pomts fly ) et fi(y) appartiennent a des feuillets différents V,, et V3 de p~1(U). Ainsi, Pouvert
v n f1 (VB) contient y mais ne rencontre pas F' car V, et Vg sont disjoints.

Par hypothése, F' est non vide donc F' est ’ensemble Y entier c’est-a-dire que f1 f .

Théoréme 1. Soit X un espace topologique et p: X — B un revétement.
a. v :[0,1] = B un chemin (resp. un lacet) de B et x € p~t({b}). Alors il existe un unique
chemin 7 : [0,1] — X relevant v et (0) =
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b. Soit f:Y — B une application continue, admettant un relevement f :Y = X. Pour toute
application continue h :'Y x [0,1] — B telle que h(.,0) = f, il existe un unique relevement h de h
tel que h(.,0) = f.

c. Sih:[0,1] x [0,1] — B une homotopie entre y1 = h( ., 0) et vo = h( ., 1). Soit y1 un
relevement de vy, alors il existe une unique homotopie h:]0,1] x [0,1] = X qui releve h et telle
que h( .,0) = 1.

Démonstration - Admis

2.3 Action du groupe fondamental

On déduit des résultats précédent un résultat important pour la suite.
Proposition 12. Soit p: X — B un revétement, alors 71(B,b) agit a droite sur p~1({b}).

Démonstration - Soit [y] € m1(B,b) (X est connexe par arcs). Soient x € p~1({b}) et v un
représentant de [y], un lacet en b. Soit 4 un relevé de v tel que 5(0) = z. On pose alors :

z.y] =7(1)

On peut d’abord remarquer que 7(1) € p~*({b}) pour tout [y] € m1(B,b) car po7y = v

De plus, z.[y] ne dépend pas du représentant choisi. En effet, si on se donne 4’ € [y]. On note
h 'homotopie entre v et 7/ donc h( . ,0) =~ , h( . ,1) =+ et h(0,s) = h(1,s) = b pour tout
s € 10,1].

D’une part, le chemin constant en x reléve le chemin constant a b car ¢, est continue et
pocg(t) = p(x) = b= cp(t) pour tout t € [0, 1].

Considérons le relévement A de h. Remarquons que l~z( .,0) = 4. On va tenter de trouver un
autre chemin qui reléve le chemin constant a b.
h(0, . ) est un chemin de X vérifiant (0,0) = 5(0) = = et p o h(0,s) = h(0,s) = b pour tout

€ [0,1] donc s — h(0, s) reléve le chemin constant en b. Comme [0, 1] est connexe et les deux

relévements coincident en un point (en 0, ils valent tous les deux z), on en déduit qu’ils sont égaux.

Vs €10,1], h(0,s) ==z

Par le méme raisonnement, le chemin constant en 4(1) reléve le chemin constant en b car il est
continu et p o cy1)(t) = p(z) = b = ¢,(t) pour tout ¢ € [0, 1].

D’autre part, — (1, s) est un chemin de X vérifiant 2(1,0) = #(1). Il reléve le chemin constant
en b car po h(l,s) = h(1,s) = b pour tout s € [0, 1]. Comme ils coincident en 0, ils sont égaux :

Vs € [0,1], h(1,s) = 7(1)

De plus, poy' =~ et poh(.,1) =h(.,1) =+ et h(0,1) = 2z = 7/(0) donc P'unicité des
relévements donne :

7(1) = h(1,1) = 5(1)

La définition de x.[y] ne dépend donc pas du représentant choisi.
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Il reste & montrer qu'il s’agit bien d’une action de groupe a droite. Soit [v] et [y/] dans m1 (B, b).
Soit 7 le relevement de 7y tel que 7(0) = = et 4/ le relévement de 4/ tel que 5/(0) = F(1) = z.[y]. Il
est clair que 7 . 7’ reléve v . 4 et 5 . 4/(0) = 7(0) = x. Ainsi, x.[vA] = 5.~'(1) par définition, i.e.
z.[v.4] =+'(1) =v(0).[¥'] = (z.[7]).[7] ce qui prouve bien le résultat.

Proposition 13. z.[y] =z < [7] € p«(m1 (X, x))

Preuve :

< : Si 7] € pe(n(X, 2)), il existe ¥ € w(X,x) tel que v = p o 7. Ainsi, le relévement est un
lacet et (1) = 5(0) = =.

= : Si z.[y] = x, alors le relevé 7 de v vérifiant 5(0) = z vérifie 7(0) = (1) donc ¥ € (X, x)
et y=po7 € pu(m(X,)).

Remarque 9. Quand X est connexe par arcs, w1 (B,b) agit transitivement sur p~1({b}).

En effet, il ne peut y avoir deux orbites distinctes puisque deux éléments de p~*({b})dans deux
orbites disjointes seraient reliés par un chemin donc seraient dans la méme orbite.

Proposition 14. Quand X est connexe par arcs,

ps(mi (X, 2))\m1(B,b) = p~ " ({b})

Démonstration - Le résultat vient du fait que pour un groupe G et pour z € X, si on a une
action de groupe transitive, Stab(z)\G ~ X avec g2 = g1 dans Stab(z)\G ~ X si et seulement si
Tg1 = Tg2.

Corollaire 12. Si X est connexe par arcs et simplement conneze alors l'action de m1(B,b) sur
p~t({b}) est libre et transitive.

Démonstration - Dire que X est simplement connexe signifie que m1(X,z) = {1} pour tout
T € X, pi(m(X,2)) = {1} et le stabilisateur de tout élément x de p~1({b}) est bien réduit a
I’élément neutre d’ou la liberté.

Revenons a notre revétement p : X — I'\ X.

2.4 Calcul de groupe fondamental

Théoréme 2. Soit X localement compact, connexe par arcs et simplement connexe. I' un groupe
agissant sur X de maniére continue, propre et libre de telle sorte que X — I'/ X est un revétement.
Alors si on note B =T\X et si on prend b € B, alors :

m1(B,b) ~T

Démonstration - Soit [y] € m1(B,b) et x € p~1({b}) (fixé).
z.[y] € p71({b}). Or p~1({b}) =Tz = {g.z,g € T} donc il existe g, € I tel que z.[y] = g,.z

g ne dépend que de la classe de [y] car c’est le cas de z.[7].

g~ est bien unique. En effet, soit ¢’ € T tel que z[v] = ¢’.x. Alors, ¢’.x = g,. et comme I’action
est libre, g, = ¢'.
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L’application définie par : ¢ : m1(B,b) = I'; [y] — g, est un morphisme. En effet, on remarque
d’abord que pour tout g € G et [y] € m1(B,b), (g.2).[y] = g.(x.[7]). On note pour cela 7 le relevé
de v d’origine x et d’extrémité (1) = y € X. Par continuité, g.5 est un chemin d’origine g.z et
d’extrémité g.y. Par unicité du relevé, on a (g.z).[y] = g.(x.[7]). Revenons-en a notre morphisme.
Soient [v] et [y/] deux éléments de m1(B,b) et € X. Alors z.[y.] = (x.[7]).[Y] = (9y.2).[] =
gv-(x.[7]) = gy.9y.x. D’autre part, z.[y.7'] = g .« donc par liberté de 'action del’ sur X,
9y~ = Gy-G4'-

C’est un morphisme injectif car g, = er implique z.[y] = z et donc [y] = 1;,(p) puisque
Iaction de 71 (B, b) sur p~({b}) est libre (X est supposé connexe par arcs et simplement connexe).

Il est surjectif car si on se donne g € T, g.z € p~1({b}). Comme 71 (B, b) agit transitivement
-1 . . -
sur p~({b}), il existe [y] € m1(B,b) tel que x.[y] = g.z.

Exemple 3. Comme la projection canonique R — R/ Z est un revétement et puisque que Sy est
homéomorphe 4 R/ Z, nous avons donc

T (Sl, 1) ~ 7
Plus généralement, 71((S1)") ~Z"™ car R"/ Z"™ ~ (S1)"

Remarque 10. Soit X un espace topologique connexe par arcs et localement simplement connexe.
Alors, il existe X un espace simplement conneze et p : X — X un revétement. De plus, X est
unique & homéomorphisme prés. On appelle p : X = X un revétement universel de X .

Par exemple, le revétement, p : X — I'\X est le revétement universel de '\ X pour X un espace
topologique localement compact et simplement connexe et I' agissant continiiment, proprement et
librement.
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Chapitre 3

Groupe fondamental des groupes
classiques

Rappelons quelques définitions de groupes fondamentaux de GL,(K) ou K =R ou C.
O(n,K)={M € M,(K),!) MM = I,,}

SO(n,K) ={M € O(n,K),det(M) =1}

U(n) ={M € M,(C)} MM = 1,}

SU(n)={M € U(n),det(M) = 1}

3.1 Généralités sur le groupe fondamental d’un groupe topologique
Définition 17. Dire que G est un groupe topologique signifie que G est un groupe muni d’une

GxG — G tG—>G

topologie et que les applications e _1 sont continues.
(9,h) = gh = g=g!

Exemple 4. (1) GL(n,C) , n > 1 est un groupe topologique car la premiére application est

polynémiale et la deuxieme est rationnelle puisque pour tout M € GL(n,C),M~! = dethtComM.
(2) Si H est un sous-groupe fermé d’un groupe topologique G, H est un groupe topologique.
(3) De la, SU(n), n > 1 est une groupe topologique car SU(n) = {M € GL(n,C!MM =
I, et det(M) = 1} sous-groupe fermé de GL(n,C) puisque M ' MM et det sont continues et
{I,} et {1} sont des fermés.
(4) De méme, SO(n,R), n > 1 est un groupe topologique car c’est un sous-groupe fermé de
GL(n,C). En effet, SO(n,R) = GL(n,R) N SU(n) et GL(n,R) = {M € GL(n,C)|M — M = 0}
sous-groupe fermé de GL(n,C), c’est donc aussi le cas de GL(n,R) N SU(n).

Proposition 15. Si G est un groupe topologique, alors (G, e) est abélien (e est I’élément neutre
de G).

Pour démontrer ca, nous avons besoin d’un lemme préliminaire.

Lemme 6. Si ¢ et ¢ sont deur lacets de G en e homotopes respectivement a v et ', alors le
produit des lacets e défini par cc : t — c(t)c (t) est homotope a '

Démonstration - Soient h et h' des homotopies respectivement de ¢ & vy et de ¢ & 4/. On vérifie
[0,1] x [0,1] — G

(t,s) —  h(t,s)N(t,s)
a vy (la continuité vient du fait que G est un groupe topologique).

simplement que ’application est bien une homotopie en e de cc’
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Démonstration de la proposition - On note ¢, le chemin constant & e dans G. Le lemme 2 du
premier chapitre nous donne les deux relations suivantes : ¢ ~ ¢ . ¢, et ¢ ~ ¢, . ¢ ou . désigne la
concaténation des chemins. Le lemme précédent nous donne : e ~ (¢ . ¢)(ce . ) =c. (.

De la méme maniére, puisque c et ¢ sont des lacets, c ~c. .cet d ~c .coeted ~c . cet
donc ¢.d ~ . cet m(G,e) est bien abélien.

Remarque 11. C’est bien le cas du groupe fondamental de S1 qui est isomorphe a Z.

Définition 18. Soit X un espace topologique. On dit que D est un sous-espace discret de X si
pour tout d € D, il existe un voisinage ouvert V de d tel que V N D = {d}.

Proposition 16. Soit G un groupe topologique séparé. Si H est un sous-groupe discret de G, alors
H est fermé dans G.

Démonstration - Soit U un voisinage de e tel que U N H = {e} (puisque H est un sous-groupe
discret). Soit V un voisinage de I'identité tel que VV 1 C U (par continuité de (z,y) — zy~1).
Supposons par 1'absurde qu'’il existe g € H — H. Alors Vg est un voisinage de g, qui rencontre H
en au moins deux éléments distincts h et b’ (car G séparé). Soient v et v' dans V' tels que vg = h
et v'g = h'. Alors Wh™! = v'v™! # e car h # h' et appartient a U puisque v'v=! € V'V~ c U.
D’ott la contradiction. H est donc fermé.

Proposition 17. Soit H un sous-groupe discret de G un groupe topologique séparé (H est donc
aussi un groupe topologique). Alors :

HxG —= G
(h,g) + hg

est une action de groupe propre et libre.

Démonstration - Elle est bien définie, le caractére d’action de groupe et sa liberté sont évidents.
De plus, donnons-nous un compact K dans G. On a alors {h € HIhKNK # @} ={h € H|h €
KK YY=HNKK ' o KK '=¢pKxK)ouyp:GxG—G; (r,y) — xy ! continue donc
KK~ est compact. Comme en plus H est dicret, H N KK ! est fini et ’action est bien propre.

Conclusion. Si H est un sous-groupe discret dans un groupe topologique localement compact
G, l'application p : G — g \G est un revétement. (voir chapitre 2).

On s’interesse maintenant a 71 (g \G, e) quand Gy \G est un groupe c’est-a-dire quand H est
un sous-groupe distingué de H :

Lemme 7. Soit H un sous-groupe discret de G un groupe topologique séparé et conneze tel que H
soit distingué dans G, alors H est un sous-groupe du centre de G noté Z(QG).

Démonstration - Soit h € H. Considérons I'application :

©hp : G —- H
g = g_lthH

©n, est continue car G et H sont des groupes topologiques. Comme G est connexe, ¢,(G)
I'est aussi. ¢pp(G) est donc un connexe inclu dans un groupe discret H. Il est donc réduit & un
singleton. Effectivement, les singletons sont a la fois des ouverts et des fermés pour la topologie
discréte. Or, les seules parties ouvertes et fermées d’un ensemble connexe sont ’ensemble vide et
I'ensemble entier. {h} est une partie de ¢, (G) (puisque h = @j(e)) ouverte, fermée et non vide
donc ¢p,(G) = {h}. Ainsi, pour tout g € G, g~thg = h i.e. hg = gh et h € Z(G).
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Proposition 18. Si H est un sous-groupe discret dans un groupe topologique séparé G, avec G
simplement connexe, alors

m(H\G,e) ~ H

Démonstration- On utilise le théoréme 2. G est localement compact, connexe par arcs et sim-
plement connexe. H est un groupe agissant sur G de maniére continue (puisque ce sont des groupes
topologiques) propre et libre (proposition 25). Ainsi, m (H\G,€) ~ H.

3.2 Rappel sur les quaternions

3.2.1 Définition et premiéres propriétés

Définition 19. Un quaternion est un élément q de Mo(C) tel que q = (gyj :Tcy) avec z,y € C.

On note H [’ensemble des quaternions.

Proposition 19. C’est une sous-R-algébre de Mo(C) de dimension 4. Elle admet pour base la
famille (1,1, 7, k) avec

(i 0 (0 -1 0 —i
1_12”_<0 —i) ’9_<1 0)”“‘(—1' 0)

Remarque 12. - Ce n’est pas une C-algébre.
La notation © pour le deuxieme élément de la base est abusif, il ne faut pas le confondre avec le
nombre imaginaire i, on fera attention au contexte.

Proposition 20. ij =k; jk=i; ki=j
ji = —ij; ki = —ik; jk = —kj

Définition 20. Un quaternion q € H s’écrit de maniére unique sous la forme

q=a+bi+cj+dk avec (a,b,c,d) € R?

On appelle a la partie réelle de q et bi + cj + dk la partie quaternionique pure de q. On note
H, l’ensemble des quaternions purs.
On note § = a — bi — cj — dk le conjugué de q dans H.

On vérifie avec les relations de la proposition 14 que pour tout g € H, ¢G = a® + b> + 2 + d?
avec ¢ = a +ib + jc + kd ((a,b, c,d) € R?).

Ainsi pour tout ¢ € H, ¢ = 0 < gq = 0 donc 'application H — Ry ; ¢ — ¢g définit le carré
d’une norme que l'on notera N, et qu’on appellera la norme de H.

Proposition 21. H est un corps (non commutatif)

s : i e 1 .,
Demonf‘tmtzo’n - Si ¢ # 0 dans H, alors N(q) # 0. On a ainsi N © H et INg = Mgl = 1
donc ¢ est inversible.

Remarque 13. On démontre facilement avec les résultats précédents :
(1) L’application H — H ; q — q est un anti-automorphisme de corps.
(2) H=R®H,
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(3)
g=q&qeR
q=—q&qeH,

(4)H — {0} = H* est un groupe multiplicatif non abélien.
(5) Hy, = {x € H, N(q) = 1} est un sous-groupe de H*

Proposition 22. Caractérisation de H,,
Soit ¢ = (;j —y) =al+vi+d6j+Pk. Onarx=a+is €C ety =y+1id.

Remarque 14. Pour tout ¢ € H, N(q) = det(q)1l et H, ~ SU(2). En effet, si on explicite les
conditions d’appartenance d’une matrice o SU(2), on est ramené a la définition des quaternions.

1

Proposition 23. Siq € H* et x € H,, alors ¢ " zq € H,

Démonstration - Soit ¢ € H* et x € H,.
grq + qrq = grq + qq = qrq + qiq = q(x + T)q = 0 d’on le résultat.

3.2.2 Quaternions et rotations dans ’espace

Nous allons voir que la conjugaison par un élément du groupe H,, peut s’interpréter comme
une rotation dans 'espace. La conjugaison par un quaternion ¢ € Hy est I'application ¢, définie
sur H, par :

l2q = quq

Og T q
D’apreés ce que l'on a déja vu, pour tout ¢ € H*, ¢, € GL(H,) ~ GL(3,R).
De plus, pour tout ¢ € H*, ¢, conserve la norme de N de H. Nous avons déja vu que H, ~ R3
T
par xi + yj + zk € H, — y |. On peut identifier la norme N de Hau carré de la norme
z
euclidienne de R? et ainsi, pour tout ¢ € H*, 4 conserve la norme euclidienne. Autrement dit, en
notant ¢ l'application qui a ¢ € H,, associe (g,

Proposition 24.
¢:H, - O(N :H, - R) ~O(3,R)

Pour tout ¢ € H,, ¢, définit donc une isométrie vectorielle de I, c’est-a-dire une symétrie ou
une rotation. On peut en fait montrer que c’est une rotation.

x
Proposition 25. Soit & = Y un vecteur unitaire de R3, et § € [0,2x[. Alors la rotation
z
d’aze U et d’angle 6 (dans le sens direct) correspond a Uapplication pg 0w q est le quaternion :

0 0. .0 : Qk
pu— _— —_— _— 1 p—
g = cos 5+ wsin gi +ysin o j + 2sin g

(Ce quaternion peut étre noté (cos §,sin 4))
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Démonstration - Notons u le quaternion zi + yj + zk. On a donc ¢ = cosg + sin gu. On a
u € H, N H,, puisque # est unitaire.

Alors o 0 o 0 0 0
pq(u) = (cos 3 + sin iu)u(cos 3~ sin §u) = (cos? 5 + sin? Q)u =u

On se donne maintenant ¥ un vecteur unitaire orthogonal a u et on l'identifie directement &
un élement de norme 1 noté v dans les quaternions purs (comme nous avions identifié @ et u). On
a les relations suivantes u? = v? = —1 puisque %@ = —u et ¥ = —v.

De plus, grace & lidentification des normes et a l'identité de polarisation, (@|?) = 1((u +
v)(u+ v) —uti —v0) = 3 (uv +vi) et ainsi, 0 = —uv — vu et wv = —vu. Posons alors w = uv. Clest
encore un quaternion pur car en faisant le calcul, si @ = (z,y,2) € R3 et ¥ = (z1,y1,21) € R?,
la partie réelle de w est zay + yy1 + 221 = (4]¥) = 0. Il est de norme 1 et on a uw = u?v = —v
2 = v, i.e. uw = —wu, donc w orthogonal & u (en reprenant le calcul avec le
produit scalaire). On montre de méme que w est orthogonal & v.

On a aussi w? = —1, et on vérifie facilement que vw = u et wu = v. On a donc construit une
base orthonormée de H,.

De plus, qug™! = u, qug~
sin? gv car uv = —vu et uwvu = —vu® = v. Ainsi, qug~! == cos fv + sin Hw.

De méme, on montre que qwqg~' = —sinfv + cosfw. Ainsi, il existe une base orthonormée
dans laquelle la matrice de la conjugaison par un quaternion unitaire mis sous la forme cosg +

1 0 0
T sin gi + ysin gj + zsin %k est [0 cosf —sinf |. C’est donc bien une rotation d’angle 6.

0 sinf cos@

et wu = uwvu = —vu

0 0 0 0 0

1 = 0 0 0 win 0, — ana2 @ 9 «in &40 —
= quq = (cos 5 +sin 2u)v(cos 5 —sin 2u) = cos” gv+2cos 5 sin suv

Proposition 26.
¢ : H,, - SO(3,R)

et Ker(p) = {—1,+1}

Démonstration - On a déja vu qu’il s’agissait d’un morphisme surjectif de groupe et que I'image
est bien inclue dans SO(3,R). C’est une application continue.

Regardons son noyau. Soit ¢ € H, tel que pour tout z € H,, ¢ (z) = z ie g~
xq = qx pour tout x € H,. En particulier, ¢ commute avec 4.

Notons g = a + bi + ¢j + dk avec (a,b,c,d) € R*. qi = iq = ai + bi® + cji + dki = ai + bi® +
cj + dik = ¢ = 0 et d = 0. En utilisant de la méme maniére la commutativité avec j, on obtient
b = 0, ainsi ¢ € R. Réciproquement, les éléments de R commutent bien avec les éléments de H
(c’est une R-algebre). Ainsi, ¢ € RNH, = {£1} et Ker(¢) = {£1} Le théoréme d’isomorphisme
donne :

1xq =z et

Corollaire 13.
H,/ {*l2} ~ SO3,R) et SU(2)/ {£l2} ~ SO(3,R)

Remarque 15. 51 G est un groupe topologique connexe par arcs et localement simplement conneze,
il existe G un groupe et p : G — G un revétement tels que p soit un morphisme de groupe. On a
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3.3 Groupe fondamental des groupes classiques

Théoréme 3.
m1(SO(3,R),id) ~7Z/ 27

Démonstration - On a vu que SU(2)/ {£l2} ~ SO(3,R). L’isomorphisme est continu car
I'application ¢ : SU(2) — SO(3,R) est continue. On va montrer que ¢’est un homéomorphisme. En
effet, on remarque que SU(2) est compact et SO(3,R) est séparé (SO(3,R) C M(3,R) métrique).
De plus, pour tout (x,y) € SU(2)?, ¢(x) = ¢(y) si et seulement si x = +y donc, d’aprés la

proposition 2 du chapitre 1, ‘{giUI(j} est séparé, donc compact car SU(2) est compact. Ainsi, la

proposition 3 du chapitre 1 donne que ¢ : »{9%(22; — SO(3,R) est un homéomorphisme. On en

déduit que SO(3,R) et fi][(f]? ont méme type d’homotopie donc méme groupe fondamental. Mais

{£I2} est un sous-groupe discret de SU(2), car SU(2) est séparé¢ et {Io} est fini. On en déduit
que Wl(%, e) ~ {£ly} ~Z/ 27 d’aprés la proposition 18, i.e. m(SO(3,R) ~Z/ 2Z.

Conclusion

Pour conclure, avec les outils utilisés dans ce mémoire, il est possible de démontrer par récur-
rence que :
m1(SU(n), I,) ~ {1} pour tous n > 2

et
T (SO(n,R), I,) =7/ 27Z pour tous n > 3

On a montré le premier résultat pour n = 2 puisque SU(2) ~ H, ~ S3 et S3 est simplement
connexe et le deuxiéme pour n = 3.
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