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Introduction

La théorie des attracteurs est très importante pour décrire le comportement (à
long terme) des systèmes dynamiques dissipatifs générés par des équations d’évolu-
tions qui modélisent des phénomènes physiques. En outre, il existe plusieurs types
d’attracteurs, chacun dépendant du type de problème à étudier.
Un attracteur global est un ensemble compact, invariant pour le semi-groupe qui
attire toutes les solutions du système lorsque le temps tend vers ∞. Cet attracteur
est minimal parmi les ensembles vérifiant cette définition. Dans la plupart des cas
celui-ci est de dimension finie au sens de la dimension fractale ou de Hausdorff,
voir [3], [40] et [70].
Par contre, l’attracteur global peut présenter un défaut important, la vitesse d’at-
traction peut être lente et il est donc sensible aux perturbations. Afin de remédier
à cette difficulté la notion d’attracteur exponentiel a été proposée par Eden et al.
dans [25] . Celui-ci est un ensemble compact, de dimension fractale finie et attire à
vitesse exponentielle les solutions du système. Il contient l’attracteur global et est
beaucoup plus robuste face aux perturbations et n’est pas nécessairement unique
contrairement à l’attracteur global.
Les attracteurs exponentiels ont été d’abord construits pour plusieurs types d’équa-
tions en démontrant la propriété de laminage qui n’est valable que dans des espaces
de Hilbert et n’est pas vraie pour les espaces de Banach, voir [2], [24], [25] et [52].
Récement, Efendiev, Miranville et Zelik donnent dans [26] une construction d’at-
tracteurs exponentiels plus générale, pour des espaces de Banach, en vérifiant une
propriété de régularisation sur la différence de deux solutions.
Dans le cas non autonome on fait appel à une famille de processuss, où la dépen-
dance du temps initial τ est aussi important que la dépendance du temps final t,
et dans ce cas on étudie l’existence d’attracteurs exponentiels, uniforme, pullback
et exponentiels pullback pour cette famille (qui remplace le semi-groupe pour le cas
autonome).
Afin d’étudier le comportement du système lorsque t−τ tend vers ∞, la notion d’at-
tracteur uniforme a été introduite. Cet attracteur est un ensemble fermé qui attire
uniformément les solutions et est minimal parmi les ensembles fermés vérifiants la
propriété d’attraction uniforme. Celui-ci est en général de dimension fractale infinie
(pour le cas non autonome), voir [15], [16], [17], [27] et [41].
Un deuxième type d’attracteurs appelé attracteur rétrograde a été proposé. Cet
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attracteur est un ensemble compact, invariant par rapport au cocycle et attire les
solutions de −∞, voir [8], [9], [13], [20] et [21].
La définition précédente donne l’existence d’une famille d’attracteurs, mais elle ne
guarantit pas l’unicité de cette famille. Pour avoir l’unicité une idée a été propo-
sée par Caraballo et Langa dans [8], en vérifiant que la famille est bornée. D’après
cette construction, l’attracteur rétrograde est plus général que l’attracteur uniforme,
qui exige que tous les termes non autonomes doivent être uniformément bornés
(pour l’attracteur rétrograde le terme non autonome doit être borné dans le passé,
voir [11], [42] et [44]).
Plus récement, l’attracteur exponentiel rétrograde a été proposé en [29], ensuite gé-
néralisé par Langa, Miranville et Real dans [43]. Celui-ci est une famille d’ensembles
compacts, bornée dans le passé, positivement invariante et elle vérifie une propriété
d’attraction exponentielle. Le fait que la famille est bornée dans le passé guarantit
que cette famille est de dimension fractale finie.
D’après cette construction, l’attracteur rétrograde est contenu dans les attracteurs
exponentiels rétrogrades.

Dans ce travail nous étudions les attracteurs, définis précédement, pour trois mo-
dèles de systèmes dynamiques, dans le cas autonome et non autonome. Ces modèles
sont Navier-Stokes, Cahn-Hilliard et Cahn-Hilliard visqueux.
Les équations de Navier-Stokes décrivent le mouvement des fluides. Elles modélisent
par exemple l’écoulement de l’eau dans un tuyau,.....
Il existe de nombreuses formes des équations de Navier-Stokes et dans cette thèse
nous travaillons avec la forme suivante :

∂u

∂t
+ (u · ∇)u− νΔu+ ∇p = f(x),

où f désigne les forces appliquées sur la fluide par unité du volume. Dans le premier
chapitre nous cherchons les attracteurs global et exponentiels pour ce modèle lorsque
f ne dépend pas du temps (cas autonome). Ensuite, nous étudions les attracteurs
exponentiels, uniforme et rétrograde pour le cas non autonome (f dépend du temps).

Le deuxième modèle est le modèle de Cahn-Hilliard : cette équation modélise le
transport d’atomes entre des cellules unités d’un matériau au cours d’un phénomène
de séparation de phase. Elle a été introduite par Cahn et Hilliard (cf. [6] et [7]). Nous
travaillons avec le modèle suivant :

∂u

∂t
+ νΔ2u− Δf(u) = 0.

Dans le troisième chapitre nous étudions le cas autonome, nous démontrons l’exis-
tence et l’unicité de la solution, puis nous cherchons l’attracteur global et les attrac-
teurs exponentiels.
Dans le quatrième chapitre nous étudions le cas non autonome et nous démontrons

2
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l’existence des attracteurs exponentiels, uniforme, rétrograde et exponentiels rétro-
grades.

Le troisième modèle (Cahn-Hilliard visqueux) sera présenté en cinquième et sixième
chapitre. L’équation de Cahn-Hilliard visqueuse a été proposée dans [61] comme un
modèle de séparation de phase dans des mélanges de polymères où les forces de
frottement intermoléculaire peuvent être importantes.
Ce modèle contient un effet visqueux qui était négligé dans l’équation de Cahn-
Hilliard ”classique” (voir [4], [31] et [39]). L’équation de Cahn-Hilliard visqueuse
s’écrit

∂

∂t

(
u+ ε(−Δ)u

)
+ Δ2u− Δf(u) = 0,

où ε est un paramètre petit et pour ε = 0 nous retrouvons le modèle de Cahn-
Hilliard.
Dans le cinquième chapitre nous trouvons l’existence et l’unicité d’une solution,
puis nous cherchons l’attracteur global et les attracteurs exponentiels dans le cas
autonome. Nous démontrons aussi l’existence d’une famille robuste d’attracteurs
exponentiels, en étudiant la limite ε tend vers 0. Ensuite, dans le sixième chapitre,
nous cherchons les attracteurs exponentiels, uniforme, rétrograde et exponentiels
rétrogrades dans le cas non autonome.

3
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Chapitre 1

Problème de Navier-Stokes autonome

Notre but dans ce chapitre est d’étudier les attracteurs globaux et exponentiels
pour le problème de Navier-Stokes dans une région bornée de R

2. Tout d’abord,
nous posons le problème avec les conditions aux limites, ensuite nous démontrons
l’existence et l’unicité d’une solution. Puis nous démontrons l’existence d’un borné
absorbant compact de ce problème ce qui mène à trouver l’attracteur global. Ensuite
nous étudions l’existence d’attracteurs exponentiels en démontrant la propriété de
laminage.

1.1 Position du problème

Nous considérons un fluide visqueux et incompressible dans une région Ω bornée
de R

2, Ω est supposé ouvert, de frontière Γ et Ω situé d’un seul coté de Γ. Les
équations de Navier-Stokes régissent l’écoulement d’un fluide qui remplit un cylindre
infini de Ω. Nous considérons deux fonctions (les inconnues), u = (u1, u2) et p ; u
est le vecteur vitesse, u(x, t) est la vitesse d’une particule fluide en x à l’instant t et
p = p(x, t) est la pression en x à l’instant t.
Les équations de Navier-Stokes sont

ρ
(∂u
∂t

+
2∑

i=1

ui
∂u

∂xi

)− νΔu+ ∇p = f, (1.1)

div u = 0,

où ρ > 0 est la densité du fluide, et supposée constante, f représente les forces
extérieures s’exerçant dans le fluide. En général nous considérons ρ = 1, et nous
avons les équations

∂u

∂t
+ (u · ∇)u− νΔu+ ∇p = f, (1.2)

div u = 0. (1.3)

5



Chapitre 1 : Problème de Navier-Stokes autonome

Nous considérons la condition initiale suivante :

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω, u0 donnée. (1.4)

Pour les conditions aux limites, nous avons deux cas :
1. La frontière Γ est compacte et on impose la condition u = 0 sur Γ.
2. Le cas de l’espace périodique.

Dans le deuxième cas Ω = (0, L1) × (0, L2) , u, p et la première dérivée de u sont
Ω-périodiques. De plus, nous considérons dans ce cas que la moyenne de la solution
est nulle ; ∫

Ω

udx = 0.

Pour les deux cas, nous prenons les espaces fonctionels suivants.

1.1.1 Espaces fonctionels

Nous définissons les espaces sur lesquels nous allons travailler pour résoudre le
problème de Navier-Stokes et pour trouver les attracteurs.
Pour le premier cas, nous considérons un espace de Hilbert H tel que (voir ici par
exemple [45], [69] et [70])

H =
{
u ∈ L2(Ω)2, div u = 0, u · ν = 0 sur Γ

}
.

Et pour le cas de l’espace périodique

H =
{
u ∈ L̇2(Ω)2, div u = 0, ui|Γi

= −ui|Γi+n
, i = 1, 2

}
,

où L̇2(Ω) est l’espace des fonctions u de L2(Ω) tel que
∫

Ω
udx = 0.

D’après le théorème de trace (voir [69]) nous trouvons que la trace de u · ν sur Γ

existe et appartient à H− 1
2 (Γ) si u ∈ L2(Ω)2 et div u ∈ L2(Ω).

Nous munissons H du produit scalaire L2(Ω)2 et de la norme associée que nous
notons (·, ·), | · |. Ensuite, nous considérons l’espace V où

V =
{
u ∈ H1

0 (Ω)2, div u = 0
}

pour le premier cas,

et
V =

{
u ∈ Ḣ1

per(Ω)2, div u = 0
}

pour le deuxième cas,

où l’espace Ḣ1
per(Ω) est l’espace des fonctions u de L2(Ω) tel que,

u(x) =
∑
k∈Z2

uk exp(2iπk.x),

et
1

|Ω|
∫

Ω

u(x)dx = 0.
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1.1 Position du problème

Pour les deux cas V est muni du produit scalaire et de la norme suivants :

((u, v)) =
2∑

i,j=1

(∂ui

∂xj

,
∂vi

∂xj

)
,

‖u‖ = {((u, u))} 1
2 .

Nous définissons l’opérateur A dans H associé avec H, V et avec le produit scalaire
((u, v)) par :

(Au, v) = ((u, v)), ∀u, v ∈ V.

Le domaine de A dans H est donné par

D(A) = {u ∈ H, Δu ∈ H} = H2(Ω) ∩ V,

et D(A) = H2
per(Ω)2 ∩ V pour le deuxième cas. L’opérateur A est auto-adjoint.

Nous considérons

H → D(A)

f 	→ u

et nous notons par A l’inverse de cette application, de D(A) dans H. Nous désignons
par |Au| la norme dans D(A), où cette norme est équivalente à la norme usuelle
de H2(Ω)2. Soit V ′ le dual de V . D’après le théorème de Riesz (voir [5] et [70])
nous pouvons identifier H à son dual et nous obtenons D(A) ⊂ V ⊂ H ⊂ V ′

où les injections sont continues et denses et puisque l’injection H1(Ω) ⊂ L2(Ω)
est compacte donc V ⊂ H est compacte. Nous nous intéressons aux équations de
Navier-Stokes (1.2).

1.1.2 Formulation variationnelle

Pour trouver la formulation variationnelle nous multiplions l’équation (1.2) par
une fonction test v ∈ V et nous intégrons sur Ω∫

Ω

v
du

dt
dx+

∫
Ω

2∑
i=1

∂ui

∂xi

vidx− ν

∫
Ω

vΔudx+

∫
Ω

v∇pdx =

∫
Ω

fvdx.

Nous utilisons la formule de Green∫
Ω

vΔudx = −
∫

Ω

∇u∇vdx+

∫
Γ

∂u

∂n
vdσ,

∫
Γ

∂u

∂n
vdσ = 0.
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Chapitre 1 : Problème de Navier-Stokes autonome

Ici nous avons utilisé les conditions aux limites.
D’après la formule de Stokes∫

Ω

n∑
i=1

∂p

∂xi

vidx = −
∫

Ω

p
n∑

i=1

∂vi

∂xi

dx+

∫
Γ

n∑
i=1

pvidσ = 0,

car v ∈ V , donc div v = 0 et vi|Γ = 0.∫
Ω

v
du

dt
dx =

d

dt

∫
Ω

uvdx, v ne dépend pas de t.

On obtient l’équation :

d

dt
(u, v) + ν((u, v)) + b(u, u, v) = (f, v) ∀v ∈ V,

où

b(u, v, w) =
n∑

i,j=1

∫
Ω

ui
∂vj

∂xi

wjdx.

La forme b est trilinéaire et continue sur H1(Ω)2 et en particulier dans V .
Nous obtenons la continuité de b(., ., .) grâce au lemme suivant.

Lemme 1.1. La forme b(., ., .) est bien définie et elle est trilinéaire, continue dans
Hm1(Ω) ×Hm2+1(Ω) ×Hm3(Ω) tel que mi � 0 et

m1 +m2 +m3 � 1 si mi �= 1, i = 1, 2, 3, (1.5)

m1 +m2 +m3 > 1 si mi = 1 ∀i.
Démonstration.
Si mi < 1 pour i = 1, 2, 3, nous avons par l’injection de Sobolev (si 1

2
− m

2
> 0 donc

Hm(Ω) ⊂ Lq(Ω), 1
q

= 1
2
− m

2
)

Hmi(Ω) ⊂ Lqi(Ω) tel que
1

qi
=

1

2
− mi

2
. (1.6)

Par (1.5) nous avons
1

q1
+

1

q2
+

1

q3
� 1.

Nous appliquons l’inégalité de Hölder, ce qui conduit à

|b(u, v, w)| �
n∑

i,j=1

|ui|Lq1 (Ω)|∂vj

∂xi

|Lq2 (Ω)|wj|Lq3 (Ω). (1.7)

Par (1.6)
|b(u, v, w)| � c1|u|m1|v|m2+1|w|m3 . (1.8)
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1.2 Théorème d’existence d’une solution

Nous avons donc la continuité.
Supposons que nous avons un (ou plus) de mi étant plus grand que 1, nous faisons
exactement comme auparavant, où le correspondant qi se remplace par ∞ et l’autre
qi est égale à 2, nous obtenons donc le même résultat.
Pour quelques mi égaux à 1, nous les remplaçons par m′

i < mi, où mi − m′
i sont

assez petits donc les inégalités (1.7) et (1.8) sont toujours vraies. �

En particulier, b est une forme trilinéaire continue dans V × V × V . De plus,
|Au| est une norme équivalente à la norme usuellle de Ḣ2

p (Ω)2 (ou de H2(Ω)2), nous
avons

c‖u‖H2 � |Au| � c′‖u‖H2 . (1.9)

Nous avons aussi ∣∣ ∫
Ω

ui
∂vj

∂xi

wjdx
∣∣ � ‖ui‖L∞(Ω)

∣∣∂vj

∂xi

∣∣|wj|,

où
ui ∈ L∞(Ω),

∂vj

∂xi

, wj ∈ L2(Ω).

Nous avons les inégalités suivantes (voir [65] et [70])

|b(u, v, w)| � c|u| 12 |Au| 12‖v‖|w|, ∀u ∈ D(A), v ∈ V,w ∈ H. (1.10)

|b(u, v, w)| � c|u|‖v‖|w| 12 |Aw| 12 , ∀u ∈ H, v ∈ V,w ∈ D(A). (1.11)

|b(u, v, w)| � c|u| 12‖u‖ 1
2‖v‖|w| 12‖w‖ 1

2 , ∀u, v, w ∈ V. (1.12)

|b(u, v, w)| � c|u| 12‖u‖ 1
2‖v‖ 1

2 |Av| 12 |w|, u ∈ V, v ∈ D(A), w ∈ H. (1.13)

Nous avons aussi
b(u, v, w) = −b(u,w, v), ∀u, v, w ∈ V,

et si w = v alors b(u, v, v) = 0, ∀u, v ∈ V.
Pour u, v, w ∈ V nous définissons l’opérateur B par

< B(u, v), w >= b(u, v, w), B(u, v) ∈ V ′ et Bu ∈ V ′.

Puisque b est une forme trilinéaire continue dans V alors B est un opérateur bili-
néaire continu de V × V dans V ′.

1.2 Théorème d’existence d’une solution
Nous nous intéressons ici à la formulation faible du problème (1.2) et (1.4), i.e.,

d

dt
(u, v) + ν((u, v)) + b(u, u, v) = (f, v), f ∈ L2(0, T, V ′), (1.14)

u(0) = u0. (1.15)

9



Chapitre 1 : Problème de Navier-Stokes autonome

Théorème 1.2. ( [47], [69])
Soient u0 donnée dans H, f ∈ L2(0, T ;V ′) et T > 0. Alors il existe une solution
unique u du problème (1.14) et (1.15) telle que

u ∈ L2(0, T ;V ) ∩ C([0, T ];H), pour tout T > 0. (1.16)

De plus, u0 	→ u(t) est une application continue de H dans L2(0, T ;V ).
Enfin, si u0 ∈ V alors

u ∈ C([0, T ];V ) ∩ L2(0, T ;D(A)), ∀T > 0. (1.17)

Avant de commencer la démonstration de ce théorème, nous notons que B est un
opérateur bilinéaire continu de V ×V dans V ′ et si u ∈ L2(0, T, V ) alors la fonction
Bu : t 	→ Bu(t) appartient (au moins) à L1(0, T, V ′).
Les fonctions

t 	→< f(t), v >V ′,V , t 	→ d

dt
(u(t), v)

ont un sens dans D′(0, T ). Donc l’équation (1.14) a un sens dans D′(0, T ). Nous
avons

(u(t), v) =< u(t), v >V ′,V , car u(t) ∈ V ⊂ H,

((u(t), v)) =< Au(t), v >V ′,V ,

b(u(t), u(t), v) =< Bu(t), v >V ′,V .

Par (1.14)

d

dt
< u(t), v >V ′,V =< f(t) − νAu(t) −Bu(t), v >V ′,V dans D′(0, T ).

Donc le problème (1.14), (1.15) est équivalent à

du

dt
+ νAu+Bu = f (1.18)

u(0) = u0. (1.19)

1.2.1 Démonstration de l’unicité

Soient u1, u2 deux solutions de (1.14), (1.15). Nous posons u := u1 − u2. Alors,
u vérifie le problème suivant :

du

dt
+ νAu+B(u1, u1) −B(u2, u2) = 0, (1.20)

u(0) = u1(0) − u2(0) = 0.

Posons ū := 1
2
(u1 + u2). Nous allons démontrer dans la suite la relation suivante :

B(u1, u1) −B(u2, u2) = B(ū, u) +B(u, ū). (1.21)
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1.2 Théorème d’existence d’une solution

Donc u vérifie l’équation suivante :

du

dt
+ νAu+B(ū, u) +B(u, ū) = 0.

Multiplions par u, notons que (B(ū, u), u) = 0, nous déduisons

1

2

d

dt
|u|2 + ν‖u‖2 � c1|u| ‖u‖ ‖ū‖

� ν

2
‖u‖2 +

c21
2ν

|u|2‖ū‖2.

Grâce au lemme de Gronwall nous obtenons

|u(t)|2 � 0 ⇒ u = 0 ⇔ u1 = u2 .

1.2.2 Démonstration de l’existence

Nous allons utiliser la méthode de Faedo-Galerkin (voir [45] par exemple). Puisque
V est séparable et l’injection V ↪→ H est continue et dense donc H est séparable.
nous avons alors une famille (wm)m∈N∗ dénombrable et dense (nous pouvons suppo-
ser que cette famille est la famille des vecteurs propres de l’opérateur A).
Nous posons Vm = Vect(w1, ........, wm).
Nous prenons

u0m ∈ Vm, u0m = Pmu0,

tel que u0m est la projection orthogonale de u0 sur Vm, u0m → u0 dans H, et
|u0m| � |u0|. Nous prenons le problème approché :

Trouver um ∈ L2(0, T ;Vm) tel que, pour tout v ∈ Vm,

d

dt
(um(t), v) + ν((um(t), v)) + b(um(t), um(t), v) =< f(t), v >V ′,V , dans D′(0, T ).

(1.22)
um(0) = u0m. (1.23)

Ce problème est équivalent à

d

dt
(um(t), wi)+ν((um(t), wi))+b(um(t), um(t), wi) =< f(t), wi >V ′,V , dans D′(0, T ),

i = 1, . . . ,m.
Donc, trouver une solution du problème approché (1.22), (1.23), i.e., um(t), revient
à trouver des αim(t), i = 1, . . . ,m, où

um(t) =
m∑

i=1

αim(t)wi.
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Chapitre 1 : Problème de Navier-Stokes autonome

Nous avons

(um(t), wj) =
m∑

i=1

αim(t)(wi, wj),

((um(t), wj)) =
m∑

i=1

αim(t)((wi, wj)),

< Bum(t), wj >V ′,V =
m∑

i=1

αim(t) < Bwi, wj >V ′,V .

Le problème (1.22), (1.23) équivaut à

dum

dt
+ νAum + PmB(um) = Pmf. (1.24)

L’existence et l’unicité de (um) dans un certain intervalle [0, T ∗[ est standard. Par
la suite, nous allons trouver quelques estimations a priori pour (um).

1.2.3 Estimations a priori

Nous avons

|um(t)|2 = |
m∑

i=1

αim(t)wi|2 =
m∑

i,j=1

αim(t)αjm(t)(wi, wj),

d

dt
|um(t)|2 = 2

m∑
i,j=1

αim(t)
dαjm(t)

dt
(wi, wj).

Nous prenons v = wj dans le problème (1.22), (1.23)

m∑
i=1

dαim(t)

dt
(wi, wj) + ν((um(t), wj))+ < Bum(t), wj >V ′,V =< f(t), wj >V ′,V .

Multiplions par αjm et sommons pour j allant de 1 à m

m∑
i,j=1

αjm
dαim

dt
(wi, wj) + ν

m∑
j=1

αjm((um(t), wj)) +
m∑

j=1

αjm < Bum(t), wj >V ′,V

=
m∑

j=1

αjm < f(t), wj >V ′,V .

1

2

d

dt
|um(t)|2 + ν‖um(t)‖2+ < Bum(t), um(t) >V ′,V =< f(t), um(t) >V ′,V . (1.25)
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1.2 Théorème d’existence d’une solution

Or,
< Bum(t), um(t) >V ′,V = 0.

Nous intégrons (1.25) entre 0 et t ∈ [0, T ∗[

1

2
|um(t)|2 − 1

2
|u0m|2 + ν

∫ t

0

‖um(s)‖2ds =

∫ t

0

< f(s), um(s) >V ′,V ds,

et par conséquent

|um(t)|2 + 2ν

∫ t

0

‖um(s)‖2ds � |u0|2 + 2

∫ t

0

< f(s), um(s) >V ′,V ds. (1.26)

Nous avons

2

∫ t

0

< f(s), um(s) >V ′,V ds � 2

∫ t

0

‖f(s)‖V ′‖um(s)‖V ds

� 1

ν

∫ t

0

‖f(s)‖2
V ′ds+ ν

∫ t

0

‖um(s)‖2ds.

Par (1.26)

|um(t)|2 + ν

∫ t

0

‖um(s)‖2ds � |u0|2 +
1

ν

∫ T ∗

0

‖f(s)‖2
V ′ds.

En particulier,

sup
t∈[0,T ∗[

|um(t)|2 � c0 = |u0|2 +
1

ν

∫ T ∗

0

‖f(s)‖2
V ′ds, (1.27)

et ∫ t

0

‖um(s)‖2ds � c0
ν
, ∀t ∈ [0, T ∗[. (1.28)

Nous démontrons maintenant l’existence d’une solution de (1.14), (1.15). Par (1.27)
et (1.28), nous trouvons que (um) est bornée indépendamment de m dans L2(0, T ;V )
et L∞(0, T ;H). V est réflexif donc L2(0, T ;V ) est réflexif.
Donc quitte à prendre une suite extraite de (um), que nous notons aussi (um), telle
que um → u1 dans L2(0, T ;V ) faible, u1 ∈ L2(0, T ;V ). Donc

∀f ∈ L2(0, T ;V ′) ⇒< f, um − u1 >L2(0,T ;V ′),L2(0,T ;V )−−−−→
m→+∞

0

⇔ ∀f ∈ L2(0, T ;V ′) ⇒
∫ T

0

< f, um − u1 >V ′,V −−−−→
m→+∞

0.

Cette suite extraite (um) est bornée dans L∞(0, T ;H),H est séparable donc L1(0, T ;H)
est séparable. Donc quitte à considérer à nouveau une suite extraite (um) et

∃u2 ∈ L∞(0, T ;H), um
∗→ u2 dans L∞(0, T ;H) faible ∗ .
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Chapitre 1 : Problème de Navier-Stokes autonome

Par ailleurs, u1 = u2 car

u1 ∈ L2(0, T ;V ) ⊂ L2(0, T ;H), V ⊂ H,

u2 ∈ L∞(0, T ;H) ⊂ L2(0, T ;H).

Si f ∈ L2(0, T ;H) donc f ∈ L2(0, T ;V ′), H ⊂ V ′

∫ T

0

< f, um − u1 >V ′,V −−−−→
m→+∞

0 ⇒
∫ T

0

(f, um − u1)dt→ 0,∀f ∈ L2(0, T ;H),

et si f ∈ L2(0, T ;H) donc f ∈ L1(0, T ;H), et∫ T

0

(f, um − u2)dt −−−−→
m→+∞

0, ∀f ∈ L2(0, T ;H).

Enfin, ∫ T

0

(f, u1 − u2)dt = 0, ∀f ∈ L2(0, T ;H).

Puisque u1 − u2 ∈ L2(0, T ;H) donc u1 = u2 dans L2(0, T ;H).
Nous notons u = u1 = u2. Alors um → u dans L2(0, T ;V ) faible et dans L∞(0, T ;H)
faible ∗.

Nous montrons maintenant la continuité de (u0, f) 	→ u(t). Soient u1
0, f1 correspon-

dants à u1 solution de (1.18), et u2
0, f2 correspondants à u2 solution de (1.18). Nous

avons
du1

dt
+ νAu1 +Bu1 = f1,

u1(0) = u1
0,

et
du2

dt
+ νAu2 +Bu2 = f2,

u2(0) = u2
0.

Nous posons u := u1 − u2, u0 := u1
0 − u2

0, f := f1 − f2. la différence u vérifie le
problème suivant :

du

dt
+ νAu+Bu1 −Bu2 = f,

u(0) = u0.

Nous multiplions l’équation précédente par u, nous posons ū = 1
2
(u1 + u2) et nous

procédons comme dans la démonstration de l’unicité. Nous avons
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1.2 Théorème d’existence d’une solution

d

dt
|u(t)|2 + 2ν‖u(t)‖2 � 2

∣∣(B(u, ū), u
)∣∣ + 2

∣∣ < f, u >V ′,V
∣∣

� 2c1|u| ‖u‖ ‖ū‖ + 2‖f‖V ′‖u‖

� ν‖u‖2 +
c21
ν
|u|2‖ū‖2 +

1

ν
‖f(t)‖2

V ′ .

Par conséquent

d

dt
|u(t)|2 + ν‖u(t)‖2 � c21

ν
|u|2‖ū‖2 +

1

ν
‖f(t)‖2

V ′

� h(t)2|u|2 +
1

ν
‖f(t)‖2

V ′ ,

où h(t)2 =
c21
ν
‖ū‖2, h(t) ∈ L2(0, T ).

Nous avons t 	→ |u(t)|2, d
dt
|u(t)|2, ‖u(t)‖2, ‖f(t)‖2

V ′ ∈ L1(0, T ), nous pouvons donc
intégrer la dernière inégalité entre 0 et T

|u(T )|2 + ν

∫ T

0

‖u(t)‖2
V dt � c(t)

(|u(0)|2 +
1

ν

∫ T

0

‖f(t)‖2
V ′dt

)
,

où c(t) ∈ L1(0, T ). Nous avons, en particulier,

‖u(t)‖2
L2(0,T,V ) � c(t)

( 1

ν2
‖f(t)‖2

L2(0,T,V ′) +
1

ν
|u0|2

)
.

Cela donne la continuité entre H et L2(0, T ;V ).
Finalement, pour montrer que u ∈ C([0, T ];V ) ∩ L2(0, T ;D(A)) nous trouvons des
estimations a priori. Nous avons

(
dum

dt
, wj) + νa(um, wj) + b(um, um, wj) = (f, wj),

nous la multiplions par λjαjm(t) et nous sommons pour j allant de 1 à m

(
dum

dt
,

m∑
j=1

λjαjm(t)wj) + νa(um,
m∑

j=1

λjαjm(t)wj) + b(um, um,
m∑

j=1

λjαjm(t)wj)

= (f,
m∑

j=1

λjαjm(t)wj). (1.29)

Nous avons Awj = λiwj, ∀j. Donc

a(um,

m∑
j=1

λjαjm(t)wj) = a(um, Aum) = |Aum|2,
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Chapitre 1 : Problème de Navier-Stokes autonome

b(um, um,
m∑

j=1

λjαjm(t)wj) = (Bum, Aum),

(f,
m∑

j=1

λjαjm(t)wj) = (f, Aum).

Nous déduisons par (1.29)

1

2

d

dt
‖um‖2 + ν|Aum|2 + (Bum, Aum) = (f, Aum). (1.30)

(f, Aum) � |f ||Aum| � ν

4
|Aum|2 +

1

ν
|f |2

|(Bum, Aum)| � c1|um|2‖um‖‖Aum‖ 3
2 .

En utilisant l’inégalité de Young
(
ab � ε

p
ap + 1

p′ε
p′
p

bp
′ ,∀a, b, ε > 0, ∀p , 1 < p <

+∞, p′ = p
p−1

)
(où, pour notre relation, p = 4

3
, ε

p
= ν

4
, ε = ν

3
) nous trouvons

|(Bum, Aum)| � ν

4
|Aum|2 +

c′1
ν3

|um|2‖um‖4.

Par (1.30)
d

dt
‖um‖2 + ν|Aum|2 � 2

ν
|f |2 +

2c′1
ν3

|um|2‖um‖4.

D’après cette relation nous avons

‖um‖ � c0 et
∫ T

0

|Aum|2dt � c′0,

i.e., (um) est bornée dans L∞(0, T ;V )∩L2(0, T ;D(A)), comme auparavant, il existe
u ∈ L∞(0, T ;V ) ∩ L2(0, T ;D(A)), et nous avons u ∈ C([0, T ];D(A)).
Par définition de la forme b(., ., .) et de l’opérateur B, et par (1.12), nous avons

‖B(v)‖ � c1|v|‖v‖, ∀v ∈ V.

Nous avons les résultats suivants.

Lemme 1.3. ( [69])
Soit u ∈ L2(0, T ;V ) ∩ L∞(0, T ;H) et n = 2. Alors u ∈ L4(0, T ;L4(Ω)2), et nous
avons

‖ui(t)‖L4(Ω) � c(Ω)‖ui(t)‖
1
2

H1
0 (Ω)

‖ui(t)‖
1
2

L2(Ω) tel que u = {ui}.
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Lemme 1.4. ( [69])
Si n = 2 et u ∈ L2(0, T ;V ) ∩ L∞(0, T ;H). Alors Bu appartient à L2(0, T ;V ′) et
nous avons

‖B(u)‖L2(0,T ;V ′) � 2
1
2‖u‖L∞(Ω)(0,T ;H)‖u‖L2(0,T ;V ).

D’après ces deux lemmes nous trouvons que B(u) ∈ L2(0, T ;V ′). De plus, B(um) et
PmB(um) sont bornées dans L2(0, T ;V ′), et nous avons

dum

dt
est borné dans L2(0, T ;V ′),

dum

dt
→ du

dt
dans L2(0, T ;V ′) faible.

D’après le théorème de compacité (voir [69] et [70]) nous obtenons

um → u dans L2(0, T ;H) fort.

Ces relations sont suffisantes pour passer (1.22) et (1.23) à la limite.

1.2.4 Passage à la limite

Nous avons, pour (um) une suite extraite

um → u dans L2(0, T ;V ) faible, (1.31)

um → u dans L∞(0, T ;H) faible∗, (1.32)

um → u dans L2(0, T ;H) fort et presque par tout dans Ω, (1.33)

et
u′m → u′ dans L2(0, T ;V ′) faible. (1.34)

Soit ψ ∈ C
1([0, T ]). Nous multiplions l’équation

(
dum

dt
, wj) + νa(um, wj) + b(um, um, wj) = (f, wj)

par ψ, et nous intégrons entre 0 et T

−
∫ T

0

(um(t), wj)ψ
′(t)dt+ ν

∫ T

0

((um(t), wj))ψ(t)dt

+

∫ T

0

< Bum(t), wj >V ′,V ψ(t)dt =

∫ T

0

< f(t), wj >V ′,V ψ(t)dt−[ψ(t)(um(t), wj)]
T
0 .

Nous prenons ψ ∈ C
1([0, T ]), où ψ(T ) = 0

−
∫ T

0

(um(t), ψ′(t)wj)dt+ ν

∫ T

0

((um(t), wjψ(t)))dt+

∫ T

0

b(um(t), um(t), wjψ(t))dt

17
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= (u0m, wj)ψ(0) +

∫ T

0

< f(t), wjψ(t) >V ′,V dt.

Pour passer la dernière équation à la limite nous avons∫ T

0

(um(t), wj)ψ
′(t)dt =

∫ T

0

(um(t), ψ′(t)wj)dt −−−→
m→∞

∫ T

0

(u(t), wj)ψ
′(t)dt,

(u0m, wj) −−−→
m→∞

(u0, wj) car u0m −−−→
m→∞

u0 dans H,

et ∫ T

0

((um(t), wj))ψ(t)dt −−−→
m→∞

∫ T

0

((u(t), wj))ψ(t)dt,

car um → u dans L2(0, T ;V ) faible. Pour montrer∫ T

0

b(um(t), um(t), w(t))dt→
∫ T

0

b(u(t), u(t), w(t))dt,

nous écrivons ∫ T

0

b(um, um, w)dt = −
∫ T

0

b(um, w, um)dt =

−
n∑

i,j=1

∫ T

0

∫
Ω

(um)i(Diwj)(um)jdxdt,

et cela converge vers

−
n∑

i,j=1

∫ T

0

∫
Ω

ui(Diwj)ujdxdt = −
∫ T

0

b(u,w, u)dt =

∫ T

0

b(u, u, w)dt.

Nous avons donc la relation suivante :

− ∫ T

0
(u(t), v)ψ′(t)dt+ ν

∫ T

0
((u(t), v))ψ(t)dt+

∫ T

0
< Bu(t), v >V ′,V ψ(t)dt =

(u0, v)ψ(0) +
∫ T

0
< f(t), v >V ′,V ψ(t)dt , ∀ψ ∈ C

1([0, T ]), ψ(T ) = 0.
(1.35)

Où v est une combinaison linéaire de wj. (1.35) pour tout v ∈ V , et ∀ψ ∈ D(0, T ).
Nous en déduisons alors

d

dt
(u(t), v)+ν((u(t), v))+ < Bu(t), v >=< f(t), v > dansD′(0, T ), ∀v ∈ V. (1.36)

Nous avons donc l’existence d’une solution de (1.14). Il reste à vérifier la condition
initiale (1.15). Pour cela nous multiplions (1.36) par ψ ∈ C

1([0, T ]), où ψ(T ) = 0,
puis nous intégrons entre 0 et T

−
∫ T

0

(u(t), v)ψ′(t)dt+ ν

∫ T

0

((u(t), v))ψ(t)dt+

∫ T

0

< Bu(t), v >V ′,V ψ(t)dt =
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(u(0), v)ψ(0) +

∫ T

0

< f(t), v >V ′,V ψ(t)dt.

En comparant avec (1.35) nous trouvons qu’il reste

(u(0), v)ψ(0) = (u0, v)ψ(0), ∀ψ ∈ C
1([0, T ]), ψ(T ) = 0, ∀v ∈ V.

Nous choisissons ψ tel que ψ(0) = 1, et cela conduit à

(u(0) − u0, v) = 0, ∀v ∈ V.

Puisque V est dense dans H, nous avons donc (u(0) − u0, v) = 0, ∀v ∈ H, mais
u(0) − u0 ∈ H donc u(0) = u0 dans H.
Nous avons donc trouvé que u est une solution de (1.14) et (1.15).

1.3 Théorème d’existence d’attracteur global
Nous allons ici trouver l’attracteur global du problème de Navier-Stokes auto-

nome. Tout d’abord nous rappelons quelques définitions.
Nous posons

S(t) : H → H

u0 	→ u(t)

tel que u(t) est la solution de (1.14) et (1.15). Par l’existence et l’unicité de la
solution, S(t) est bien défini.

Définition 1.5. Nous disons que S(t) est un semi-groupe sur H s’il vérifie
1.

S(0)u0 = u0, S(0) = Id (identité).

2.
S(t) ◦ S(s) = S(t+ s), ∀s, t � 0.

Les opérateurs S(t) pour le problème Navier-Stokes sont continus de H dans H
(et de H dans D(A)).

Définition 1.6. Soit β0 ⊂ H un ensemble borné. Nous disons que β0 est un ensemble
borné absorbant pour le semi groupe S(t) si, pour tout B ⊂ H un ensemble borné, il
existe t0 = t0(B), tels que

S(t)B ⊂ β0 ∀t � t0.

Définition 1.7. Nous disons que X ⊂ H est un invariant si et seulement s’il est
positivement et négativement invariant, i.e.,

X est invariant ⇐⇒ S(t)X = X, ∀t � 0.
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Définition 1.8. Nous définissons l’ensemble oméga limite de u0 par la relation

ω(u0) =
⋂
s�0

⋃
t�s

S(t)B, B borné.

Définition 1.9. Nous disons qu’un ensemble A ⊂ H est un attracteur si
1. A est invariant, i.e., S(t)A = A, ∀t � 0,

2. ∃v voisinage ouvert de A tel que A = ω(v).

Lemme 1.10. Supposons que B ⊂ H et qu’il existe t0 tel que
⋃

t�t0
S(t)B est

relativement compact dans H. Alors ω(B) est non vide, compact et invariant.

Définition 1.11. Nous disons que A ⊂ H attire B ⊂ H si

lim
t→∞

dist (S(t)B,A) = 0.

⇐⇒ ∀v voisinage de A, alors ∃t0 = t0(v) tel que S(t)B ⊂ v, ∀t � t0.

Où, dist est donné par

dist (B0, B1) = sup
x∈B0

inf
y∈B1

d(x, y), d distance sur H.

Théorème 1.12. Supposons que S(t) admet un borné absorbant β ⊂ H et que
S(t) est uniformément compact pour t, i.e., ∀C ⊂ H borné, ∃t1 = t1(C) tel que⋃

t�t1
S(t)C est relativement compact dans H.

Alors A = ω(β) est non vide, compact, invariant et attire les bornés de H.
Nous appelons A l’attracteur global associé à S(t).

Pour trouver l’attracteur global du problème de Navier-Stokes (appliquer le théorème
précédent) nous allons d’abord trouver un borné absorbant dans H, puis un borné
absorbant dans V .

1.3.1 Borné absorbant dans H

Nous prenons le produit scalaire de (1.18) par u

(
du

dt
, u) + ν(Au, u) + (Bu, u) = (f, u).

Nous avons

1

2

d

dt
|u|2 = (

du

dt
, u), (Au, u) = ((u, u)) = ‖u‖2, (Bu, u) = 0.

Donc
1

2

d

dt
|u|2 + ν‖u‖2 = (f, u) � |f ||u|.
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1.3 Théorème d’existence d’attracteur global

Nous avons
|u| � λ

− 1
2

1 ‖u‖, ∀u ∈ V,

où λ1 est la première valeur propre de A.

|f ||u| � λ
− 1

2
1 |f |‖u‖ � ν

2
‖u‖2 +

1

2νλ1

|f |2.

Nous avons donc
d

dt
|u|2 + ν‖u‖2 � 1

νλ1

|f |2, (1.37)

et
d

dt
|u|2 + νλ1|u|2 � 1

νλ1

|f |2. (1.38)

Nous multiplions (1.38) par eνλ1t

d

dt

(|u|2eνλ1t
)

� |f |2
νλ1

eνλ1t.

Intégrons entre 0 et t

eνλ1t|u|2 � |u0|2 +
1

νλ1

|f |2
∫ t

0

eνλ1sds.

Ici, f ne dépend pas de t, disons qu’elle appartient à H.
Enfin,

|u(t)|2 � |u0|2e−νλ1t +
1

ν2λ2
1

|f |2(1 − e−νλ1t). (1.39)

De cette inégalité nous déduisons

sup
t

|u(t)|2 � |u0|2 +
1

ν2λ2
1

|f |2,

et donc u ∈ L∞(R+;H). Nous avons aussi

lim
t→∞

sup |u(t)| � ρ0, ρ0 =
|f |
νλ1

,

et par (1.39)
|u(t)|2 � |u0|2e−νλ1t + ρ2

0.

Soit ρ′0 > ρ0. Alors, l’ensemble

β0 = BH(0, ρ′0) = {v ∈ H, |v| � ρ′0}
est un borné absorbant dans H. Soit B ⊂ H un borné. Nous allons chercher t0 =
t0(B) qui satisfait à

∀u0 ∈ B alors |u(t)| � ρ′0, ∀t � t0.
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Puisque B est borné dans H donc ∃R > 0 tel que B ⊂ BH(0, R). Si u0 ∈ B nous
obtenons par (1.39)

|u(t)|2 � R2e−νλ1t + ρ2
0.

Nous voulons avoir |u(t)| � ρ′0. Pour cela il suffit d’avoir

R2e−νλ1t + ρ2
0 � ρ

′2
0 ⇒ R2e−νλ1t � ρ

′2
0 − ρ2

0

ρ
′2
0 − ρ2

0 > 0, car ρ
′
0 > ρ0

e−νλ1t � ρ
′2
0 − ρ2

0

R2
⇒ −νλ1t � log (

ρ
′2
0 − ρ2

0

R2
) ⇒ t � 1

νλ1

log (
R2

ρ
′2
0 − ρ2

0

).

Nous posons

t0 =
1

νλ1

log(
R2

ρ
′2
0 − ρ2

0

). (1.40)

Nous avons alors pour t � t0

|u(t)|2 � ρ
′2
0 ⇐⇒ u(t) ∈ β0, ∀u0 ∈ B.

Cela donne S(t)B ⊂ β0, et donc β0 est un borné absorbant dans H.
De plus, nous fixons r > 0. En intégrant (1.37) entre t et t+ r, il vient

ν

∫ t+r

t

‖u‖2ds � |u(t)|2 +
r

νλ1

|f |2.

Supposons que |u0| � R0. Nous avons donc |u(t)| � ρ′0 pour t � t0 (car S(t)u0 ∈
β0 = BH(0, ρ′0)). Nous avons donc, pour t � t0∫ t+r

t

‖u‖2ds � ρ
′2
0

ν
+

r

ν2λ1

|f |2. (1.41)

1.3.2 Borné absorbant dans V

Ici nous allons démontrer l’existence d’un borné absorbant dans V . Pour cela
nous allons trouver des estimations a priori de la solution. Nous prenons le produit
scalaire dans H de (1.18) par Au

(Au, u′) + ν|Au|2 + (Bu,Au) = (f, Au).

Nous avons
(Au, u′) = ((u, u′)) =

1

2

d

dt
‖u‖2.

Donc
1

2

d

dt
‖u‖2 + ν|Au|2 + (Bu,Au) = (f, Au).

(f, Au) � |f ||Au| � ν

4
|Au|2 +

1

ν
|f |2.
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Par (1.10)

|(Bu,Au)| � c1|u| 12‖u‖|Au| 32 � ν

4
|Au|2 +

c′1
ν3

|u|2‖u‖4.

Nous utilisons l’inégalité de Young, i.e., ab � ε
p
ap + 1

p′ε
p′
p

bp
′
,∀a, b, ε > 0,∀p, 1 < p <

+∞, p′ = p
p−1

, nous trouvons

d

dt
‖u‖2 + νλ1‖u‖2 � 2

ν
|f |2 +

2c′1
ν3

|u|2‖u‖4. (1.42)

Supposons que u0 ∈ V , mutiplions par eνλ1t et intégrons entre 0, t � T

‖u‖2eνλ1t � ‖u0‖2 +
1

ν2λ1

|f |2(eνλ1t − 1) +
2c′1
ν3

∫ t

0

eνλ1t|u|2‖u‖4

‖u‖2 � ‖u0‖2 +
1

ν2λ1

|f |2 +
2c′1
ν3

‖u‖2
L∞(H)e

−νλ1t

∫ t

0

eνλ1t‖u‖4.

Nous en déduisons une estimation de u dans L∞(0, T ;V ). Pour trouver une estima-
tion de u dans L∞(R+;V ) nous allons utiliser le lemme de Gronwall uniforme.

Lemme 1.13. (Lemme de Gronwall uniforme) ( [70])
Soient g, h, y, y′ ∈ L1

loc(R
+). Nous supposons que y′ � gy + h, ∀t � t0, et que∫ t+r

t

g(s)ds � a1,

∫ t+r

t

h(s)ds � a2,

∫ t+r

t

y(s)ds � a3,

t � t0, où t0, r sont fixés. Alors

y(t+ s) � (
a3

r
+ a2)e

a1 , ∀t � t0.

Nous avons donc une estimation uniforme de y(t) pour t � t0 + r.

Pour appliquer le lemme précédent nous prenons u0 ∈ β tel que β est borné dans H
et t � t0(β, ρ

′
0), et supposons que

g =
2c′1
ν3

|u|2‖u‖4, h =
2

ν
|f |2, y = ‖u‖2.

Par (1.39) et (1.41), nous avons

a1 =
2c′1
ν3
ρ

′2
0 a3,

a2 =
2r

ν
|f |2,
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a3 =
r

ν2λ1

|f |2 +
ρ

′2
0

ν
.

Nous trouvons donc

‖u(t)‖2 � (
a3

r
+ a2)e

a1 , pour t � t0 + r.

(t0 est donné par (1.40)).
Supposons que u0 ∈ H tel que |u0| � R0. Soit t1(R0) > 0 tel que

pour t � t1(R0) ⇒ S(t)BH(0, R0) ⊂ β0 = BH(0, ρ′0), avec ρ′0 > ρ0.

(β0 : est le borné absorbant dans H, que nous avons déjà trouvé).
Nous avons

t � t1(R0) ⇒ |u(t)|2 � ρ
′2
0 .

Grâce au lemme de Gronwall uniforme (pour tG0 = t1(R0) et r > 0 fixé) nous
obtenons

‖u(t)‖2 � (
a3

r
+ a2)e

a1 pour t � tG0 + r. (1.43)

C’est-à-dire que, si u(t) ∈ V,∀t � tG0 + r, alors que u0 ∈ H et |u0| � R0, alors

‖u(t)‖2 � (
a3

r
+ a2)e

a1 ∀t � tG0 + r.

Et donc, pour t � tG0 +r, u(t) est dans un borné de V , que nous notonsBV (0,
√

(a3

r
+ a2)ea1).

Donc S(t) transforme, pour t � tG0 + r, les bornés de H en bornés de V , qui sont
relativement compacts dans H, puisque V ⊂ H injection compacte.
Nous prenons l’ensemble

β1 = BV (0, ρ1), ρ1 =

√
(
a3

r
+ a2)ea1 .

Par ce qui précède, cet ensemble est borné dans V et relativement compact dans H.
Il est aussi absorbant dans V car, si B ⊂ V est un borné, donc il est borné dans H
(V ⊂ H continue), et par (1.43) il existe t1 = t1(B), tel que

pour tout t � t1 ⇒ S(t)B ⊂ β1.

Ce qui donne que β1 est un borné absorbant pour S(t) dans V , qui est relativement
compact dans H.
D’après ce qui précède et par le Théorème 1.12 nous avons le résultat suivant.

Théorème 1.14. Le semi-groupe associé au problème de Navier-Stokes admet un
attracteur global A qui contient tous les ensembles ω-limites correspondants à toutes
les données initiales.
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Remarque 1.15. L’attracteur global, s’il existe, est unique, car
supposons que A,A′ sont deux attracteurs globaux pour S(t). A,A′ sont bornés (car
ils sont compacts). A′ est un attracteur global, donc A′ attire A, i.e.,

lim
t→∞

dist (S(t)A,A′) = 0.

Par l’invariance de l’attracteur nous avons

dist(A,A′) = 0 ⇒ A ⊂ Ā′ = A′.

De même, A attire A′, et nous obtenons A′ ⊂ A. Et donc A = A′.

1.4 Un attracteur exponentiel
Dans cette section nous allons démontrer l’existence d’attracteurs exponentiels

du problème de Navier-Stokes autonome, i.e., f = f(x) ne dépend pas de t. Le
problème de Navier-Stokes autonome s’écrit

∂u

∂t
− νΔu+ (u.∇u) + ∇p = f(x),

divu = 0,

u|t=0 = u0.

Dans cette section on se place dans le cas périodique (conditions aux limites pé-
riodiques). Nous allons utiliser les mêmes espaces H, V et D(A) trouvés dans la
première section pour ce cas. Nous avons la formulation variationnelle

ut + νAu+B(u, u) = f,

u(0) = u0.

L’opérateur A, défini comme auparavant, satisfait Awn = λnwn. Et lim
n→∞

1
n
(λn

λ1
) = ω0,

pour le cas de l’espace périodique. Nous avons donc (voir [25])

λn ∼ ω0λ1n.

La forme bilinéaire B(., .) (ou la forme trilinéaire b(., ., .)) satisfait (1.10), (1.11),
(1.12), (1.13), et nous avons, dans le cas périodique (voir [25]) :

(B(u, v), v) = 0, u, v ∈ V,

(B(u, u), Au) = 0, u ∈ D(A),

(B(u, u), A2u) = (B(Au, u), Au), u ∈ D(A2). (1.44)
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Nous avons aussi trouvé

d

dt
|u|2 + ν‖u‖2 � 1

νλ1

|f |2.

Et le borné absorbant dans H et dans V

B0 := {u ∈ V, |u| � 2ρ0, et ‖u‖ � 2ρ1},

où
ρ0 =

2f

νλ1

, et ρ1 =
2f

νλ
1
2
1

.

Nous posons G = f
ν2λ1

. Donc

B0 = {u ∈ V :| u |� 4Gν, et ‖u‖ � 4Gνλ
1
2
1 }.

Lemme 1.16. Nous supposons que f ∈ V et posons Sf = ‖f‖√
λ1|f | . Soit u(t) une

solution de l’équation

ut + νAu+B(u, u) = f, pour u0 ∈ B0.

Alors, pour tout t � 1
νλ1

, nous avons

|Au(t)| � C ′G2νλ1, (1.45)

tel que C ′ est une constante qui dépend de c (donnée par les relations (1.10), (1.11,
(1.12) et (1.13)) et de Sf .

Démonstration.
Nous prenons le produit scalaire de l’équation

d

dt
u+ νAu+B(u, u) = f

par A2u

(
d

dt
u,A2u) + ν(Au,A2u) = −(B(u, u), A2u) + (f, A2u). (1.46)

Nous avons

d

dt
|Au|2 =

d

dt
(Au,Au)

= (Au,
d

dt
Au) + (Au,

d

dt
Au) = 2(

du

dt
, A2u),

et
ν(Au,A2u) = ν(A

3
2u,A

3
2u) = ν|A 3

2u|2.
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Par (1.44) et (1.46)

1

2

d

dt
|Au|2 + ν|A 3

2u|2 = −(B(Au, u), Au) + (A
1
2f, A

3
2u)

� c|u|‖Au‖‖u‖ + |A 1
2f ||A 3

2u|. (1.47)

Nous avons |A 1
2v| = ‖v‖. Nous utilisons l’inégalité de Young dans le terme ‖f‖|A 3

2u|,
où ε = ν

2
, p = 2, p′ = 2

‖f‖|A 3
2u| � ν

4
|A 3

2u|2 +
1

ν
‖f‖2.

En utilisant l’inégalité de Young dans le terme |Au||A 3
2u|, où ε = 2cρ1

ν
, p = 2, nous

obtenons
|Au||A 3

2u| � cρ1

ν
|Au|2 +

ν

4cρ1

|A 3
2u|2.

Nous en déduisons par (1.47)

1

2

d

dt
|Au|2 + ν|A 3

2u|2 � c2ρ2
1

ν
|Au|2 +

ν

2
|A 3

2u|2 +
1

ν
‖f‖2

d

dt
|Au|2 + ν|A 3

2u|2 � 2c2ρ2
1

ν
|Au|2 +

2

ν
‖f‖2.

Or
Sf =

‖f‖√
λ1|f |

, G =
f

ν2λ1

.

Donc

d

dt
|Au|2 + ν|A 3

2u|2 � c2

ν3

|f |2
λ1

|Au|2 +
2

ν

‖f‖2

λ1|f |2
λ1|f |2
ν4λ2

1

ν4λ2
1

� 8c2G2νλ1|Au|2 + 2S2
fG

2ν3λ3
1.

c est la constante donnée par (1.10), (1.11), (1.12) et (1.13). En intégrant la dernière
inégalité entre t0 et t

|Au(t)|2 � |Au(t0)|2 + 8c2G2νλ1

∫ t

t0

|Au(s)|2ds+ 2S2
fν

3λ3
1G

2(t− t0). (1.48)

Nous allons trouver l’intégration
∫ t

t0
|Au(s)|2ds (par estimation) en multipliant l’équa-

tion
d

dt
u+ νAu+B(u, u) = f,

par Au

(
d

dt
u,Au) + ν(Au,Au) + (B(u, u), Au) = (f, Au).
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Nous avons
d

dt
‖u‖2 =

d

dt
|Au|2 =

d

dt
(Au,Au) = 2(

du

dt
, Au),

(B(u, u), Au) = 0.

1

2

d

dt
‖u‖2 + ν|Au|2 � (f, Au) � ν

2
|Au|2 +

1

2ν
|f |2

d

dt
‖u‖2 + ν|Au|2 � |f |2

ν
= G2ν3λ2

1.

En intégrant∫ t

t0

|Au(s)|2ds � 1

ν
‖u(t0)‖2 +

|f |2
ν2

(t− t0) � 1

ν
16G2ν2λ1 + (Gνλ1)

2(t− t0)

� 16G2νλ1 + (Gνλ1)
( 1

νλ1

)
� 17G2νλ1. (1.49)

Ici nous avons utilisé ‖u‖ � 4Gνλ
1
2
1 par la définition de B0. Par (1.48)

|Au(t)|2 � |Au(t0)|2 + 8c2G2νλ1(17G2νλ1) + 2S2
fν

3λ3
1G

2(
1

νλ1

)

� |Au(t0)|2 + Cc2(G2νλ1)
2 + 2S2

fν
2λ2

1G
2.

Par intégration entre t0 = t− 1
νλ1

et t0 = t

1

νλ1

|Au(t)|2 �
∫ t

t− 1
νλ1

|Au(t0)|2dt0 + Cc2G4νλ1 + 2S2
fνλ1G

2

� 17G2νλ1 + Cc2G4νλ1 + 2S2
fνλ1G

2,

et donc
|Au(t)|2 � G2(νλ1)

2[17 + Cc2G2 + 2S2
f ]

� C ′(Gνλ1)
2
(
1 +G2 + S2

f

)
.

�

Nous posons

B :=
⋃

t� 1
νλ1

S(t)B0.

B est compact, invariant et d’après le lemme précédent nous avons pour u ∈ B
l’inégalité |Au| � C ′G2(νλ1). Nous prenons S(t) : B → B.

28
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1.4.1 Théorème d’existence d’attracteur exponentiel

Définition 1.17. Soient H un espace de Banach et S(t) un semi-groupe sur H. On
dit qu’un ensemble M est un attracteur exponentiel pour S(t) sur H si M contient
l’attracteur global et si :

– M est compact dans H et S(t)M ⊂ M ;
– M est de dimension fractale finie (pour la topologie de H) ;
– ∀B ⊂ H borné, ∃c0(B), c1(B) telles que,

distH(S(t)B,M) � c0e
−c1t.

Définition 1.18. ( [2], [25], [33])
Soient H un espace de Hilbert, X un sous-ensemble compact de H et {S(t)} un
semi-groupe sur X. Nous disons que {S(t)} vérifie la propriété de laminage sur X
si, pour tout δ ∈]0, 1

4
[, il existe un temps t∗ et un projecteur P de rang N0 tel que,

pour tout u, v ∈ X si

‖(I − P )(S(t∗)u− S(t∗)v)‖H � ‖P (S(t∗)u− S(t∗)v)‖H

alors
‖S(t∗)u− S(t∗)v‖H � δ‖u− v‖H .

Théorème 1.19. ( [25], [60])
Si {S(t)}t�0 vérifie la propriété de laminage sur X et si S(t∗) est Lipschitizien sur X
de constante L, alors {S(t)}t�0 possède un attracteur exponentiel M de dimension
fractale estimée par

distF (M) � N0 max
(
1,

log(16L+ 1)

log2
)
.

Remarque 1.20. Notons que, dans la propriété de laminage, nous avons utilisé un
projecteur orthogonal de rang fini, donc cette propriété n’est valable (en général) que
dans des espaces de Hilbert.

Pour montrer l’existence d’un attracteur exponentiel nous démontrons d’abord que
le semi-groupe {S(t)} défini pour le problème de Navier-Stokes vérifie la propriété
de laminage. Pour cela nous prenons deux solutions u1, u2 de l’équation

d

dt
u+ νAu+B(u, u) = f, dans B.

Nous posons w(t) := u1(t) − u2(t), et u(t) = 1
2
(u1(t) + u2(t)). Alors, w vérifie

l’équation suivante

d

dt
w + νAw +B(u1, u1) −B(u2, u2) = 0.

29



Chapitre 1 : Problème de Navier-Stokes autonome

Nous avons

B(u1, u1) − B(u2, u2) = B(
u1 + u2

2
+
u1 − u2

2
,
u1 + u2

2
+
u1 − u2

2
)

+B(
u1 + u2

2
+
u2 − u1

2
,
u1 + u2

2
+
u2 − u1

2
)

= B(u+
w

2
, u− w

2
) −B(u− w

2
, u− w

2
)

= B(u, u) +
1

4
B(w,w) +B(u,w) −B(u, u) − 1

4
B(w,w) +B(w, u)

= B(u,w) +B(w, u).

Donc w est une solution du problème suivant

d

dt
w + νAw +B(u,w) +B(w, u) = 0, (1.50)

w(0) = u1(0) − u2(0). (1.51)

Nous prenons le produit scalaire de (1.50) par w dans H

(
d

dt
w,w) + ν(Aw,w) + (B(u,w), w) + (B(w, u), w) = 0. (1.52)

Nous avons
(Aw,w) = ((w,w)), et (B(u,w), w) = 0.

Par (1.52)
1

2

d

dt
|w|2 + ν‖w‖2 = −(B(w, u), w)

� C1|w|‖w‖‖u‖ (1.53)

� ν

2
‖w‖2 +

C2
1

2ν
|w|2‖u‖2. (1.54)

Nous avons u ∈ B, donc
‖u‖ � 4Gνλ

1
2
1 . (1.55)

Par (1.54) et (1.55)

1

2

d

dt
|w|2 + ν‖w‖2 � ν

2
‖w‖2 + 8C2

1(G2νλ1)|w|2

d

dt
|w|2 + ν‖w‖2 � 16C2

1(G2νλ1)|w|2, ν‖w‖2 � 0.

Nous avons, en particulier,

d

dt
|w|2 � 16C2

1(G2νλ1)|w|2.
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Nous multiplions la dernière inégalité par e−16C2
1G2νλ1t et nous intégrons entre 0 et t

|w(t)|2 � e16C2
1G2νλ1t|w(0)|2.

Cette relation donne la constante Lipschitz de S(t), i.e.,

LipB(S(t)) � exp
(
8C2

1G
2νλ1t

)
.

Nous posons

λ(t) =
‖w(t)‖2

|w(t)|2 . (1.56)

Par (1.53) et (1.56), nous obtenons

1

2

d

dt
|w|2 + νλ(t)|w|2 � C1λ

1
2 (t)|w|2‖u‖. (1.57)

Par (1.55) et (1.57)

d

dt
|w|2 + 2νλ(t)|w|2 � (8C1Gνλ

1
2
1 )λ

1
2 (t)|w|2.

En utilisant le lemme de Gronwall, nous trouvons

|w(t)|2 � exp
(− 2ν

∫ t

0

(λ(τ) − (8C1Gνλ
1
2
1 )λ

1
2 (τ))dτ

)|w(0)|2. (1.58)

Cela donne que le semi-groupe pour le problème de Navier-Stokes satisfait |w(t)| �
δ(t)|w(0)|, où

δ(t) = exp
{− ν

∫ t

0

(λ(τ) − (4C1Gνλ
1
2
1 ))λ

1
2 (τ)dτ

}
.

Pour trouver l’attracteur exponentiel nous allons appliquer le Théorème 1.19. Nous
prenons t∗ :=

(
C3G

2νλ1log(G
4ν2λ1 + 1)

)−1 et S∗ = S(t∗). Par ce qui précède, S∗
vérifie

|S∗u− S∗v| < δ|u− v|,
pour δ < 1

8
. Nous posons

λ∗ := λ∗(t) >
1

2
λN0+1.

Nous dérivons la relation

λ(t) =
‖w(t)‖2

|w(t)|2 =
((w,w))

(w,w)
,

donc
d

dt
λ(t) =

2((wt, w))|w|2 − 2(wt, w)‖w‖2

|w|4
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=
2

|w|2 [(wt, Aw) − (wt, w)λ(t)]

1

2

d

dt
λ(t) =

1

|w|2 (wt, (A− λ(t))w). (1.59)

Nous posons ξ(t) :=
w(t)

|w(t)| . Nous déduisons par (1.59)

1

2

d

dt
λ(t) =

1

|w|2 (−νAw −B(u,w) −B(w, u), (A− λ(t))w)

= (−νAξ − (B(ξ, u) +B(u, ξ)), (A− λ(t))ξ)

� (−ν(A− λ(t))ξ − (B(ξ, u) +B(u, ξ)), (A− λ(t))ξ)

� −ν|(A− λ(t))ξ|2 − (B(ξ, u) +B(u, ξ), (A− λ(t))ξ)

1

2

d

dt
λ(t) � −ν|(A− λ(t))ξ|2 +

1

2ν
(B(ξ, u) +B(u, ξ))2 +

ν

2
|(A− λ(t))ξ|2 (1.60)

� −ν
2
|(A− λ(t))ξ|2 +

1

ν
(|B(ξ, u)|2 + |B(u, ξ)|2).

Ici, nous avons utilisé −a.b � 1
2ν
a2 + ν

2
b2, (a+ b)2 � 2a2 + 2b2. Par (1.13)

|B(ξ, u)| � C1|ξ| 12‖ξ‖ 1
2‖u‖ 1

2 |Au| 12 .

Nous avons

|ξ| 12‖ξ‖ 1
2 =

|w| 12
|w| .

|w‖ 1
2

|w| 12 � λ
1
4 ,

et
‖u‖ � 2ρ1.

Donc
|B(ξ, u)| � C1λ

1
4 (2ρ1)

1
2 |Au| 12 . (1.61)

D’autre part, nous avons

|B(u, ξ)| � |u|L∞‖ξ‖ � C2(log
|Au|2
λ1‖u‖2

+ 1)‖u‖λ 1
2 . (1.62)

Par (1.61) et (1.62), nous déduisons par (1.60)

d

dt
λ(t) � 2

ν

(
C2

1λ
1
2 2ρ1|Au| + C2

2(log
|Au|2
λ1‖u‖2

+ 1)2‖u‖2λ
)
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� 4C2
1ρ1

ν
|Au(t)|λ 1

2 (t) +
C2

2

ν
(log

|Au(t)|2
λ1‖u‖2

+ 1)‖u‖2λ(t). (1.63)

Nous posons

g(t) :=
4C2

1ρ1

ν
|Au(t)|,

et
f(t) :=

C2
2

ν
(log

|Au(t)|2
λ1‖u‖2

+ 1)‖u‖2.

Par (1.63), nous avons

d

dt
λ(t) � g(t)

√
λ(t) + f(t)λ(t).

Nous divisons sur
√
λ(t)

d

dt

√
λ(t) � 2

d

dt

√
λ(t) =

1√
λ(t)

d

dt
λ(t) � g(t) + f(t)

√
λ(t).

Nous intégrons en utilisant le lemme de Gronwall uniforme entre t0 et t√
λ(t) �

√
λ(t0)exp

( ∫ t

t0

f(s)ds
)

+

∫ t

t0

exp
( ∫ t

s

f(τ)dτ
)
g(s)ds

� e
R t

t0
f(s)ds(√

λ(t0) +

∫ t

t0

g(s)ds
)
.

Nous prenons t = t∗ et λ(t∗) = λ∗. Donc la dernière relation s’écrit

√
λ(t0) � exp

(− ∫ t

t0

f(s)ds
)√

λ∗ −
∫ t

t0

g(s)ds.

Nous posons

E : =

∫ t∗

0

λ(t0)dt0 � 1

t∗

( ∫ t∗

0

√
λ(t0)dt0

)2

� 1

t0

( ∫ t∗

0

exp(−
∫ t∗

t0

f(s)ds)
√
λ∗dt0 −

∫ t∗

0

∫ t∗

t0

g(s)dsdt0
)2
.

Nous avons∫ t∗

0

∫ t∗

t0

g(s)dsdt0 =
4C2

1ρ1

ν

∫ t∗

0

∫ t∗

t0

|Au(s)|dsdt0

� 4C2
1ρ1

ν

∫ t∗

0

(t∗ − t0)
1
2

( ∫ t∗

t0

|Au(s)|2ds) 1
2dt0.
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Par (1.49)∫ t∗

0

∫ t∗

t0

g(s)dsdt0 =
4C2

1ρ1

ν

∫ t∗

0

(t∗ − t0)
1
2 (17G2νλ1)

1
2dt0

� C ′C2
1G

2ν
1
2λ1

∫ t∗

0

(t∗ − t0)
1
2dt0 =

2

3
C ′C2

1G
2ν

1
2λ1t

3
2∗ . (1.64)

Et

λ
1
2∗

∫ t∗

0

exp(−
∫ t∗

t0

f(s)ds)dt0 �

λ
1
2∗

∫ t∗

0

exp(−C
2
2

ν

∫ t∗

t0

(log
|Au(s)|2
λ1‖u(s)‖2

+ 1)‖u‖2ds)dt0

� λ
1
2∗

∫ t∗

0

e−β(t∗−t0)dt0 =
λ

1
2∗
β

(1 − e−βt∗), (1.65)

où,

β =
C2

2

ν
sup
u∈B

‖u‖2(log
|Au|2
λ1‖u‖2

+ 1).

Maintenant, nous allons estimer β. Nous avons

‖u‖2 � 16G2ν2λ1, |Au|2 � (C2G
2νλ1)

2, ∀u ∈ B.

Nous prenons la fonction φ(x, y) = x(log y
x

+ 1), définie sur le rectangle

0 � x � 16G2ν2λ1 et 0 � y � C2
2G

4ν2λ1.

Nous avons deux cas :
Si x � (G4ν2λ1)

−1. Donc

φ(x, y) � 16G2ν2λ1(log C2(G
4ν2λ1)

2 + 1)

� C3G
2ν2λ1(log G4ν2λ1 + 1).

Si x < (G4ν2λ1)
−1 � 1. Nous trouvons

φ(x, y) � x(log y + log
1

x
+ 1) � (log y + 1) + xlog

1

x

� (log C2G
4ν2λ1 + 1) +

1

2
� C3G

2ν2λ1(log G4ν2λ1 + 1).

Donc, dans les deux cas, β est estimé par

β � C3G
2νλ1(log G4ν2λ1 + 1). (1.66)

34



1.4 Un attracteur exponentiel

Par (1.64) et (1.65),

E =

∫ t∗

0

λ(t0)dt0 � 1

t∗
[
λ

1
2∗
β

(1 − e−βt∗) − C ′′C2
1G

2ν
1
2λ1t

3
2∗ ]2. (1.67)

Nous avons

δ∗ = δ(t∗) = exp
{− ν

∫ t∗

0

(
λ(τ) − (4C1Gνλ

1
2
1 )λ

1
2 (τ)

)
dτ
}
.

Nous appliquons l’inégalité de Young, où

a = (λ(τ)ν)
1
2 , b = C1G(νλ1)

1
2 .

δ∗ � exp
{− ν

∫ t∗

0

λ(τ)dτ + 4C2
1G

2νλ1t∗
}

� exp
{− ν

2t∗
[
λ

1
2∗
β

(1 − e−βt∗) − C ′′C2
1G

2ν
1
2λ1t

3
2∗ ]2 + 4C2

1G
2νλ1t∗

}
� exp

{− C4νβ[
λ∗
2β2

− C5G
4νλ2

1(
1

β
)3] + 4C2

1G
2νλ1β

−1
}
.

Nous avons t∗ = 1
β
. Donc

δ∗ � exp
{− C4

2
νλ∗β−1 + C6G

4ν2λ2
1β

−2 + 4C2
1G

2νλ1β
−1
}
.

Et nous avons déjà vu que λ∗ � 1
2
λN0+1 ∼ ω0N0λ1. Donc, pour avoir δ∗ < 1

8
, nous

devons chercher N0, tel que

N0 � C7 max
{ β

νλ1

,
G4ν2λ2

1

β2
.
β

νλ1

,
G2νλ1

β
.
β

νλ1

}
� C7 max

{ β

νλ1

,
G4νλ1

β
,G2

}
� C8G

2(log G4νλ1 + 1). (1.68)
Nous avons aussi, pour t = t∗ = β−1, la constante de Lipschitz de S∗ = S(t∗) est
estimée par

L∗ = LipBS∗ � exp
(
8C2

1G
2νλ1t∗

)
� expC9

(
log (G4ν2λ1 + 1)

)−1 � eC10 .

En appliquant le Théorème 1.19 nous avons le résultat suivant.

Théorème 1.21. Le semi-groupe pour le problème de Navier-Stokes possède un
attracteur exponentiel, M, en B, tel que sa dimension fractale est estimée par

dimF (M) � C8G
2(log G4ν2λ1 + 1).
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Chapitre 2

Problème de Navier-Stokes non
autonome

Dans le chapitre précédent nous avons trouvé l’attracteur global et un attracteur
exponentiel pour le problème de Navier-Stokes autonome, i.e., f = f(x) et f ne
dépend pas de t. Dans ce chapitre nous allons trouver les attracteurs exponentiels,
uniforme et rétrograde pour le problème de Navier-Stokes non autonome suivant :

∂u

∂t
+ νAu+B(u, u) = f(x, t),

u(τ) = uτ , uτ ∈ H,

(2.1)

où, H est le même espace utilisé dans le chapitre précédent (pour V aussi), et nous
supposons que f dans ce cas vérifie

(A). f(s) = f(., s) est dans L2
loc(R;H),

‖f‖2
L2

b
= sup

t∈R

∫ t+1

t

|f(s)|2ds < +∞.

(On peut aussi supposer |f |2 � M, M suffisamment grand).
Nous associons au problème (2.1) les conditions aux limites de Dirichlet homogène
et les conditions aux limites périodiques du chapitre précédent et d’après ce chapitre
, nous avons l’existence et l’unicité d’une solution de ce problème.

2.1 Un attracteur exponentiel

Pour trouver un attracteur exponentiel, on va utiliser les espaces H et V que
l’on a déjà trouvés dans le chapitre précédent pour le problème (2.1).
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2.1.1 Borné absorbant

Borné absorbant dans H

Multiplions (2.1) par u, procédons comme dans le chapitre précédent, nous ob-
tenons, pour ‖u‖2 � λ1|u|2,

1

2

d

dt
|u|2 + ν‖u‖2 = (f, u)

� |f | |u|
� ν

2
‖u‖2 +

1

2νλ1

|f |2, |u| � λ
− 1

2
1 ‖u‖.

d

dt
|u|2 + ν‖u‖2 � 1

νλ1

|f |2 � CM . (2.2)

d

dt
|u|2 + νλ1|u|2 � CM .

Ce qui donne en intégrant sur [τ, t]

|u(t)|2 � |uτ |2e−νλ1(t−τ) +
CM

ν2λ2
1

(
1 − e−νλ1(t−τ)

)
� |uτ |2e−νλ1(t−τ) +

CM

ν2λ2
1

−−−−→
t−τ→∞

CM

ν2λ2
1

.

Nous avons alors l’existence d’un borné absorbant dans H. De plus, nous avons par
(2.2) ∫ t+1

t

‖u(s)‖2ds � |uτ |2e−νλ1t +
CM

ν2λ2
1

<∞.

Borné absorbant dans V

En multipliant (2.1) par Au, procédons comme dans le chapitre précédent, nous
avons

d

dt
‖u‖2 + νλ1‖u‖2 � 2

ν
|f |2 +

2c1
ν3

|u|2‖u‖4.

Ce qui donne, en intégrant et par le lemme de Gronwall uniforme, l’existence d’un
borné absorbant B dans V . B est donc compact dans H.

2.1.2 Construction d’attracteurs exponentiels

B étant le borné absorbant dans V alors, il existe t1 tel que

S(t)B → B, pour t � t1,
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S(t) est le semi-groupe dans H.
Ensuite, nous définissons, pour le problème (2.1), une famille de processus dans H
comme suit

{Uf (t, τ), τ ∈ R, t � τ},
Uf (t, τ)uτ := u(t), où u(t) est la solution de (2.1). Nous avons déjà trouvé par (2.2)
l’estimation

|u(t)|2 � |u(τ)|2e−λ(t−τ) + C, pour t � τ et λ = νλ1. (2.3)

Nous avons le résultat suivant.

Lemme 2.1. Soit u une solution du problème (2.1). Alors

|u(t)|2 + ν

∫ t

τ

‖u(s)‖2ds � |u(τ)|2 + c

∫ t

τ

|f(s)|2ds. (2.4)

Démonstration.
Multiplions (2.1) par u

d

dt
|u|2 + ν‖u‖2 � c|u|2 � |f | |u| � c1|f |‖u‖

� ν

2
‖u‖2 + c′|f |2.

En intégrant entre τ et t nous trouvons (2.4). �

Lemme 2.2. Soit u une solution du (2.1). Nous avons alors une borne pour u dans
L∞(τ, t;V ), i.e.,

‖u(t)‖2 <∞.

Démonstration.
Nous multiplions (2.1) par −Δu

1

2

d

dt
‖u‖2 + ν|Δu|2 + (B(u), Au) = (f, Au).

Nous avons (voir les estimations du chapitre précédent)

|(B(u),Δu)| � ν

4
|Δu|2 + c|u|2‖u‖4.

Donc
d

dt
‖u‖2 � c1|f |2 + c2|u|2‖u‖4.

Pour appliquer le lemme de Gronwall uniforme 1.13 nous posons

g := c2|u|2‖u‖2, h := c1|f |2, y := ‖u‖2
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∫ t+r

t

g(s)ds � a1,

∫ t+r

t

h(s)ds � a2,

∫ t+r

t

y(s)ds � a3.

Nous avons alors
‖u(t)‖2 �

(a3

r
+ a2

)
ea1 , (2.5)

où, par (2.4),

a1 � c2
(|u(τ)|2 + c

∫ t

τ

|f(s)|2ds)a3 � Ca3,

a2 = c1

∫ t+r

t

|f(s)|2ds <∞,

a3 =

∫ t+r

t

‖u(s)‖2ds <∞ (par (2.4)).

�

Nous trouvons ensuite une estimation pour la différence entre deux solutions, soit
le résultat suivant.

Lemme 2.3. La famille {Uf (t, τ)} : uτ → u(t) est continue pour la topologie de H.

Démonstration.
Soient u1(t) := Uf1(t, τ)u1τ et u2(t) := Uf2(t, τ)u2τ deux solutions du problème (2.1).
Posons w := u1 − u2 et w(τ) = u1τ − u2τ . Alors, w vérifie

∂w

∂t
+ νAw +B(w, u1) +B(u2, w) = f.

Multiplions par w, notons que (B(u2, w), w) = 0,

1

2

d

dt
|w|2 + ν‖w‖2 + (B(w, u1), w) = (f, w). (2.6)

Nous avons

|(B(w, u1), w)| � ‖w‖2
L4‖u1‖ � c|w| ‖w‖ ‖u1‖

� ν

2
‖w‖2 + c|w|2‖u1‖2.

Ce qui donne, en particulier,

d

dt
|w|2 �

(
c‖u1‖2 + 1

)|w|2 + |f |2.
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En intégrant

|w(t)|2 �
(|w(τ)|2 +

∫ t

τ

|f(s)|2ds)eR t
τ a(s)ds,

a(s) = c‖u1‖2 + 1, et par (2.4) nous avons∫ t

τ

‖u1(s)‖2ds � C1,

C1 dépend de |u1(τ)| et de
∫ t

τ
|f1(s)|2ds. Nous avons alors

|w(t)|2 � c
(|w(τ)|2 +

∫ t

τ

|f(s)|2ds)eK(t−τ),

d’où nous avons l’estimation suivante

|u1(t) − u2(t)|2 � C
(|u1τ − u2τ |2 +

∫ t

τ

|f1(s) − f2(s)|2ds
)
eK(t−τ). (2.7)

Pour f1 = f2 nous avons

|Uf (t, τ)u1τ − Uf (t, τ)u2τ |2 � CeK(t−τ)
(|u1τ − u2τ |2

)
, (2.8)

et par (2.6) nous trouvons l’estimation∫ t

τ

‖w(s)‖2ds � CeK(t−τ)|u1τ − u2τ |2. (2.9)

Nous avons aussi, pour u1τ = u2τ = uτ

|Uf1(t, τ)uτ − Uf2(t, τ)uτ |2 � CeK(t−τ)

∫ t

τ

|f1(s) − f2(s)|2ds. (2.10)

�

Nous trouvons aussi par (2.6) et par l’inégalité de Poincaré

d

dt
|w|2 + c|w|2 � c

2
|w|2 + c′‖w‖2‖u1‖2 + c1|f |2.

Nous procédons comme auparavant et nous intégrons, nous trouvons

|w(t)|2 � c
(|w(τ)|2 +

∫ t

τ

|f(s)|2ds)e−α(t−τ), α � 0. (2.11)

Afin de trouver des attracteurs exponentiels, nous allons appliquer le résultat sui-
vant.
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Théorème 2.4. ( [26] et [60])
Supposons que la famille {Uf (t, τ)}, définie comme auparavant, vérifie la propriété
de régularisation, i.e.,

‖Uf (t, τ)u1 − Uf (t, τ)u2‖ � K|u1 − u2|, ∀u1, u2 ∈ H, V ⊂ H compacte.

Alors, le système dynamique discret possède un attracteur exponentiel Md.
De plus, si Uf (t, τ) est Hölder continue sur [τ, t] × B, pour des données initiales
dans B, alors nous avons l’existence d’une famille d’attracteurs exponentiels pour le
système dynamique continu.

Pour appliquer le Théorème 2.4 nous démontrons le résultat suivant.

Lemme 2.5. La famille {Uf (t, τ)} vérifie l’estimation suivante

‖Uf (t, τ)u1(τ) − Uf (t, τ)u2(τ)‖ � c

t− τ
eK(t−τ)|u1(τ) − u2(τ)|, t > τ. (2.12)

Démonstration.
Soient u1 et u2 deux solutions de (2.1). Posons w := u1 − u2. Alors, nous avons

∂w

∂t
− νΔw +B(w, u1) +B(u2, w) = 0, f1 = f2.

Multiplions par −(t− τ)Δw

t− τ

2

d

dt
‖w‖2 + ν(t− τ)|Δw|2 � (t− τ)|(B(w, u1),Δw)| + (t− τ)|(B(u2, w),Δw)|.

Nous avons par (1.10) et (1.13)

|(B(w, u1),Δw)| � c1|w| 12‖u1‖|Δw| 32

� c‖w‖ 1
2‖u1‖|Δw| 32 ,

et
|(B(u2, w),Δw)| = 0.

Ce qui donne

(t− τ)

2

d

dt
‖w‖2 + ν(t− τ)|Δw|2 � ν

2
(t− τ)|Δw|2 + c1(t− τ)‖w‖2‖u1‖4

d

dt

(
(t− τ)‖w‖2

)
+ ν(t− τ)|Δw|2 � C(t− τ)‖u1‖4‖w‖2 + ‖w‖2.

D’après (2.5)

d

dt

(
(t− τ)‖w‖2

)
+ ν(t− τ)|Δw|2 � C ′(t− τ)‖w‖2 + ‖w‖2.
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En intégrant entre τ et t et par (2.9) nous avons (2.12). �

Nous avons déjà trouvé un borné absorbant B dans H ; B := {u ∈ H, |u| � R1},
i.e., il existe T tel que

Uf (τ + T, τ)O1(B) ⊂ B, ∀τ ∈ R. (2.13)

La dernière relation avec (2.8) donnent

Uf (τ + T, τ) ∈ S1,K(B), pour K suffisamment grand.

D’après le Théorème 2.4, la famille

U τ
f := Uf (τ + nT, τ + �T ), n, � ∈ Z, n � �,

possède un attracteur exponentiel dansH, � 	→ Mf (�, τ), pour le système dynamique
discret. Par cette construction nous avons (voir [29])

Mf (�, τ) = Mf (0, �T + τ), MTsf (�, τ) = Mf (�, τ + s). (2.14)

Pour définir un attracteur exponentiel pour un temps continu, nous démontrons
d’abord que la famille {Uf (t, τ)} est Hölder continue.

Lemme 2.6. Soit u une solution du problème (2.1). Nous avons l’estimation sui-
vante ∫ t+r

t

∣∣∂u
∂t

(s)
∣∣2ds � c, r � 0. (2.15)

Démonstration.
Multiplions (2.1) par

∂u

∂t∣∣∂u
∂t

∣∣2 +
ν

2

d

dt
‖u‖2 +

(
B(u),

∂u

∂t

)
=
(
f,
∂u

∂t

)
.

Nous avons ∣∣(B(u, u),
∂u

∂t

)∣∣ � |B(u)|∣∣∂u
∂t

∣∣
� c‖B(u)‖∣∣∂u

∂t

∣∣
� c1|u| ‖u‖

∣∣∂u
∂t

∣∣
� 1

4

∣∣∂u
∂t

∣∣2 + c2|u|2‖u‖2.
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Nous avons alors ∣∣∂u
∂t

∣∣2 + ν
d

dt
‖u‖2 � c|u|2‖u‖2 + c′|f |2.

Par le lemme de Gronwall uniforme 1.13, où g := c|u|2, h := c′|f |2, y := ‖u‖2, nous
avons (comme dans (2.5))∫ t+r

t

∣∣∂u
∂t

(s)
∣∣2ds+ ν‖u(t)‖2 �

(a3

r
+ a2

)
ea1 � const.

�

Lemme 2.7. Nous avons

|Uf (t+ τ + s, τ)uτ − Uf (t+ τ, τ)uτ | � C|s| 12 , (2.16)

et
|Uf (t+ τ + s, τ + s)uτ − Uf (t+ τ, τ)uτ | � CT e

Kt|s| 12 , (2.17)

pour s � 0.

Démonstration.
Nous avons par (2.15)

|Uf (t+ τ + s, τ)uτ − Uf (t+ τ, τ)uτ | =
∣∣ ∫ t+τ+s

t+τ

∂u(θ)

∂t
dθ
∣∣

�
∫ t+τ+s

t+τ

∣∣∂u(θ)
∂t

∣∣dθ
� |s| 12

∫ t+τ+s

t+τ

∣∣∂u(θ)
∂t

∣∣2dθ
� c|s| 12 .

Pour trouver (2.17), nous avons par (2.8) et (2.16)

|Uf (t+ τ + s, τ + s)uτ − Uf (t+ τ, τ)uτ | �

� |Uf (t+ s+ τ, t+ τ)
(
Uf (t+ τ, τ + s)uτ

)− Uf (t+ τ, τ + s)uτ |

+ |Uf (t+ τ, τ + s)uτ − Uf (t+ τ, τ + s)
(
Uf (τ + s, τ)uτ

)|
� c|s| 12 + CeK(t−s)|uτ − Uf (τ + s, τ)uτ |

� ceKt|s| 12 , s � 0, t ∈ R
+.
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2.1 Un attracteur exponentiel

�

D’après ce qui précède et par le Théorème 2.4, nous avons l’existence d’attracteurs
exponentiels pour le système dynamique continu. Nous définissons ces attracteurs
par

Mf (τ) :=
⋃

s∈[0,T ]

Uf (τ, τ − T − s)Mf (0, τ − T − s). (2.18)

Nous vérifions que Mf (τ) sont des attracteurs exponentiels.
(1). La propriété de semi-invariance, i.e.,

Uf (t, τ)Mf (τ) ⊂ Mf (t), et Mf (t+ s)MTsf (t).

La démonstration sera présentée dans le chapitre de Cahn-Hilliard non auto-
nome (voir (4.40)).

(2). f 	→ Mf (t) est Hölder continu. Soient f1 et f2 deux fonctions. Nous avons

Mf1(t) :=
⋃

s∈[0,T ]

Uf1(t, t− T − s)Mf1(0, t− T − s).

Mf (0, τ) est un attracteur exponentiel, alors

distsymm
H (Mf1(0, τ),Mf2(0, τ)) � c

(∫ τ

−∞
e−α(τ−s)|f1(s) − f2(s)|2ds

)k′

.

(2.19)
D’après (2.18) et (2.11) nous avons

distsymm
H

(
Mf1(t),Mf2(t)

)
� c

(∫ t

−∞
e−α(t−s)|m1 −m2|2ds

)k

.

De plus,

distsymm
H (Mf (0, τ + s),Mf (0, τ)) � c′|s| 12 , (2.20)

|Uf (t+ τ + s, τ + s)uτ − Uf (t+ τ, τ)uτ | � ceKt|s| 12 .
Par les dernières relations nous avons

distsymm
H (Mf (t+ s),Mf (t)) � c|s| 12 .

(3). Mf (t) est de dimension fractale finie ; dimF (Mf (t), H) <∞.
Nous avons par (2.17) et (2.20)

distsymm
H

(
Uf (t, t−T −s1)Mf (0, t−T −s1), Uf (t, t−T −s2)Mf (0, t−T −s2)

)
� c|s1 − s2|k′′

.
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Soit ε > 0 arbitraire. Nous estimons Nε(Mf (t), H) ; le nombre le plus petit
de ε−boules nécessaires pour couvrir Mf (t), et donc nous trouvons Nε par la
dernière inégalité

cNk′′
ε <

ε

2

donc
Nk′′

ε <
ε

2c
⇒ Nε < (

ε

2c
)

1
k′′ .

Nous avons

Mf (t) :=
⋃

s∈[0,T ]

Uf (t, t− T − s)Mf (0, t− T − s),

donc

Nε(Mf (t), H) �
∑

=0

N ε
2
(Uf (t, t− T − �(

ε

2c
)

1
k′′ )Mf (0, t− T − �(

ε

2c
)

1
k′′ , H),

dimF (Uf (t, t− T − �(
ε

2c
)

1
k′′ )Mf (0, t− T − �(

ε

2c
)

1
k′′ , H) �

dimF (Mf (0, t− T − �(
ε

2c
)

1
k′′ , H) <∞,

car Mf (�, τ) sont des attracteurs et donc de dimension fractale finie.

En appliquant le Théorème 2.4 nous avons le résultat suivant.

Théorème 2.8. Supposons que la fonction f du problème (2.1) vérifie l’hypothèse
(A). Alors, pour toute f , il existe un attracteur exponentiel t 	→ Mf (t), pour la
famille de processus Uf , vérifiant les propriétés suivantes :

(i). Les ensembles Mf (t) sont compacts et de dimension finie dans H.
(ii). Les ensembles Mf (t) sont semi-invariant respectivement pour Uf (t, τ) et

ils vérifient

Uf (t, τ)Mf (τ) ⊂ Mf (t), Mf (t+ s) = MTsf (t),

où t, s, τ ∈ R, t � τ et Ts est défini comme auparavant.
(iii). Ils vérifient la propriété suivante : pour tout ensemble borné B dans H,

nous avons, pour tout τ ∈ R et t � 0,

distH(Uf (τ + t, τ)B,Mf (τ + t)) � Q(‖B‖H)e−αt,

où α est une constante positive et Q est une fonction monotone.
(iv). L’application f 	→ Mf (t) est Hölder continue.
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2.2 L’attracteur uniforme

2.2 L’attracteur uniforme
Dans cette section nous cherchons l’attracteur uniforme du problème de Navier-

Stokes non autonome suivant :

∂u

∂t
− νΔu+ (u · ∇)u+ ∇p = f(x, t), (2.21)

div u = 0,

u = 0 sur Γ,

u|t=τ = uτ , τ ∈ R.

Nous supposons que f(s) = f(·, s) ∈ L2
loc(R;H) et elle vérifie

(H1) |f | � M <∞.

(H2)

‖f‖L2
b

:= sup
t∈R

∫ t+1

t

|f(s)|2ds <∞.

Pour trouver l’attracteur uniforme de ce problème nous avons besoin de définir des
symboles ainsi que la famille de processus {U(t, τ)}, voir [15] et [60].

2.2.1 Définitions

Le symbole :

Par (2.21) nous pouvons écrire

∂u

∂t
= −νΔu−B(u, u) + f(t) := Af(t)u.

Nous appelons f le symbole de l’équation (2.21). Ensuite, nous allons définir le
groupe {T (h), h ∈ R} par

T (h)f(s) := f(s+ h), s, h ∈ R.

Nous avons donc T (h)L2
loc(R;H) ⊂ L2

loc(R;H).
Finalement, nous définissons le symbole H(f) comme suit

H(f) := {T (h)f, h ∈ R}, (2.22)

tel que la fermeture est dans l’espace L2
loc(R;H). Nous notons H(f) par Σ, nous

avons donc

T (h)Σ = Σ, ∀h ∈ R (par définition de T (h) et de Σ).

Définition 2.9. La fonction f(s) ∈ L2
loc(R;H) est translation compacte (et nous

notons tr.c) si H(f) est compact dans L2
loc(R;H).
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Par (2.22) nous avons que H(f) est fermé dans l’espace L2
loc(R;H) qui est com-

pact, alors H(f) est compact. Nous trouvons donc que f(s) est tr.c dans L2
loc(R;H).

f(s) est translation bornée dans L2
loc(R;H), car

‖f‖2
L2

b
= ‖f‖2

L2
b(R;H) = sup

t∈R

∫ t+1

t

|f(s)|2ds <∞.

Dans la suite, on suppose que

Σ := H(f) ⊂⊂ Lloc
2 (R;H) (pour f fixé).

Définition 2.10. Nous définissons la famille de processus {Uf (t, τ), t � τ, τ ∈ R}
dans H par

Uf (t, τ) : H → H

uτ 	→ u(t),

où u(t) est la solution du problème (2.21), f ∈ L2
loc(R;H), et {Uf (t, τ)} vérifie

1. Uf (t, s) ◦ Uf (s, τ) = Uf (t, τ), ∀t � s � τ, τ ∈ R.

2. Uf (τ, τ) = Id (opérateur identité).

D’après ce qui précède et l’unicité de la solution, nous avons

UT (h)f (t, τ) = Uf (t+ h, τ + h), ∀h � 0, t � τ, τ ∈ R. (2.23)

Définition 2.11. Nous disons que l’ensemble AΣ ⊂ H est l’attracteur uniforme
pour la famille {Uf (t, τ), t � τ, τ ∈ R, f ∈ Σ} si

(i) il est compact dans H,
(ii) il attire uniformément tous les bornés de H, i.e.,

∀B ⊂ H borné, lim
t→+∞

sup
f∈Σ

dist
(
Uf (t, τ)B,AΣ

)
= 0,

(iii) il est minimal parmi tous les ensembles fermés qui vérifient (ii).

Nous notons par cette définition que l’attracteur uniforme de {Uf (t, τ)} n’est pas
invariant (ici nous remplaçons l’invariance par une propriété de minimalité (iii)).
Voir [41], où la définition d’un attracteur associé à une famille de la forme {U(t, τ)}
a été proposée.

Remarque 2.12. Si l’attracteur uniforme existe alors il est unique, car, supposons
que nous avons deux attracteurs uniformes AΣ et A′

Σ, nous obtenons alors par la
propriété (ii) de la définition précédente, pour B borné dans H

lim
t→+∞

sup
f∈Σ

dist
(
Uf (t, τ)B,AΣ

)
= 0,
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lim
t→+∞

sup
f∈Σ

dist
(
Uf (t, τ)B,A′

Σ

)
= 0.

Or, par (iii), AΣ est l’ensemble minimal qui vérifie (ii), donc AΣ ⊂ A′
Σ,

et A′
Σ est l’ensemble minimal qui vérifie (ii), donc A′

Σ ⊂ AΣ.
Alors, AΣ = A′

Σ, et nous avons l’unicité.

Définition 2.13. Nous disons que la famille {Uf (t, τ)}, f ∈ Σ est (H × Σ;H)-
continue si, pour tout t fixé et τ, t � τ , τ ∈ R donc

(u, f) → Uf (t, τ)u est continue.

Proposition 2.14. Soit f(t) une translation compacte dans Lp,w
loc (R; ε). Donc,

1. ∀f1 ∈ H(f) donc f1 est tr.c dans Lp,w
loc (R; ε) et H(f1) ⊆ H(f).

2. H(f) set borné dans Lp
loc(R; ε) , et ∀f1 ∈ H(f) donc

sup
t∈R

∫ t+h

t

‖f1(s)‖p
εds � sup

t∈R

∫ t+h

t

‖f(s)‖p
εds.

3. L’ensemble {T (t)} est continu dans H(f).
4.

T (t)H(f) = H(f) ∀t � 0.

2.2.2 Estimations

Nous prenons le produit scalaire (dans H) de (2.21) par u

( d
dt
u(t), u

)
+ ν(Au, u) + (B(u, u), u) = (f(t), u(t)). (2.24)

Nous avons

1

2

d

dt
|u(t)|2 =

( d
dt
u, u

)
, (Au, u) = ((u, u)) = ‖u(t)‖2 et (B(u, u), u) = 0.

Par (2.24)

1

2

d

dt
|u(t)|2 + ν‖u(t)‖2 = (f(t), u(t)) � ‖f(t)‖V ′‖u(t)‖

� ν

2
‖u(t)‖2 +

1

2ν
‖f(t)‖2

V ′ .

D’après l’inégalité de Poincaré, nous avons

‖v‖2
V ′ � |v|2

λ1

, ‖v‖2 � λ1|v|2,
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ce qui donne
1

2

d

dt
|u(t)|2 +

ν

2
‖u(t)‖2 � 1

2νλ1

|f(t)|2.
Posons λ := νλ1, nous en déduisons

d

dt
|u(t)|2 + νλ1|u(t)|2 � d

dt
|u(t)|2 + ν‖u(t)‖2 � λ−1|f(t)|2. (2.25)

Pour intégrer (2.25) nous utilisons le lemme suivant.

Lemme 2.15. Soit y(t) qui est uniformément continu dans [0,+∞[ et vérifie la
relation suivante

y′(t) + γy(t) � h(t), γ > 0, h(t) � 0, ∀t � 0.

Si ∫ t+1

t

h(s)ds � C, ∀t � 0

alors

y(t) � y(0)exp(−γt) + C(1 − exp(−γ))−1 � y(0)exp(−γt) + C(1 + γ−1).

Pour appliquer ce lemme on pose y(t) := |u(t)|2, h(t) := λ−1|f(t)|2, γ = λ (d’après
l’hypothèse (H2), on peut appliquer le Lemme 2.15), et nous avons donc

|u(t)|2 � |u(τ)|2exp(−λ(t− τ)) + λ−1(1 + λ−1)‖f‖2
L2

b
. (2.26)

De plus, nous avons par (2.25)

d

dt
|u(t)|2 + ν‖u(t)‖2 � λ−1|f(t)|2.

Ce qui donne en intégrant sur [τ, t] l’estimation suivante

|u(t)|2 + ν

∫ t

τ

‖u(s)‖2ds � |u(τ)|2 + λ−1

∫ t

τ

|f(s)|2ds. (2.27)

Estimation de (t− τ)‖u‖
Nous allons démontrer l’inégalité suivante

(t− τ)‖u(t)‖2 � C
(
t− τ, |u(τ)|2,

∫ t

τ

|f(s)|2ds). (2.28)

Pour simplifier, on prend ν = 1, τ = 0. Nous multiplions (2.21) par tAu

(
d

dt
u(t), tAu(t)) + ν(Au(t), tAu(t)) + (B(u, u), tAu) = (f, tAu). (2.29)
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Nous avons

d

dt

(
t‖u‖2

)
=

d

dt
(u, tAu) = (

d

dt
u, tAu) + (u, tA

du

dt
+ Au) = 2(

du

dt
, tAu) + (u,Au)

d

dt

(
t‖u‖2

)
= 2

(du
dt
, tAu

)
+ ‖u‖2,

ν(Au(t), tAu(t)) = t‖u‖2
D(A).

Par (2.29)

1

2

d

dt
(t‖u‖2) − 1

2
‖u(t)‖2 + t‖u‖2

D(A) + t(Bu,Au) � t|f(t)|2 +
1

4
t‖u(t)‖2

D(A). (2.30)

Nous avons
(Bu,Au) � |Bu|‖u‖D(A), (2.31)

et par Cauchy-Schwarz

|Bu| �
( ∫

Ω

|u|2|∇u|2dx) 1
2 �

( ∫
Ω

|u|4dx) 1
4
( ∫

Ω

|∇u|4dx) 1
4

|Bu| � ‖u‖L4‖∇u‖L4(Ω). (2.32)

Par Cauchy-Schwarz et Poincaré, nous avons

‖u‖L4(Ω) =
( ∫

Ω

|u|4dx) 1
4 =

(( ∫
Ω

|u|2dx).( ∫
Ω

|u|2dx)) 1
4 � C0|u| 12‖u‖ 1

2 . (2.33)

De même,
‖∇u‖L4(Ω) � C0|∇u| 12‖∇u‖ 1

2 � C1‖u‖ 1
2‖u‖

1
2

D(A) (2.34)

D’après (2.31), (2.32), (2.33) et (2.34)

|Bu| � C2|u| 12 ‖u‖ ‖u‖
1
2

D(A), C2 = C0C1,

t(Bu,Au) � C2t|u| 12 ‖u‖ ‖u‖
3
2

D(A).

Nous utilisons l’inégalité de Young (où p = 4, p′ = 4
3
)

t(Bu,Au) � t

4
‖u‖2

D(A) +
tC

2
‖u‖4 |u|2. (2.35)

Par (2.28) et (2.35)

1

2

d

dt

(
t‖u‖2

)
+
t

2
‖u(t)‖2

D(A) � 1

2
‖u(t)‖2 + t|f(t)|2 +

tC

2
‖u(t)‖4|u(t)|2. (2.36)

Pour intégrer la dernière relation nous posons

z(t) := t‖u(t)‖2, b(t) := ‖u(t)‖2 + 2t|f(t)|2, γ(t) := C‖u(t)‖2|u(t)|2,
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et nous trouvons
z′(t) � b(t) + γ(t)z(t),

ce qui donne en intégrant

z(t) �
∫ t

0

b(s) exp
( ∫ t

s

γ(θdθ)ds
)

�
( ∫ t

0

b(s)ds
)

exp
( ∫ t

0

γ(s)ds
)
.

Nous avons par (2.27) ∫ t

0

‖u(s)‖2ds � |u(0)|2 +

∫ t

0

|f(s)|2ds,

et

|u(t)|2 � |u(0)|2 +

∫ t

0

|f(s)|2ds.

Donc

t‖u(t)‖2 �
( ∫ t

0

(‖u(s)‖2 + 2s|f(s)|2)ds) exp
( ∫ t

0

C‖u(s)‖2|u(s)|2ds)
�

(|u(0)|2 + (1 + 2t)

∫ t

0

|f(s)|2ds) exp
(
C
(|u(0)|2 +

∫ t

0

|f(s)|2ds)2
)

= C(t, |u(0)|2,
∫ t

0

|f(s)|2ds),

où,
C(z,R,R1) = (R + (1 + 2z)R1) exp

(
C(R +R1)

2
)
.

Estimation pour la difference entre deux solutions

Soient u1 et u2 deux solutions du problème (2.21) et f1 et f2 correspondant
respectivement u1 et u2. Nous posons

w(t) := u1(t) − u2(t) = Uf1(t, τ)u1τ − Uf2(t, τ)u2τ , f := f1 − f2

et w(τ) := u1τ − u2τ . Nous avons donc

∂u1

∂t
+ νAu1 +B(u1, u1) = f1,

∂u2

∂t
+ νAu2 +B(u2, u2) = f2,

et w est une solution du problème suivant

∂tw + νAw +B(w, u1) +B(u2, w) = f, (2.37)
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2.2 L’attracteur uniforme

w(τ) = wτ = u1τ − u2τ .

Ici nous avons utilisé

B(u1, u1) −B(u2, u2) = B(u1 − u2, u1) +B(u2, u1) +B(u2, u1 − u2) −B(u2, u1)

= B(w, u1) +B(u2, w).

Multiplions (2.37) par w( d
dt
w,w

)
+ ν(Aw,w) + (B(w, u1), w) + (B(u2, w), w) = (f, w)

1

2

d

dt
|w|2 + ν‖w‖2 + (B(w, u1), w) = (f, w).

Nous avons
‖w‖2

L4 � C0|w|‖w‖,

(B(w, u1), w) � ‖w‖2
L4‖u1‖ � C0|w|‖w‖‖u1‖ � ν‖w‖2 +

C2
0

4ν
|w|2‖u1‖2,

|(f, w)| � 1

2
|f |2 +

1

2
|w|2.

Ce qui donne, en particulier,

d

dt
|w|2 �

(C2
0

2ν
‖u1‖2 + 1

)|w|2 + |f |2. (2.38)

Grâce au lemme de Gronwall

|w(t)|2 �
(|w(τ)|2 +

∫ t

τ

|f(θ)|2dθ) exp
( ∫ t

τ

a(θ)dθ
)
, a(θ) =

C2
0

2ν
‖u1‖2 + 1,

et ∫ t

τ

a(θ)dθ = t− τ +
C2

0

2ν

∫ t

τ

‖u1‖2dt.

Nous avons par (2.27)∫ t

τ

‖u1‖2dt � 1

ν
|u1(τ)|2 + λ−1ν−1

∫ t

τ

|f1(s)|2ds.

Donc ∫ t

τ

a(θ)dθ = (t− τ) +
1

2ν2
|u1(τ)|2 +

C2
0

2ν2λ

∫ t

τ

|f1(s)|2ds � C1,

où

C1 = C1

(
(t− τ), |u1(τ)|2,

∫ t

τ

|f1(s)|2ds
)
.

Nous avons alors l’estimation suivante

|u1(t) − u2(t)|2 � (|u1τ − u2τ |2 + ‖f1 − f2‖2
L2(τ,t;H)) exp(C1). (2.39)
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2.2.3 Théorème d’existence d’un attracteur

Pour trouver un attracteur uniforme nous allons appliquer les résultats de [15].

Théorème 2.16. ( [15])
Si la famille de processus {Uf (t, τ), t � τ, τ ∈ R, f ∈ Σ} possède un ensemble
compact qui attire uniformément les bornés de H, alors elle admet un attracteur
uniforme AΣ.

Afin d’appilquer ce théorème nous démontrons le résultat suivant.

Proposition 2.17. La famille de processus {Uf (t, τ), t � τ, τ ∈ R, f ∈ Σ}
associée au problème (2.21) est uniformément bornée, (H × H(f);H)-continue et
elle admet un ensemble compact qui attire uniformément les bornés de H, i.e., il
existe un ensemble compact B0 dans H tel que

∀D borné, lim
t→∞

sup
f∈Σ

dist(Uf (t, τ)D,B0) = 0.

Démonstration.
D’après l’estimation (2.26), nous avons

|u(t)|2 � λ−1(1 + λ−1)‖f‖2
L2

b
<∞.

Cela donne que la famille {Uf (t, τ)}, f ∈ Σ, est uniformément bornée dans H. Cette
estimation implique aussi que l’ensemble

B := {u ∈ H, |u|2 � R2
0}, où R2

0 := λ−1(1 + λ−1)‖f‖2
L2

b

est uniformément absorbant. Nous posons B0 :=
⋃

f∈Σ

⋃
τ∈R

Uf (τ + 1, τ)B. B0 est
également uniformément absorbant. D’après (2.28), B0 est borné dans V , et alors
compact dans H (d’après l’injection compacte entre V et H). Cela donne que la
famille {Uf (t, τ)} est uniformément compacte.

Pour démontrer que la famille {Uf (t, τ)} est (H × Σ;H)-continue, nous supposons
deux suites u(n)

2τ et f (n)
2 (s), telles que

u
(n)
2τ −−−→

n→∞
u1τ et f

(n)
2 (s) −−−→

n→∞
f1(s) dans L2

loc(R;H),

et d’après l’estimation (2.39) nous avons

|u1(t) − u
(n)
2 (t)|2 � |u1τ − u

(n)
2τ |2eC1 + ‖f1 − f

(n)
2 ‖L2

loc
eC1 −−−→

n→∞
0.

Nous avons alors
u

(n)
2τ −−−→

n→∞
u1(t) dans H.
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Donc la famille {Uf (t, τ)}, f ∈ H(f) est (H ×H(f);H)-continue. �

D’après la Proposition 2.17 et le Théorème 2.16, nous avons l’existence d’un attrac-
teur uniforme pour le problème (2.21).

Maintenant, nous définissons une famille d’opérateurs {S(t), t � 0} dans H ×H(f)
par

S(t)(u, f) = (Uf (t, 0)u, T (t)f), t � 0, ∀(u, f) ∈ H × Σ. (2.40)

D’après cette définition S(t) est un semi-groupe dans H × Σ (voir le chapitre de
Cahn-Hilliard non autonome).
Nous allons construire un attracteur global dans H × Σ du problème (2.21).

Définition 2.18. ( [15]) Nous disons que K = {u(·)} est le noyau de la famille
{Uf (t, τ)} si u(·) vérifie

Uf (t, τ)u(τ) = u(t), ∀t � τ, τ ∈ R et sup
t∈R

|u(t)| <∞.

Nous appelons K(s) = {u(s), u(·) ∈ K} ⊆ H la section du noyau de {Uf (t, τ)} au
temps t = s (voir [14]).

Théorème 2.19. Supposons que la famille de processus {Uf (t, τ), t � τ, τ ∈
R, f ∈ Σ} est (H × Σ;H)-continue et elle possède un ensemble compact qui attire
uniformément tous les bornés de H. Alors, le semi-groupe S(t) défini par (2.40)
possède un attracteur compact A qui est invariant, i.e., S(t)A = A, ∀t � 0.
De plus, si Π1 et Π2 sont deux projecteurs de H×Σ dans H et dans Σ respectivement,
i.e., Π1(u, f) = u, Π2(u, f) = f , alors

1.
Π1A = A1 = AΣ

est l’attracteur uniforme de {Uf (t, τ)}, f ∈ Σ,
2. Π2A = A2 = Σ,

3. l’attracteur global vérifie

A =
⋃
f∈Σ

Kf (0) × {f},

4. l’attracteur uniforme vérifie

AΣ = A1 =
⋃
f∈Σ

Kf (0),

où Kf (0) est la section du noyau Kf de la famille {Uf (t, τ)}, f ∈ Σ, au temps
t = 0
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2.3 L’attracteur rétrograde

2.3.1 Orientation

Afin de trouver l’attracteur rétrograde (dans un système non autonome asymptoti-
quement compact) du problème de Navier-Stokes, nous allons utiliser les définitions
suivantes (voir [11] et [35]).
Soit Ω un ensemble non vide. Nous prenons la famille d’applications

{ϕ(t)}t∈R, ϕt : Ω → Ω,

qui satisfait

1. ϕ0ω = ω, ∀ω ∈ Ω.

2. ϕt(ϕτω) = ϕt+τω, ∀ω ∈ Ω, t, τ ∈ R.

Soient X un espace métrique et φ est une application, où φ : R+ × Ω ×X → X.
Nous disons que φ est un cocycle dans X si :

–
φ(0, ω, x) = x, ∀(ω, x) ∈ Ω ×X

–
φ(t+ τ, ω, x) = φ(t, ϕτω, φ(τ, ω, x)), ∀t, τ ∈ R+, (ω, x) ∈ Ω ×X,

et le cocycle φ est continu si : ∀(t, w) ∈ R+ × Ω, alors l’application : φ(t, ω, .) :
X → X est continue.

Nous notons par P (X) la famille de tous les sous-ensembles non vides et bornés de
X, et ℘ est la classe de toutes les familles

D̂ = {D(w), w ∈ Ω} ⊂ P (X).

Soit D ∈ ℘ une sous-classe non vide.

Définition 2.20. ∀ω ∈ Ω, ∀D̂ ∈ D, ∀tn → ∞ une suite, et xn ∈ D(ϕ−tnw),
alors le cocycle φ est D-asymptotiquement compact (rétrograde) si :
la suite φ(tn, ϕ−tnω, xn) contient une suite extraite convergente.

Définition 2.21. On dit que la famille

B̂ = {B(ω); ω ∈ Ω} ∈ ℘,

est D-absorbante (rétrograde) si :
∀ω ∈ Ω, ∀D̂ ∈ D, il existe t0(ω, D̂) � 0 tel que

φ(t, ϕ−tω,D(ϕ−tω)) ⊂ B(ω), ∀t � t0(ω, D̂).
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Définition 2.22. Nous disons que la famille

Ĉ = {C(ω), w ∈ Ω} ⊂ ℘

attire tous les ensembles de D si :

lim
t→∞

dist(φ(t, ϕ−tω,D(ϕ−tω)), C(ω)) = 0, ∀D̂ ∈ D, ω ∈ Ω.

Définition 2.23. La famille Â = {A(ω), ω ∈ Ω} ⊂ ℘ est un attracteur global
rétrograde si :

– A(ω) est compact, ∀ω ∈ Ω ;
– Â attire tous les ensembles de D ;
– Â est invariant, i.e.

φ(t, ω,A(ω)) = A(ϕtω), ∀(t, ω) ∈ R+ × Ω.

Définition 2.24. ∀D̂ ∈ ℘, ∀ω ∈ Ω, nous définissons l’ensemble ω-limite de D̂ dans
Ω par

Λ(D̂, ω) =
⋂
s�0

(⋃
t�s

φ(t, ϕ−tω,D(ϕ−tω))
)
.

Alors, y ∈ Λ(D̂, ω) si et seulement si :
il existe une suite tn → +∞, et une suite xn ∈ D(ϕ−tnω) telles que :

lim
tn→+∞

d(φ(tn, ϕ−tnω, xn), y) = 0.

2.3.2 Théorème d’existence d’attracteur rétrograde

Notre but dans cette section est d’appliquer les résultats suivants sur notre pro-
blème pour trouver l’attracteur rétrograde. Les démonstrations peuvent être consul-
tées dans les références indiquées.

Théorème 2.25. ( [11] et [35])
Supposons que le cocycle φ est continu, D-asymptotiquement compact (rétrograde),
et ∃B̂ ∈ D tel que B̂ est D-absorbant (rétrograde).
Alors, la famille

{Â, A(ω) = Λ(B̂, ω), ω ∈ Ω}
est un D-attracteur global rétrograde, et il est minimum i.e :
si Ĉ ∈ ℘ une famille, telle que ∀C ∈ Ĉ un ensemble fermé et C(ω) vérifie

lim
t→+∞

dist(φ(t, ϕ−tĈ, B(ϕ−tĈ)), C(Ĉ)) = 0,

alors
A(Ĉ) ⊂ C(Ĉ).
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Remarque 2.26. Ici, nous avons défini l’attracteur global rétrograde à partir d’un
coycle continu φ (voir aussi [67] et [71]), et nous pouvons aussi le définir à partir
d’une famille de processus U(t, τ), qui est continue pour tout t � τ . (cf. [12], [21],
[34], [60] et [66]). L’attracteur (dans ce cas) est défini par

A(t) :=
⋃
D

ΛD(t), où ΛD(t) =
⋂
n∈N

⋃
s�n

U(t, t− s)D, D borné.

Proposition 2.27. ( [11])
Supposons que B̂ ∈ ℘ est une famille D-absorbante (rétrograde). Alors

Λ(D̂, ω) ⊂ Λ(B̂, ω), ∀D̂ ∈ D,ω ∈ Ω,

et si B̂ ∈ D alors

Λ(D̂, ω) ⊂ Λ(B̂, ω) ⊂ B(ω), ∀D̂ ∈ D,ω ∈ Ω.

Proposition 2.28. ( [11])
Si φ est D-asymptotiquement compact (rétrograde), alors ∀D̂ ∈ D,ω ∈ Ω l’ensemble
Λ(D̂, ω) est non vide, compact et

lim
t→+∞

dist(φ(t, ϕ−tw,D(ϕ−tω)),Λ(D̂, ω)) = 0.

Proposition 2.29. ( [11])
Soit φ un cocycle, continu, et D-asymptotiquement compact (rétrograde). Alors ∀(t, ω) ∈
R+ × Ω, D̂ ∈ D

φ(t, ω,Λ(D̂, ω)) = Λ(D̂, ϕtω).

Considérons le problème de Navier-Stokes suivant :

∂u

∂t
− νΔu+ (u · ∇)u+ ∇p = f(x, t), (2.41)

divu = 0, et u = 0 sur Γ,

u(τ) = uτ , τ ∈ R.

Nous avons déjà trouvé l’existence et l’unicité de la solution u(·, τ, uτ ) de ce problème.
Nous posons ϕτ := τ + t, ∀t ∈ R, τ � 0, et nous définissons φ par

φ(τ, t, uτ ) := u(τ + t; t, uτ ), pour tout t ∈ R, τ � 0, uτ ∈ H.

Par cette définition φ(τ, t, ·) : H → H est un cocycle continu dans H.
Nous avons le résultat suivant.
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Proposition 2.30. ( [11])
Soit {uτn} ∈ H une suite qui converge faiblement dans H. Alors

φ(τ, t− τ, uτn) ⇀ φ(τ, t− τ, uτ ) faible dans H, ∀τ � 0, t ∈ R.

φ(.− τ, τ, uτn) ⇀ φ(.− τ, τ, uτ ) faible dans L2(τ, t;V ), ∀τ, τ < t.

Soit Rλ l’ensemble de toutes les fonctions r : R → (0,+∞), tel que

lim
t→−∞

eλtr2(t) = 0, (2.42)

et supposons que Dλ est la classe de toutes les familles D̂ = {D(t); t ∈ R}, où
D(t) ⊂ B̄(0, rD̂(t)), pour rD̂ ∈ Rλ.

Théorème 2.31. Supposons que f dans le problème (2.41) vérifie l’hypothèse sui-
vant :

(A). f ∈ L2
loc(R;V ′) et |f(t)|2 � M, pour M suffisamment grand,

et ∫ t

−∞
eλξ‖f(ξ)‖2

V ′dξ < +∞, ∀t ∈ R.

Alors, il existe un attracteur global rétrograde pour le cocycle φ.

Démonstration.
Soient t ∈ R, τ � 0, et uτ ∈ H fixé. Nous posons

u(r) = u(r; t− τ, uτ ) = φ(r − t+ τ, t− τ, uτ ) pour r � t− τ.

Nous prenons le produit scalaire de

∂u

∂r
− νΔu+Bu = f

par u, notons que b(u, u, u) = 0,

(
du

dr
, u) + ν‖u(r)‖2 =< f(r), u(r) > (2.43)

d

dr
|u(r)|2 + 2ν‖u(r)‖2 = 2 < f(r), u(r) >

� 2‖f(r)‖V ′‖u(r)‖

� 1

ν
‖f(r)‖2

V ′ + ν‖u(r)‖2.
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Ce qui donne
d

dr
|u(r)|2 + ν‖u(r)‖2 � 1

ν
‖f(r)‖2

V ′

d

dr
|u(r)|2 + λ|u(r)|2 � 1

ν
‖f(r)‖2

V ′

d

dr

(|u(r)|2eλr
)

� 1

ν
eλr‖f(r)‖2

V ′ .

En intégrant sur [t− τ, t], nous avons

eλt|u(t)|2 � eλ(t−τ)|uτ |2 +
1

ν

∫ t

t−τ

eλξ‖f(ξ)‖2
V ′dξ ∀τ � 0. (2.44)

Soit D̂ ∈ Dλ donné. D’après (2.44) nous avons

|φ(τ, t− τ, uτ )|2 � e−λτr2
D̂
(t− τ) +

e−λt

ν

∫ t

−∞
eλξ‖f(ξ)‖2

V ′dξ,

∀uτ ∈ D(t− τ), t ∈ R, τ � 0. Posons

(Rλ(t))
2 :=

2e−λt

ν

∫ t

−∞
eλξ‖f(ξ)‖2

V ′dξ,

et considérons B̂λ, la famille de toutes les boules fermées dans H définies par

Bλ(t) = {u ∈ H, |u| � Rλ(t)}.

D’après cette définition, B̂λ ∈ Dλ. De plus, nous avons lim
t→−∞

eλtr2(t) = 0, i.e.,
∃t0 � 0 tel que

eλtr2(t) < ε, ∀t � t0.

Nous avons alors

|φ(τ, t− τ, uτ )|2 � e−λτr2
D̂
(t− τ) +

1

2
R2

< ε+
1

2
R2

λ < R2
λ, t− τ � t0,

et donc la famille B̂λ est absorbant pour le cocycle φ. Afin de démontrer l’existence
d’un attracteur rétrograde nous allons démontrer que le cocycle φ est asymptotique-
ment compact.
Soient D̂ ∈ Dλ fixé, t ∈ R, (τn), τn → +∞ et uτn ∈ D(t− τn).
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2.3 L’attracteur rétrograde

Pour montrer que φ est asymptotiquement compact, il faut trouver une suite ex-
traite de la suite

(
φ(τn, t − τn, uτn)

)
qui converge dans H. Nous avons déjà trouvé

que B̂λ est absorbant, donc ∀k � 0, il existe τD̂(k) � 0 tel que

φ(τ, t− τ − k,D(t− τ − k)) ⊂ Bλ(t− k) ∀τ � τD̂(k).

Nous avons alors, pour τ � τD̂(k) + k,

φ(τ − k, t− τ,D(t− τ)) ⊂ Bλ(t− k). (2.45)

D’après (2.45), nous avons l’existence d’une suite {(τn′ , uτn′} ⊂ {(τn, uτn} et une
suite (wk) dans H, telles que, pour tout k � 0 et wk ∈ Bλ(t− k),

φ(τn′ − k, t− τn′ , uτn′) ⇀ wk faiblement dans H. (2.46)

D’après la Proposition 2.30, nous avons

w0 = (faible) lim
n′→∞

φ(τn′ , t− τn′ , uτn′)

= (faible) lim
n′→∞

φ(k, t− k, φ(τn′ − k, t− τn′ , uτn′))

= φ
(
k, t− k, (faible) lim

n′→∞
φ(τn′ − k, t− τn′ , uτn′)

)
.

Nous avons alors
w0 = φ(k, t− k, wk), ∀k � 0,

et
|w0| � lim inf

n′→∞
|φ(τn′ , t− τn′ , uτn′)|. (2.47)

Nous démontrons ensuite l’inégalité suivante

lim sup
n′→∞

|φ(τn′ , t− τn′ , uτn′)| � |w0|. (2.48)

Pour cela, nous considérons

[u]2 := ν‖u‖2 − λ

2
|u|2.

Nous notons que [·] est une norme dans V équivalente à ‖ · ‖, parce que

[u]2 = ν‖u‖2 − λ

2
|u|2 � ν‖u‖2,

et, par l’inégalité de Poincaré,

[u]2 = ν‖u‖2 − λ

2
|u|2 � ν‖u‖2 − ν

2
‖u‖2 =

ν

2
‖u‖2.
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Chapitre 2 : Problème de Navier-Stokes non autonome

Nous avons par (2.43)

|u(t)|2 � |uτ |2e−λτ + 2

∫ t

t−τ

eλ(ξ−t) < f(ξ), u(ξ) > dξ

− 2ν

∫ t

t−τ

eλ(ξ−t)‖u(ξ)‖2dξ.

Ce qui donne, pour tout t ∈ R, τ � 0 et pour uτ ∈ H

|φ(τ, t− τ, uτ )|2 � |uτ |2 e−λτ + 2

∫ t

t−τ

eλ(ξ−t)
(
< f(ξ), φ(ξ − t+ τ, t− τ, uτ ) >

−[φ(ξ − t+ τ, t− τ, uτ )]
2
)
dξ, (2.49)

et donc, pour tout k � 0 et τn′ � k,

φ
(
k, t− k, φ(τn′ − k, t− τn′ , uτn′)

)
= φ(k + τn′ − k, t− τn′ , uτn′)

= φ(τn′ , t− τn′ , uτn′),

et par (2.49)

|φ(τn′ , t− τn′ , uτn′)|2 = |φ(k, t− k, φ(τn′ − k, t− τn′ , uτn′))|2

� e−λk|φ(τn′ − k, t− τn′ , uτn′))|2

+ 2

∫ t

t−k

eλ(ξ−t) < f(ξ), φ(ξ − t+ k, t− k, φ(τn′ − k, t− τn′ , uτn′)) > dξ

−2

∫ t

t−k

eλ(ξ−t)[φ(ξ − t+ k, t− k, φ(τn′ − k, t− τn′ , uτn′))]dξ. (2.50)

Nous avons alors (comme dans (2.45))

φ(τn′ − k, t− τn′ , uτn′) ∈ Bλ(t− k), ∀τn′ � τD̂(k) + k, k � 0,

et

lim
n′→∞

sup e−λk|φ(τn′ − k, t− τn′ , uτn′)|2 � e−λk R2
λ(t− k), k � 0. (2.51)

Nous avons
φ(τn′ − k, t− τn′ , uτn′) ⇀ wk faible dans H,

et, d’après la Proposition 2.30

φ(·−t+k, t−k, φ(τn′−k, t−τn′ , uτn′)) ⇀ φ(·−t+k, t−k, wk) faible dans L2(t−k, t;V ),
(2.52)
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2.3 L’attracteur rétrograde

ce qui donne

lim
n′→∞

∫ t

t−k

eλ(ξ−t) < f(ξ), φ(ξ − t+ k, t− k, φ(τn′ − k, t− τn′ , uτn′)) > dξ

=

∫ t

t−k

eλ(ξ−t) < f(ξ), φ(ξ − t+ k, t− k, wk) > dξ, (2.53)

puisque eλ(ξ−t) f(ξ) ∈ L2(t−k, t;V ′). De plus,
( ∫ t

t−k
eλ(ξ−t)[v(ξ)]2dξ

) 1
2 est une norme

dans L2(t− k, t;V ), et nous avons par (2.52)∫ t

t−k

eλ(ξ−t)[φ(ξ − t+ k, t− k, wk)]
2dξ �

lim inf
n′→∞

∫ t

t−k

eλ(ξ−t)[φ(ξ − t+ k, t− k, φ(τn′ − k, t− τn′ , uτn′))]2dξ. (2.54)

D’après les relations (2.50), (2.51), (2.53) et (2.54), nous avons

lim sup
n′→∞

|φ(τn′ , t− τn′ , uτn′)|2 � e−λkR2
λ(t− k)+

2

∫ t

t−k

eλ(ξ−t)(< f(ξ), φ(ξ − t+ k, t− k, wk) > −[φ(ξ − t+ k, t− k, wk)]
2)dξ. (2.55)

D’autre part, w0 = φ(k, t− k, wk), ∀k � 0 et par (2.49), nous avons

|w0|2 = |φ(k, t− k, wk)|2 � |wk|2e−λk + 2

∫ t

t−k

eλ(ξ−t)

(
< f(ξ), φ(ξ − t+ k, t− k, wk) > −[φ(ξ − t+ k, t− k, wk)]

2
)
dξ. (2.56)

Par (2.55) et (2.56)

lim sup
n′→∞

|φ(τn′ , t− τn′ , uτn′)|2 � e−λkR2
λ(t− k) + |w0|2 − |wk|2e−λk

� e−λkR2
λ(t− k) + |w0|2,

or,

R2
λ(t) =

2e−λt

ν

∫ t

−∞
eλξ‖f(ξ)‖2

V ′dξ,

et donc

e−λkR2
λ(t− k) =

2e−λt

ν

∫ t−k

−∞
eλξ‖f(ξ)‖2

V ′dξ −−−−→
k→+∞

0.

Nous trouvons alors (2.48), et par (2.47) nous avons

lim
n′→∞

|φ(τn′ , t− τn′ , uτn′)|2 = |w0|2.
Cela donne, avec la convergence faible, la convergence forte dans H de φ(τn′ , t −
τn′ , uτn′) vers w0. Donc, φ est asymptotiquement compact et d’après le Théorème
2.25, nous avons l’existence d’un attracteur rétrograde. �
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Chapitre 3

Problème de Cahn-Hilliard autonome

3.1 Position du problème
Soient Ω un borné dans R

n, n = 1, 2, 3, Γ sa frontière et u(x, t), x ∈ Ω, t ∈ R

une fonction scalaire (inconnue).
L’équation de Cahn-Hilliard autonome s’écrit :

∂u

∂t
− ΔK(u) = 0 dans Ω × R+, (3.1)

K(u) = −νΔu+ f(u), ν > 0. (3.2)

Ici f est un polynôme d’ordre 2p− 1

f(u) =

2p−1∑
j=1

aju
j, p ∈ N, p � 2.

Soit g la fonction primitive de f telle que g(u) = 0 lorsque u = 0,

g(u) =

2p∑
j=2

bju
j, jbj = aj−1, 2 � j � 2p.

Nous supposons que les coefficients de f (et de g) sont positifs ;

a2p−1 = 2pb2p > 0.

L’équation ”classique” de Cahn-Hilliard correspond au cas où

p = 2, f(u) = −αu+ βu3, α, β > 0.

Pour avoir un problème bien posé, nous associons à cette équation les conditions
aux limites et les conditions initiales suivantes.
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Chapitre 3 : Problème de Cahn-Hilliard autonome

– Les conditions aux limites : nous avons un de ces deux cas :
1. les conditions de Neumann :

∂u

∂n
= − ∂

∂n
K(u) = 0 sur Γ (3.3)

n est la norme unitaire extérieure de Γ.
2. Le cas de l’espace périodique :

nous supposons que Ω = Πn
i=1]0, Li[, Li > 0, et les conditions sont :

ψ |xi=0= ψ |xi=Li
, i = 1, 2, ......, n (3.4)

pour u et ses dérivées d’ordre � 3.

Nous trouvons que les conditions aux limites de Neumann sont équivalentes
à :

∂u

∂n
=
∂Δu

∂n
= 0 sur Γ. (3.5)

– La condition initiale :
u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω. (3.6)

3.2 Les espaces fonctionnels
Nous définissons les espaces fonctionnels de ce problème. Soit

H :=
{
u ∈ L2(Ω) :

∂u

∂n

∣∣
Γ

= 0
}
.

Nous désignons par (u, v) le produit scalaire dans H, i.e.

(u, v) =

∫
Ω

u(x)v(x)dx,

ce produit scalaire s’étend en le crochet de dualité pour u ∈ D′(Ω) et v ∈ D(Ω),
où D′(Ω) est l’espace des distributions sur Ω (voir [66]), et D(Ω) est l’espace des
fonctions C

∞ sur Ω et à support compact dans Ω.
Nous munissons H de la norme |u| := ‖u‖H = {(u, u)} 1

2 .
Posons

V :=
{
u ∈ H1(Ω),

∂u

∂n

∣∣
Γ

= 0
}
,

(pour le cas des conditions de Neumann), et V ′ = H−1(Ω). Pour le cas de l’espace
périodique on suppose V := H1

per(Ω). Nous munissons V du produit scalaire usuel
de H1(Ω), ((u, v)), et de la norme associée ‖u‖ = ‖u‖V .
D’après l’inégalité généralisée de Poincaré (voir [70]), |ū| � c|∇u|, donc V est inclu
dans H avec injection continue et dense.
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De même, H ↪→ V ′ avec injection continue, et H est dense dans V ′. Nous munissons
V ′ de la norme ‖ · ‖H−1 , telle que ‖ · ‖H−1 := ‖ · ‖−1 := |(−Δ)−

1
2 · | pour les fonctions

à moyenne nulle et pour les fonctions à moyenne conservée (non nulle) la norme
‖ · ‖H−1 est équivalente à

(| · |2 + ( 1
|Ω|

∫
Ω
udx)2

) 1
2 .

Supposons également l’espace

V1 := {u ∈ H2(Ω),
∂u

∂n

∣∣
Γ

= 0},

muni de la norme usuelle de H2(Ω), ‖ · ‖2.

3.3 Théorème d’existence et d’unicité

3.3.1 La formulation variationnelle

Puisque l’opérateur (−Δ) est inversible sur des espaces de fonctions à moyenne nulle,
on introduit les espaces suivantes :

H̊ :=
{
u ∈ H,

∫
Ω

udx = 0
}
,

V̊ :=
{
u ∈ V,

∫
Ω

udx = 0
}
,

V̊1 :=
{
u ∈ V1,

∫
Ω

udx = 0
}
,

V̊ ′ :=
{
u ∈ V ′, < u, 1 >V ′,V = 0

}
.

Nous trouvons la formulation variationnelle en multipliant l’équation

∂u

∂t
+ νΔ2u− Δf(u) = 0 (3.7)

par une fonction teste v = v(x), nous intégrons et intégrons par parties sur Ω, nous
utilisons la formule de Green, nous trouvons

d

dt

∫
Ω

(u, v) + ν

∫
Ω

(Δu,Δv) −
∫

Ω

(f(u),Δv) = 0. (3.8)

Ici, nous avons utilisé les conditions aux limites.
Nous utilisons la formule de Green encore une fois dans le dernier terme∫

Ω

(f(u),Δv) = −
∫

Ω

(f ′(u)∇u,∇v) (3.9)

et nous obtenons
d

dt
(u, v) + ν(Δu,Δv) + (f ′(u)∇u,∇v) = 0, ∀v ∈ V̊1. (3.10)
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Nous supposons que l’opérateur A = −Δ, avec les conditions aux limites de Neu-
mann (ou le cas périodique), donc A2 = Δ2. Nous prenons la forme bilinéaire

a2(u, v) = (Δu,Δv). (3.11)

Celle-ci est continue dans H2(Ω). Nous associons à a2 l’opérateur A2 dans H de
domaine

D(A2) = {v ∈ H4(Ω),
∂v

∂n
=
∂Δv

∂n
= 0 sur Γ},

pour le cas des conditions de Neumann, et D(A2) = H4
per(Ω), pour le cas de l’espace

périodique.
Pour u ∈ D(A2), nous définissons A2u de la façon suivante

(A2u, v) = a2(u, v), ∀v ∈ H, (3.12)

A2u = Δ2u.

Nous posons < u >:=
1

|Ω|
∫

Ω
u(x)dx, la moyenne de la fonction u. L’équation (3.10)

équivaut à
∂

∂t

(
(−Δ)−1(u− < u >), v

)
+ ν(∇(u− < u >),∇v)

+(f(u)− < f(u) >, v) = 0, ∀v ∈ V̊1. (3.13)

Notons que, pour v = 1 dans (3.10),∫
Ω

u(x, t)dx =

∫
Ω

u0(x)dx; ∀t > 0, (moyenne conservée). (3.14)

Dans la suite nous allons supposer, sans perte de généralité, que la moyenne est
nulle pour démontrer l’existence d’une solution, ceci nous amène à travailler sur des
espaces à moyenne nulle. En général, on travaille avec u de moyenne constante, i.e.,
< u >= const. �= 0.

3.3.2 La fonction de Lyapunov

Nous prenons la fonction de Lyapunov suivante (voir [70]) :

J(u) =
ν

2
|∇u|2 +

∫
Ω

g(u)dx. (3.15)

Soit u une solution suffisamment régulière du problème (3.1)-(3.2). Nous multiplions
(3.1) par K(u), intégrons sur Ω et utilisons la formule de Green :∫

Ω

K(u)
∂u

∂t
dx−

∫
Ω

ΔK(u)K(u)dx = 0 (3.16)
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(K(u),
∂u

∂t
) = −ν

∫
Ω

Δu
∂u

∂t
+

∫
Ω

f(u)
∂u

∂t
dx

−ν
∫

Ω

∑
i,j

∂2u

∂xi∂xj

∂u

∂t
+

∫
Ω

f(u)
∂u

∂t
dx

= ν

∫
Ω

∑
i

∂u

∂xi

∑
j

∂2u

∂t∂xj

+

∫
Ω

f(u)
∂u

∂t
dx

=
d

dt
J(u). (3.17)

Or
−(ΔK(u), K(u)) =

∫
Ω

|∇K(u)|2dx−
∫

Γ

∂K(u)

∂ν
K(u)dΓ

= |∇K(u)|2. (3.18)

Donc, par (3.17) et (3.18), nous avons

d

dt
J(u) + |∇K(u)|2 = 0, (3.19)

et |∇K(u)|2 � 0, d’où

d

dt
J(u) � 0 ⇒ J(u(t)) � J(u0), ∀t � 0. (3.20)

L’existence d’une fonction de Lyapunov de ce problème va nous aider à trouver les
attracteurs.

Lemme 3.1. Pour η > 0,

{|Δu|2 + η|u|2} 1
2 et {|Δu|2 + η(

∫
Ω

u(x)dx)2} 1
2 (3.21)

sont deux normes dans H2(Ω) équivalentes à la norme usuelle ‖.‖H2. De plus,

{|Δ2u|2 + η|u|2} 1
2 et {|Δ2u|2 + η(

∫
Ω

u(x)dx)2} 1
2 (3.22)

sont deux normes dans D(A2) équivalentes à la norme de H4.

Théorème 3.2. Le problème (3.1), (3.2), (3.3) et (3.6) possède une seule solution
u qui appartient à

C([0, T ];H) ∩ L2(0, T ;H2(Ω)) ∩ L2p(0, T ;L2p(Ω)) ∀T > 0,

pour tout u0 donné dans H.
De plus, u0 → u(t) est continue dans H.
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En outre, si p = 2 lorsque n = 3 (p est quelconque lorsque n = 1, 2) et u0 ∈ H2(Ω)
alors

u ∈ C([0, T ];H2(Ω)) ∩ L2(0, T ;D(A2)) ∀T > 0.

Enfin, si u0 ∈ H1(Ω) ∩ L2p(Ω) alors

u ∈ L∞(0, T ;H1(Ω) ∩ L2p(Ω)), ∀T > 0.

Ce théorème donne l’existence d’un semi-groupe S(t) :

S(t) : u0 ∈ H → u(t) ∈ H.

Nous pouvons aussi montrer une propriété de régularité de S(t) qui implique que
u(t) ∈ H1(Ω) ∩ L2p(Ω), ∀t > 0.
Avant de commencer la démonstration de ce théorème nous trouvons des estimations
a priori et nous cherchons un borné absorbant.

3.4 L’attracteur global

3.4.1 Borné absorbant

Nous allons ici chercher un borné absorbant dans V ′ et un borné dans V en
utilisant la fonction de Lyapunov J(u).
Dans la suite nous notons par N l’opérateur (−Δ)−1. Nous posons ū := u− < u >,
ce qui implique que ū est à moyenne nulle. Nous allons trouver quelques estimations
nécessaires pour la suite. Nous avons, par (3.14), que l’équation (3.1) est équivalente
à

∂ū

∂t
− ΔK(u) = 0.

Cette équation est équivalente à

∂

∂t
Nū+K(u) =< f(u) > . (3.23)

Nous prenons le produit scalaire dans H de cette équation par ū, notons que <
ū >= 0, nous trouvons ( ∂

∂t
Nū, ū

)
+ (K(u), ū) = 0.

Nous avons
((ϕ1, ϕ2))−1 = (N(ϕ1), ϕ2) = (ϕ1, Nϕ2)

et
d

dt
(Nū, ū) =

( ∂
∂t
Nū, ū

)
+
(
ū,

∂

∂t
Nū

)
= 2

( ∂
∂t
Nū, ū

)
.

Donc
1

2

d

dt
‖ū‖2

−1 + (K(u), ū) = 0. (3.24)
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Par (3.2)
K(u) = −νΔu+ f(u).

Alors

(K(u), ū) = (K(u), u) − (K(u), < u >)

= −ν(Δu, u) + (f(u), u)+ < u >

∫
Ω

f(u)dx.

Par la formule de Green

(K(u), u) = ν|∇u|2 + (f(u), u)+ < u >

∫
Ω

f(u)dx. (3.25)

Par définition de la fonction f(s), nous trouvons que le terme principal de cette
fonction est 2pb2ps

2p−1 et celui de f(s)s est 2pb2ps
2p.

Nous avons b2p > 0, donc ∃c1 tel que :

f(s)s � pb2ps
2p − c1, ∀s ∈ R, (3.26)

et, pour tout ε > 0, il existe c2 = c2(ε) telle que :

|f(s)| � εb2ps
2p + c2(ε), ∀s ∈ R. (3.27)

De même, le terme principal de g est b2ps
2p, donc ∃c3 telle que :

1

2
b2ps

2p − c3 � g(s) � 3

2
b2ps

2p + c3 , ∀s ∈ R. (3.28)

D’après (3.26) et (3.27), et pour ε =
1

< u >
(p− 3

2
), nous avons par (3.25)

(K(u), ū) � ν|∇u|2 +
3

2
b2p

∫
Ω

u2pdx− c|Ω|.

Nous utilisons (3.28)

(K(u), ū) � ν|∇u|2 +

∫
Ω

g(u)dx− k0

� J(u) − k0, (3.29)

où k0 est positive, dépend de c1, c2, c3 et |Ω|.
Nous avons que {(Nϕ,ϕ)} 1

2 = ‖ϕ‖−1 est continu dans L2(Ω), donc ∃c′1, dépend de
Ω, telle que

‖ū‖−1 � c′1|ū|, ∀u ∈ L2(Ω).

Et d’après l’inégalité généralisée de Poincaré, nous avons

|ū| � c(Ω)|∇u|, ∀u ∈ H1(Ω)
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nous obtenons donc
‖ū‖−1 � c′3|∇u|, ∀u ∈ H1(Ω).

Par (3.29), nous écrivons (3.24) :

1

2

d

dt
‖ū‖2

−1 + J(u) − k0 � 1

2

d

dt
‖ū‖2

−1 + (K(u), ū) = 0

donc
1

2

d

dt
‖ū‖2

−1 + J(u) � k0. (3.30)

En utilisant (3.15) et (3.28), nous écrivons

J(u) � ν

2
|∇u|2 +

1

2

∫
Ω

b2pu
2pdx− c3|Ω|

� ν

2
|∇u|2 − c3|Ω|.

Nous déduisons par (3.30)

1

2

d

dt
‖ū‖2

−1 +
ν

2(c′3)2
‖ū‖2

−1 � k1, k1 = k0 + c3|Ω|. (3.31)

Nous multiplions cette inégalité par exp(νc′4t), nous trouvons

d

dt
(eνc′4t‖ū‖2

−1) � 2k1e
νc′4t.

Nous intégrons entre 0 et t

eνc′4t‖ū(t)‖2
−1 � ‖ū(0)‖2

−1 +
2k1

νc′4
(eνc′4t − 1).

Donc
‖ū(t)‖2

−1 � ‖ū(0)‖2
−1e

−νc′4t +
2k1

νc′4
(1 − e−νc′4t). (3.32)

Nous avons donc

lim
t→∞

sup ‖u(t)− < u(t) > ‖2
−1 � ρ2

0, ρ2
0 =

2k1

νc′4
. (3.33)

Supposons que
‖ū(0)‖−1 � R et < u0 >� η. (3.34)

Soit ρ > ρ0. Nous allons chercher t0 = t0(R, ρ) tel que

‖ū(t)‖−1 � ρ, ∀t � t0.
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Par (3.32), nous avons

‖ū‖2
−1 � R2e−νc′4t0 + ρ2

0 − ρ2
0e

−νc′4t0

= (R2 − ρ2
0)e

−νc′4t0 + ρ2
0.

Nous voulons avoir ‖ū‖−1 < ρ, c’est à dire

(R2 − ρ2
0)e

−νc′4t0 + ρ2
0 < ρ2

(R2 − ρ2
0)e

−νc′4t0 < ρ2 − ρ2
0

e−νc′4t0 <
ρ2 − ρ2

0

R2 − ρ2
0

−νc′4t0 < ln
ρ2 − ρ2

0

R2 − ρ2
0

t0 >
1

νc′4
ln
R2 − ρ2

0

ρ2 − ρ2
0

.

Donc
∃t0 = t0(R, ρ) tel que ‖ū(t)‖−1 � ρ, ∀t � t0. (3.35)

Ceci donne l’existence d’un borné absorbant pour S(t) dans l’espace Bη := {u ∈
L2(Ω), < u >= η}, muni de la norme ‖.‖−1 .
Nous intégrons la relation (3.30), nous trouvons :

[
1

2
‖ū‖2

−1]
t+r
t +

∫ t+r

t

J(u(s))ds � rk0.

Par (3.35) nous trouvons∫ t+r

t

J(u(s))ds � ρ2 + rk0, ∀t � t0,

et donc
J(u(t+ r)) � ρ2

r
+ k0.

Nous avons J(u) = ν
2
|∇u|2 +

∫
Ω
g(u)dx et

1

2
b2ps

2p − c3 � g(s) � 3

2
b2ps

2p + c3.

Donc
ν

2
|∇u(t+ r)|2 +

∫
Ω

g(u(t+ r))dx � ρ2

r
+ k0

ν

2
|∇u(t+ r)|2 +

1

2
b2p

∫
Ω

u2p(x, t)dx � ρ2

r
+ k0 + c3|Ω|
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ν|∇u(t)|2 + b2p

∫
Ω

u2p(x, t)dx � k2, (3.36)

où
k2 = 2c3|Ω| + 2ρ2

r
+ 2k0.

Soit B1 un borné dans H1(Ω) tel que, ∀ϕ ∈ B1,

|∇ϕ| �
√
k2, | < ϕ > | � η.

Les estimations précédentes et (3.36), impliquent que l’image de tout borné B de
Hη :=

⋃
|<u>|�η

Bη par S(t) est un ensemble dans B1 pour t � t1(B) = t0 + r, t0

est comme auparavant. Cela implique aussi l’existence d’un borné absorbant dans
Hη ∩H1(Ω).

Borné absorbant dans H2(Ω) ∩Hη

Tout d’abord nous trouvons une estimation bornée de u dans H2(Ω). Nous mul-
tiplions

∂

∂t
u+ νΔ2u− Δf(u) = 0 (3.37)

par Δ2u

1

2

d

dt
|Δu|2 + ν|Δ2u|2 = (Δf(u),Δ2u)

� |Δf(u)||Δ2u|

� ν

4
|Δ2u|2 + c|Δf(u)|2

� ν

2
|Δ2u|2 + c.

Ce qui donne en intégrant entre 0 et t

|Δu(t)|2 +

∫ t

0

|Δ2u|2ds � cT + |Δu(0)|2. (3.38)

Par cette estimation nous trouvons que la solution u appartient àH2(Ω) si la solution
initiale est dans cet espace.

En outre, en multipliant (3.37) par
∂u

∂t
, on trouve

ν

2

d

dt
|Δu|2 +

∣∣∂u
∂t

∣∣2 � c|Δf(u)|2 +
1

2

∣∣∂u
∂t

∣∣2.
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Le terme |Δf(u)| sera calculé dans le chapitre de Cahn-Hilliard visqueux, et nous
avons, par (5.45),

|Δf(u)| � c(‖u‖ ‖u‖2)|Δu|.
Par (3.36) et (3.38) nous avons

‖u(t)‖ � const. et ‖u(t)‖2 � const. ∀t � 0.

Alors
d

dt
|Δu|2 +

∣∣∂u
∂t

∣∣2 � c|Δu|2. (3.39)

Grâce au lemme de Gronwall, nous trouvons un borné absorbant B dans H2(Ω)∩Hη,
i.e., ∀B borné , il existe t2 tel que

S(t)B ⊂ B, ∀t � t2.

Nous avons les deux résultat.

Lemme 3.3. S(t) est uniformément compact sur H1(Ω) ∩Hη.

Démonstration.
Soit B un borné dans H1(Ω) ∩ Hη. D’après l’existence d’un borné absorbant dans
H1(Ω) et d’un borné absorbant dans H2(Ω) ∩Hη, nous avons

∃t1 tel que S(t)B ⊂ B1, ∀t � t1,

et
∃t2 tel que S(t)B ⊂ B, ∀t � t2.

L’injection H2(Ω) ↪→ H1(Ω) étant compacte alors l’ensemble
⋃

t�t2
S(t)B (est borné

dans H2(Ω) ∩Hη) est relativement compact dans H1(Ω) ∩Hη. �

Lemme 3.4. S(t) est continu sur Hη pour la topologie de H−1(Ω).

Démonstration.
Soient u1 et u2 deux solutions de (3.23) telles que < u1 >=< u2 >. Posons u :=
u1 − u2. Alors, u vérifie

∂

∂t
Nu = νΔu− �(t)u, (3.40)

où �(t) :=
∫ 1

0
f ′(su1 +(1− s)u2)ds. D’après la définition de f , nous avons �(t) � −c.

Multiplions (3.40) par u

1

2

d

dt
‖u‖2

−1 + ν|∇u|2 � c|u|2

� c|∇u|‖u‖−1

� ν

2
|∇u|2 + c‖u‖2

−1.
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En intégrant

‖u(t)‖2
−1 + ν

∫ t

0

|∇u(s)|2ds � ect‖u(0)‖2
−1. (3.41)

D’où la continuité. �

Nous allons utiliser le théorème suivant.

Théorème 3.5. Supposons que H est un espace de Banach et que les opérateurs
S(t) sont donnés et vérifient :

1. {
S(t+ s) = S(t).S(s), ∀s, t � 0,
S(0) = I.

2. S(t) est un opérateur continu dans H, ∀t � 0.
3. Les opérateurs S(t) sont uniformément compacts pour t grand (i.e, ∀β borné

donc ∃t0 dépend de β tel que
⋃

t�t0
S(t)β est relativement compact dans H).

Nous supposons aussi qu’il existe un ensemble fermé U et un borné β de U tel que
β est absorbant dans U .
Alors l’ensemble ω-limite de β, A = ω(β), est un attracteur global dans H qui attire
tous les ensembles bornés.
De plus, si t 	→ S(t)u0 est continue de R+ dans H, pour u0 ∈ H, et U est convexe
alors A est connexe.

D’après ce qui précède, toutes les hypothèses du Théorème 3.5 sont satisfaites,
pour le semi-groupe S(t) dans Hη, et nous obtenons le résultat suivant.

Théorème 3.6. En dimension 1, 2 ou 3 le semi groupe S(t) : Hη → Hη, η � 0,
associé au problème (3.1), (3.3) et (3.4) possède un attracteur global A dans Hη.
Cet attracteur est connexe.

3.5 Preuve du Théorème 3.2
Nous allons trouver des estimations a priori.

3.5.1 Estimations de u

Estimation de u dans L∞(0, T ;H) et dans L2(0, T ;H2(Ω))

Nous avons par (3.10)

(
du

dt
, v) + ν(Δu,Δv) + (f ′(u)∇u,∇v) = 0.

Nous remplaçons v par u(t) dans la dernière équation

(
du

dt
, u) + ν|Δu|2 + (f ′(u)∇u,∇u) = 0
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1

2

d

dt
|u|2 + ν|Δu|2 + (f ′(u)∇u,∇u) = 0. (3.42)

Le terme principal de f ′(s) est 2p(2p − 1)b2ps
2p−2 et donc, comme dans (3.26), ∃c4

telle que
f ′(s) � b2ps

2p−2 − c4, ∀s ∈ R.

Nous pouvons aussi utiliser f ′ � −c. Par (3.42) nous trouvons

1

2

d

dt
|u|2 + ν|Δu|2 + b2p(u

2p−2∇u,∇u) � c4|∇u|2,

1

2

d

dt
|u|2 + ν|Δu|2 + b2p

∫
Ω

u2p−2|∇u|2dx � c4|∇u|2. (3.43)

On a par interpolation
‖u‖2

H1 � ‖u‖L2‖u‖H2 .

Par cette inégalité nous trouvons :

|∇u|2 � c|u| ‖u‖2. (3.44)

Par le Lemme 3.1 et l’inégalité (3.44)

|∇u|2 � c′3|u|(|Δu| + | < u > |)

c4|∇u|2 � ν

2
|Δu|2 +

1

νc′4
|u|2 + c(η). (3.45)

Nous déduisons par (3.43)

1

2

d

dt
|u|2 + ν|Δu|2 + b2p

∫
Ω

u2p−2|∇u|2dx � ν

2
|Δu|2 +

1

νc′4
|u|2 + c(η),

d

dt
|u|2 + ν|Δu|2 + 2b2p

∫
Ω

u2p−2|∇u|2dx � k3|u|2 + c(η), (3.46)

d

dt
|u|2 − k3|u|2 + ν|Δu|2 + 2b2p

∫
Ω

u2p−2|∇u|2dx � c(η).

Par cette inégalité nous obtenons une borne pour u dans L∞(0, T ;H), parce que

d

dt
|u|2 − k3|u|2 � c(η).

Nous multiplions par e−k3t

e−k3t d

dt
|u|2 − k3e

−k3t|u|2 � c(η)e−k3t � c(η), où k3 � 0.

Ce qui donne en intégrant entre 0 et t où t � T

|u(t)|2 � |u0|2ek3t + c′(η)ek3t, t � T < +∞,
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|u(t)|2 � |u0|2ek3T + c′(η)ek3T < +∞, ∀u0 ∈ H. (3.47)

Donc u ∈ L∞(0, T ;H), pour tout T <∞.
De même, nous obtenons, par (3.46) et le Lemme 3.1, une estimation de u dans
L2(0, T ;H2(Ω)) ;

|u(t)|2 + c1

∫ T

0

‖u‖2
H2dt � c|u0|2ek3T + c′(η)ek3T + c(η)T <∞, puisque T <∞.

Donc
‖u‖2

L2(0,T ;H2(Ω)) < +∞ ⇒ u ∈ L2(0, T ;H2(Ω)).

Estimation de u dans L2(0, T ;L2p(Ω)) et dans L∞(0, T ;H1(Ω) ∩ L2p(Ω))

Nous avons par (3.19)
d

dt
J(u) + |∇K(u)|2 = 0.

Par conséquent
d

dt
J(u) � 0,

d

dt

(ν
2
|∇u|2 +

∫
Ω

g(u)dx
)

� 0.

Par (3.28)
d

dt
(
ν

2
|∇u|2 + ‖u‖2p

L2p + c3|Ω|) � 0.

Nous intégrons entre 0 et t,

c′|∇u(t)|2 + ‖u(t)‖2p
L2p � c′|∇u0|2 + ‖u0‖2p

L2p <∞, si u0 ∈ H1(Ω) ∩ L2p(Ω).

Nous notons par cette inégalité que u ∈ H1(Ω) ∩ L2p(Ω), et nous avons aussi

sup
t→∞

(
c′‖u(t)‖2

H1 + ‖u(t)‖2p
L2p

)
<∞,

i.e., u ∈ L∞(0, T ;H1(Ω) ∩ L2p(Ω)).
Nous avons par (3.30)

d

dt
‖ū‖2

−1 + ν|∇u|2 + b2p‖u‖2p
L2p � k′0.

On intégre entre 0 et t

‖ū(t)‖2
−1 + c

∫ t

0

‖u(s)‖2p
L2pds � ‖ū(0)‖2

−1 + k′1,

i.e., u ∈ L2(0, T ;L2p(Ω)). Nous allons maintenant montrer que
d

dt
J(u(t)) � 0. Pour

cela nous allons établire une relation qui ressemble à (3.19) lorsque la solution u
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n’est pas suffisamment régulière, donc nous allons utiliser une approximation. Nous
prennons une fonction lipschitzienne fM telle que

fM(s) = f(s), si |s| � M

et
fM(s) = f(M)sgn s, si |s| � M.

D’après cette définition fM est bornée. Nous considérons uM comme une solution
du problème (3.1) (où fM remplace f), (3.3) et (3.4). Nous supposons que uM est
suffisamment régulière. Nous avons

d

dt
J(uM) + |∇KM(uM)|2 = 0 (fM remplace f). (3.48)

Lorsque M → ∞ alors fM → f et uM → u. Pour passer à la limite dans la relation
(3.48), nous avons par (3.17)

d

dt
(J(uM)) = (K(uM),

duM

dt
).

K(uM) = −νΔuM + fM −−−−→
M→∞

−νΔu+ f = K(u),

car uM → u alors ΔuM → Δu. Donc

d

dt
(J(uM)) = (K(uM),

duM

dt
) → (K(u),

du

dt
) =

d

dt
(J(u)).

De plus,
K(uM) → K(u) ⇒ |∇K(uM)|2 → |∇K(u)|2.

Donc, en passant (3.48) à la limite, nous avons

d

dt
J(u(t)) + |∇K(u(t))|2 = 0 ⇒ d

dt
J(u(t)) � 0.

3.5.2 Démonstration de l’unicité

Notre problème est

du

dt
+ νΔ2u− Δf(u) = 0 dans L2(0, T, V ′),

u(0) = u0,

avec les conditions de Neumann ou les conditions de l’espace périodique.
Pour montrer que nous avons une solution unique de ce problème, nous supposons
que nous avons deux solutions différentes u1 et u2. Donc, u1 et u2 vérifient respec-
tivement

du1

dt
+ νΔ2u1 − Δf(u1) = 0,
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u1(0) = u0,

et
du2

dt
+ νΔ2u2 − Δf(u2) = 0,

u2(0) = u0.

Nous posons u := u1 − u2 avec u0 = u1(0) − u2(0) = 0. Alors, u est une solution du
problème suivant

du

dt
+ νΔ2u− (

Δf(u1) − Δf(u2)
)

= 0,

u(0) = 0.

Ce problème équivaut à

d

dt
Nū− νΔu+

(
f(u1) − f(u2)

)
=< f(u1) − f(u2) >,

u(0) = 0.

Prenons le produit scalaire dans H de la dernière équation par ū, nous intégrons et
nous utilisons la formule de Green

d

dt
‖ū‖2

−1 + 2ν|∇u|2 = −2(f(u1) − f(u2), ū)

= −2(f(u1) − f(u2), u) + 2(f(u1) − f(u2), < u >)

= −2
( ∫ u1

u2

f ′(s)ds, u
)

+ 2 < u >

∫
Ω

(
f(u1) − f(u2)

)
.

Donc, pour f ′ � −c,
d

dt
‖ū‖2

−1 + 2ν|∇u|2 � c|u|2 + 2| < u >

∫
Ω

(
f(u1) − f(u2)

)|. (3.49)

Nous avons
|u|2 � 2(|ū|2+ < u >2) � c(‖ū‖−1|∇u|+ < u >2)

� γ|∇u|2 + c(‖ū‖2
−1+ < u >2), ∀γ > 0. (3.50)

Nous examinons le terme < u >
∫

Ω

(
f(u1) − f(u2)

)
.

Nous avons f(u1) − f(u2) = u
∫ 1

0
f ′(su1 + (1 − s)u2)ds, et |f ′(s)| � k′2(1 + |s|2p−2).

Donc

|f(u1) − f(u2)| � k′2|u|
∫ 1

0

(1 + |su1 + (1 − s)u2|2p−2)ds.

Puisque s ∈ [0, 1], nous trouvons

|f(u1) − f(u2)| � k′2
(
1 + |u1|2p−2 + |u2|2p−2

)|u|. (3.51)
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Alors

| < u >

∫
Ω

(
f(u1) − f(u2)

)| � c| < u > |
∫

Ω

(
1 + |u1|2p−2 + |u2|2p−2

)|u|dx.
Nous traitons ce terme dans deux cas. Pour n = 1, 2 et p quelconque,

| < u >

∫
Ω

(
f(u1) − f(u2)

)| � c| < u > |(1 + ‖u1‖2p−2
L4p−4(Ω) + ‖u2‖2p−2

L4p−4(Ω)

)|u|.
Dans ce cas H1(Ω) ⊂ L4p−4(Ω), donc

| < u >

∫
Ω

(
f(u1) − f(u2)

)| � c
(|u|2 + (1 + ‖u1‖4p−4 + ‖u2‖4p−4

)
< u >2

)
� ν

4
|∇u|2 + c

(
1 + ‖u1‖4p−4 + ‖u2‖4p−4

)
(‖ū‖2

−1+ < u >2).

Par (3.36)

| < u >

∫
Ω

(
f(u1) − f(u2)

)| � ν

4
|∇u|2 + c′(‖ū‖2

−1+ < u >2).

Nous avons
d < u >2

dt
= 0 et par (3.49) et (3.50)

d

dt

(‖ū‖2
−1+ < u >2

)
� c

(‖ū‖2
−1+ < u >2

)
.

Grâce au lemme de Gronwall nous avons, pour n = 2,

‖ū(t)‖2
−1+ < u(t) >2� 0,

d’où u(t) = 0 et donc l’unicité.
Pour n = 3 et p = 2

| < u >

∫
Ω

(
f(u1) − f(u2)

)| � c| < u > |
∫

Ω

(
1 + |u1|2 + |u2|2

)|u|dx
� c| < u > |(1 + ‖u1‖2

L4 + ‖u2‖2
L4

)|u|
� c| < u > |(1 + ‖u1‖2 + ‖u2‖2, H1 ⊂ L4

� ν

4
|∇u|2 + c(‖ū‖2

−1+ < u >2), par (3.50) et (3.36).

Dans les deux cas nous avons

| < u >

∫
Ω

(
f(u1) − f(u2)

)
dx| � ν

4
|∇u|2 + c(‖ū‖2

−1+ < u >2). (3.52)

D’après (3.49)
d

dt

(‖ū‖2
−1+ < u >2

)
� c

(‖ū‖2
−1+ < u >2

)
,

et grâce au lemme de Gronwall nous avons l’unicité.

81



Chapitre 3 : Problème de Cahn-Hilliard autonome

3.5.3 Démonstration de l’existence

Pour démontrer l’existence d’une solution de notre problème nous allons construire
des solutions approchées par la méthode de Faedo-Galerkin, puis nous trouvons des
estimations a priori et, enfin, nous passons à la limite (voir [45]). Tout d’abord nous
trouvons une base spectrale.
Dans cette section nous démontrons l’existence d’une solutions u telle que < u >= 0,
i.e., nous allons résoudre le problème suivant :

Trouver u : [0, T ] → V̊1

d

dt
(Nu, v) + ν(−Δu, v) + (f(u), v) = 0, ∀v ∈ V̊1.

Nous posons A := −Δ. A est un opérateur strictement positif et auto-adjoint dans
H̊. Nous avons que l’injection de V̊ dans H̊ est compacte, donc, dans ce cas, nous
pouvons considérer A−1 comme un opérateur compact et auto-adjoint dans H̊.
Il existe donc une famille orthonormale de H̊, {wm}m∈N, formée des vecteurs et des
valeurs propres de A, avec

A−1wm = λ−1
m wm, ∀m ∈ N,

telle que (λ−1
m ) est décroissante et tend vers 0 puisque

0 < λ1 � λ2 � . . . , λm → ∞ lorsque m→ ∞.
Ainsi Awm = λmwm,m = 1, . . . . Donc {wm}m�1 est une base hilbertienne orthonor-
male de H̊.
Et {λ−

1
2

m wm}m�1 est une base hilbertienne orthonormale de V̊ pour a(., .).
Nous avons (voir [70])

(wi, wj) = δij = symbole de Kronecker,

a(wi, wj) = λiδij, ∀i, j (voir aussi [64]),

((wi, wj))−1 = ((A−1wi, wj)) =
1

λi

δij, ∀i, j (voir [19]).

Nous notons par V̊m l’espace vectoriel engendré par les vecteurs propres de A,
V̊m = Vect{w1, . . . , wm}. Nous considérons le problème approché

d

dt
Num − νΔum + Pmf(um) = 0, dans V̊ ′,

um(0) = u0m,

où u0m est la projection orthogonale de u0 sur V̊m pour le produit scalaire de H,
u0m =

∑m
i=1(u0, wi)wi, |u0m| � |u0| et u0m → u0 dans H.

Le problème approché équivaut à

d

dt
(Num(t), v) − ν(Δum(t), v) + (Pmf(um), v) = 0, ∀v ∈ V̊m,
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um(0) = u0m.

Ce problème équivaut à

d

dt
(Num(t), wj) + νa(um(t), wj) + (Pmf(um(t)), wj) = 0, (3.53)

um(0) = u0m.

La fonction um(t) est de la forme

um(t) =
m∑

i=1

αi(t)wi, où αi(t) ne dépend pas de m.

Nous avons

(Num(t), wj) = ((um(t), wj))−1 =
m∑

i=1

αi(t)((wi, wj))−1 = λ−1
j αj(t),

a(um(t), wj) =
m∑

i=1

αi(t)a(wi, wj) = λjαj(t),

(Pmf(um(t)), wj) = (

2p−1∑
k=1

ak

m∑
i=1

αk
i (t)w

k
i , wj) = ajαj(t).

Nous avons donc à résoudre le problème suivant :

λ−1
j

dαj(t)

dt
+ (λj + aj)αj(t) = 0, j = 1, . . . ,m. (3.54)

Nous posons
W :=

(
λ−1

i (δij)
)

i,j=1,...,m
,

α :=

⎛⎜⎝ α1(t)
...

αm(t)

⎞⎟⎠ , M :=
(
νλi(δij)

)
i,j=1,...,m

et

F :=

⎛⎜⎝ (Pmf(um), w1)
...

(Pmf(um), wm)

⎞⎟⎠ .

Alors, par (3.54), nous avons à résoudre l’équation suivante :

W
dα

dt
+ Mα+ F = 0.
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W est inversible. Nous avons alors l’existence d’une solution locale. Pour avoir une
solution globale nous supposons

Jm(t) =
ν

2
|∇um|2 +

∫
Ω

g(um)dx.

On multiplie le problème approché

∂um

∂t
− ΔK(um) = 0

par K(um). Notons que (
K(um),

∂um

∂t

)
=

d

dt
Jm.

Ce qui donne
d

dt
Jm + |∇K(um)|2 � 0.

Par conséquent
d

dt
Jm � 0, et donc Jm(t) � c0, et la solution est globale.

3.5.4 Estimations de (um) et de (dum

dt )

Nous avons

‖um(t)‖2
−1 = ‖

m∑
i=1

αi(t)wi‖2
−1 =

m∑
i,j=1

αi(t)αj(t)((wi, wj))−1.

Nous dérivons
d

dt
(αi(t)αj(t)) = αi(t)

d

dt
αj(t) + αj(t)

d

dt
αi(t).

Donc

d

dt
‖um(t)‖2

−1 =
d

dt

( m∑
i,j=1

αi(t)αj(t)((wi, wj))−1

)
=

m∑
i,j=1

d

dt

(
αi(t)αj(t)

)
((wi, wj))−1

=
m∑

i,j=1

αi(t)
dαj(t)

dt
((wi, wj))−1 +

m∑
i,j=1

αj(t)
dαi(t)

dt
((wi, wj))−1

= 2
m∑

i,j=1

αi(t)
dαj(t)

dt
((wi, wj))−1.
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Par (3.53) nous avons

m∑
i=1

dαi(t)

dt
((wi, wj))−1 + νa(um, wj) + (f(um), wj) = 0.

Nous multiplions par αj et nous sommons pour j allant de 1 à m, donc

m∑
i,j=1

αj
dαi(t)

dt
((wi, wj))−1 + ν

m∑
j=1

αja(um, wj) +
m∑

j=1

αj(f(um), wj) = 0.

Nous obtenons

1

2

d

dt
‖um(t)‖2

−1 + νa(um, um) + (f(um), um) = 0. (3.55)

Cette équation ressemble à la relation que nous obtenons en prenant le produit
scalaire dans H de (3.23) par u, où um remplace u, et donc nous trouvons une borne
de um dans L∞(0, T ;V ′) et dans L2(0, T ;V ) ; car, d’après l’inégalité

1

2

d

dt
‖um‖2

−1 + ν|∇um|2 + pb2p

∫
Ω

u2p
mdx � c1|Ω|.

Ici nous avons utilisé (3.26). Nous intégrons la dernière inégalité entre 0 et t � T ,

‖um(t)‖2
−1 + 2ν

∫ T

0

‖um‖2dt � ‖um(0)‖2
−1 + 2c1|Ω| <∞.

En particulier,

‖um(t)‖2
−1 <∞ et

∫ T

0

‖um‖2dt <∞.

En outre, nous avons trouvé par (3.42) une estimation de u dans L∞(0, T ;H) (i.e :
la relation (3.47)), nous remplaçons u par um, nous trouvons, par (3.47), que (um)
est bornée dans L∞(0, T ;H) pour T <∞,

|um(t)|2 � |u0m|2ek3T <∞, pour tout t � T <∞.

Donc
sup

t∈[0,T ∗[

|um(t)|2 � c0 et um ∈ L∞(0, T ;H).

Corollaire 3.7. Nous avons trouvé que (um) est bornée indépendamment de m dans
L2(0, T ;V ) qui est réflexif, car V est réflexif, donc

um ⇀ u1 dans L2(0, T ;V ) faible, u1 ∈ L2(0, T ;V ).
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Corollaire 3.8. (um) est bornée indépendamment de m dans L∞(0, T ;H) et, d’après
le théorème de Dunford-Pettis (cf. par exemple [72]), l’espace L∞(0, T ;H) est le dual
de l’espace L1(0, T ;H). Alors

um ⇀ u2 dans L∞(0, T ;H) faible ∗, u2 ∈ L∞(0, T ;H).

Nous montrons facilement que u1 = u2 = u et donc

um ⇀ u lorsque m→ +∞ dans L2(0, T ;V ) faible, et dans L∞(0, T ;H) faible *.

Pour démontrer que (
dum

dt
) demeure dans un borné de L2(0, T ;V ′), i.e. (

dum

dt
) est

bornée indépendamment de m dans L2(0, T ;V ′), nous allons utiliser la base spec-
trale. Nous montrons tout d’abord que (Δf(um)) et (Δ2um) sont bornées (indépen-
damment de m) dans L2(0, T ;H).

Nous démontrons l’inégalité suivante :

|Δf(u)|2 � k(1 + |Δ2u|2σ), 0 < σ < 1, pour n = 3 et p = 2. (3.56)

Nous avons Δf(u) = f ′(u)Δu+ f ′′(u)∇u.∇u, et

|f ′(s)| � k′2(1 + |s|2p−2), |f ′′(s)| � k′3(1 + |s|2p−3).

Donc
|Δf(u)| � ‖f ′(u)‖L∞(Ω)|Δu| + ‖f ′′(u)‖L∞(Ω)‖∇u‖2

L4(Ω)

|Δf(u)| � k′4
(
(1 + ‖u‖2p−2

L∞(Ω))|Δu| + (1 + ‖u‖2p−3
L∞(Ω))|∇u|2L4(Ω)

)
. (3.57)

Par interpolation nous avons H2(Ω) = [H1(Ω), H4(Ω)] 2
3

(voir [46]). Nous obtenons
donc

‖u‖H2 � c‖u‖
2
3

H1‖u‖
1
3

H4 ,

|Δu| � c|∇u| 23 |Δ2u| 13 . (3.58)

Par l’injection de Sobolev ; voir [63], nous avons, H
n
4 (Ω) ↪→ L4(Ω). Alors

|∇u|L4 � c‖u‖
H

n
4
,

|∇u|L4 � c|∇u|1− n
12 |Δu| n

12 , n = 3. (3.59)

Nous avons déjà trouvé par (3.15), (3.28) et (3.36) que |∇u| est uniformément borné
pour t � 0 avec

ν|∇u(t)|2 � k2, k2 = 2c3|Ω| + 2ρ2

r
+ 2k0.

Donc (3.58) et (3.59) donnent :{ |Δu(t)| � k3|Δ2u(t)| 13 ,
|∇u(t)|L4 � k4|Δu(t)| 14 . (3.60)

86



3.5 Preuve du Théorème 3.2

Pour n = 1, H1(Ω) ⊂ L∞(Ω) et donc

‖ū‖L∞ � c|∇u|, ∀u ∈ H1(Ω).

Pour n = 2, H1+ε(Ω) ⊂ L∞(Ω), ∀ε > 0, et donc

‖ū‖L∞ � cε|∇u|1−ε|Δ2u|ε, ∀u ∈ H4(Ω).

Pour n = 3, nous avons par l’inégalité d’Agmon

‖ū‖L∞ � c|∇u| 56 |Δ2u| 16 ,

nous appliquons cette relation pour u(t) avec |∇u(t)| est borné pour t � 0, nous
trouvons donc

‖u‖L∞ � k′2|Δ2u(t)| 16 . (3.61)

Donc, pour n = 1, 2, 3, nous avons pour | < u > | � η

‖u(t)‖L∞ � k(η)|Δ2u(t)|β,

où β = 0 si n = 1, β = ε si n = 2 et β = 1
6

si n = 3. Nous utilisons (3.60) et (3.61)
pour trouver (3.57)

|Δf(u)| � k′4
(
(1 + k′2|Δ2u|(2p−2)β)k3|Δ2u| 13 + (1 + k′2|Δ2u|(2p−3)β)k′4|Δ2u| 16 )

et nous trouvons donc l’inégalité (3.56).

Nous multiplions l’équation, dans le problème approché,
dum

dt
+νΔ2um−PmΔf(um) =

0, par Δ2um, et utilisons la formule de Green

1

2

d

dt
|Δum|2 + ν|Δ2um|2 = (PmΔf(um),Δ2um)

� 1

2ν
|Δf(um)|2 +

ν

2
|Δ2um|2.

d

dt
|Δum|2 + ν|Δ2um|2 � 1

ν
|Δf(um)|2. (3.62)

Nous utilisons l’inégalité de Young dans (3.56), où um remplace u, nous trouvons

|Δf(um)|2 � ν2|Δ2um|2 + c1.

Par (3.62)
d

dt
|Δum|2 +

ν

2
|Δ2um|2 � c′1. (3.63)
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En intégrant cette relation { |Δum(t)| � c′2,∫ t

0
|Δ2um(s)|ds � c′′2.

Nous avons donc trouvé une estimation de (Δ2um) dans L2(0, T ;H) et par (3.56) et
l’inégalité de Young nous avons vu que

|Δf(um)| � ν|Δ2um| + c3.

Nous intégrons entre 0 et t < T∫ t

0

|Δf(um(s))|ds � ν

∫ t

0

|Δ2um(s)|ds+ c3T <∞.

Alors, (Δf(um)) est bornée dans L2(0, T ;H).

Remarque 3.9. D’aprés la relation (3.63) nous obtenons une estimation a priori
de um dans L∞(0,∞;H2(Ω)) et dans L2(0, T ;H4(Ω)), ∀T > 0.

Soit Pm : H → H le projecteur orthogonal sur V̊m. Donc

Pmu =
m∑

i=1

(u,wi)wi, ‖Pm‖H→H � 1.

Puisque les injections V̊m ↪→ V̊ ↪→ H̊ sont continues, nous pouvons donc définir Pm

comme une application linéaire et continue de V̊ dans V̊ ,

Pm : V̊
Id→ H̊

Pm→ V̊m
Id→ V̊ .

Puisque V̊ est muni du produit scalaire a(., .) donc

‖Pm‖H→H = sup
v 	=0

‖Pmv‖
‖v‖ � 1.

Car, si v ∈ V̊ , nous avons

v =
∞∑
i=1

(v, wi)wi, ‖v‖2 = a(v, v) =
∞∑
i=1

λi(v, wi)
2,

Pmv =
m∑

i=1

(v, wi)wi, ‖Pmv‖2 = a(Pmv, Pmv) =
m∑

i=1

λi(v, wi)
2 � ‖v‖2.

Par densité nous étendons Pm à V̊ ′, et nous avons

‖Pm‖V ′→V ′ � 1.
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Nous avons, pour A = −Δ et A2 = Δ2,

Awi = λiwi, A
2wi = λ2

iwi.

Si um =
∑m

i=1 αiwi ∈ V̊m ⊂ H̊ alors Aum ∈ V̊m ⊂ H̊ et A2um ∈ V̊m.

De plus,
dum

dt
=
∑m

i=1 α
′
iwi ∈ V̊m ⊂ H̊. um vérifie

(dum

dt
+ νPmA

2um + PmAf(um), v
)

= 0, ∀v ∈ V̊m. (3.64)

Af(um) = A

2p1∑
j=1

aju
j
m =

2p1∑
j=1

ajAu
j
m ∈ V̊m ⊂ H̊.

Nous obtenons par (3.64)

dum

dt
= Pm

(− νA2um − Af(um)
)

dans V̊m.

‖dum

dt
‖−1 � ‖Pm‖V ′→V ′

(
ν‖A2um‖−1 + ‖Af(um)‖−1

)
�
(
ν‖A2um‖−1 + ‖Af(um)‖−1

)
. (3.65)

Nous avons

‖A2um‖−1 = sup
v∈V̊
v �=0

< A2um, v >V ′,V

‖v‖ =
(Δ2um, v)

‖v‖ � c|Δ2um|,

car |v| � c‖v‖ ⇒ 1

‖v‖ � c

|v| . Et

‖Af(um)‖−1 = ‖Δf(um)‖−1 � c1|Δf(um)|.
(Δ2um) et (Δf(um)) sont bornées dans L2(0, T ;H), donc nous en déduisons par
(3.65)

‖dum

dt
‖−1 � constante.

Nous avons donc montré que (
dum

dt
) est bornée, indépendamment dem, dans L2(0, T ;V ′),

et alors
dum

dt
⇀

du

dt
dans L2(0, T ;V ′) faible, lorsque m→ ∞.

D’après le théorème de compacité d’Aubin-Lions, voir [46], nous trouvons une suite
extraite telle que

um → u dans L2(0, T ;H) fort et presque par tout, et dans C([0, T ];V ′).
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3.5.5 Passage à la limite

Nous prenons
⋃

m∈N∗ V̊m = V , la fermeture est dans V̊ .
Soit m0 ∈ N

∗ fixé, V̊m0 ⊂ V̊m, donc, pour m � m0, nous prenons le problème
approché⎧⎨⎩

d

dt
(um(t), v) + ν(Δ2um(t), v) − (Δf(um(t)), v) = 0, ∀v ∈ V̊m,

um(0) = u0m.

D’après ce qui précède, nous avons

um → u dans L2(0, T ;H) fort et presque par tout,

um est bornée dans L2(0, T ;V ),

u′m est bornée dans L2(0, T ;V ′).

Mais, V ↪→ H injection compacte, donc

um → u fort et presque partout dans H. (3.66)

Puisque f(u) est un polynome nous obtenons par (3.66)

f(um(x, t)) → f(u(x, t)) presque par tout dans H,

et
Δf(um(x, t)) → Δf(u(x, t)) presque par tout dans H.

D’autre part, nous avons trouvé que (Δf(um)) est bornée dans L2(0, T ;H). Donc

Δf(um) ⇀ y dans L2(0, T ;H) faible.

Nous allons maintenant montrer que Δf(u) = y. Pour cela nous allons appliquer le
lemme suivant.

Lemme 3.10. ( [45])
Soit Ω un ouvert borné de R

n, gm et g deux fonctions de Lp(Ω), 1 < p <∞, telles
que,

‖gm‖Lp � C, gm → g presque par tout dans Ω.

Alors, gm ⇀ g dans Lp(Ω) faible.

Nous appliquons ce lemme, avec gm = Δf(um), nous obtenons

Δf(um) ⇀ Δf(u) dans L2(0, T ;H) faible.

En passant à la limite le problème approché, nous trouvons

d

dt
(u(t), v) + ν(Δ2u(t), v) − (Δf(u(t)), v) = 0, ∀v ∈ V̊ ,

u(0) = u0.
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3.6 Un attracteur exponentiel

Nous prenons l’équation de Cahn-Hilliard

∂u

∂t
+ νΔ2u− Δf(u) = 0,

qui (par (3.23)) équivaut à

∂Nu

∂t
− νΔu+ f(u) = 0,

avec les conditions aux limites (3.3) ou (3.4) et la condition initiale (3.6).
Nous avons trouvé par (3.35) un borné absorbant dans V ′,

B0 =
{
u ∈ V ′, ‖u‖−1 � ρ0 =

2k1

νc′4

}
.

Par (3.36) nous avons un borné dans V , B1 = {u ∈ V, ‖u‖ = |∇u| � k2},
et par (3.39), B est le borné absorbant dans V1.
Posons

B1 :=
⋃
t�t0

S(t)B,

donc B1 est compact dans V (et V ′) et invariant. Nous avons

S(t) : B → B, pour t � t2. (3.67)

Pour construire un attracteur exponentiel, nous démontrons d’abord que S(td) vérifie
une propriété de régularisation, pour la différence entre deux solutions, pour certain
td � t2, ce qui donne l’existence d’un attracteur exponentiel Md pour le système
discret engendré par S(td) (cf. [26] et [60]).
Pour avoir un attracteur exponentiel M, pour le cas continu, nous démontrons que
(t, u0) 	→ S(t)u0 est Hölder continue sur [0, td] × (

V1 ∩ Hη

)
. Ceci donne l’existence

d’un attracteur exponentiel défini par la relation suivante

M :=
⋃

t∈[td,2td]

S(t)Md.

Nous commençons par la démonstration de la propriété de régularisation.

Lemme 3.11. Soient u1(t) et u2(t) deux solutions telles que ‖ui(0)‖2 � R, ∀i = 1, 2.
Alors

‖u1(t) − u2(t)‖2
−1 � ceαt‖u1(0) − u2(0)‖2

−1. (3.68)
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Démonstration.
D’après (3.41) nous trouvons (3.68), pour < u1 >=< u2 >. Nous démontrons ici
l’estimation (3.68) pour < u1 >�=< u2 >.
Pour u := u1 − u2, nous avons

∂

∂t
Nū− νΔu+ f(u1) − f(u2) =< f(u1) − f(u2) > . (3.69)

Multiplions par ū, notons que < ū >= 0 et (|∇u|2+ < u >2)
1
2 est équivalente à ‖u‖,

1

2

d

dt
‖ū‖2

−1 + ν|∇u|2 = −(�(t)u, ū)

� |∇�(t)u|‖ū‖−1

� c‖u‖‖ū‖−1

� ν

2
|∇u|2 + c

(‖ū‖2
−1+ < u >2

)
. (3.70)

Le terme |∇�(t)u| sera examiné dans le chapitre 5 ; voir les estimations (5.60) et
(5.61), et nous avons

|∇�(t)u| � c‖u‖, où p = 2 lorsque n = 3,

pour des données initiales dans H2(Ω). Alors,

d

dt
‖ū‖2

−1 + ν|∇u|2 � c
(‖ū‖2

−1+ < u >2
)

d

dt

(‖ū‖−1+ < u >2
)

+ ν|∇u|2 � c
(‖ū‖2

−1+ < u >2
)
.

En intégrant entre 0 et t, notons que
(‖ū‖2

−1+ < u >2
) 1

2 est une norme dans
H−1(Ω), nous avons (3.68). De plus,∫ t

0

|∇u(s)|2ds � ceαt‖u1(0) − u2(0)‖2
−1. (3.71)

Notons aussi par (3.70) et (3.68), puisque la norme (|∇u|2+ < u >2)
1
2 est équivalente

à ‖u‖ ∫ t

0

‖u(s)‖2ds � ceαt‖u1(0) − u2(0)‖2
−1. (3.72)
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Lemme 3.12. Pour u1 et u2 définis comme dans le lemme précédent nous avons

‖u1(t)−u2(t)‖2+

∫ t+1

t

∥∥∂u1

∂t
−∂u2

∂t

∥∥2

H−1ds � c

t
eαt‖u1(0)−u2(0)‖2

H−1 , t > 0, (3.73)

c et α dépendent de R.

Démonstration.
Multiplions (3.69) par t

∂u

∂t
, notons que <

∂u

∂t
>= 0,

t
∥∥∂u
∂t

∥∥2

H−1 +
ν

2
t
d

dt
|∇u|2 � t

∣∣(�(t)u, ∂u
∂t

)∣∣
� t

2

∥∥∂u
∂t

∥∥2

H−1 + ct|∇�(t)u|.

d

dt

(
t
(|∇u|2+ < u >2

))
+ c1t

∥∥∂u
∂t

∥∥2

H−1 � ct‖u‖2 + c‖u‖2.

Grâce au lemme de Gronwall et (3.72), nous obtenons

‖u(t)‖2 + c1

∫ t+1

t

∥∥∂u
∂t

(s)
∥∥2

H−1ds � ceαt‖u(0)‖2
H−1 .

�

D’après la dernière estimation nous avons la propriété de régularisation entre
H1(Ω) et H−1(Ω). Le résultat suivant donne la propriété de régularisation entre
H2(Ω) et H−1(Ω).

Lemme 3.13. Supposons que u est comme auparavant. Alors∥∥∥∂u
∂t

∥∥∥2

H−1
+

∫ t+1

t

∣∣∣∇∂u

∂t

∣∣∣2ds � c

t
eαt‖u(0)‖2

H−1 , t > 0. (3.74)

Démonstration.
Dérivons (3.69), posons θ :=

∂u

∂t
et notons que < θ >= 0,

∂

∂t
Nθ − νΔθ = −�(t)θ − �′(t)u+ <

∂

∂t

(
�(t)u

)
> .

Multiplions par tθ, et notons que |�′(t)u| � c‖u‖ (voir (5.69)),

t

2

d

dt
‖θ‖2

H−1 + νt|∇θ|2 � ct|θ|2 + t|�′(t)u||θ|

� ct|θ|2 + c′t‖u‖2

� ν

2
t|∇θ|2 + ct‖θ‖2

H−1 + CT‖u‖2,
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d

dt

(
t‖θ‖2

H−1

)
+ νt|∇θ|2 � ct‖θ‖2

H−1 + ‖θ‖2
H−1 + CT‖u‖2.

D’après le lemme de Gronwall et les estimations (3.72) et (3.73), nous avons

‖θ(t)‖2
H−1 + c

∫ t+1

t

|∇θ(s)|2ds � c

t
eαt‖u(0)‖2

H−1 .

�

Nous avons par (3.69)

νΔu− �(t)u+ < �(t)u >=
∂

∂t
Nū.

Nous avons alors, pour t fixé,

|Δu(t)|2 � c1

(∣∣( ∂
∂t
Nū,Δu

)∣∣ +
∣∣(�(t)u,Δu)∣∣)

� c
∥∥∂u
∂t

∥∥2

−2
+

1

2
|Δu(t)|2 + |∇�(t)u| |∇u(t)|

� c
∥∥∂u
∂t

‖2
−1 + c1‖u‖2 + c2|∇u|2, par (5.61).

Ceci donne

|Δu(t)|2+ < u >2� c
∥∥∂u
∂t

(t)‖2
−1 + c′‖u(t)‖2, pour t fixé.

Par (3.73) et (3.74)

‖u(t)‖2
2 � c

t
eαt‖u(0)‖2

H−1 , t > 0.

D’où la propriété de régularisation. D’après cette propriété nous avons l’existence
d’un attracteur exponentiel Md pour le cas discret. Afin de définir l’attracteur ex-
ponentiel pour le semi-groupe, nous démontrons le résultat suivant.

Lemme 3.14. S(t) est Hölder continu sur [0, T ]×BR pour la topologie de H−1(Ω),
où BR := {u ∈ H2(Ω), ‖u‖2 � R et | < u > | � η}.
Démonstration.
D’après les estimations précédentes∫ t+1

t

∥∥∥∂u
∂t

∥∥∥2

H−1
ds � c(R), pour u0 ∈ BR.
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Alors

‖S(t1)u1(0) − S(t2)u2(0)‖H−1 = ‖S(t1)u1(0) − S(t1)u2(0) + S(t1)u2(0) − S(t2)u2(0)‖H−1

� cT‖u1(0) − u2(0)‖H−1 +
∥∥∥∫ t1

t2

∂u

∂t
ds
∥∥∥

H−1

� cT‖u1(0) − u2(0)‖H−1 + |t1 − t2| 12
(∫ t1

t2

∥∥∥∂u
∂t

∥∥∥2

H−1
ds
) 1

2

� cT (R)
(‖u1(0) − u2(0)‖H−1 + |t1 − t2| 12

)
,

d’où la continuité de Hölder. �

Nous avons alors le résultat suivant (voir [60]).

Théorème 3.15. Le semi-groupe S(t), défini par (3.67), associé au problème (3.1),
(3.2) et (3.3) possède un attracteur exponentiel M dans H−1(Ω) et cet attracteur
est défini par

M :=
⋃

t∈[t2,2t2]

S(t)Md.
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Chapitre 4

Problème de Cahn-Hilliard non
autonome

4.1 Position du problème

Nous prenons le problème suivant

∂u

∂t
+ νΔ2u− Δf(u) = m(t), (4.1)

u(x, τ) = uτ , x ∈ Ω,

avec les conditions aux limites de Neumann ;

∂u

∂n
=
∂Δu

∂n
= 0, sur Γ,

ou la condition (3.4) en cas de l’espace périodique.
Nous supposons que m(t) vérifie les conditions suivantes :

(M1) m(t) ∈ L∞(R;V ′),
(M2)

∫
t
|m(t)|2dt < M (ou

∫
t
‖m(t)‖2

−1dt < M) pour M suffisamment grand,
(M3)

∫
Ω
m(t)dx = 0, ∀t � 0.

En intégrant (4.1) sur Ω, et d’après l’hypothèse (M3), nous trouvons que la moyenne
est conservée, < u(t) >=< u(τ) >. Comme dans le chapitre précédent nous consi-
dérons | < u > | � η, pour η � 0.
Nous allons maintenant démontrer le Théorème 3.2 pour le problème non autonome.
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4.2 Estimations a priori

4.2.1 Estimation de u

Multiplions (4.1) par u

1

2

d

dt
|u|2 + ν|Δu|2 + b2p

∫
Ω

u2p−2|∇u|2dx � c4|∇u|2 + c|m|2 + c1|u|2.

Par (3.44) et (3.45)

1

2

d

dt
|u|2 +

ν

2
|Δu|2 + b2p

∫
Ω

u2p−2|∇u|2dx � k3

2
|u|2 + c|m(t)|2 + c(η),

d

dt
|u|2 − k3|u|2 + ν|Δu|2 + 2b2p

∫
Ω

u2p−2|∇u|2dx � c|m(t)|2 + c(η). (4.2)

Grâce au lemme de Gronwall nous avons, en particulier,

|u(t)|2 � |uτ |2ek3(t−τ) + c′′ <∞, pour τ � t <∞. (4.3)

Nous avons alors une borne de u ∈ L∞(τ, t;H). De plus, nous avons par (4.2)

ν

∫ t

τ

|Δu|2dt <∞,

i.e., u ∈ L2(τ, t;H2(Ω)).
L’équation (4.1) équivaut à

∂

∂t
Nū− νΔu+ f(u) = Nm+ < f(u) > . (4.4)

Multiplions (4.4) par
∂u

∂t
, <

∂u

∂t
>= 0,

∥∥∂u
∂t

∥∥2

−1
+
ν

2

d

dt
|∇u|2 +

d

dt

∫
Ω

g(u)dx � c‖m‖2
−1 +

1

2

∥∥∂u
∂t

∥∥2

−1
.

Ce qui donne en intégrant entre τ et t, par (M2),∫ t

τ

∥∥∂u
∂t

∥∥2

−1
+ ν|∇u(t)|2 + 2

∫
Ω

g(u(t))dx � c

∫ t

τ

‖m‖2
−1dt+ 2

∫
Ω

g(u(τ))dx <∞,

i.e., ∫ t

τ

∥∥∂u(s)
∂t

∥∥2

−1
ds � const.. (4.5)

Nous écrivons (4.1) sous la forme

∂u

∂t
= ΔK(u), (4.6)
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K(u) = −νΔu+ f(u) −Nm.

Multiplions (4.6) par K(u)

d

dt
J(u(t)) + |∇K(u)|2 � c‖m‖2

−1 + c′
∥∥∂u(s)

∂t

∥∥2

−1
. (4.7)

D’après la définition de J et (3.28)

d

dt

(ν
2
|∇u|2 + ‖u‖2p

L2p

)
� c‖m‖2

−1 + c′
∥∥∂u(s)

∂t

∥∥2

−1
+ c′′.

En intégrant sur [τ, t]

‖u‖2 + ‖u‖2p
L2p � ‖uτ‖2 + ‖uτ‖2p

L2p + c,

par (4.5) et l’hypothèse (M2). La dernière estimation implique que, pour uτ ∈
H1(Ω) ∩ L2p(Ω), u ∈ L∞(τ, t;H1(Ω) ∩ L2p(Ω)).

4.3 Existence et unicité
Afin de démontrer l’existence d’une solution du problème (4.1) nous trouvons

d’abord quelques estimations a priori pour une solution approchée um, comme dans
le chapitre précédent nous supposons que um est à moyenne nulle.

4.3.1 Estimations de (um) et de (dum

dt )

Nous multiplions l’équation approchée

∂

∂t
Num − νΔum + Pmf(um) = Nm

par um, nous obtenons par (3.26)

1

2

d

dt
‖um‖2

−1 + ν|∇um|2 + pb2p

∫
Ω

u2p
mx � c1|Ω| + |((m(t), um))−1|

� c1|Ω| + c′‖m‖2
−1 + c‖um‖2

−1.

Grâce au lemme de Gronwall

‖um(t)‖2
−1 � ec(t−τ)‖um(τ)‖2

−1 + c′′ <∞, ∀t � τ, t <∞,

i.e., (um) est bornée dans L∞(τ, t;V ′). Nous avons aussi∫ t

τ

‖um‖2ds <∞.
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D’après cette relation nous obtenons que (um) est bornée dans L2(τ, t;V ). Et par
(4.3), où um remplace u, nous trouvons que (um) est bornée dans L∞(τ, t;H).

En outre, nous avons en multipliant l’équation approchée

∂um

∂t
+ νΔ2um − PmΔf(um) = m,

par Δ2um

1

2

d

dt
|Δum|2 + ν|Δ2um|2 � ν

4
|Δ2um|2 + c1|Δf(um)|2 +

ν

4
|Δ2um|2 + c2|m|2,

d

dt
|Δum|2 + ν|Δ2um|2 � 2c1|Δf(um)|2 + c(M). (4.8)

Par (3.56) (trouvé dans le chapitre précédent) et l’inégalité de Young

d

dt
|Δum|2 +

ν

2
|Δ2um|2 � c′1 + c(M), (4.9)

ce qui donne en intégrant

|Δum(t)|2 +
ν

2

∫ t

τ

|Δ2um(s)|2ds � c′′(t− τ) <∞, pour τ � t <∞. (4.10)

D’après la dernière estimation, nous avons que (Δum) est bornée dans L∞(τ, t;H)
et (Δ2um) est bornée dans L2(τ, t;H), et d’après (3.56) (Δf(um)) est bornée dans
L2(τ, t;H).

Nous avons aussi par (4.5), où um remplace u, une estimation bornée de
(dum

dt

)
dans

L2(τ, t;V ′).
Par la suite, nous procédons comme dans le chapitre précédent, nous prenons la base
{wm} précédente, et nous trouvons (voir les estimations (3.53) et (3.54))

W
dα

dt
+ Mα+ F = M1,

où W, M et F sont définis comme dans le chapitre précédent et M1 :=

⎛⎜⎝ (m,w1)
...

(m,wn)

⎞⎟⎠ .

Nous avons alors l’existence d’une solution locale.
D’après (4.7) et (4.5) nous avons, en particulier,

J(u(t)) � J(u(τ)) + c <∞,

et donc la solution locale est globale.
La démonstration de l’unicité est comme dans le chapitre précédent (on considère
m correspondant les deux solutions u1 et u2 et u1(τ) = u2(τ) et la démonstration
est la même que celle du chapitre précédent).
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4.4 Borné absobant

4.4 Borné absobant
En comparant avec le cas autonome nous avons par (3.30), notons que < ū >= 0,

1

2

d

dt
‖ū‖2

−1 + J(u) � k0 + |((m,u))−1|; (4.11)

ici nous avons utilisé les inégalités suivantes :

f(s)s � pb2ps
2p − c1, (4.12)

et pour tout α > 0, il existe c2 = c2(α) telle que

|f(s)| � αb2ps
2p + c2(α). (4.13)

Par (3.15) et (3.28)

J(u) =
ν

2
|∇u|2 +

∫
Ω

g(u)dx � ν

2
|∇u|2 − c3|Ω|,

1

2

d

dt
‖ū‖2

−1 +
ν

2
|∇u|2 � k1 + |((m, ū))−1|, où k1 = k0 + c3|Ω|,

1

2

d

dt
‖ū‖2

−1 + c4‖ū‖2
−1 � k1 +

c4
2
‖ū‖2

−1 +
1

2c4
‖m‖2

−1.

Intégrons entre τ et t

‖ū(t)‖2
−1 � ‖ūτ‖2

−1e
−c4(t−τ) + (2k1 +

M

c4
)
(
1 − e−c4(t−τ)

)
, ‖m‖2

−1 � M. (4.14)

Ce qui donne

lim
t→∞

sup ‖ū(t)‖2
−1 � ρ2

0, où ρ2
0 = 2k1 +

M

c4
.

Nous prenons ‖ūτ‖−1 � R. Soit ρ > ρ0. Nous cherchons t0 = t0(R, ρ) tel que
‖u(t)‖−1 � ρ, ∀t � t0.
Par (4.14)

‖ū(t)‖2
−1 � R2e−c4t0 + ρ2

0 − ρ2
0e

−c4t0 = (R2 − ρ2
0)e

−c4t0 + ρ2
0.

Donc, pour t0 > 1
c4

log
(R2 − ρ2

0

ρ2 − ρ2
0

)
, nous avons ‖ū‖−1 < ρ.

Nous avons alors l’existence d’un borné absorbant dans V ′∩Hη, où Hη :=
⋃

a�η

{
u ∈

V, | < u > | = a
}
.

Par définition de J et (4.11)

1

2

d

dt
‖ū‖2

−1 + J(u) � k0 + |((m, ū))−1|,

� k0 + ‖m‖2
−1 + ‖ū‖2

−1 � k0 +M2 + ρ2.
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En intégrant entre t et t+ r

[
1

2
‖ū‖2

−1]
t+r
t +

∫ t+r

t

J(u(s))ds � r(k0 +M + ρ2).

En particulier, ∫ t+r

t

J(u(s))ds � ρ2 + rk1, k1 = k0 +M + ρ2.

Par conséquent

J(u(t+ r)) � ρ2

r
+ k1,

ce qui donne
ν

2
|∇u(t+ r)|2 +

∫
Ω

g(u(t+ r))dx � ρ2

r
+ k1

ν

2
|∇u(t+ r)|2 +

1

2
b2p

∫
Ω

u2p(x, t)dx � ρ2

r
+ k1 + c3|Ω|.

Nous obtenons donc, en particulier,

ν|∇u(t)|2 � k2, où k2 = 2c3|Ω| + 2ρ2

r
+ 2k1, (4.15)

et nous avons l’existence d’un borné absorbant B1 dans Hη.

4.4.1 Borné absorbant dans V1 ∩Hη

Nous avons par (4.10)

|Δu(t)|2 � const., pour uτ ∈ H2(Ω).

Multiplions (4.1) par
∂u

∂t
et procédons comme dans le chapitre précédent, nous avons

1

2

d

dt
|Δu|2 +

∣∣∂u
∂t

∣∣2 − (
Δf(u),

∂u

∂t

)
� |m|∣∣∂u

∂t

∣∣.
D’après (5.45)

d

dt
|Δu|2 +

∣∣∂u
∂t

∣∣2 � c|Δu|2 + c′|m|2.
En intégrant cette inégalité nous avons l’existence d’un borné absorbant B dans
V1 ∩Hη.
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4.5 Un attracteur exponentiel

4.5.1 Généralités

Pour trouver un attracteur exponentiel du problème (4.1), nous allons construire
une famille d’attracteurs exponentiels comme proposé dans [29]. (voir aussi [2], [25],
[33], [32] et [52]). Tout d’abord nous prenons le borné absorbant dans V1 ; B, nous
considérons le semi-groupe S(t) tel que

S(t)B → B, pour t � t1.

Ensuite, nous démontrons la propriété de régularisation et la continuité Hölder pour
le semi-groupe. Nous trouvons des estimations a priori nécessaires pour la suite.

4.5.2 Estimations a priori

Nous prenons dans B le problème (4.1), où les forces extérieures m(t) vérifie les
condition (M1), (M2) et (M3) précédentes. (4.1) équivaut à

∂

∂t
Nū− νΔu+ f(u) = Nm(t)+ < f(u) > . (4.16)

Nous prenons le produit scalaire de cette équation par ū, nous utilisons la formule
de Green et les relations suivantes :

‖ū‖−1 � c|ū| � c1|∇u|, (4.17)

(4.12) et (4.13) et nous obtenons

1

2

d

dt
‖ū‖2

−1 + c2‖ū‖2
−1 + pb2p

∫
Ω

u2pdx � k1 +
1

2c2
‖m(t)‖2

−1 +
c2
2
‖ū‖2

−1.

En particulier,
d

dt
‖ū‖2

−1 + c2‖ū‖2
−1 � k3 = 2k1 +

M2

c2
.

Nous multiplions par ec2s et nous intégrons sur [τ, t]

‖ū(t)‖2
−1 � ‖ū(τ)‖2

−1e
c2(τ−t) + k′3

(
1 − e−c2(t−τ)

)
� ‖ū(τ)‖2

−1e
c2(τ−t) + k′3, t− τ � 0.

(4.18)
Ensuite, nous définissons pour le problème de Cahn-Hilliard (4.1) une famille de
processus, dans l’espace V ′, de la forme

{Um(t, τ), τ ∈ R, t � τ},
telle que Um(t, τ)uτ := u(t), où u(t) est la solution de (4.1), (ou de (4.16)), avec
u(τ) = uτ . Nous allons maintenant trouver une estimation pour la différence entre
deux solutions.
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Lemme 4.1. La famille Um(t, τ) : uτ 	→ u(t) est continue pour la topologie de
H−1(Ω).

Démonstration.
Soient u1, u2 deux solutions de (4.1) avec u1(τ) = u1τ et u2(τ) = u2τ . Alors, pour m
correspondant aux deux solutions u1 et u2, nous avons

u1(t) = Um(t, τ)u1τ , u2(t) = Um(t, τ)u2τ .

Nous voulons montrer qu’il existe c1 > 0 tel que

‖u1(t) − u2(t)‖2
H−1 � ec1(τ−t)‖u1(τ) − u2(τ)‖2

H−1 . (4.19)

Par ailleurs, u1, u2 vérifient les deux équations

∂

∂t
Nu1 − νΔu1 + f(u1) = m(t),

∂

∂t
Nu2 − νΔu2 + f(u2) = m(t).

Supposons que u(t) = u1(t) − u2(t), avec u(τ) = u1(τ) − u2(τ). Alors, u vérifie
l’équation suivante :

∂

∂t
Nū− νΔu+ f(u1) − f(u2) =< f(u1) − f(u2) > .

Multiplions par ū, (pour le produit scalaire de H)

1

2

d

dt
‖ū‖2

−1 + ν|∇u|2 + (f(u1) − f(u2), ū) = 0,

1

2

d

dt
‖ū‖2

−1 + ν|∇u|2 � c|u|2+ < u >

∫
Ω

|f(u1 − f(u2)|dx,

d

dt
‖ū‖2

−1 + 2ν|∇u|2 � ν|∇u|2 + c
(‖ū‖2

−1+ < u >2
)
.

Nous avons

d

dt

(‖ū‖2
−1+ < u >2

)
+ ν|∇u|2ds � c

(‖ū‖2
−1+ < u >2

)
. (4.20)

Intégrons sur [τ, t], nous avons, en particulier,

‖u(t)‖2
H−1 � ec(t−τ)‖uτ‖2

H−1 .

Nous avons donc (4.19). �
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Soient m1 et m2 différentes, qui correspondent aux deux solutions précédentes u1(t)
et u2(t). Posons m(s) = m1(s) −m2(s). Donc u vérifie

∂

∂t
Nū− νΔu+ f(u1) − f(u2) = Nm+ < f(u1) − f(u2) > .

Multiplions par ū, notons que m est à myenne nulle,

d

dt

(‖ū‖2
−1+ < u >2

)
+ ν|∇u|2 � c

(‖ū‖2
−1+ < u >2

)
+ c1‖m‖2

H−1 .

Nous avons en intégrant

‖u(t)‖2
H−1 � ec(t−τ)‖uτ‖2

H−1 + c1e
ct

∫ t

τ

e−cs‖m(s)‖2
H−1ds. (4.21)

En particulier, si m1 = m2 nous obtenons (4.19), et si u1(τ) = u2(τ) nous obtenons

‖u1(t) − u2(t)‖2
H−1 � c1e

ct

∫ t

τ

e−cs‖m(s)‖2
H−1ds. (4.22)

4.5.3 Construction d’attracteurs exponentiels

Notre but ici est de construire une famille d’attracteurs exponentiels pour le
problème de Cahn-Hilliard. Nous commençons d’abord par construire cette famille
pour {Um(t, τ)}. Nous prenons B le borné absorbant précédent. Il existe donc T
tel que Um(τ + T, τ)O(B) ⊂ B, et par la relation (4.19), nous obtenons, pour K
suffisamment grand,

Um(τ + T, τ) ∈ S1,K(B).

Pour construire cette famille, nous allons appliquer le Théorème 2.4, où H2(Ω) et
H−1(Ω) remplacent H et V .
Tout d’abord, nous démontrons que {Um(t, τ)} vérifie la propriété de régularisa-
tion entre les espaces H2(Ω) et H−1(Ω) (puisque l’injection H2(Ω) ⊂ H−1(Ω) est
compacte), i.e,

‖Um(t, τ)u1 − Um(t, τ)u2‖2 � K‖u1 − u2‖H−1 . (4.23)

Pour cela nous allons montrer les résultats suivants (voir [28] pour autre types de
problèmes de Cahn-Hilliard).
Nous avons par (4.20) le résultat suivant.

Théorème 4.2. Soient u1(t), u2(t) deux solutions du problème (4.1), telles que
‖ui(τ)‖2 � R, i = 1, 2. Alors

‖u1(t) − u2(t)‖2
H−1 � Ceαt‖u1(τ) − u2(τ)‖2

H−1 . (4.24)

Où, C et α > 0 sont deux constante qui ne dépend que de R.
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D’après (4.20) nous avons également l’estimation suivante∫ t

τ

|∇u(s)|2ds � Ceα(t−τ)‖u(τ)‖2
H−1 . (4.25)

De même, nous avons par (4.20)

d

dt

(‖ū‖2
−1+ < u >2

)
+ ν

(|∇u|2+ < u >2
)

� c
(‖ū‖2

−1+ < u >2
)
,

ce qui donne en intégrant∫ t

τ

‖u(s)‖2ds � Ceα(t−τ)‖u(τ)‖2
H−1 . (4.26)

Lemme 4.3. Supposons que les hypothèses du Théorème 4.2 soient vérifiées. Alors,
pour u = u1 − u2, nous avons l’estimation suivante :∫ t

τ

∥∥∂u
∂t

∥∥2

H−1 + ν|∇u|2 � c

t− τ
eα(t−τ)‖u(τ)‖2

H−1 . (4.27)

Démonstration.
La différence u vérifie, pour m correspondant aux deux solutions u1 et u2,

∂

∂t
Nū− νΔu+ f(u1) − f(u2) =< f(u1) − f(u2) > . (4.28)

Nous multiplions par (t− τ)
∂u

∂t
, <

∂u

∂t
>= 0,

(t− τ)
∥∥∂u
∂t

∥∥2

H−1 + ν
t− τ

2

d

dt
|∇u|2 � (t− τ)

(
�(t)u,

∂u

∂t

)
� |∇�(t)u|∥∥∂u

∂t

∥∥. (4.29)

Le terme |∇�(t)u| sera traité dans la suite et nous avons |∇�(t)u| � c‖u‖. Donc

ν
d

dt

(
(t− τ)|∇u|2) + (t− τ)

∥∥∂u
∂t

∥∥2

H−1 � c(t− τ)‖u‖2 + ν|∇u|2.

En intégrant sur [τ, t], et par (4.25) et (4.26), nous trouvons l’estimation (4.27). �
Remarque 4.4. Par (4.29) nous avons, en particulier,

ν(t− τ)
d

dt

(|∇u|2+ < u >2
)

� c(t− τ)‖u‖2,

ν
d

dt

(
(t− τ)

(|∇u|2+ < u >2
))

� c(t− τ)‖u‖2 + ν‖u‖2.

Par le lemme de Gronwall et (4.26)

‖u(t)‖2 � ceα(t−τ)‖u(τ)‖2
H−1 . (4.30)
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Lemme 4.5. Nous avons∥∥∂u
∂t

∥∥2

H−1 +

∫ t

τ

∣∣∇∂u(s)

∂t

∣∣2ds � c

t− τ
eα(t−τ)‖u(τ)‖2

H−1 t > τ. (4.31)

Démonstration.
Nous dérivons (4.28) par rapport à t, et nous posons θ :=

∂u

∂t
,

∂tNθ − νΔθ = −�(t)θ − �′(t)u. (4.32)

Multiplions (4.32) par (t− τ)θ

t− τ

2

d

dt
‖θ‖2

H−1 + ν(t− τ)|∇θ|2 � (t− τ)|∇�(t)θ|‖θ‖H−1 + (t− τ)|�′(t)u| |θ|.

Nous avons par (5.61) et (5.69)

|∇�(t)θ| � c|∇θ|,
|�′(t)u| � c‖u‖.

(t− τ)
d

dt
‖θ‖2

H−1 + ν(t− τ)|∇θ|2 � c(t− τ)‖θ‖2
H−1 + c′(t− τ)‖u‖2 + c1(t− τ)|θ|2.

Par interpolation nous avons

|θ|2 � ν

2
|∇θ|2 + c2‖θ‖2

H−1 .

d

dt

(
(t− τ)‖θ‖2

H−1

)
+ ν(t− τ)|∇θ|2 � c(t− τ)‖θ‖2

H−1 + ‖θ‖2
H−1 + c′(t− τ)‖u‖2.

Grâce au lemme de Gronwall et les estimations (4.26) et (4.27) nous obtenons (4.31),
pour t > τ. �

Pour avoir la propriété de régularisation nous interprétons l’équation (4.28) comme
une équation elliptique et nous avons, pour t fixé, t > τ ,

νΔu(t) − �(t)u(t) =
∂

∂t
Nū(t)− < �(t)u(t) > .

En multipliant par Δu(t)

ν|Δu|2 � ν

2
|Δu|2 + c

∥∥∂u
∂t

∥∥2

H−2 + (�(t)u,Δu),

ν|Δu(t)|2 � c
∥∥∂u
∂t

∥∥2

H−1 + |∇�(t)u| |∇u|,

� c
∥∥∂u
∂t

∥∥2

H−1 + c1‖u‖2 + c2|∇u|2.
107



Chapitre 4 : Problème de Cahn-Hilliard non autonome

|Δu(t)|2+ < u(t) >2� c
∥∥∂u
∂t

∥∥2

H−1 + c′‖u(t)‖2, pour t fixé.

Ceci donne, par (4.30) et (4.31), la propriété de régularisation ou l’estimation sui-
vante :

‖u(t)‖2
2 � c

t− τ
eα(t−τ)‖u(τ)‖2

H−1 . (4.33)

Ensuite, nous démontrons que la famille {Um(t, τ)} est Hölder continue. Tout d’abord,
nous trouvons le résultat suivant.

Lemme 4.6. Soit u(t) une solution du problème (4.1). Alors, pour ‖u(τ)‖2 � R,
nous avons l’estimation suivante∫ t

τ

∥∥∂u
∂t

∥∥2

H−1ds � c|∇u(τ)|2 + c′,

les constantes sont positives et dépendents de R et de la norme de m.

Démonstration.
Nous multiplions

∂

∂t
Nū− νΔu+ f(u) =< f(u) > +Nm

par
∂u

∂t
pour obtenir

∥∥∂u
∂t

∥∥2

H−1 +
ν

2

d

dt
|∇u|2 � c1|∇f(u)|2 +

ν

2

∥∥∂u
∂t

∥∥2

H−1 + c2‖m‖2
H−1 .

Nous trouvons dans la suite l’estimation suivante (voir (6.36))

|∇f(u)|2 � c|∇u|2,
ce qui donne ∥∥∂u

∂t

∥∥2

H−1 +
ν

2

d

dt
|∇u|2 � c|∇u|2 + c2‖m‖2

H−1 .

En intégrant ∫ t

τ

∥∥∂u(s)
∂t

∥∥2

H−1ds � c|∇u(τ)‖2
H−1 + c′ � C. (4.34)

�

Lemme 4.7. Pour u(t) solution de (4.1), où uτ ∈ BR := {u ∈ V1∩Hη, ‖u‖2 � R},
nous avons

‖Um(t+ τ + s, τ)uτ − Um(t+ τ, τ)‖H−1 � c|s| 12 , (4.35)

et
‖Um(t+ τ + s, τ + s)uτ − Um(t+ τ, τ)‖H−1 � ceαt|s| 12 , (4.36)

pour s � 0.
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Démonstration.
Nous avons par (4.34) et pour uτ ∈ BR

‖Um(t+ τ + s, τ)uτ − Um(t+ τ, τ)‖H−1 =
∥∥∫ t+τ+s

t+τ

∂u(θ)

∂t
dθ
∥∥

H−1

�
∫ t+τ+s

t+τ

∥∥∂u(θ)
∂t

∥∥
H−1dθ

� |s| 12
∫ t+τ+s

t+τ

∥∥∂u(θ)
∂t

∥∥2

H−1dθ

� cR|s| 12 .

D’après (4.21) et (4.35)

‖Um(t+ τ + s, τ + s)uτ − Um(t+ τ, τ)‖H−1 �

� ‖Um(t+ s+ τ, t+ τ)
(
Um(t+ τ, τ + s)uτ

)− Um(t+ τ, τ + s)uτ‖H−1

+ ‖Um(t+ τ, τ + s)uτ − Um(t+ τ, τ + s)
(
Um(τ + s, τ)uτ

)‖H−1

� c|s| 12 + ceK(t−s)‖uτ − Um(τ + s, τ)uτ‖H−1

� ceKt|s| 12 , s � 0, t ∈ R
+.

�

Nous avons déjà trouvé l’existence de T = T (M) tel que

Um(τ + T, τ)O1(B) ⊂ B, ∀τ ∈ R, (4.37)

où B est le borné absorbant (compact) dans V ′.
D’après la propriété de régularisation, la famille

U τ
m := Um(τ + nT, τ + �T ), n, � ∈ Z, n � �,

possède un attracteur exponentiel dans V ′, � → Mm(�, τ), pour le système dyna-
mique discret.
Nous avons par cette construction

Mm(�, τ) = Mm(0, �T + τ), MTsm(�, τ) = Mm(�, τ + s). (4.38)
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Maintenant, nous définissons les attracteurs exponentiels pour un temps continu par

Mm(τ) :=
⋃

s∈[0,T ]

Um(τ, τ − T − s)Mm(0, τ − T − s). (4.39)

Nous allons vérifier que Mm(τ) sont des attracteurs exponentiels.
(1) Propriété de semi-invariance :

Um(t, τ)Mm(τ) ⊂ Mm(t)
Mm(t+ s) = MTsm(t)

}
(4.40)

Nous avons trouvé que Mm(0, τ) sont des attracteurs donc ils sont semi-
invariants, i.e.

Um(τ + �T, τ)Mm(0, τ) ⊂ Mm(�, τ) = Mm(0, τ + �T ).

Donc il suffit de montrer (4.40)1 pour t− τ := α ∈ [0, T ]. Nous avons

Um(t+ α, t)Mm(t) =
⋃

s∈[0,T ]

Um(t+ α, t− T − s)Mm(0, t− T − s)

=
⋃

s∈[α,T ]

Um(t+α, t−T−s)Mm(0, t−T−s)∪
⋃

s∈[0,α]

Um(t+α, t−T−s)Mm(0, t−T−s)

=
⋃

s′∈[0,T−α]

Um(t+α, t+α−T−s′)Mm(0, t+α−T−s′)∪
⋃

s′∈[T−α,T ]

Um(t+α, t+α−T−s′)

◦Um(t+ α− T − s′, t+ α− 2T − s′)Mm(0, t+ α− 2T − s′)

⊂
⋃

s′∈[0,T−α]

Um(t+ α, t+ α− T − s′)Mm(0, t+ α− T − s′)∪
⋃

s′∈[T−α,T ]

Um(t+ α, t+ α− T − s′)Mm(0, t+ α− T − s′)

= Mm(t+ α).

Pour montrer (4.40)2, nous avons

MTsm(�, τ) = Mm(�, τ + s),

UTsm(t, τ) = Um(t+ s, τ + s).

Donc

MTs′m(t) =
⋃

s∈[0,T ]

UTs′m(t, t− T − s)MTs′m(0, t− T − s)

=
⋃

s∈[0,T ]

Um(t+ s′, t+ s′ − T − s)Mm(0, t+ s′ − T − s)

= Mm(t+ s′).
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(2) Nous allons montrer que m 	→ Mm(t) est Hölder continue. Nous prenons
deux fonctions différentes m1 et m2. Nous avons

Mm1(t) :=
⋃

s∈[0,T ]

Um1(t, t− T − s)Mm1(0, t− T − s).

Puisque Mm(0, τ) est un attracteur exponentiel alors il vérifie

distsymm
V ′ (Mm1(0, τ),Mm2(0, τ)) � c

(∫ τ

−∞
e−α(τ−s)‖m1(s) −m2(s)‖2

H−1ds
)k′

.

(4.41)
Par définition de l’attracteur Mm(t) et les estimations (4.19) et (4.22), nous
avons

distsymm
V ′

(
Mm1(t),Mm2(t)

)
� c

(∫ t

−∞
e−α(t−s)‖m1 −m2‖2

H−1ds
)k

.

De plus, nous avons

distsymm
V ′ (Mm(0, τ + s),Mm(0, τ)) � c′|s|γ, (4.42)

‖Um(t+ τ + s, τ + s)uτ − Um(t+ τ, τ)uτ‖H−1 � ceKt|s| 12 .
Les dernières inégalités donnent

distsymm
V ′ (Mm(t+ s),Mm(t)) � c|s|γ.

(3) Nous allons maintenant montrer que les attracteurs que nous avons trouvés
sont de dimension fractale finie i.e. dimF (Mm(t), V ′) � c < ∞. Par (4.36) et
(4.42)

distsymm
V ′

(
Um(t, t−T−s1)Mm(0, t−T−s1), Um(t, t−T−s2)Mm(0, t−T−s2)

)
� c|s1 − s2|k′′

.

Soit ε > 0 arbitraire. Nous allons estimer Nε(Mm(t), V ′), le nombre le plus
petit de ε−boules nécessaires pour couvrir Mm(t). Nous trouvons Nε par la
dernière inégalité

cNk′′
ε <

ε

2
,

donc
Nk′′

ε <
ε

2c
⇒ Nε < (

ε

2c
)

1
k′′ .

Nous avons

Mm(t) :=
⋃

s∈[0,T ]

Um(t, t− T − s)Mm(0, t− T − s),
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donc

Nε(Mm(t), V ′) �
∑

=0

N ε
2
(Um(t, t− T − �(

ε

2c
)

1
k′′ )Mm(0, t− T − �(

ε

2c
)

1
k′′ , V ′).

dimF (Um(t, t− T − �(
ε

2c
)

1
k′′ )Mm(0, t− T − �(

ε

2c
)

1
k′′ , V ′) �

dimF (Mm(0, t− T − �(
ε

2c
)

1
k′′ , V ′) <∞,

car Mm(�, τ) sont des attracteurs et donc dimF (Mm(�, τ), V ′) <∞.

Nous avons donc l’attracteur exponentiel pour le problème de Cahn-Hilliard non-
autonome, soit le résultat suivant.

Théorème 4.8. ( [29], Théorème 4.1)
Supposons que nous avons les mêmes hypothèses précédentes concernants les fonc-
tions f(u) et m(t) du problème de Cahn-Hilliard. Alors, pour tout m, il existe un
attracteur exponential t 	→ Mm(t) de Um vérifiant les propriétés suivantes :

(i) Les ensembles Mm(t) sont compacts et de dimension finie dans H−1(Ω).
(ii) Mm(t) sont semi-invariant respectivement de Um(t, τ) et invariant respecti-

vement du temps, i.e.

Um(t, τ)Mm(τ) ⊂ Mm(t), Mm(t+ s) = MTsm(t),

où t, s, τ ∈ R, t � τ et Ts est défini comme auparavant.
(iii) Ils vérifient la propriété suivante : pour tout ensemble borné B dans V ′,

nous avons, pour tout τ ∈ R et t � 0,

distV ′(Um(τ + t, τ)B,Mm(τ + t)) � Q(‖B‖V ′)e−αt,

où α est une constante positive et Q est une fonction monotone.
(iv) m 	→ Mm(t) est Hölder continue.

Pour autres types de problèmes et l’existence d’un attracteur exponentiel voir
par exemple [1], [18], [26], [30], [36], [37], [38], [49], [58], [59], [62] et [68].

4.6 L’attracteur rétrograde

Dans cette section, nous allons trouver l’attracteur rétrograde pour un système
non autonome asymptotiquement compact du problème de Cahn-Hilliard. Ensuite,
nous démontrons l’unicité de l’attracteur pullback. Puis nous montrons que cet at-
tracteur est de dimension finie.
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4.6.1 Théorème d’existence d’attracteur rétrograde

Nous prenons le problème de Cahn-Hilliard (4.1). Nous avons déjà trouvé, au début
de ce chapitre, l’existence et l’unicité d’une solution u(., τ, uτ ) de ce problème. Nous
considérons que ϕτ = τ + t, ∀t ∈ R, τ � 0, et nous définissons φ par

φ(τ, t, uτ ) = u(τ + t; t, uτ ), t ∈ R, τ � 0, uτ ∈ V ′.

D’après cette définition nous trouvons que φ(τ, t, ·) : V ′ → V ′ est un cocycle continu
dans V ′.
Soit D la classe de toutes les familles, D̂ = {D(t), t ∈ R}, bornées dans V ′

(comme dans le chapitre 2, on peut considérer D(t) ⊂ B̄(0, rD̂(t)), où rD̂(t) vérifie
lim

t→−∞
ectr2

D̂
(t) = 0).

Proposition 4.9. ( [11]) Soit {uτn} ∈ V ′ une suite qui converge faiblement dans
V ′. Alors

φ(τ, t− τ, uτn) → φ(τ, t− τ, uτ ) faible dans V ′, ∀τ � 0, t ∈ R,

φ(.− τ, τ, uτn) → φ(.− τ, τ, uτ ) faible dans L2(τ, T ;H), ∀τ, τ < T.

Théorème 4.10. Nous supposons que m dans le problème de Cahn-Hilliard (4.1)
vérifie les hypothèses (M1), (M2) et (M3) précédentes et

m ∈ L2
loc(R, V

′), où
∫ t

−∞
eλξ‖m(ξ)‖2

−1dξ < +∞, ∀t ∈ R.

Alors, il existe un attracteur global rétrograde ”pullback” qui appartient à D pour le
cocycle φ.

Démonstration.
Soient t ∈ R, et τ � 0. Nous fixons uτ ∈ V ′. Nous posons

u(r) := u(r; t− τ, uτ ) = φ(r − t+ τ, t− τ, uτ ), pour r � t− τ.

Nous multiplions l’équation

∂Nū

∂s
− νΔu+ f(u) = Nm(s)+ < f(u) > (4.43)

par ū

1

2

d

ds
‖ū‖2

−1 + ν|∇u|2 + (f(u), u) = ((m(s), ū))−1+ < u >

∫
Ω

f(u)dx.

Nous utilisons (3.26) et la continuité de l’injection V ⊂ V ′

1

2

d

ds
‖ū‖2

−1 + c‖ū‖2
−1 + pb2p

∫
Ω

u2pdx � c

2
‖ū‖2

−1 +
1

2c
‖m(s)‖2

−1 + c1|Ω|.
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En particulier,
d

ds
‖ū‖2

−1 + c‖ū‖2
−1 � 1

c
‖m(s)‖2

−1 + 2c1|Ω|.
En multipliant par ecs et en intégrant entre t− τ et t, nous avons

ect‖ū(t)‖2
−1 � ec(t−τ)‖ū(τ)‖2

−1 +
1

c

∫ t

t−τ

ecs‖m(s)‖2
−1ds+ 2c1|Ω|ecτ .

Notons que ‖u‖2
H−1 � c

(‖ū‖2
−1+ < u >2

)
, donc pour D̂ donné, nous trouvons

‖φ(τ, t− τ, uτ )‖2
H−1 � c′e−cτr2

D̂
(t− τ) +

e−ct

c

∫ t

−∞
ecs‖m(s)‖2

H−1ds+ 2c1|Ω|ec(τ−t),

pour tout uτ ∈ D(t− τ), t ∈ R, τ � 0.

Nous supposons que

R2(t) =
2e−ct

c

∫ t

−∞
ecs‖m(s)‖2

−1ds.

Nous prenons la famille B̂ dans V ′, telle que

B = {u ∈ V ′, ‖u‖H−1 � R(t)}.
Par cette définition nous notons que B̂ ∈ D. En observant le terme ectr2(t), nous
trouvons que

lim
t→−∞

ectr2(t) = 0.

C’est-à-dire, il existe t0 � 0 tel que

ectr2(t) <
1

2
ε, ∀t � t0.

De même, nous trouvons que c1|Ω|ec(τ−t) → 0, lorsque t tend vers l’infini. Donc

∃t1 � 0 tel que c1|Ω|ec(τ−t) <
1

2
ε, ∀t � t1.

Nous trouvons

‖φ(τ, t− τ, uτ )‖2
H−1 < e−cτr2

D̂
(t− τ) +

1

2
R2 +

1

2
ε, où t− τ � t1

< ε+
1

2
R2 < R2, où t− τ � max{t0, t1}. (4.44)

Cela montre que B̂ est absorbant dans V ′. Si nous montrons aussi que φ est D-
asymptotiquement compact rétrograde nous trouvons alors, par le Théorème 2.25,
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4.6 L’attracteur rétrograde

l’existence d’une famille d’attracteurs rétrogrades.

Nous fixons D̂ ∈ D, t ∈ R, et prenons les deux suites (τn), τn → +∞, et uτn ∈
D(t− τn). Nous allons démontrer que nous pouvons trouver une suite extraite de la
suite

(
φ(τn, t− τn, uτn)

)
qui converge dans V ′.

Nous avons que B̂ est absorbant. Donc, pour tout k � 0, il existe τD̂(k) � 0 vérifiant

φ(τ, t− τ − k,D(t− τ − k)) ⊂ B(t− k), ∀τ � τD̂(k).

Par cette relation nous trouvons, pour τ � τD̂(k) + k,

φ(τ − k, t− τ,D(t− τ)) ⊂ B(t− k). (4.45)

Donc, par (4.45), il existe une suite {wk; k � 0} ⊂ V ′, où wk ∈ B(t − k), et une
suite {(τn′ , uτn′)} ⊂ {(τn, uτn)} où

φ(τn′ − k, t− τn′ , uτn′) ⇀ wk faiblement dans V ′.

D’après la Proposition 4.9, nous pouvons écrire

w0 = (faible) lim
n′→∞

φ(τn′ , t− τn′ , uτn′)

= (faible) lim
n′→∞

φ(k, t− k, φ(τn′ − k, t− τn′ , uτn′))

= φ(k, t− k, (faible) lim
n′→∞

φ(τn′ − k, t− τn′ , uτn′)).

Donc

w0 = φ(k, t− k, wk), ∀k � 0,

‖w0‖H−1 � lim
n′→∞

inf ‖φ(τn′ , t− τn′ , uτn′)‖H−1 .

Maintenant, nous allons montrer l’inégalité suivante

lim
n′→∞

sup ‖φ(τn′ , t− τn′ , uτn′)‖H−1 � ‖w0‖H−1 , (4.46)

nous aurons alors

‖w0‖H−1 = lim
n′→∞

‖φ(τn′ , t− τn′ , uτn′)‖H−1 ,

et avec la convergence faible nous obtenons la convergence forte, dans V ′, de φ(τn′ , t−
τn′ , uτn′) vers w0.
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Nous multiplions l’équation (4.43) par u, et nous procédons comme auparavant, nous
trouvons

d

ds
‖u‖2

H−1 + c‖u‖2
−1 � c(η) + 2((m(s), u(s)))H−1 .

Nous multiplions par ecs et nous intégrons entre t− τ et t

‖u(t)‖2
−1 � 2c′1|Ω|ec(τ−t) + e−cτ‖u(τ)‖2

H−1 + 2

∫ t

t−τ

ec(s−t)((m(s), u(s)))H−1ds,

ou
‖φ(τ, t− τ, uτ )‖2

H−1 � c(η)ec(τ−t) + ‖u(τ)‖2
H−1e−cτ

+2

∫ t

t−τ

ec(s−t)((m(s), φ(s− t+ τ, t− τ, uτ )))H−1ds. (4.47)

Nous avons, pour tout k � 0 et pour tout τn′ � k,

φ(k, t− k, φ(τn′ − k, t− τn′ , uτn′ )) = φ(k + τn′ − k, t− τn′ , uτn′ )

= φ(τn′ , t− τn′ , uτn′ ),

car φ(t+ s, τ, uτ ) = φ(t, s+ τ, φ(s, τ, uτ )). Alors, nous pouvons écrire par (4.47)

‖φ(τn′ , t− τn′ , uτn′ )‖2
H−1 = ‖φ(k, t− k, φ(τn′ − k, t− τn′ , uτn′ ))‖2

H−1

� 2c′1|Ω|ec(k−t) + e−ck‖φ(τn′ − k, t− τn′ , uτn′ ))‖2
H−1

+2

∫ t

t−k

ec(s−t)((m(s), φ(s− t+ k, t− k, φ(τn′ − k, t− τn′ , uτn′ ))))−1ds. (4.48)

Nous avons φ(τn′−k, t−τn′ , uτn′ ) ∈ B(t−k), ∀τn′ � τD̂(k)+k, k � 0, nous obtenons
alors

lim
n′→∞

sup
(
e−ck‖φ(τn′ − k, t− τn′ , uτn′ ))‖2

−1

)
� e−ckR2(t− k).

Nous avons aussi φ(τn′ − k, t− τn′ , uτn′ )) ⇀ wk faiblement dans V ′, et par la Propo-
sition 4.9

φ(.−t+k, t−k, φ(τn′−k, t−τn′ , uτn′ )) ⇀ φ(.−t+k, t−k, wk) faible dans L2(t−k, t;V ′).
(4.49)

Nous avons ec(s−t)m(s) ∈ L2(t− k, t;V ). Nous obtenons par (4.49) :

lim
n′→∞

∫ t

t−k

ec(s−t)((m(s), φ(s− t+ k, t− k, φ(τn′ − k, t− τn′ , uτn′ )) ))−1ds

=

∫ t

t−k

ec(s−t)((m(s), φ(s− t+ k, t− k, wk) ))−1ds.
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Nous déduisons par (4.48)

lim
n′→∞

sup ‖φ(τn′ , t− τn′ , uτn′ )‖2
−1 � 2c′1|Ω|ec(k−t) + e−ckR2(t− k)

+2

∫ t

t−k

ec(s−t)((m(s), φ(s− t+ k, t− k, wk) ))−1ds. (4.50)

Nous avons w0 = φ(k, t− k, wk), ∀k � 0, et par (4.47), nous obtenons

‖w0‖2
H−1 = ‖φ(k, t− k, wk)‖2

H−1 � 2c′1|Ω|ec(k−t)

+‖wk‖2
−1e

−ck + 2

∫ t

t−k

ec(s−t)((m(s), φ(s− t+ k, t− k, wk) ))−1ds. (4.51)

Par (4.50) et (4.51), nous trouvons

lim
n′→∞

sup ‖φ(τn′ , t− τn′ , uτn′ )‖2
H−1 � e−ckR2(t− k) + ‖w0‖2

−1 − ‖wk‖2
H−1e−ck

� e−ckR2(t− k) + ‖w0‖2
H−1 , (4.52)

où,

R2(t) =
2e−ct

c

∫ t

−∞
ecr‖m(r)‖2

−1dr,

donc

e−ckR2(t− k) =
2e−c(t+k)

c

∫ t−k

−∞
ecr‖m(r)‖2

−1dr → 0, lorsque k → ∞.

Nous déduisons par (4.52)

lim
n′→∞

sup ‖φ(τn′ , t− τn′ , uτn′ )‖2
H−1 � ‖w0‖2

H−1 ,

et donc nous obtenons ‖w0‖H−1 = ‖φ(τn′ , t− τn′ , uτn′ )‖H−1 .
Nous trouvons donc, par le Théorème 2.25, l’existence d’une famille d’attracteurs
globaux rétrogrades pour le problème de Cahn-Hilliard,

Â =
{A(t) = Λ(B̂, t) =

⋂
s�0

(⋃
τ�s

φ(τ, ϕ−τ t, B(ϕ−τ t))
)
, t ∈ R, τ � 0

}
,

où B̂ est une famille d’ensembles (pullbacks) absorbants donnée par

B(t) =
{
u ∈ V ′, ‖u‖H−1 � R(t)

}
, R2(t) =

2ect

c

∫ t

−∞
e−cr‖m(r)‖2

H−1dr,

et cette famille Â vérifie les propriétés suivantes :
1. Â est compact.
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2. Â attire tous les ensembles de D, i.e : ∀D̂ ∈ D (une famille (pullback) bornée)
alors

lim
t→∞

(φ(τ, ϕ−τ t,D(ϕ−τ ,A(t)) = 0. (4.53)

3. L’invariance : φ(τ, ϕ−τ t,A(t)) = A(ϕτ t).
�

Remarque 4.11. En général, les conditions 1, 2 et 3 démontrent l’existence de
l’attracteur global pullback mais elles ne sont pas suffisantes pour montrer l’unicité.

4.6.2 Unicité de l’attracteur

Remarque 4.12. (Voir [8], Remarque 2.11. et [23], Remarque 2.1.)
Vue à la remarque précédente et en ajoutant la condition suivante

4. Â est une famille pullback-bornée, i.e, Â ∈ D,
alors, il existe au plus une famille qui vérifie 2 et 4, i.e. l’attracteur global pullback-
borné est unique dans la classe des familles pullback-bornées, car, supposons qu’il
existe deux attracteurs globaux pullback-bornés A et A′, par (4.53) nous avons

(φ(τ, ϕ−τ t,A′(ϕ−τ t)),A(t)) → 0, lorsque τ → ∞.

Or,
φ(τ, ϕ−τ t,A′(ϕ−τ t)) = A′(ϕτ (ϕτ t)) = A′(ϕ0t) = A′(t),

(par définition de ϕ), et donc A′(t) ⊂ A(t) puisque A(t) est fermé.
De même façon nous trouvons (φ(τ, ϕ−τ t,A(ϕ−τ t)),A′(t)) → 0, et donc A(t) ⊂
A′(t), et alors il existe un seul attracteur.

Pour démontrer l’unicité de l’attracteur nous utilisons la décomposition intro-
duite par Di Plinio et al. [23] pour le coycle φ (ou pour la famille de processus utilisé
dans [23])

Lemme 4.13. Soit B le borné absorbant pour φ(., ., .). Si φ(., ., .) admet la décom-
position suivante

φ(τ, ϕ−τ t, B(t)) = P (τ, t) +N(τ, t),

où limτ→∞ |P (τ, t)| = 0 et N(τ, t) est un sous-ensemble compact de H (ou de V ′),
alors

A(t) = Λ(B, t)

est l’attracteur global pullback.

Pour notre problème P (τ, t) = 0.
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Lemme 4.14. Supposons que nous avons les mêmes hypothèses du lemme précédent
avec, H ↪→ V ′ l’injection est continue et compacte.
En vue du lemme précédent, si nous rajoutons la condition suivante

‖N(τ, t)‖H−1 = h <∞,

alors A est une famille pullback-bornée. Nous avons donc l’unicité de l’attracteur
global pullback dans le sens de la remarque 2.6.15.

Démonstration.
nous fixons x ∈ A(t), donc par la définition de ω−limite, il existe deux suites
(τn), τn → +∞, et (xn) ∈ B(ϕ−τnt) telles que

‖φ(τn, ϕ−τnt, xn) − x‖H−1 −−−→
n→∞

0.

Par le Lemme 4.13, nous avons φ(τn, ϕ−τnt, xn) = Nxn(τn, t)+Pxn(τn, t) oùNxn(τn, t) ∈
N(τn, t), et Pxn(τn, t) ∈ P (τn, t). Nous avons ‖Nxn(τn, t)‖H−1 � h, alors la suite
Nxn(τn, t) est contenue dans une boule fermée dans V ′ de rayon h, nous l’appelons
E. Nous avons aussi

‖Nxn(τn, t) − x‖H−1 � ‖φ(τn, ϕ−τnt, xn) − x‖H−1 + ‖Pxn(τn, t)‖H−1 −−−→
n→∞

0.

x est donc un point d’accumulation de E dans V ′, or E est fermé dans V ′, donc
x ∈ E, alors A(t) ⊂ E, i.e : ‖A(t)‖H−1 � h, pour tout t ∈ R. Cela donne que A est
une famille pullback-bornée dans V ′, et nous avons l’unicité. �

Pour notre problème P (τ, t) = 0, et par (4.44)

‖N(τ, t)‖H−1 = ‖φ(τ, t− τ, uτ )‖H−1 < R, pour t− τ � max{t0, t1}, uτ ∈ B.

D’après les résultats précédents ; le Lemme 4.13, le Lemme 4.14 et la Remarque 4.12,
nous avons l’unicité de l’attracteur pullback.

4.6.3 La dimension de l’attracteur

Ici, nous allons démontrer que la dimension de Hausdorff de l’attracteur pullback
de notre problème est finie dans l’espace V ′.

Définition 4.15. ( [10] et [22])
Soient H un espace de Hilbert et A ⊂ H un ensemble compact de H. Soit U une
famille finie des boules B(ai, ri) qui couvre A, tels que supi(ri) � δ(U) � δ, et
B(a, r) dénote une boule fermée centrée en a et de rayon r. Alors, la mesure d-
dimensionnelle de Hausdorff de A est définie par

μH(A, d) = lim
δ→∞

μH(A, d, δ),
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telle que
μH(A, d, δ) = inf

δ(U)�δ

∑
i

rd
i .

De plus, il existe d = dH(A) ∈ [0,+∞) tel que, μH(A, d) = 0 pour d > dH(A), et
μH(A, d) = ∞ pour d < dH(A).
Nous appelons dH(A) la dimension de Hausdorff de A.

Nous allons ici appliquer les résultats trouvés par Caraballo et al. dans [10].
Pour des autres exemples de problèmes où la dimension (ou la dimension fractale)
de Hausdorff de l’attracteur rétrograde est finie voir [14], [22] et [34].

Théorème 4.16. ( [10])
Supposons qu’il existe K0, K1, θ > 0, telles que

‖A(t)‖+
H−1 := sup

y∈A(t)

‖y‖H−1 � K0|t|θ +K1, ∀t ∈ R. (4.54)

Supposons aussi que, pour tout t ∈ R, il existe T ∗ = T ∗(t), � = �(t, T ∗) ∈ [1,+∞), δ =
δ(t, T ∗) ∈ (0, 1/

√
2) et N = N(t), tels que

pour tout u, v ∈ A(τ), τ � t− T ∗,

‖φ(T ∗, τ, u) − φ(T ∗, τ, v)‖H−1 � �‖u− v‖H−1 , (4.55)

‖QN(φ(T ∗, τ, u) − φ(T ∗, τ, v))‖H−1 � δ‖u− v‖H−1 . (4.56)

Ici QN est le projecteur de V ′ dans un sous espace V ′⊥
N de la dimension N ∈ N.

Alors, pour tout η = η(t) > 0, tel que σ = σ(t) = (6
√

2�)N(
√

2δ)η < 1, nous
obtenons l’inégalité suivante

dV ′(A(t)) � df (A(t)) � N + η. (4.57)

Pour appliquer le théorème précédent nous démontrons les résultats suivants.

Lemme 4.17. Nous prenons le problème de Cahn-Hilliard (4.1), où m(.) ∈ L2
loc(R, V

′),
avec la condition initiale et les conditions aux limites. Supposons qu’il existe r �
0, c, c′, telles que

‖m(t)‖H−1 � c|t|r + c′, ∀t ∈ R. (4.58)

Alors, pour tout t ∈ R, il existe B1(t) borné dans V ′ tel que

φ(t− τ, τ,D(τ)) ⊂ B1(t), ∀D̂ ∈ D.
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Démonstration.

Nous prenons le produit scalaire de l’équation (4.43) par u. Nous procédons comme
auparavant et nous utilisons (4.58)

1

2

d

ds
‖u‖2

−1 + ν|∇u|2 � 1

2

d

ds
‖u‖2

−1 + c2‖u‖2
−1 � k1 + ‖u‖−1‖m‖−1

� k1 +
c2
2
‖u‖2

−1 +
1

2c2
(c|s|r + c′)2. (4.59)

d

ds
‖u‖2

−1 + c2‖u‖2
−1 � 2c1|Ω| + 1

c2
(c|s|r + c′)2.

Nous multiplions par ec2s et nous intégrons entre τ et t

‖u(t)‖2
−1e

c2t � ‖u(τ)‖2
−1e

c2τ +

∫ t

τ

ec2s
(
2c1|Ω| + 1

c2
(c|s|r + c′)2

)
ds.

Si nous prenons B1(t) = {y ∈ V ′, ‖y‖−1 �
√
K(t) + α}, où α = ‖u(τ)‖−1e

1
2
c2(τ−t) �

0 et

K(t) =

∫ t

−∞
e

1
2
c2(s−t)

(
2c1|Ω| + 1

c2
(c|s|r + c′)2

)
ds,

alors B1(t) est le borné recherché. �

Lemme 4.18. Pour tout t ∈ R, t0 < t, il existe B2(t0, t), borné dans H et compact
dans V ′, tel que
∀D̂ ∈ D, il existe T = T (D̂, t0) < t0 tel que

φ(t− τ, τ,D(τ)) ⊂ B2(t0, t), ∀τ � T.

Démonstration.
Multiplions

∂u

∂t
+ νΔ2u− Δf(u) = m

par u

1

2

d

dt
|u|2 + ν|Δu|2 � −(f ′(u)∇u,∇u) +

∫
Ω

|u||m|dx

� c|∇u|2 + c1‖m‖2
−1

� |u| |Δu− < u > | + c1‖m‖2
−1.

Nous avons, en particulier,

d

dr
|u|2 � c1‖m(r)‖2

−1 + c(η) + c|u|2. (4.60)
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Posons a1 = a1(t) =
∫ t

t0
‖m(r)‖2

−1dr, a2 = a2(t) = ec(t−t0). Supposons que t0 � s �
r � t et multiplions (4.60) par e−c(r−t0)

d

dr

(
e−c(r−t0)|u|2) �

(‖m(r)‖2
−1 + c(η)

)
e−c(r−t0) � ‖m(r)‖2

−1 + c(η).

Intégrons entre s et t

|u(t)|2 � ec(t−s)|u(s)|2 + ec(t−t0)

∫ t

s

(‖m(r)‖2
−1 + c(η)

)
dr,

|u|2 � 2
(|ū|2+ < u >2

)
� c|∇u|2 + 2η2.

Ceci donne
|u(t)|2 �

(
c|∇u(s)|2 + c(η) + a1

)
a2.

Enfin intégrons par rapport à s sur (t0, t)

(t− t0)|u(t)|2 �
(
c

∫ t

t0

|∇u(s)|2ds+
(
c(η) + a1

)
(t− t0)

)
a2.

Le terme
∫ t

t0
|∇u(s)|2ds est trouvé par (4.59) ;∫ t

t0

|∇u(s)|2ds � R(t0, t), R(t0, t) = 2k1(t−t0)+c3
∫ t

t0

(
c|s|r+c′)2

ds+K(t)+α.

Alors, l’ensemble

B2(t0, t) :=
{
u ∈ H, |u|2 �

(
c
R(t0, t)

t− t0
+ a1 + c(η)

)
a2

}
est l’ensemble recherché. �
Théorème 4.19. Le cocycle φ(., ., .), associée au problème de Cahn-Hilliard, possède
un attracteur global rétrograde, Â = {A(t)}t∈R. De plus, il existe K0, K1, θ > 0 tels
que

‖A(t)‖+
−1 � K0|t|θ +K1, ∀t ∈ R. (4.61)

Démonstration.

Nous avons déjà trouvé l’attracteur global pullback de ce problème. Nous allons
montrer (4.61). Puisque A(t) ⊂ B1(t), ∀t, donc nous trouvons d’abord ‖B1(t)‖+

−1.
Par le lemme précédent nous avons ‖B1(t)‖+

−1 = supy∈B1(t) ‖y‖−1 �
√
K(t) + α, où

K(t) =

∫ t

−∞
e

1
2
c2(s−t)

(
2c1|Ω| + 1

c2
(c|s|r + c′)2

)
ds.

De ce calcul nous pouvons dire qu’il existe r1 > 0, R1 et R2 telles que ‖B1(t)‖+
−1 �

R1|t|r1 +R2. Nous obtenons donc (4.61). �
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Théorème 4.20. Nous prenons le problème de Cahn-Hilliard (4.1) avec les condi-
tions aux limites et la condition initiale, où f(u) et m(t) sont comme aupara-
vant, et la solution de ce problème (ou la condition initiale) apprtient à L∞(Ω).
Alors, l’attracteur global rétrograde de ce problème est de dimension finie, i.e :
dV ′(A(t)) � df (A(t)) < ∞. De plus, il existe L1 > 0 qui dépend de Ω et de n,
tel que

dV ′(A(t)) � df (A(t)) � L1(ξ)
n
2 , (4.62)

où ξ > 0 est la constante donnée par f ′(s) � −ξ.

Démonstration.

Tout d’abord nous allons montrer que dV ′(A(t)) � df (A(t)) < ∞, en vérifiant
(4.54), (4.55) et (4.56) du Théorème 4.16.
Par (4.61) nous trouvons (4.54). Nous allons démontrer (4.55). Nous prenons u1 et
u2 deux solutions différentes de (4.1), (ou de (4.43)). Nous posons w = u1−u2 (pour
simplifier on prend < u1 >=< u2 >). Alors w vérifie

∂

∂t
Nw − νΔw + f(u1) − f(u2) =< f(u1) − f(u2) > . (4.63)

En multipliant par w (pour le produit scalaire de H), nous trouvons

1

2

d

ds
‖w‖2

−1 + ν|∇w|2 � ξ|w|2 (4.64)

� ξ‖w‖−1‖w‖

� ν

2
|∇w|2 +

ξ2

2ν
‖w‖2

−1.

En intégrant entre τ et t

‖w(t)‖2
−1 � e

ξ2

ν
(t−τ)‖w(τ)‖2

−1. (4.65)

D’où

‖u1(τ + T ∗) − u2(τ + T ∗)‖2
−1 � e2c1ξ2T ∗‖u1(τ) − u2(τ)‖2

−1, 2c1 =
1

ν
.

Alors nous obtenons (4.55) avec �(t, T ∗) = ec1ξ2T ∗ .
Nous allons maintenant montrer (4.56). Prenons w(s) comme auparavant.
Soit QN le projecteur de V ′ dans un sous espace V ′⊥

N . Nous multiplions (4.63) par
QNw(s), sachant que

1

2

d

ds
‖QNw(s)‖2

−1 = (QNw(s),
∂Nw

∂s
) = ((QNw(s),

∂w

∂s
))−1
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et
−(νΔw,QNw(s)) = ν|∇QNw(s)|2, par la formule de Green.

Nous obtenons

1

2

d

ds
‖QNw(s)‖2

−1 + ν|∇QNw(s)|2 = −(f(u1) − f(u2), QNw(s)). (4.66)

Nous prenons les valeurs propres λj de −Δ dans V , étant rangées en ordre croissant,
0 < λ1 � λ2 � ... � λN → ∞, donc

λN+1|QNw(s)|2 � |∇QNw(s)|2.

Par (4.66)
d

ds
‖QNw(s)‖2

−1 + 2νλN+1|QNw(s)|2 � 2ξ|QNw(s)|2,
d

ds
‖QNw(s)‖2

−1 + 2(νλN+1 − ξ)|QNw(s)|2 � 0,

d

ds
‖QNw(s)‖2

−1 + 2c2(νλN+1 − ξ)‖QNw(s)‖2
−1 � 0, νλN+1 > ξ,

d

ds

(
e2c2(νλN+1−ξ)(s−τ)‖QNw(s)‖2

−1

)
� 0.

Intégrons sur (τ, τ + T ∗)

‖QNw(τ + T ∗)‖2
−1e

2c2(νλN+1−ξ)T ∗ � ‖uτ − vτ‖2
−1

‖QNw(τ + T ∗)‖2
−1 � e−2c2(νλN+1−ξ)T ∗‖uτ − vτ‖2

−1

‖QNw(τ + T ∗)‖2
−1 � δ2(t, T ∗, N)‖uτ − vτ‖2

−1,

où δ2(t, T ∗, N) = e−2c2(νλN+1−ξ)T ∗ .
De cette relation, il faut bien choisir N = N(t) et T ∗ pour que nous ayons δ(t) =

δ(t, T ∗, N) <
1√
2
, i.e.

e−2c2(νλN+1−ξ)T ∗
<

1

2
.

De la dernière relation nous avons

T ∗ >
log (2)

2c2(νλN+1 − ξ)
, si νλN+1 > ξ,

i.e. pour avoir δ <
1√
2

il faut choisir T ∗, où T ∗ vérifie

T ∗ >
log (2)

2c2(νλN+1 − ξ)
(4.67)
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4.6 L’attracteur rétrograde

et N tel que λN+1 vérifie
νλN+1 > ξ. (4.68)

Nous obtenons donc (4.56). Par le Théorème 4.16, nous trouvons que df (A(t)) �
N + η, où η est donné par

σ(t) = (6
√

2�(t))N(
√

2δ(t))η < 1.

Nous allons maintenant montrer (4.62). Il est bien connu, voir [5] ou [50], qu’il existe

D > 0 telle que
λN

N
2
n

� D, ∀N ∈ N. Nous posons η = N . Alors,

σ(t) = (12δ(t)�(t))2N

= 122N
(
e−2c2(νλN+1−ξ)T ∗

.e2c1ξT ∗)N
< 1.

e(2c2ξ+2c1ξ−2c2νλN+1)T ∗
<

1

γ2
, où γ = 12. (4.69)

Nous obtenons de cette relation

T ∗ >
log γ2

2c2νλN+1 − 2c2ξ − 2c1ξ
, (4.70)

où, 2c2νλN+1 > 2ξ(c1 + c2). Nous avons

2c2νλN+1 � 2c2νD(N + 1)
2
n ,

car λN+1 � D(N + 1)
2
n . Nous voulons donc

2c2νD(N + 1)
2
n > 2ξ(c1 + c2). (4.71)

Alors, si nous choisissons T ∗ et N tels que T ∗ satisfait (4.70) et N satisfait (4.71)
nous vérifions (4.69). De plus, nous avons par (4.71)

2c2νD(N + 1)
2
n > 2(c1 + c2)ξ = 2c3ξ,

(N + 1)
2
n � c3

c2νD
ξ ⇒ N �

(
c3ξ

c2νD

)n
2

− 1.

Nous choisissons N tel que N �
(

c3ξ

c2νD

)n
2

. Alors,

df (A(t)) � 2N � L1(ξ)
n
2 , où L1 = 2

(
c3

c2νD

)n
2

> 0.

�
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4.7 L’attracteur uniforme
Dans cette section nous allons chercher l’attracteur uniforme du problème sui-

vant :
∂u

∂t
+ νΔ2u− Δf(u) = m(x, t), (4.72)

u|t=τ = uτ , uτ ∈ V ′,

∂u

∂n
= 0 sur ∂Ω.

Ici, nous supposons que m(s) = m(., s) ∈ L2
loc(R;V ′), et elle vérifie

(1)
∫

Ω
m(x, t)dx = 0, et |m|2 = M <∞,

(2)

‖m‖2
L2

b
= sup

t∈R

∫ t+1

t

‖m(s)‖2
−1ds <∞.

et l’injection de H dans V ′ est compacte.

4.7.1 Orientation

Pour trouver l’attracteur uniforme de notre problème nous avons besoin de définir
des symboles et la famille de processus {U(t, τ)}, voir [15] et [60].

Le symbole

Par (4.72) nous pouvons écrire

∂u

∂t
= −νΔ2u+ Δf(u) +m(t) := Am(t)u.

Nous appelons m le symbole de l’équation (4.72). Ensuite, nous allons définir le
groupe {T (h), h ∈ R} par

T (h)m(s) := m(s+ h), s, h ∈ R.

Nous avons donc T (h)L2
loc(R;V ′) ⊂ L2

loc(R;V ′).
Finalement, nous définissons le symbole H(m) comme suivant

H(m) := {T (h)m, h ∈ R}, (4.73)

tel que la fermeture est dans l’espace L2
loc(R;V ′). Nous notons H(m) par Σ, et nous

avons
T (h)Σ = Σ, ∀h ∈ R (par définition de T (h) et de Σ).

Définition 4.21. La fonction m(s) ∈ L2
loc(R;V ′) est translation compacte (et nous

notons tr.c) si H(m) est compact dans L2
loc(R;V ′).
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4.7 L’attracteur uniforme

Par (4.73) nous avons que H(m) est fermé dans l’espace L2
loc(R;V ′) qui est com-

pact, alors H(m) est compact. Nous trouvons donc quem(s) est tr.c dans L2
loc(R;V ′).

La fonction m(s) est translation bornée dans L2
loc(R;V ′). En effet,

‖m‖2
L2

b
= ‖m‖2

L2
b(R;V ′) = sup

t∈R

∫ t+1

t

‖m(s)‖2
−1ds <∞.

Définition 4.22. Nous définissons la famille {Um(t, τ), t � τ, τ ∈ R} dans V ′

par
Um(t, τ) : V ′ → V ′

uτ 	→ u(t),

telle que, u(t) est la solution du problème (4.72), m ∈ L2
loc(R;V ′), et {Um(t, τ)}

vérifie
1. Um(t, s) ◦ Um(s, τ) = Um(t, τ), ∀t � s � τ, τ ∈ R.

2. Um(τ, τ) = Id (opérateur d’identité).

D’après ce qui a précédé et l’unicité de la solution, nous avons

UT (h)m(t, τ) = Um(t+ h, τ + h), ∀h � 0, t � τ, τ ∈ R. (4.74)

L’attracteur uniforme est, par définition, un ensemble compact qui attire uniformé-
ment tous les bornés dans V ′ et il est l’ensemble minimal qui attire uniformément
les bornés de V ′, voir [15] et Chapitre 2.
Afin de démontrer l’existence de cet attracteur, nous trouvons d’abord quelques
estimations a priori.

4.7.2 Estimations

Estimation de u

Pour avoir une estimation bornée de u nous multiplions l’équation

∂

∂t
Nū− νΔu+ f(u) = Nm+ < f(u) > (4.75)

par ū

1

2

d

dt
‖ū‖2

−1 + c‖ū‖2
−1 + (f(u), u) � c

2
‖ū‖2

−1 +
1

2c
‖m(t)‖2

−1 + | < u > |
∫

Ω

f(u)dx,

1

2

d

dt
‖ū‖2

−1 +
c

2
‖ū‖2

−1 + pb2p

∫
Ω

u2pdx � c′ +
1

2c
‖m(t)‖2

−1,

d

dt
‖ū‖2

−1 + c‖ū‖2
−1 � 2c′ +

1

c
‖m(t)‖2

−1.
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Pour intégrer la dérnière inégalité nous utilisons le Lemme 2.15, où

y(t) = ‖ū(t)‖2
−1, h(t) = 2c′ +

1

c
‖m‖2

−1 et γ = c.

Nous avons
∫ t+1

t
h(s)ds = 2c′ + c−1‖m‖2

L2
b
. Nous obtenons donc

‖ū(t)‖2
−1 � ‖ū(τ)‖2

−1e
−c(t−τ) + (1 + c−1)

(
2c′ + c−1‖m‖2

L2
b

)
<∞. (4.76)

D’autre part, si nous multiplions l’équation (4.72) par u nous obtenons

1

2

d

dt
|u|2 + ν|Δu|2 + (f ′(u)∇u,∇u) = (m(t), u),

d

dt
|u|2 + ν|Δu|2 − k3|u|2 + 2b2p

∫
Ω

u2p−2|∇u|2dx � k3|u|2 +
1

k3

|m|2,
(pour les détails voir (3.43), (3.44), (3.45) et (3.46) du chapitre précédent).
Nous obtenons, en particulier,

d

dt
|u|2 − 2k3|u|2 � 1

k3

|m|2 � M

k3

.

En intégrant entre τ et t

|u(t)|2 � |u(τ)|2e2k3(t−τ) +
M

k3

e2k3τ <∞, ∀t � T <∞. (4.77)

Estimation de la différence entre deux solutions

Nous prenons deux symoles m1 et m2 correspondants aux deux solutions u1 et
u2, où u1(τ) = u1τ , u2(τ) = u2τ et < u1(τ) >=< u2(τ) >. Ensuite, nous posons

w(t) := u1(t) − u2(t) = Um1(t, τ)u1τ − Um2(t, τ)u2τ , m := m1 −m2.

Donc ‖m‖2
L2

b
<∞ et w est la solution du problème suivant :

∂

∂t
Nw − νΔw + f(u1) − f(u2) = Nm, (4.78)

w(τ) = wτ = u1τ − u2τ .

Nous multiplions (4.78) par w

d

dt
‖w‖2

−1 + 2ν|∇w|2 � c|w|2 + ((m,w))−1.

Par interpolation
d

dt
‖w‖2

−1 + 2ν|∇w|2 � ν|∇w|2 + c‖w‖2
−1 + c′‖m‖2

−1.

En utilisant le Lemme 2.15 nous obtenons

‖w(t)‖2
−1 � ‖w(τ)‖2

−1e
c(t−τ) + c′−1(1 + c′−1)‖m‖2

L2
b
. (4.79)
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4.7 L’attracteur uniforme

4.7.3 Théorème d’existence d’attracteur uniforme

Nous avons le résultat suivant, voir [15] et [60].

Théorème 4.23. Si la famille {Um(t, τ), t � τ, τ ∈ R, m ∈ Σ} possède un
ensemble compact qui attire uniformément les bornés de V ′ alors elle admet un
attracteur uniforme AΣ.

La preuve de ce théorème est faite dans [15].
Nous allons maintenant appliquer ce théorème pour notre problème. Tout d’abord
nous rappelons quelques propriétés dans Σ = H(m).

Proposition 4.24. Soit m(t) une tr.c dans Lp,w
loc (R, ε), alors

1. ∀m1 ∈ H(m), m1 est tr.c dans Lp,w
loc et H(m1) ⊂ H(m).

2. H(m) est borné dans Lp
loc(R; ε), ∀m1 ∈ H(m)

sup
t∈R

∫ t+h

t

‖m1(s)‖p
ε � sup

t∈R

∫ t+h

t

‖m(s)‖p
εds.

3. L’ensemble {T (t)} est continu dans H(m).
4. T (t)H(m) = H(m), ∀t � 0.

Proposition 4.25. La famille {Um(t, τ), t � τ, τ ∈ R, m ∈ Σ} associée au
problème (4.72) est uniformément bornée, (V ′×H(m0);V

′)- continue (i.e., (u,m) 	→
Um(t, τ) est continue pour tout t � τ) et elle admet un ensemble compact qui attire
uniformément les bornés de V ′, i.e., il existe B1 un ensemble compact dans V ′ tel
que

∀D ⊂ V ′ borné, lim
t→∞

sup
m∈Σ

dist(Um(t, τ)D,B1) = 0.

Démonstration.
Par l’estimation (4.76) nous avons, pour < u1(τ) >=< u2(τ) >,

‖u(t)‖2
−1 � (1 + c−1)(2c′ + c−1‖m‖2

L2
b
) <∞.

Et, pour < u1(τ) >�=< u2(τ) >, nous avons (voir les estimations trouvées précé-
demment)

‖ū(t)‖2
−1 � (1 + c−1)(2c′ + c−1‖m‖2

L2
b
) <∞,

et donc
‖u(t)‖2

H−1 � (1 + c−1)(2c′ + c−1‖m‖2
L2

b
) + η2 <∞,

i.e., la famille {Um(t, τ)}, m ∈ Σ est uniformément bornée dans V ′. Cette estimation
implique aussi que l’ensemble

B0 := {u ∈ V ′, ‖u‖2
H−1 � R2

0}, où R2
0 = (1 + c−1)(2c′ + c−1‖m‖2

L2
b
) + η2,

129



Chapitre 4 : Problème de Cahn-Hilliard non autonome

est uniformément absorbant. Et également que l’ensemble B1 =
⋃

m∈Σ

⋃
τ∈R

Um(τ +
1, τ)B0 est uniformément absorbant. D’après (4.77), B1 est borné dans H, et alors
B1 est compact dans V ′ (car l’injection de H dans V ′ est compacte). Donc, la famille
{Um(t, τ)}, m ∈ Σ est uniformément compacte.
Nous allons démontrer que {Um(t, τ)} est (V ′ × Σ;V ′)-continue.
Nous prenons deux suites u(n)

2τ et m(n)
2 , telles que

u
(n)
2τ −−−→

n→∞
u1τ , m

(n)
2 −−−→

n→∞
m1(s) dans L2

loc(R;V ′).

Par (4.79), nous avons

‖u1(t)−u(n)
2 (t)‖2

−1 � ‖u1(τ)−u(n)
2 (τ)‖2

−1e
c3(τ−t)+c−1

3 (1+c−1
3 )‖m1(s)−m(n)

2 (s)‖2
L2

loc
→ 0.

Cette relation implique que u(n)
2 (t) → u1(t) dans V ′ et donc la famille {Um(t, τ)},m ∈ Σ

est (V ′ × Σ;V ′)-continue. �

D’après la Proposition 4.25 et le Théorème 4.23, nous avons l’existence d’un
attracteur uniforme pour le problème de Cahn-Hilliard.

Nous pouvons aussi construire un attracteur global dans l’espace V ′ ×Σ. Pour cela,
nous définissons une famille d’opérateurs {S(t), t � 0} dans V ′ × Σ comme suit :
pour tout (u,m) ∈ V ′ × Σ, t � 0,

S(t) : V ′ × Σ → V ′ × Σ

(u,m) 	→ (Um(t, 0)u, T (t)m). (4.80)

Par cette définition nous trouvons que S(t) est un semi-groupe dans V ′ × Σ, car,
pour t1, t2 � 0, nous avons

S(t1 + t2)(u,m) = (Um(t1 + t2, 0)u, T (t1 + t2)m)

= (Um(t1 + t2, t2)Um(t2, 0)u, T (t1)(T (t2)m))

= (UT (t2)m(t1, 0)Um(t2, 0)u, T (t1)(T (t2)m))

= S(t1)
(
Um(t2, 0)u, T (t2)m

)
= S(t1)S(t2)(u,m),

et
S(0)(u,m) = (Um(0, 0)u,m) = Id (u,m).

Définition 4.26. Nous disons que K = {u(.)} est le noyau de la famille {Um(t, τ)}
si u(.) vérifie

Um(t, τ)u(τ) = u(t), ∀t � τ, τ ∈ R, et sup
t∈R

‖u(t)‖−1 <∞.
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4.8 L’attracteur exponentiel rétrograde

Nous appelons K(s) = {u(s), u(.) ∈ K} ⊆ V ′ la section du noyau de {Um(t, τ)} au
temps t = s.

Nous avons le résultat suivant.

Théorème 4.27. Supposons que la famille {Um(t, τ), t � τ, τ ∈ R, m ∈ Σ} est
(V ′ × Σ;V ′)-continue et elle possède un ensemble compact qui attire uniformément
tous les bornés de V ′. Alors le semi-groupe S(t) défini par (4.80) possède un attrac-
teur compact A qui est invariant, i.e., S(t)A = A, ∀t � 0.
De plus, si Π1 et Π2 sont deux projecteurs de V ′ × Σ dans V ′ et dans Σ respective-
ment, i.e. Π1(u,m) = u, Π2(u,m) = m, alors

1. Π1A = A1 = AΣ est l’attracteur uniforme de {Um(t, τ)}, m ∈ Σ,
2. Π2A = A2 = Σ,
3. l’attracteur global de ce problème vérifie

A =
⋃

m∈Σ

Km(0) × {m},

4. l’attracteur uniforme vérifie

AΣ = A1 =
⋃

m∈Σ

Km(0),

tel que Km(0) est la section du noyau Km de la famille {Um(t, τ)},m ∈ Σ au
temps t = 0.

La démonstration peut être consultée dans [15] , page 291.

4.8 L’attracteur exponentiel rétrograde
Dans cette section nous allons chercher un attracteur exponentiel rétrograde du

problème de Cahn-Hilliard suivant :

∂u

∂t
+ νΔ2u− Δf(u) = m(t) dans (τ,+∞) × Ω, (4.81)

u(τ, x) = u0(x) dans Ω,

avec les conditions aux limites de Neumann ou de l’espace périodique, (3.3) et (3.4).
Précédemment nous avons vu que (4.81) équivaut à

∂

∂t
Nu− νΔu+ f(u) = Nm(t), (4.82)

et la condition initiale u(τ, x) = u0(x).
Nous avons aussi trouvé le résultat suivant.
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Théorème 4.28. Si m ∈ L2
loc(R, V

′), alors, pour τ ∈ R et pour tout u0 ∈ V ′, il
existe une seule solution u(t) = u(t; τ, u0) pour (4.81).
De plus, cette solution satisfait

u ∈ C([τ, T ];H) ∩ L2(τ, T ;H2(Ω)) ∩ L2p(τ, T ;L2p(Ω)) pour tout T > τ.

Finalement, si u0 ∈ H2(Ω) alors

u ∈ C([τ, T ];H2(Ω)) ∩ L2(τ, T ;D(A)) pour tout T > τ.

4.8.1 Préliminaires

Pour tout δ > 0, K > 0 et B ⊂ V ′, nous notons par Sδ,K(B) l’ensemble d’appli-
cations S : V ′ → V ′ telles que S(Oδ(B)) ⊂ B et

‖Su1 − Su2‖H−1 � K‖u1 − u2‖H−1 , pour tout u1, u2 ∈ Oδ(B),

où Oδ(B) := {u ∈ V ′ : infw∈B ‖u− w‖H−1 < δ}. Et

‖S1 − S2‖Sδ,K(B) := sup
u∈Oδ(B)

‖S1u− S2u‖H−1

est la métrique dans Sδ,K(B).

Nous définissons pour le problème de Cahn Hilliard une famille d’applications Um,t0

telle que
Um,t0 := {Um(t, τ) : τ � t � t0},

Um(t, τ)u0 := u(t; τ, u0), τ � t � t0, u0 ∈ H ⊂ V ′.

Pour t0 ∈ R, nous notons par U(V ′, t0) la classe de toutes les familles U = {U(t, s) : s, t ∈
R, s � t � t0} d’applications U(t, s) : V ′ → V ′ telles que

1. U(s, s) = Id pour tout s ∈ R.

2. U(t, r)U(r, s) = U(t, s) pour tout s � r � t.

Il est clair que Um,t0 ∈ U(V ′, t0), pour t0 ∈ R.

4.8.2 Théorème d’existence d’attracteur exponentiel rétro-
grade

Pour trouver un attracteur exponentiel rétrograde du problème de Cahn Hilliard
nous allons appliquer le Théorème 2.3 de [43], et pour cela il faut que Um,t0 vérifie
les conditions suivantes :
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4.8 L’attracteur exponentiel rétrograde

(H0) Nous fixons τ0 > 0. Alors, pour tout B ⊂ V ′ ensemble borné et fermé dans
V ′,

Um(t, t− τ0) ∈ Sδ,K(B), ∀t � t0. (4.83)

(H1) Il existe C0 > 0, 0 < ε0 � τ0 et γ > 0 telles que
pour tout t � t0, τ0 � r � 2τ0, 0 � s � ε0 et v ∈ Oδ(B),

‖Um(t, t− r)v − Um(t− s, t− r − s)v‖H−1 � C0|s|γ.

(H2) Il existe une constante CB > 0 telle que

‖Um(t, t− s)v − Um(t− s, t− r − s)w‖H−1 � CB‖v − w‖H−1 ,

pour tout v, w ∈ B, pour t � t0, 0 � s � 2τ0.
(H3) Il existe C ′

0 > 0 et γ′ > 0 telles que
pour tout t � t0, τ0 � r � 2τ0, 0 � s � ε0 et v ∈ B,

‖Um(t, t− r)v − Um(t− s, t− r)v‖H−1 � C ′
0|s|γ

′
.

(H4) Pour tout t > t0 et D1, D2 deux bornés de V ′, il existe une constante
L(t,D1, D2) > 0 telle que

‖Um(t, t0)v−Um(t, t0)w‖H−1 � L(t,D1, D2)‖v−w‖H−1 pour tout v ∈ D1, w ∈ D2.

A partir de maintenant, dans cette section, nous supposons que m satisfait les hy-
pôthèses suivantes :

(A1) m ∈ L2
loc(R;V ′).

(A2) Mm(t) := supr�t

∫ r

r−1
‖m(s)‖2

H−1ds <∞, pour tout t ∈ R.
(A3) il existe t0 ∈ R et q > 2 tels que

Mm,q(t0) := sup
r�t0

∫ r

r−1

‖m(s)‖q
H−1ds <∞.

4.8.3 Quelques estimations a priori :

Estimation de ‖u(t)‖H−1

Soit u(t) = u(t; τ, u0) une solution de notre problème. Donc u vérifie

∂

∂t
Nū− νΔu+ f(u) = Nm(t)+ < f(u) > .

Nous multiplions par ū et nous utilisons (4.12) et (4.13)

1

2

d

dt
‖ū‖2

−1 + ν|∇u|2 + (f(u), u) = ((m(t), ū))−1 + | < u > |
∫

Ω

|f(u)|dx,
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1

2

d

dt
‖ū‖2

−1 + c‖ū‖2
−1 + pb2p

∫
Ω

u2pdx � c

2
‖ū‖2

−1 +
1

2c
‖m(t)‖2

−1 + c1.

Notons que
d < u >2

dt
= 0, donc

d

dt

(‖ū‖2
−1+ < u >2

)
+
(‖ū‖2

−1+ < u >2
)

� 1

c
ect‖m(t)‖2

−1 + k1,

k1 dépend de c1 et de η (| < u > | � η). Nous intégrons, respectivement de t, entre
τ et t

‖u(t)‖2
H−1 � e−c(t−τ)‖u0‖2

H−1 +
1

c
e−ct

∫ t

τ

ecs‖m(s)‖2
−1ds+ k2

(
1 − e−c(t−τ)

)
,

‖u(t)‖2
H−1 � e−c(t−τ)‖u0‖2

H−1 +
1

c
e−ct

∫ t

τ

ecs‖m(s)‖2
−1ds+ k2, (4.84)

pour tout t � τ .
Nous avons

e−ct

∫ t

τ

ecs‖m(s)‖2
−1ds � e−ct

∫ t

−∞
ecs‖m(s)‖2

−1ds

= e−ct

∞∑
n=0

ec(t−n)

∫ t−n

t−(n+1)

‖m(s)‖2
−1ds

� (1 − e−ct)−1Mm(t)

� (1 + c−1)Mm(t).

Par (4.84), nous trouvons

‖u(t)‖2
H−1 � e−c(t−τ)‖u0‖2

H−1 + c−1(1 + c−1)Mm(t) + k2, (4.85)

pour tout t � τ .
Nous posons, pour D un borné dans V ′,

‖D‖H−1 := max(1, sup
v∈D

‖v‖H−1).

Par (4.85)
‖u(t; τ, u0)‖2

H−1 � 1 + c−1(1 + c−1)Mm(t0), u0 ∈ D, (4.86)

pour tout t � t0, τ � t− 1
c

log(C1‖D‖H−1).
Car, pour avoir (4.86) il faut avoir l’inégalité suivante

e−c(t−τ)‖D‖2
H−1 + k2 � 1,
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−c(t− τ) + 2log‖D‖H−1 − c(t− τ) + log(k2) � 0.

Donc
τ � t− 1

c
log(C1‖D‖H−1), où C1 = k2.

Nous obtenons par (4.86) le résultat suivant.

Proposition 4.29. Soit D ⊂ V ′ un borné. Alors

‖Um(t, τ)u0‖H−1 � Cm(t0), pour tout t � t0, τ � t− 1

c
log(C1‖D‖H−1), u0 ∈ D.

Estimation pour la différence entre deux solutions

Proposition 4.30. Il existe une fonction positive L = L(t, τ), qui dépend de Ω et
ne dépend pas de m, telle que

‖Um(t, τ)u01 − Um(t, τ)u02‖H−1 � L‖u01 − u02‖H−1 . (4.87)

Démonstration.
Nous prenons u1(t) = Um1(t, τ)u01, u2(t) = Um2(t, τ)u02 deux solutions du problème
(4.81) (ou du problème (4.82)) et nous posons

v(t) := u1(t) − u2(t), m(t) := m1(t) −m2(t).

Supposons < u1 >�=< u2 >, alors v vérifie le problème suivant :

d

dt
Nv̄ − νΔv + f(u1) − f(u2) = Nm(t)+ < f(u1) − f(u2) >, dans D′(τ,∞;V ′)

(4.88)
v(τ) = u01 − u02.

Multiplions par v̄

d

dt
(‖v̄(t)‖2

−1) + 2ν|∇v(t)|2 � c|v|2 + c2‖v‖2
−1 + c1‖m‖2

H−1 + |v|
∫

Ω

|f(u1) − f(u2)|dx.

D’après (3.50) et (3.52)

d

dt

(‖v̄(t)‖2
−1+ < v >2

)
+2ν|∇v(t)|2 � ν|∇v(t)|2+

(‖v̄(t)‖2
−1+ < v >2

)
+c1‖m‖2

H−1 .

En intégrant sur [τ, t] nous avons, en particulier,

‖v(t)‖2
H−1 � ‖v0‖2

H−1ec(t−τ) + c1

∫ t

τ

ec(t−s)‖m(s)‖2
H−1 . (4.89)

Pour avoir (4.87) nous prenons m1(t) = m2(t), ce qui donne

‖Um(t, τ)u01 − Um(t, τ)u02‖H−1 � ec(t−s)‖u01 − u02‖H−1 . (4.90)

Nous terminons la démonstration de cette proposition, où L(t, τ) = ec(t−τ). �
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Estimation de ‖Um(t, τ)u0 − u0‖H−1

Nous posons w(t) := u(t)−u0 = Um(t, τ)u0−u0. w satisfait (notons que < w >=
0)

d

dt
Nw(t) = νΔu− f(u) +Nm(t)+ < f(u) >, dans V ′,

w(τ) = 0.

Nous multiplions par w
1

2

d

dt
‖w‖2

H−1 = ν(Δu,w) − (f(u), w) + ((m(t), w))−1

= ν(Δw,w) + ν(Δu0, w) − (f(u), u) + (f(u), u0) + ((m(t), w))−1

= −ν|∇w|2 − ν(∇u0,∇w) − (f(u), u) + (f(u), u0) + ((m,w))−1,

d

dt
‖w‖2

H−1 +2ν|∇w|2 +2(f(u), u) � 2ν|(∇u0,∇w)|+2|(f(u), u0)|+2|((m(t), w))−1|.
Par (4.12), nous obtenons

d

dt
‖w‖2

H−1 + 2ν|∇w|2 + 2pb2p

∫
Ω

u2pdx � k1 + ν|∇w|2 + c|∇u0|2

+2|(f(u), u0)| + 2|((m(t), w))−1|.
En particulier,

d

dt
‖w‖2

H−1 + ν|∇w|2 � k1 + c|∇u0|2 + 2|(f(u), u0)| − 2|f(u0), u0)|
+2|((m(t), w))−1| + 2|f(u0), u0)|. (4.91)

Nous avons

|(f(u), u0)| − |f(u0), u0)| � |(f(u) − f(u0), u0)|

� |(f(u) − f(u0)|2 + |u0|2

� c

∫
Ω

(
(|u|2p−2 + |u0|2p−2 + 1)|w|)2

dx+ |u0|2.

Pour n = 3 et p = 2

|(f(u), u0)| − |f(u0), u0)| � c
(‖u‖4

L∞ + ‖u0‖4
L∞ + 1

)|w|2 + |u0|2

� C
(‖u‖2, ‖u0‖2

)|w|2 + |u0|2

� ν

2
|∇w|2 + c‖w‖2

H−1 + |u0|2, où ‖u‖2, ‖u0‖2 � const..
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Nous déduisons par (4.91)

d

dt
‖w‖2

H−1 + ν|∇w|2 � k1 + c′|∇u0‖2 + |f(u0)|2 + 2|u0|2 +
1

c
‖m‖2

H−1 + c‖w‖2
H−1 .

En particulier,

d

dt
‖w‖2

H−1 � k1 + 2c22(α) + 2|u0|2 + c′|∇u0|2 + 2α2b22p|u0|4p +
1

c
‖m‖2

H−1 + c‖w‖2
H−1 .

En intégrant entre τ et t, notons que w(τ) = 0, nous trouvons

‖w(t)‖2
H−1 �

((
k′1+2|u0|2+c′|∇u0‖2+2α2b22p|u0|4p

)
(t−τ)+1

c

∫ t

τ

‖m(θ)‖2
−1dθ

)
ec(t−τ).

(4.92)

Pour trouver un attracteur exponentiel rétrograde nous allons démontrer que Um,t0

vérifie (4.83), (H1), (H2), (H3) et (H4).
Nous prenons dans V ′ la boule B := {u ∈ V ′ : ‖u‖H−1 � Cm(t0)}, et posons
τ0 := 1 + c−1 log

(
C1 max(1, (1 + Cm(t0)))

)
.

Pour δ = 1, O1(B) := {u ∈ V ′ : infw∈V ′ ‖u− w‖H−1 < 1}. Nous avons déjà trouvé

‖Um(t, t− τ0)u0‖H−1 � Cm(t0) pour tout t � t0,

t−τ0 = t−1−c−1 log
(
C1 max(1, (1+Cm(t0)))

)
� t−c−1 log

(
C1‖O1(B)‖H−1

)
, u0 ∈ O1(B).

Notons ici que ‖O1(B)‖H−1 = max
(
1, C1(1 + Cm(t0))

)
. Et par l’estimation (4.90)

‖Um(t, t− τ0)u01 − Um(t, t− τ0)u02‖H−1 � K‖u01 − u02‖H−1 ,

où K = ecτ0 .
Alors Um(t, t− τ0) ∈ S1,K(B), pour tout t � t0.
De plus, nous avons par (4.89)

‖Um1(t, τ)u01−Um2(t, τ)u02‖2
H−1 � ec(t−τ)‖u01−u02‖2

H−1+
1

c

∫ t

τ

ec(t−θ)‖m1(θ)−m2(θ)‖2
H−1dθ,

dont nous déduisons que l’application Um(t, s) : V ′ → V ′ est continue pour tout
s � t.
Um satisfait (H2) et (H4).
D’après l’estimation (4.90)

‖Um(t, t− s)u01 − Um(t, t− s)u02‖H−1 � e
c
2
s‖u01 − u02‖H−1 ,

pour tout t ∈ R, s � 0, u01, u02 ∈ V ′ et, en particulier, pour tout t � t0, s ∈
[0, 2τ0], u01, u02 ∈ B.
Alors Um satisfait (H2) avec CB = 2τ0.
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De plus, par (4.90), Um satisfait (H4) avec L(t,D1, D2) = e
c
2
(t−t0) > 0.

Um satisfait (H1) et (H3).
Posons u(t) = Um(t, τ)u0. Pour tout s � 0, t− s � τ , nous avons

u(t) − u(t− s) =

∫ t

t−s

u′(θ)dθ,

‖Um(t, τ)u0 − Um(t− s, τ)u0‖H−1 �
∫ t

t−s

∥∥∂u
∂t

(θ)
∥∥

H−1dθ

� s
1
2

(∫ t

t−s

∥∥∂u
∂t

(θ)
∥∥2

H−1dθ
) 1

2
. (4.93)

Pour estimer l’intégrale
∫ t

t−s

∥∥∂u
∂t

(θ)
∥∥2

H−1dθ, nous multiplions l’équation

∂

∂t
Nū− νΔu+ f(u) = Nm+ < f(u) >,

par
∂u

∂t ∥∥∂u
∂t

∥∥2

H−1 +
1

2

d

dt

(
ν|∇u|2 + 2

∫
Ω

g(u)dx
)

� c‖m‖2
H−1 +

1

2

∥∥∂u
∂t

∥∥2

H−1 .

Intégrons sur [t− s, t]∫ t

t−s

∥∥∂u
∂t

(θ)
∥∥2

H−1dθ + ν|∇u(t)|2 + 2

∫
Ω

g(u(t))dx �

c

∫ t

t−s

‖m(θ)‖2
H−1dθ + ν|∇u0|2 + 2

∫
Ω

g(u(0))dx � const.

Nous déduisons par (4.93)

‖Um(t, τ)u0 − Um(t− s, τ)u0‖H−1 � ĉ1s
1
2 , (4.94)

pour tout t � t0, 0 � s � 1, τ � t− c−1 log
(
C1‖O1(B)‖H−1

)
, u0 ∈ O1(B).

Nous prenons r � τ0. Alors

t− r � t− 1 − c−1 log
(
C1‖O1(B)‖H−1

)
. (4.95)

Par (4.94) et (4.95)

‖Um(t, t− r)u0 − Um(t− s, t− r)u0‖H−1 � ĉ1s
1
2 , (4.96)

pour tout t � t0, 0 � s � 1, r � τ0, u0 ∈ O1(B).
Donc Um satisfait (H3) avec γ′ = 1

2
.

De plus,
‖Um(t, t− r)u0 − Um(t− s, t− s− r)u0‖H−1
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� ‖Um(t, t− r)u0 − Um(t− s, t− r)u0‖H−1

+‖Um(t− s, t− r)u0 − Um(t− s, t− s− r)u0‖H−1 . (4.97)

Par (4.90)

‖Um(t− s, t− r)u0 − Um(t− s, t− s− r)u0‖H−1

= ‖Um(t− s, t− r)u0 − Um(t− s, t− r)Um(t− r, t− r − s)u0‖H−1

� e
c
2
(r−s)‖u0 − Um(t− r, t− r − s)u0‖H−1

� ecτ0‖u0 − Um(t− r, t− r − s)u0‖H−1 , τ0 � r � 2τ0, 0 � s � 1. (4.98)

Par (4.92)

‖u0 − Um(t− r, t− r − s)u0‖H−1 � C̃1s
1
2 + c−

1
2

(∫ t−r

t−r−s

‖m(θ)‖H−1dθ
) 1

2
, (4.99)

où C̃1 =
(
k1 + 2c22(α) + 2|u0|2 + c′|∇u0|2 + 2α2b22p|u0|4p

) 1
2
.

Pour 0 � s � 1 et t � t0 nous avons, par l’inégalité de Hölder,∫ t−r

t−r−s

‖m(θ)‖H−1dθ �
(∫ t−r

t−r−s

‖m(θ)‖q
H−1dθ

) 2
q
(∫ t−r

t−r−s

1dθ
) q−2

q
, pour q > 2

donc ∫ t−r

t−r−s

‖m(θ)‖H−1dθ �
(
Mm,q(t0)

) 2
q
s

q−2
q . (4.100)

Pour 0 � s � 1 nous avons s
1
2 � s

q−2
2q , et par (4.99) et (4.100)

‖u0 − Um(t− r, t− r − s)u0‖H−1 �
(
C̃1 + c−

1
2

(
Mm,q(t0)

) 1
q

)
s

q−2
2q , (4.101)

pour tout t � t0, 0 � s � 1, τ0 � r � 2τ0, u0 ∈ V ′.
Par (4.96), (4.97) et (4.101)

‖Um(t, t− r)u0 − Um(t− s, t− s− r)u0‖H−1 � Ĉ2 s
q−2
2q , (4.102)

pour tout t � t0, 0 � s � 1, τ0 � r � 2τ0, u0 ∈ O1(B).
Alors Um satisfait (H1), avec δ = 1, ε = 1, C0 = Ĉ2.

Pour D1, D2 deux bornés dans V ′ et pour tout t > t0, nous posons

sD1 := c−1 log(C1‖D‖−1),

Lm(t,D1, D2) = e
c
2
(t−t0).

D’après les résultats ci-dessus, nous déduisons que nous pouvons appliquer [43], le
Théorème 2.3 et le Corollaire 1 et nous obtenons le résultat suivant.
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Théorème 4.31. Sous les hypothèses (A1), (A2) et (A3) sur la fonction m du
problème de Cahn Hilliard (4.81), il existe une famille M̃Um := {M̃Um(t) : t ∈ R}
d’ensembles non vides de V ′ qui satisfait

1. Um(t, τ)M̃Um(τ) ⊂ M̃Um(t) pour tout τ � t,

2. M̃T−τ Um(t) = M̃Um(t− τ) pour tout τ � 0 et t � t0 et
M̃T−τ Um(t) ⊂ M̃Um(t− τ) pour tout τ � 0 et t > t0,
où T−τUm(t, s) := Um(t− τ, s− τ),

3. Pour D ⊂ V ′ borné,

distV ′(Um(t, t− τ)D,M̃Um(t)) � C̃1e
α̃sDe−α̃τ ,

pour tout τ � sD et pour t � t0,

et

distV ′(Um(t, t− τ)D,M̃Um(t)) � Lm(t,D,MUm(t0))C̃1e
α̃(sD+t−t0)e−α̃τ ,

pour tout t > t0 et pour τ � sD + t− t0, tels que C̃1 et α̃ sont deux constantes
positive dépendantes de Ω et Mm(t0),

4. pour tout t ∈ R, M̃Um(t) est compact dans V ′ de dimension fractale finie et,
plus précisément,

dimF (M̃Um(t), V ′) �

⎧⎨⎩
Č1, si t � t0,
Č1

Lm(t,M̃Um(t0),M̃Um(t0))
, si t > t0,

telle que Č1 > 0 et dépend de Ω et Mm(t0),
5. il existe l’attracteur global rétrograde de Um, {A(t)}t∈R, qui satisfait

A(t) ⊂ M̃Um(t) pour tout t ∈ R.

Et sa dimension fractale est finie et estimée par

dimF (A(t), V ′) �

⎧⎨⎩
Č1, si t � t0,
Č1

Lm(t,M̃Um(t0),M̃Um(t0))
, si t > t0,

6. pour tout 0 � r � 1 et pour t � t0,

distsymm
V ′

(
M̃Um(t),M̃Um(t− r)

)
� Č2|r|(k+1)γ,

tel que γ =
q − 2

2q
et Č2 et k sont deux constantes positives dépendantes de

Ω, q,Mm(t0) et Mm,q(t0).

Nous avons donc l’attracteur exponentiel rétrograde du problème de Cahn-Hilliard.
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Chapitre 5

Problème de Cahn-Hilliard visqueux

5.1 Position du problème
Dans ce chapitre, nous allons travailler avec l’équation de Cahn-Hilliard visqueuse

de la forme suivante :
∂tu = ΔK(u), (5.1)

K(u) = −Δu+ ε∂tu+ f(u), (5.2)

où f(s) est un polynôme, i.e., f(s) =
∑2p−1

j=1 ajs
j, p ∈ N. Supposons que le coefficient

a2p−1 = 2pb2p > 0 (voir [70]).
Par définition de f , nous avons

f ′(s) � −c. (5.3)

Nous associons au problème (5.1), (5.2) les conditions aux limites de Neumann et
la condition initiale suivantes

∂u

∂n

∣∣∣∣
∂Ω

=
∂Δu

∂n

∣∣∣∣
∂Ω

= 0, u|t=0 = u0. (5.4)

Nous allons utiliser les notations suivantes :
(·, ·), | · | sont le produit scalaire et la norme dans l’espace

H :=
{
u ∈ L2(Ω),

∂u

∂n

∣∣∣∣
∂Ω

= 0
}
,

((·, ·)), ‖ · ‖ sont le produit scalaire et la norme dans l’espace

V :=
{
u ∈ H1(Ω),

∂u

∂n

∣∣∣∣
∂Ω

= 0
}
,

‖ · ‖2 est la norme dans l’espace

V1 :=
{
u ∈ H2(Ω),

∂u

∂n

∣∣∣∣
∂Ω

=
∂Δu

∂n

∣∣∣∣
∂Ω

= 0
}
,
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et ‖ · ‖−1 = |(−Δ)−
1
2 · | est une norme sur H−1(Ω) ; pour les fonctions à moyennes

nulles.
Par (5.1) et (5.2) nous avons

∂

∂t

(
u+ ε(−Δ)u

)
+ Δ2u− Δf(u) = 0. (5.5)

5.2 Formulation variationnelle
Nous posons

H̊ :=
{
u ∈ H,

∫
Ω

udx = 0
}
,

V̊ :=
{
u ∈ V,

∫
Ω

udx = 0
}
,

V̊1 :=
{
u ∈ V1,

∫
Ω

udx = 0
}
,

V̊ ′ :=
{
u ∈ V ′, < u, 1 >V ′,V = 0

}
.

Nous avons V̊ ⊂ H̊ ⊂ V̊ ′ avec injections continues et denses. Et l’opérateur A :=
−Δ : V̊ → V̊ ′ est continu, inversible et son inverse est compact. L’équation (5.5)
équivaut à (voir par exemple [54] et [57])

∂

∂t

(
(−Δ)−1 + ε

)
(u− < u >) − Δ(u− < u >) + f(u) =< f(u) >, (5.6)

où < u >:=
1

|Ω|
∫

Ω
u(x)dx.

Pour avoir la formulation variationnelle nous multiplions (5.6) par v ∈ V̊ (pour le
produit scalaire de H)

∂

∂t

(
((−Δ)−1(u− < u >), v) + ε(u− < u >, v)

)
+ (∇(u− < u >),∇v)

+(f(u)− < f(u) >, v) = 0, ∀v ∈ V̊1. (5.7)
Notons ici, en multipliant (5.5) par v ∈ V , nous avons

d

dt
(u, v) + ε

d

dt
(∇u,∇v) + (Δu,Δv) + (∇f(u),∇v) = 0,

et pour v = 1, nous avons
∂

∂t

∫
Ω
udx = 0. Cela donne que∫

Ω

u(x, t)dx =

∫
Ω

u0(x)dx (moyenne conservée). (5.8)

Donc < u >=< u0 >. Dans ce qui suit, nous supposons que
1

|Ω|
∣∣∣∣ ∫

Ω

u(x)dx

∣∣∣∣ � η. (5.9)
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5.3 Théorème d’existence et d’unicité

Théorème 5.1.

(i) Supposons que u0 ∈ H1(Ω). Alors (5.1), (5.2) et (5.4) possède une seule solution
u qui appartient à

L∞(0, T ;H1(Ω)) ∩ L2(0, T ;H2(Ω)) ∩ L2p(0, T ;L2p(Ω)), ∀t > 0.

(ii) De plus, si u0 ∈ H2(Ω), alors u ∈ L∞(0, T ;H2(Ω)) ∩ L2(0, T ;H3(Ω)) et ∂tu ∈
L2(0, T ;H1(Ω)), ∀T > 0, avec restriction sur p lorsque n = 3 (p = 2 lorsque n = 3).

(iii) Si u0 ∈ H3(Ω), alors u ∈ L∞(0, T ;H3(Ω)) ∩ L2(0, T ;H4(Ω)), ∀T > 0, où p = 2
lorsque n = 3.

5.4 Fonction de Lyapunov

La fonction de Lyapunov est donnée par

J(u) =
1

2
|∇u|2 +

∫
Ω

g(u)dx,

où, g est la fonction primitive de f .
Nous multiplions (5.1) par K(u), et intégrons sur Ω∫

Ω

K(u)
∂u

∂t
dx− (ΔK(u), K(u)) = 0. (5.10)

Nous avons par (5.2)

(K(u),
∂u

∂t
) = −

∫
Ω

Δu
∂u

∂t
dx+ ε|∂tu|2 +

∫
Ω

f(u)
∂u

∂t
dx

=
d

dt
J(u) + ε|∂tu|2.

Nous avons donc par (5.10)

d

dt
J(u) + ε|∂tu|2 + |∇K(u)|2 = 0,

d

dt
J(u) � 0 ⇒ J(u(t)) � J(u0), ∀t � t0.
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5.5 Démonstration de Théorème 5.1

Nous posons ū := u− < u > . Nous avons
∂ū

∂t
=
∂u

∂t
, Δū = Δu et Δ2ū = Δ2u,

et par (5.5) nous avons

∂

∂t

(
ū+ ε(−Δ)ū

)
+ Δ2ū+ Δf(u) = 0,

ou l’équation équivalente (5.6).
Nous commençons à démontrer l’unicité.

5.5.1 L’unicité

Nous prenons deux solutions u1 et u2 de (5.5) (ou de (5.6)), où u1(0) = u2(0).
Posons u := u1 − u2. Donc ū vérifie

∂

∂t

(
(−Δ)−1ū+ εū

)− Δū+ f(u1) − f(u2) =< f(u1) − f(u2) > . (5.11)

Nous avons
u1(0) = u2(0) ⇒ < u >=< u1 − u2 >= 0.

Alors en multipliant (5.11) par u, nous avons

1

2

d

dt

(‖u‖2
−1 + ε|u|2) + |∇u|2 + (f(u1) − f(u2), u) = (< f(u1) − f(u2) >, u),

1

2

d

dt

(‖u‖2
−1 + ε|u|2) + |∇u|2 + (f(u1) − f(u2), u) = 0, (5.12)

Par (5.3)
d

dt

(‖u‖2
−1 + ε|u|2) + 2|∇u|2 � 2c|u|2

� c′‖u‖2
−1 + |∇u|2. (5.13)

d

dt

(‖u‖2
−1 + ε|u|2) + |∇u|2 � c

(‖u‖2
−1 + ε|u|2),

c ne dépend pas de ε. Par le lemme de Gronwall nous avons

‖u(t)‖2
−1 + ε|u(t)|2 � 0.

Alors nous avons l’unicité.
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5.5.2 L’existence

Pour l’existence il suffit de prendre < u >= 0, sans perte de généralité, et alors
il suffit de montrer l’existence d’une solution du problème suivant (par (5.7))⎧⎨⎩ Trouver u : [0, T ] → V̊1

d

dt

(
((−Δ)−1u, v) + ε(u, v)

)
+ (−Δu, v) + (f(u), v) = 0, v ∈ V̊1.

Pour montrer l’existence nous considérons une famille de solutions approchées um

(obtenue par la méthode de Galerkin) et nous passons à la limite. Nous posons
A := −Δ. La suite

0 < λ1 � λ2 � λ3 � · · · � λm, λm → ∞,

est la suite des m premières valeurs propres de A, associé avec la condition de
Neumann et agissant sur des fonctions à moyenne nulle. {wi}i=1,...,m est une suite
des vecteurs propres de A.
Les {wi} forment une base hilbertienne orthonormale de H̊,
Les {λ−

1
2

i wi} forment une base hilbertienne orthonormale de V̊ .
Nous posons V̊m := Vect{w1, . . . , wm}. Alors pour tout um ∈ V̊m nous avons um =∑m

j=1 αj(t)wj. Nous notons par Pm la projection orthogonale de H̊ dans V̊m. Nous
avons alors à résoudre le problème approché suivant⎧⎪⎨⎪⎩

Trouver um solution de
d

dt

(
(−Δ)−1um + εum

)
− Δum + Pmf(um) = 0, dans V̊ ′,

um(0) = u0m,

(5.14)

où, u0m est la projection orthogonale de u0 sur V̊m, u0m =
∑m

i=1(u0, wi)wi, |u0m| �
|u0| et u0m → u0 dans H. Le problème (5.14) équivaut à{

d

dt

(
((−Δ)−1um, v) + ε(um, v)

)
− (Δum, v) + (Pmf(um), v) = 0, ∀v ∈ V̊m.

um(0) = u0m.

De manière équivalente,{
d

dt

(
((−Δ)−1um, wi) + ε(um, wi)

)
− (Δum, wi) + (Pmf(um), wi) = 0,

um(0) = u0m.

d

dt

(
((−Δ)−1

m∑
j=1

αj(t)wj, wi) + ε(
m∑

j=1

αj(t)wj, wi)
)
− (Δ

m∑
j=1

αj(t)wj, wi)

+(Pmf(um), wi) = 0. (5.15)
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Nous posons
W :=

(
λ−1

i (δij) + ε(δij)
)

i,j=1,...,m
,

α :=

⎛⎜⎝ α1(t)
...

αm(t)

⎞⎟⎠ , M :=
(
λi(δij)

)
i,j=1,...,m

,

et

F :=

⎛⎜⎝ (Pmf(um), w1)
...

(Pmf(um), wm)

⎞⎟⎠ .

Alors par (5.15)

W
dα

dt
+ Mα+ F = 0. (5.16)

W est inversible. Nous avons alors par (5.16) l’existence d’une solution locale (en
temps). Pour montrer que la solution est globale, nous supposons (voir [53] et [56])

Jm(t) =
1

2
|∇um|2 +

∫
Ω

g(um)dx.

Par (5.1), (5.2) et (5.10)

dJm

dt
+ ε|∂um

∂t
|2 + |∇K(um)|2 = 0.

Cela donne que
dJm

dt
� 0, et donc Jm(t) � c0 (c0 dépend de u0). Nous en déduisons

que la solution locale est globale (voir aussi [55]).

5.5.3 Estimations

Nous avons montré l’existence pour < u >= 0 et nous allons ici trouver les
estimations pour um ∈ V̊m, où um est à moyenne nulle. Puis nous trouvons des
estimations pour u ∈ H (ou dans V ), u est à moyenne conservée.

Estimation pour um

Nous avons

‖um(t)‖2
−1 = ‖

m∑
i=1

αi(t)wi‖2
−1 =

m∑
i,j=1

αi(t)αj(t)((−Δ)−1wi, wj),

d

dt
‖um(t)‖2

−1 = 2
m∑

i,j=1

αi(t)
dαj(t)

dt
((−Δ)−1wi, wj).
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De même,
d

dt
|um(t)|2 = 2

m∑
i,j=1

αi(t)
dαj(t)

dt
(wi, wj).

Nous avons par (5.15)

m∑
j=1

dαj(t)

dt
((−Δ)−1wj, wi) + ε

m∑
j=1

dαj(t)

dt
(wj, wi) +

m∑
j=1

αj(t)((−Δ)wj, wi)

+ (Pmf(um), wi) = 0.

Nous multiplions la dernière équation par αi et sommons pour i allant de 1 à m
m∑

j=1

αi(t)
dαj(t)

dt
((−Δ)−1wj, wi) + ε

m∑
j=1

αi(t)
dαj(t)

dt
(wj, wi) +

m∑
i=1

αi(t)((−Δ)um, wi)

+
m∑

i=1

αi(t)(Pmf(um), wi) = 0.

Ce qui donne

1

2

d

dt

(
‖um‖2

−1 + ε|um|2
)

+ |∇um|2 + (Pmf(um), um) = 0, (5.17)

1

2

d

dt

(
‖um‖2

−1 + ε|um|2
)

+ |∇um|2 + (f(um), um) = 0. (5.18)

Nous avons
(f(um), um) � pb2pu

2p
m − c′3. (5.19)

Par (5.18)

1

2

d

dt

(
‖um‖2

−1 + ε|um|2
)

+ |∇um|2 + pb2p

∫
Ω

u2p
mdx− c′3|Ω| � 0,

d

dt

(
‖um‖2

−1 + ε|um|2
)

+ 2|∇um|2 + 2pb2p

∫
Ω

u2p
mdx � 2c′3|Ω|. (5.20)

En intégrant (5.20) entre 0 et T nous obtenons une estimation bornée de um dans
L2p(0, T ;L2p(Ω)) et dans L∞(0, T ;H) ∩ L2(0, T ;V ).
Ensuite, nous multiplions l’équation (du problème approché)

∂

∂t

(
um + ε(−Δ)um

)
+ Δ2um − PmΔf(um) = 0, (5.21)

par um ∈ V̊m, pour obtenir

1

2

d

dt

(|um|2 + ε|∇um|2
)

+ |Δum|2 − (Δf(um), um) = 0. (5.22)
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Nous avons −(Δf(um), um) = (f ′(um)∇um,∇um) et

f ′(um) � b2pu
2p−2
m − c4.

Nous déduisons par (5.22) et par une inégalité d’interpolation

d

dt

(|um|2 + ε|∇um|2
)

+ 2|Δum|2 + 2b2p(u
2p−2
m ∇um,∇um) � 2c4|∇um|2,

d

dt

(|um|2 + ε|∇um|2
)

+ 2|Δum|2 + 2b2p(u
2p−2
m ∇um,∇um) � c|um|2 + |Δum|2,

d

dt

(|um|2 + ε|∇um|2
)

+ |Δum|2 + 2b2p

∫
Ω

u2p−2
m |∇um|2dx � c

(|um|2 + ε|∇um|2
)
,

où c ne dépend pas de ε. Grâce au lemme de Gronwall nous avons

|um(t)|2 + ε|∇um(t)|2 + 2

∫ T

0

|Δum(s)|2ds � ect
(|u0m|2 + ε|∇u0m|2

)
<∞, (5.23)

pour u0m ∈ V, et t � T < ∞. Cela donne que um ∈ L∞(0, T ;V ) ∩ L2(0, T ;H2(Ω)).
De même, nous obtenons en multipliant (5.5) par u et en faisant les estimations
précédentes que u ∈ L∞(0, T ;V ) ∩ L2(0, T ;H2(Ω)).

Estimation de (Δum)

Nous avons par (5.23) une estimation bornée de (Δum) dans L2(0, T ;H). Pour
u0 ∈ H2(Ω), nous multiplions (5.21) par (−Δum)

1

2

d

dt

(|∇um|2 + ε|Δum|2
)

+ |∇Δum|2 + (PmΔf(um),Δum) = 0, (5.24)

(PmΔf(um),Δum) = −(∇f(um),∇Δum) = −(f ′(um)∇um,∇Δum).

Par (5.24)

1

2

d

dt

(|∇um|2 + ε|Δum|2
)

+ |∇Δum|2 � |(f ′(um)∇um,∇Δum)|
� c|∇Δum|

(
1 + ‖u2p−2

m ‖L4

)‖∇um‖L4 .

Pour n = 1, 2 et p ∈ N quelconque, nous avons

1

2

d

dt

(
|∇um|2 + ε|Δum|2

)
+ |∇Δum|2 � c1|∇Δum|

(
1 + ‖um‖2p−2

L8p−8

)‖um‖H2

� c|∇Δum|
(
1 + ‖um‖2p−2

)‖um‖2

� 1

2
|∇Δum|2 + c

(
1 + ‖um‖4p−4

)
‖um‖2

2.
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Pour n = 3 et p = 2, nous avons

1

2

d

dt

(
|∇um|2 + ε|Δum|2

)
+ |∇Δum|2 � c1

∫
Ω

|∇Δum|
(
1 + |um|2

)|∇um|dx.

On va examiner le terme
∫

Ω
|∇Δum||u|2|∇um|dx.∫

Ω

|∇Δum||um|2|∇um|dx � c|∇Δum|‖um‖2
L6‖∇um‖L6

� c|∇Δum|‖um‖2‖um‖2

� 1

2
|∇Δum|2 + c‖um‖4‖um‖2

2.

Dans les deux cas nous avons

d

dt

(
|∇um|2 + ε|Δum|2

)
+ |∇Δum|2 � c

(
1 + ‖um‖2

)r

‖um‖2
2. (5.25)

Puisque Jm est décroissante donc |∇um(t)| est uniformément borné pour t � 0. Ce
qui donne par (5.25) et par interpolation ; ‖um‖2

2 � c‖um‖‖um‖3, une estimation de
um dans L∞(0, T ;H2(Ω)) ∩ L2(0, T ;H3(Ω)).

Estimation de u

Les estimations trouvées par (5.20) sont vraies pour des fonctions à moyenne
nulle, et pour trouver des estimations pour u ∈ H, u est à moyenne conservée, nous
multiplions (5.6) par ū

1

2

d

dt

(
‖ū‖2

−1 + ε|ū|2
)

+ |∇ū|2 + (f(u), ū) =< f(u) >

∫
Ω

ūdx = 0, (5.26)

1

2

d

dt

(
‖ū‖2

−1 + ε|ū|2
)

+ |∇ū|2 + (f(u), u) =< f(u) >

∫
Ω

udx. (5.27)

Par (5.9) ∫
Ω

udx � |Ω|η.

Nous avons aussi par
|f(u)| � αb2pu

2p + c′4, ∀α > 0, (5.28)

par (5.19) et (5.27),

1

2

d

dt

(
‖ū‖2

−1 + ε|ū|2
)

+ |∇ū|2 + pb2p

∫
Ω

u2pdx− c′3|Ω|
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� αηb2p

∫
Ω

u2pdx+ ηc′4|Ω|, ∀α > 0,

1

2

d

dt

(
‖ū‖2

−1 + ε|ū|2
)

+ |∇ū|2 + (p− αη)b2p

∫
Ω

u2pdx

� (c′3 + ηc′4)|Ω|, pour tout α > 0,

donc pour α =
1

η
(p− 1

2
),

d

dt

(
‖ū‖2

−1 + ε|ū|2
)

+ 2|∇ū|2 + b2p

∫
Ω

u2pdx � k1 = 2(c′3 + ηc′4)|Ω|. (5.29)

Notons que pour un espace X de norme ‖ · ‖X nous avons

‖u‖X � ‖ū‖X + ‖ < u > ‖X � ‖ū‖X + c(u0),

où c(u0) est une constante positive dépendant de u0. Alors en intégrant la dernière
relation entre 0 et T , nous obtenons une estimation de u dans L2p(0, T ;L2p(Ω)) et
dans L2(0, T ;V ).

Estimation de Δ2um

Nous avons trouvé, dans le chapitre 3, l’inégalité suivante :

|Δf(um)|2 � k(1 + |Δ2um|2σ), 0 < σ < 1,

où p = 2 lorsque n = 3. Pour u0 ∈ H3(Ω), nous multiplions l’équation (5.21) par
Δ2um

1

2

d

dt

(
|Δum|2 + ε|∇Δum|2

)
+ |Δ2um|2 = (Δf(um),Δ2um)

� 1

2
|Δf(um)|2 +

1

2
|Δ2um|2,

d

dt

(
|Δum|2 + ε|∇Δum|2

)
+ |Δ2um|2 � |Δf(um)|2.

Par l’inégalité de Young

|Δf(um)|2 � 1

2
|Δ2um|2 + c. (5.30)

d

dt

(
|Δum|2 + ε|∇Δum|2

)
+

1

2
|Δ2um|2 � c.

En intégrant

|Δum(t)|2 + ε|∇Δum(t)|2 +
1

2

∫ T

0

|Δ2um(s)|2ds � cT + |Δu0|2 + ε|∇Δu0|2 <∞.

(5.31)
Nous avons donc um ∈ L∞(0, T ;H3(Ω)) ∩ L2(0, T ;H4(Ω)). Et (Δ2um) est bor-
née dans L2(0, T ;H). Et par (5.30), nous trouvons une borne de (Δf(um)) dans
L2(0, T ;H).
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Estimation de ∂tum

Pour u0 ∈ V , nous multiplions l’équation

∂

∂t

(
(−Δ)−1um + εum

)
− Δum + Pmf(um) = 0 (5.32)

par ∂tum

‖∂tum‖2
−1 + ε|∂tum|2 +

1

2

d

dt
|∇um|2 + (Pmf(um), ∂tum) = 0.

Nous avons

2‖∂tum‖2
−1 + 2ε|∂tum|2 +

d

dt
|∇um|2 +

d

dt

∫
Ω

g(um)dx = 0.

En intégrant

2

∫ T

0

(
‖∂tum‖2

−1 + ε|∂tum|2
)

+ |∇um(t)|2 +

∫
Ω

g(um(T ))dx � |∇u0|2 +

∫
Ω

g(u0)dx.

Nous avons donc ∂tum ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)) ∩ L2(0, T ;L2(Ω)).

5.5.4 Passage à la limite

D’après ce qui a précédé, nous avons les résultats suivant :
(um) est bornée dans L2p(0, T ;L2p(Ω)),
par (5.28), nous obtenons que (Pmf(um)) est bornée dans Lq(0, T ;Lq(Ω)), 1

2p
+ 1

q
= 1

(voir [65], page 223), et
(Δum) est bornée dans L2(0, T ;H) et donc dans Lq(0, T ;Lq(Ω)).
Par (5.32) (

(−Δ)−1 + ε
)∂um

∂t
= Δum − Pmf(um) ∈ Lq(0, T ;Lq(Ω)).

Nous avons donc
∂um

∂t
∈ Lq(0, T ;Lq(Ω)) ⊂ Lq(0, T ;W−1,q), (posons A1 := (−Δ)−1+

εI ⇒ −ΔA1 = I−εΔ ⇒ A−1
1 = −Δ(I−εΔ)−1, et donc A−1

1 : Lq(Ω) → Lq(Ω)).
Alors, il existe une suite extraite (um) qui converge fortement dans Lq(0, T ;Lq(Ω))
et presque par tout, voir [65], Théorème 8.1.
Par ailleurs, um → u dans Lq(0, T ;Lq(Ω)) et p.p. x, t, i.e., um(x, t) → u(x, t) p.p.
x, t, et puisque f est un polynôme donc

f(um(x, t)) → f(u(x, t)) presque partout.

Nous avons aussi ‖f(um)‖Lq � constante (indépendante de m), alors, grâce à [65],
Lemme 8.3,

f(um) → f(u) dans Lq(0, T ;Lq(Ω)).
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Alors, en multipliant (5.32) par v ∈ V̊m

∂

∂t

(
(−Δ)−1 + ε

)
(um, v) + (∇um,∇v) + (Pmf(um), v) = 0,

ce qui équivaut à

∂

∂t

(
(−Δ)−1 +ε

)
(um, wi)+(∇um,∇wi)+(Pmf(um), wi) = 0, i = 1, . . . ,m. (5.33)

En passant cette équation à la limite nous avons

∂

∂t

(
(−Δ)−1 + ε

)
um → ∂

∂t

(
(−Δ)−1 + ε

)
u dans Lq(0, T ;Lq(Ω)).

Il reste à montrer la condition initiale u(0) = u0, pour des fonctions à moyenne nulle.
Pour cela, nous multiplions (5.33) par ψ, ψ ∈ C

1([0, T ];L2p(Ω)), ψ(T ) = 0, et nous
intégrons et intégrons par parties entre 0 et T

−
∫ T

0

(
((−Δ)−1 +ε)um, wi

)
ψ′(t)dt−

∫ T

0

(Δum, wi)ψ(t)dt+

∫ T

0

(Pmf(um), wi)ψ(t)dt

=
(
((−Δ)−1 + ε)u0m, wi

)
ψ(0). (5.34)

Pour ψ ∈ L2p(0, T ;L2p(Ω)), nous avons∫ T

0

(Δum, wiψ)dt −−−→
m→∞

∫ T

0

(Δu,wi)ψ(t)dt,

∫ T

0

< f(um), wiψ > dt −−−→
m→∞

∫ T

0

< f(u), wi > ψdt.

((−Δ)−1um) est bornée dans L2(0, T ;H), ce qui implique∫ T

0

(
((−Δ)−1 + ε)um, wiψ

′
)
dt −−−→

m→∞

∫ T

0

(
((−Δ)−1 + ε)u,wi

)
ψ′(t)dt.

Par ce qui a précédé, (5.34) à la limite donne

−
∫ T

0

(
((−Δ)−1 + ε)u, v

)
ψ′(t)dt−

∫ T

0

(Δu, v)ψ(t)dt+

∫ T

0

< f(u), v > ψ(t)dt

=
(
((−Δ)−1 + ε)u0, v

)
ψ(0), ∀v ∈ V̊ , (5.35)

∀ψ ∈ C
1([0, T ];L2p(Ω)), ψ(T ) = 0. De même, en multipliant(

((−Δ)−1 + ε)u, v
)
− (Δu, v) + (f(u), v) = 0
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par ψ nous obtenons

−
∫ T

0

(
((−Δ)−1 + ε)u, v

)
ψ′(t)dt−

∫ T

0

(Δu, v)ψ(t)dt+

∫ T

0

< f(u), v > ψ(t)dt

=
(
((−Δ)−1 + ε)u(0), v

)
ψ(0), ∀v ∈ V̊ . (5.36)

En comparant (5.35) et (5.36)(
((−Δ)−1 + ε)u0, v

)
ψ(0) =

(
((−Δ)−1 + ε)u(0), v

)
ψ(0), ∀ψ.

Pour ψ(0) = 1 ⇒
(
((−Δ)−1 + ε)(u0 − u(0)), v

)
= 0, ∀v ∈ V̊ ⊂ H̊.

⇒ u(0) = u0 dans H̊.

5.6 Attracteur global
Nous définissons le semi-groupe

S(t) : V → V

u0 	→ u(t)

Grâce au Théorème 5.1, S(t) est bien défini.

5.6.1 Borné absorbant

Nous définissons l’ensemble

Bη :=
⋃
|a|�η

{u ∈ H1(Ω) : < u >= a}.

D’après (5.8)
S(t)Bη ⊂ Bη, ∀η > 0.

Pour avoir des estimations uniformes de u (ou de ū) nous multiplions (5.6) par ū,
nous trouvons par (5.29)

d

dt

(
‖ū‖2

−1 + ε|ū|2
)

+ 2|∇ū|2 + b2p

∫
Ω

u2pdx � k1(η). (5.37)

Nous avons
‖ū‖2

−1 � c|ū|2 � c′|∇ū|2 = c′|∇u|2,
et par (5.37)

d

dt

(
‖ū‖2

−1 + ε|ū|2
)

+ C
(
‖ū‖2

−1 + ε|ū|2
)

� k1(η), (5.38)
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C est indépendant de ε. En intégrant

‖ū(t)‖2
−1 + ε|ū(t)|2 �

(
‖ū0‖2

−1 + ε|ū0|2
)
e−Ct + k1(η)

(
1 − e−Ct

)
. (5.39)

lim
t→∞

sup
(
‖ū(t)‖2

−1 + ε|ū(t)|2
)

� ρ2
0 = k1(η).

Soit B un borné dans H tel que B ⊂ BH(0, R). Pour ū0 ∈ B, nous avons |ū0| � R,
donc ‖ū0‖2

−1 � cR2. Soit ρ > ρ0. Nous cherchons t0 = t0(ε, R, ρ), tel que

‖ū(t)‖2
−1 + ε|ū(t)|2 � ρ2, ∀t � t0.

Par (5.39)
‖ū(t)‖2

−1 + ε|ū(t)|2 � (cR2 + εR2)e−ct0 + ρ2
0 − ρ2

0e
−ct0 .

Nous devons avoir
(cR2 + εR2 − ρ2

0)e
−ct0 + ρ2

0 � ρ2,

e−ct0 <
ρ2 − ρ2

0

cR2 + εR2 − ρ2
0

⇒ t0 >
1

c
log

cR2 + εR2 − ρ2
0

ρ2 − ρ2
0

, (5.40)

i.e., il existe t0 tel que

‖ū(t)‖2
−1 + ε|ū(t)|2 � ρ2, ∀t � t0. (5.41)

Cela donne l’existence d’un borné absorbant dans Bη ∩H. Par (5.37) nous trouvons
t1 > 0, tel que ∫ t+r

t

|∇u|2dt � k2(η), ∀t � t1, r > 0. (5.42)

Borné absorbant dans Bη

Nous avons en multipliant (5.5) par u

d

dt

(
|u|2 + ε|∇u|2

)
+ 2|Δu|2 + 2b2p

∫
Ω

u2p−2|∇u|2dx � c
(
|u|2 + ε|∇u|2

)
,

et grâce au lemme de Gronwall uniforme nous avons donc un borné absorbant B1

dans Bη ; nous avons en intégrant la dernière relation, en particulier,

|∇u(t)|2 � ect
(
|u0|2 + ε|∇u0|2

)
� const., (5.43)

pour u0 ∈ Bη et t � T . Nous avons aussi l’existence de t2 tel que∫ t+r

t

|Δu|2dt � k3, ∀t � t2, r > 0.
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Borné absorbant dans H2(Ω) ∩Bη

Nous multiplions l’équation

∂

∂t

(
u+ ε(−Δ)u

)
+ Δ2u− Δf(u) = 0;

par
∂u

∂t
,

1

2

d

dt
|Δu|2 +

∣∣∣∂u
∂t

∣∣∣2 + ε
∣∣∣∇∂u

∂t

∣∣∣2 − (Δf(u),
∂u

∂t
) = 0,

1

2

d

dt
|Δu|2 +

∣∣∣∂u
∂t

∣∣∣2 + ε
∣∣∣∇∂u

∂t

∣∣∣2 � c|Δf(u)|2 +
1

2

∣∣∣∂u
∂t

∣∣∣2. (5.44)

Nous allons estimer le terme |Δf(u)|.
Par définition de f nous avons

Δf(u) = f ′′(u)∇u.∇u+ f ′(u)Δu.

|Δf(u)|2 � c1

∫
Ω

(
1 + |u|4p−6

)
|∇u|4 + c2

∫
Ω

(
1 + |u|4p−4

)
|Δu|2.

Par interpolation
|∇u|2 � c′|u||Δu|,

|Δf(u)|2 � c

∫
Ω

(
1 + |u|2 + |u|4p−4

)
|Δu|2.

Pour n = 1 et p quelconque, H1(Ω) ⊂ L∞(Ω), et par ‖u(t)‖ � c, ∀t � 0 (car J est
décroissante, ou bien par (5.43)), nous avons

|Δf(u)|2 � c
(
1 + ‖u‖2

L∞ + ‖u‖4p−4
L∞

)
|Δu|2

� c(‖u‖)|Δu|2 � c|Δu|2.
Pour n = 2, on utilise l’inégalité d’interpolation ‖u‖2

L∞ � ‖u‖ ‖u‖2 et par (5.31) on
a ‖u‖2 � const. ∀t � 0,

|Δf(u)|2 � c
(
1 + ‖u‖ ‖u‖2 + ‖u‖2p−2‖u‖2p−2

2

)
|Δu|2

� c|Δu|2.
Pour n = 3, p = 2

|Δf(u)|2 � c

∫
Ω

(
1 + |u|2 + |u|4)|Δu|2dx.

Nous avons∫
Ω

|u|2|Δu|2dx � c‖u‖2
L∞|Δu|2 � c

(‖u‖ ‖u‖2

)|Δu|2 � c|Δu|2,
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et ∫
Ω

|u|4|Δu|2dx � c‖u‖4
L∞ |Δu|2 � c

(‖u‖2‖u‖2
2

)|Δu|2 � c|Δu|2.

Ce qui donne, pour n = 1, 2, 3,

|Δf(u)| � c|Δu|. (5.45)

Nous déduisons par (5.44) et (5.45)

d

dt
|Δu|2 +

∣∣∣∂u
∂t

∣∣∣2 + 2ε
∣∣∣∇∂u

∂t

∣∣∣2 � c|Δu|2, (5.46)

où c ne dépend pas de ε. En appliquant le lemme de Gronwall, nous trouvons par
(5.46) l’existence d’un borné absorbant B2 dans H2(Ω) ∩ Bη. Nous avons aussi une

borne de
∂u

∂t
dans L2(0, T ;H).

Pour appliquer le Théorème 3.5, nous devons démontrer que
– S(t) est un opérateur continu.
– S(t) est uniformément compact, i.e., ∀B borné, ∃t0 tel que ∪t�t0S(t)B est

relativement compact.

Lemme 5.2. L’opérateur S(t) est continu sur l’ensemble Bη pour la topologie de
H1(Ω).

Démonstration.
Soient u1 = S(t)u01 et u2 = S(t)u02 deux solutions de (5.1), (5.2) et (5.4), u = u1−u2

et u0 = u01 − u02. Alors, u vérifie

∂

∂t

(
u+ ε(−Δ)u

)
+ Δ2u− Δ

(
f(u1) − f(u2)

)
= 0. (5.47)

En multipliant (5.47) par u,

1

2

d

dt

(
|u|2 + ε|∇u|2

)
+ |Δu|2 = (f(u1) − f(u2),Δu). (5.48)

Nous écrivons

f(u1) − f(u2) =

∫ 1

0

uf ′(θu1 + (1 − θ)u2)dθ := u�(u1, u2). (5.49)

Nous traitons le terme∣∣∣ ∫
Ω

(
f(u1) − f(u2)

)
Δudx

∣∣∣ �
∫

Ω

�(|u1|, |u2|)|u||Δu|dx. (5.50)
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Si n = 1 ou n = 2, alors∫
Ω

�(|u1|, |u2|)|u||Δu|dx � c
(
‖u2p−2

1 ‖L4 + ‖u2p−2
2 ‖L4 + 1

)
‖u‖L4 |Δu|

� c
(
‖u1‖2p−2 + ‖u2‖2p−2 + 1

)
‖u‖|Δu|.

Si n = 3, alors p = 2 et nous avons∫
Ω

�(|u1|, |u2|)|u||Δu|dx � c

∫
Ω

(
|u1|2 + |u2|2 + 1

)
|u||Δu|dx.

Nous traitons le terme
∫

Ω
|u1|2|u||Δu|dx, ce qui donne∫

Ω

|u1|2|u||Δu|dx � ‖u1‖2
L6‖u‖L6|Δu|

� c‖u1‖2‖u‖|Δu|.
De même, ∫

Ω

|u2|2|u||Δu|dx � c‖u2‖2‖u‖|Δu|.
Dans les deux cas nous avons∣∣∣ ∫

Ω

(
f(u1) − f(u2)

)
Δudx

∣∣∣ � c
(
‖u1‖2 + ‖u2‖2 + 1

)
‖u‖|Δu| (5.51)

� 1

2
h(t)2‖u‖2 +

1

2
|Δu|2, (5.52)

h(t) := c
(‖u1‖2 + ‖u2‖2 + 1

)
, h(t) ∈ L2(0, T ). Par (5.48)

d

dt

(
|u|2 + ε|∇u|2

)
+ |Δu|2 � h(t)2‖u‖2

� ch(t)2
(
|u|2 + ε|∇u|2

)
.

Et en appliquant le lemme de Gronwall nous avons

‖S(t)u01 − S(t)u02‖2 � c(t)
(
‖u01 − u02‖2

)
, (5.53)

où, c(t) ∈ L1(0, T ). D’où la continuité de S(t). �
Lemme 5.3. L’opérateur S(t) est uniformément compact sur Bη.
Démonstration.
Soit B un ensemble borné de Bη et t0 tel que S(t)B ⊂ B1, ∀t � t0. D’après
(5.46) il existe t1 tel que S(t)B ⊂ B2, ∀t � t1. L’ensemble

⋃
t�t1

S(t)B est borné
dans H2(Ω) ∩ Bη (et dans Bη), donc il est relativement compact dans Bη (d’après
l’injection compacte H2(Ω) ↪→ H1(Ω)). �

Nous appliquons alors le Théorème 3.5 et nous avons le résultat suivant.
Théorème 5.4. Le semi-groupe S(t) associé au problème (5.1), (5.2) et (5.4) pos-
sède un attracteur global Aη = ω(B2) sur Bη, η > 0 (pour la topologie de H1(Ω)).
De plus, Aη ⊂ H2(Ω) ∩Bη et Aη ⊂ H3(Ω) ∩Bη.
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5.7 Un attracteur exponentiel

Nous avons déjà trouvé que B2 est le borné absorbant dans H2(Ω) ∩ Bη et qu’il
existe t1 tel que

S(t)B2 → B2, pour t � t1. (5.54)

Afin de construire un attracteur exponentiel pour le problème (5.1), (5.2) et (5.4)
dans H2(Ω) ∩ Bη, nous procédons comme suit. Nous supposons que S(td) satisfait
à la propriété de régularisation pour un certain td > 0, td � t1. Nous avons alors
l’existence d’un attracteur exponentiel Md pour le système discret engendré par
S(td) (voir [26] et [60]). Ensuite, nous posons

M :=
⋃

t∈[td,2td]

S(t)Md.

Enfin, si (t, u0) 	→ S(t)u0 est lipschitzienne (ou Hölder continue) sur [0, td]×(H2(Ω)∩
Bη

)
, nous trouvons que M est un attracteur exponentiel pour S(t) dans H2(Ω)∩Bη,

cf. [25].

Tout d’abord nous allons vérifier la propriété de régularisation entre H2(Ω) et
H−1(Ω). Pour cela, nous commençons par le résultat suivant.

Théorème 5.5. Soient u1(t) et u2(t) deux solutions telles que ‖ui(0)‖2 � R, i =
1, 2. Alors

‖u1(t) − u2(t)‖2
−1 � CRe

αRt‖u1(0) − u2(0)‖2
−1, (5.55)

où les constantes CR et αR > 0 sont indépendantes de ε > 0.

Démonstration.
Posons w(t) := u1(t) − u2(t), w(0) := u1(0) − u2(0), et nous prenons < u1(0) >=<
u2(0) >, i.e. < w >= 0. La différence w vérifie

∂

∂t

(
(−Δ)−1w + εw

)
= Δw − �(t)w, (5.56)

�(t) est donnée par (5.49). Posons A1 := (−Δ)−1+εI. Ce qui donne −ΔA1 = I−εΔ,
et A−1

1 = −Δ(I − εΔ)−1. D’après (5.56)

A1∂tw = Δw − �(t)w.

Donc
∂tw = −Δ2(I − εΔ)−1w + Δ(I − εΔ)−1�(t)w.

Et
(−Δ)−1∂tw = Δ(I − εΔ)−1w − (I − εΔ)−1�(t)w. (5.57)
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En multipliant (5.57) par w

1

2

d

dt
‖w‖2

−1 + |A− 1
2

1 w|2 � c
∣∣∣((I − εΔ)−1�(t)w,w

)∣∣∣
� ‖(I − εΔ)−

1
2 �(t)w‖−1‖(I − εΔ)−

1
2w‖

� c‖(I − εΔ)−
1
2 �(t)w‖2

−1 +
1

2
|A− 1

2
1 w|2.

d

dt
‖w‖2

−1 + |A− 1
2

1 w|2 � c‖�(t)w‖2
−1. (5.58)

Pour trouver ‖�(t)w‖−1, nous avons

(�(t)w, v) = (w, �(t)v) � ‖w‖−1|∇�(t)v|, v ∈ H1(Ω). (5.59)

Nous estimons |∇�(t)v| :

|∇�(t)v| � c
(
‖�‖L∞ |∇v| + ‖∇�‖L4‖v‖L4

)
.

Nous avons H1 ⊂ L4, donc

|∇�(t)v| � c
(
‖�‖L∞ + ‖∇�‖L4

)
‖v‖. (5.60)

Pour ui(0) ∈ H2(Ω), i = 1, 2, nous avons par (5.46) ‖ui(t)‖2 � cR, ce qui donne

‖�‖L∞ � c(‖ui‖2) � c(R), pour n = 1, 2, et pour p = 2 lorsque n = 3.

Nous estimons ensuite ‖∇�‖L4 .

∇� =

∫ 1

0

f ′′(su1 + (1 − s)u2)
(
s∇u1 + (1 − s)∇u2

)
ds

� c
(
1 + |u1|2p−3 + |u2|2p−3

) ∫ 1

0

(
s∇u1 + (1 − s)∇u2

)
ds.

‖∇�‖L4 � c

∫
Ω

(
1 + |u1|2p−3 + |u2|2p−3

)4(|∇u1|4 + |∇u2|4
)
dx

� c
(
1 + ‖u1‖8p−12

L∞ + ‖u2‖8p−12
L∞

)(‖∇u1‖4
L4 + ‖∇u2‖4

L4

)
.

Pour n = 1, 2 et p quelconque, et pour n = 3 et p = 2, nous avons l’inégalité

‖∇�‖L4 � C
(

max
i=1,2

‖ui‖L∞
)(

max
i=1,2

‖∇ui‖L4

)
� c′(R).

On a utilisé H1(Ω) ⊂ L4 et H2(Ω) ⊂ W 1,4. Donc par (5.60)

|∇�(t)v| � c1(R)‖v‖, v ∈ H1(Ω). (5.61)
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Par (5.59) et (5.61)

‖�(t)w‖−1 � c2(R)‖w‖−1. (5.62)

Nous avons par (5.58), en particulier,
d

dt
‖w‖2

−1 � αR‖w‖2
−1.

En intégrant nous trouvons l’estimation (5.55). �

De plus, nous avons
‖(I − εΔ)−

1
2‖L2→L2 � C, (5.63)

où C ne dépend pas de ε. Parce que, si on prend u ∈ L2(Ω) et v = (I − εΔ)−
1
2u,

alors

|u|2 = ((I − εΔ)v, v) = |v|2 + ε|∇v|2
� |v|2,

i.e. |(I − εΔ)−
1
2u| � |u|, et nous avons (5.63).

Nous notons que, pour A− 1
2

1 =
(
− Δ(I − εΔ)−1

) 1
2 , |A− 1

2
1 · | est une norme dans

H1(Ω), ce qui donne en intégrant (5.58)∫ t+1

t

|w|2ds � c(R)eαt‖w(0)‖2
−1. (5.64)

et ∫ t+1

t

‖w‖2ds � c(R)eαt‖w(0)‖2
−1. (5.65)

Lemme 5.6. Si w vérifie les hypothèses du théorème précédent, nous avons l’esti-
mation suivante :

‖w(t)‖2
−1 + ε|w(t)|2 +

∫ t+1

t

‖w‖2ds � 1

t
c(R)eαt‖w(0)‖2

−1, t > 0. (5.66)

Démonstration.
En multipliant (5.55) par tw nous avons

t

2

d

dt

(
‖w‖2

−1 + ε|w|2
)

+ t|∇w|2 � ct|w|2

� ct|∇w|‖w‖−1

� t

2
|∇w|2 + c1t‖w‖2

−1.

Donc
d

dt

(
t
(‖w‖2

−1 + ε|w|2)) + t|∇w|2 � ct
(
‖w‖2

−1 + ε|w|2
)

+ c′|w|2. (5.67)

En intégrant entre 0 et t, et par (5.64), nous trouvons (5.66). �

160



5.7 Un attracteur exponentiel

Lemme 5.7. Pour w comme précédemment nous avons

‖w(t)‖2 +

∫ t+1

t

(
‖∂tw(s)‖2

−1 + ε|∂tw(s)|2
)
ds � 1

t
c(R)eαt‖w(0)‖2

−1, t > 0. (5.68)

Démonstration.
Multiplions (5.56) par t∂tw

t
(
‖∂tw‖2

−1 + ε|∂tw|2
)

+
t

2

d

dt
|∇w|2 � −(�(t)w, t∂tw)

� |(�(t)w, t∂tw)|
� t|∇�(t)w|‖∂tw‖−1

� t

2
‖∂tw‖2

−1 + ct|∇w|2, par (5.61).

Donc

t
(
‖∂tw‖2

−1 + ε|∂tw|2
)

+
d

dt

(
t|∇w|2

)
� ct|∇w|2 + |∇w|2.

Intégrons sur [0, t], pour t > 0, et par (5.65) nous trouvons (5.68). �

Afin de démontrer ”Smoothing Property” nous avons besoin d’examiner le terme non
linéaire �′(t)w, ce qui est utile dans la démonstration du prochain lemme.

Estimation pour |�′(t)w| :

�′(t) =

∫ 1

0

f ′′(su1 + (1 − s)u2)
(
s
∂u1

∂t
+ (1 − s)

∂u2

∂t

)
ds

� c
(
1 + |u1|2p−3 + |u2|2p−3

)(∂u1

∂t
+
∂u2

∂t

)
.

Pour n = 1, 2

|�′(t)w|2 � c

∫
Ω

(
1 + |u1|4p−6 + |u2|4p−6

)(∣∣∂u1

∂t

∣∣2 +
∣∣∂u2

∂t

∣∣2)|w|2dx
� c

(
max
i=1,2

‖ui(t)‖L∞
)(∥∥∂u1

∂t

∥∥2

L4 +
∥∥∂u2

∂t

∥∥2

L4

)
‖w‖2

L4

� C(R)
(∥∥∂u1

∂t

∥∥2
+
∥∥∂u2

∂t

∥∥2
)
‖w‖2.

Nous avons ∣∣∂u
∂t

∣∣2 � C1(R),
∣∣∇∂u

∂t

∣∣2 � C2(R),
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où les constantes ne dépendent pas de ε, (voir les estimations trouvées dans ce qui
suit ; (5.87)-(5.99)).
Nous avons alors dans ce cas

|�′(t)w|2 � C(R)‖w‖2.

De même, pour n = 3 et p = 2

|�′(t)w|2 � c

∫
Ω

(
1 + |u1|2 + |u2|2

)(∣∣∂u1

∂t

∣∣2 +
∣∣∂u2

∂t

∣∣2)|w|2dx
� c

(
max
i=1,2

‖ui(t)‖L∞
)(∥∥∂u1

∂t

∥∥2

L4 +
∥∥∂u2

∂t

∥∥2

L4

)
‖w‖2

L4

� C(R)
(∥∥∂u1

∂t

∥∥2
+
∥∥∂u2

∂t

∥∥2
)
‖w‖2

� C(R)‖w‖2.

Dans les deux cas nous avons

|�′(t)w|2 � C(R)‖w‖2. (5.69)

La constante C ne dépend pas de ε.

Lemme 5.8. Soit w comme précédemment. Alors

‖∂tw(t)‖2
−1 + ε|∂tw(t)|2 +

∫ t+1

t

‖∂tw(s)‖2ds � 1

t
c(R)eαt‖w(0)‖2

−1, t > 0. (5.70)

Démonstration.
Nous dérivons (5.56) et posons θ := ∂tw

∂t

(
(−Δ)−1θ + εθ

)
− Δθ = −�(t)θ − �′(t)w. (5.71)

En multipliant la dernière équation par tθ et en intégrant sur Ω, nous avons, par
interpolation et (5.69),

t

2

d

dt

(
‖θ‖2

−1 + ε|θ|2
)

+ t|∇θ|2 � ct|θ|2 + t|�′(t)w||θ|

� c′t|θ|2 + ct‖w‖2

� c′t|∇θ|‖θ‖−1 + ct‖w‖2

� t

2
|∇θ|2 + c1t‖θ‖2

−1 + ct‖w‖2

d

dt

(
t
(‖θ‖2

−1 + ε|θ|2)) + t|∇θ|2 � c2t
(
‖θ‖2

−1 + ε|θ|2
)

+ ‖θ‖2
−1 + ε|θ|2 + ct‖w‖2.
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Intégrons la dernière relation entre 0 et t et par (5.65) et (5.68) nous trouvons (5.70).
�

Nous interprétons (5.56) comme une équation elliptique, et nous l’écrivons

Δw − �(t)w = ∂t

(
(−Δ)−1w + εw

)
:= h(t). (5.72)

Par les estimations précédentes nous avons, pour t fixé,

|h(t)|2 = |(−Δ)−1∂tw + ε∂tw|2 � ‖∂tw‖2
−2 + ε|∂tw|2

� ‖∂tw‖2
−1 + ε|∂tw|2, t > 0.

Donc
|h(t)|2 � 1

t
cRe

αt‖w(0)‖2
−1. (5.73)

Ensuite, nous multiplions (5.72) par Δw, pour t fixé,

|Δw(t)|2 � (h(t),Δw) + (�w,Δw)

� 1

2
|Δw|2 + c|h(t)|2 + |∇�(t)w||∇w(t)|.

Donc
‖w‖2

2 � |Δw|2 � c
(
|h(t)|2 + |∇w|2

)
� 1

t
cRe

αt‖w(0)‖2
−1, t > 0, (5.74)

par (5.68) et (5.73). Alors S(t) vérifie la propriété de régularisation.

Afin de montrer la continuité lipschitzienne (ou la continuité de Hölder) de S(t),
nous démontrons le résultat suivant.

Lemme 5.9. Soit u(t) une solution de (5.6). Nous avons alors, pour tout u0 ∈
H1(Ω), ∫ t+1

t

‖∂u(s)
∂t

‖2
−1ds � C, (5.75)

où C est positif et ne dépend pas de ε.

Démonstration.
La fonction u vérifie

∂

∂t

(
(−Δ)−1ū+ εū

)
− Δū+ f(u) =< f(u) > .

Nous la multiplions par
∂ū

∂t
, et notons que

∂ū

∂t
=
∂u

∂t
, <

∂u

∂t
>= 0,

‖∂u
∂t

‖2
−1 + ε|∂u

∂t
|2 +

1

2

d

dt

(
|∇u|2 + 2

∫
Ω

g(u)dx
)

= 0.
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Intégrons la dernière équation entre 0 et t et entre t et t+ 1, nous avons respective-
ment

|∇u(t)|2 + 2

∫
Ω

g(u(t))dx+ 2

∫ t

0

‖∂u
∂t

‖2
−1ds � |∇u(0)|2 + 2

∫
Ω

g(u(0))dx, (5.76)

|∇u(t+ 1)|2 + 2

∫
Ω

g(u(t+ 1))dx+ 2

∫ t+1

t

‖∂u
∂t

‖2
−1ds � |∇u(t)|2 + 2

∫
Ω

g(u(t))dx.

(5.77)
Nous avons par les deux dernières inégalités

2

∫ t+1

t

‖∂u
∂t

‖2
−1ds � |∇u(t)|2 + 2

∫
Ω

g(u(t))dx

� |∇u(0)|2 + 2

∫
Ω

g(u(0))dx

� |∇u(0)|2 + c‖u0‖2p
L2p + c′ <∞,

pour u0 ∈ H1(Ω) et par (5.20). �
Lemme 5.10. Le semi-groupe St

ε, défini par (5.54), est uniformément Hölder continu,
pour la topologie de H−1(Ω), dans [0, T ]×BR, où BR := {u ∈ H2(Ω)∩Bη, ‖u‖2 �
R}, i.e.,

‖St1
ε u

1
0 − St2

ε u
2
0‖−1 � CR(T )

(
‖u1

0 − u2
0‖−1 + |t1 − t2| 12

)
, (5.78)

pour ui
0 ∈ BR, ti � T et la constante CR(T ) est indépendante de ε.

Démonstration.
D’après (5.55) nous avons la continuité lipschitzienne par rapport aux données ini-
tiales. Pour démontrer que St

ε est Hölder continu par rapport à t ∈ [0, T ], nous avons
par (5.75) ∫ t+1

t

‖∂u(s)
∂t

‖2
−1ds � C(R), pour u0 ∈ BR.

Par conséquent,

‖u(t1) − u(t2)‖−1 = ‖
∫ t1

t2

∂u(s)

∂t
ds‖−1 �

∫ t1

t2

‖∂u(s)
∂t

‖−1ds

� |t1 − t2| 12
(∫ t1

t2

‖∂u(s)
∂t

‖2
−1ds

) 1
2 � CR(T )|t1 − t2| 12 . (5.79)

Enfin, par (5.55) et (5.79)

‖St1
ε u

1
0 − St2

ε u
2
0‖−1 = ‖St1

ε u
1
0 − St1

ε u
2
0 + St1

ε u
2
0 − St2

ε u
2
0‖−1

� ‖St1
ε u

1
0 − St1

ε u
2
0‖−1 + ‖St1

ε u
2
0 − St2

ε u
2
0‖−1

� CR(T )
(
‖u1

0 − u2
0‖−1 + |t1 − t1| 12

)
.

�
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5.8 Etude de la limite ε→ 0

Dans cette section nous allons d’abord chercher une famille robuste d’attracteurs
exponentiels Mε. Pour cela, nous allons vérifier le théorème suivant.

Théorème 5.11. ( [28])
Soient H1 et H deux espaces de Banach, tels que l’injection H1 ⊂ H soit compacte,
et soit B un ensemble borné de H. Supposons qu’il existe une famille d’opérateurs
Sε : B → B, ε ∈ [0, ε0], vérifiant les hypothèses suivantes :

1. pour tout u1, u2 ∈ B, nous avons l’estimation suivante

‖St
εu1 − St

εu2‖H1 � L‖u1 − u2‖H , (5.80)

où L est une constante indépendante de ε,
2. pour tout ε ∈ [0, ε0], pour tout i ∈ N et pour tout u ∈ B, nous avons

‖Si
εu− Si

0u‖H � Kiε. (5.81)

Alors, pour tout ε ∈ [0, ε0], il existe un attracteur exponentiel Mε pour Sε dans B.
De plus, les attracteurs exponentiels Mε peuvent être choisi de telle sorte que l’es-
timation suivante soit satisfaite

distsym(Mε,M0) � C1ε
k,

où la constante C1 et 0 < k < 1 peuvent être calculées explicitement.
Enfin, la dimension fractale des attracteurs exponentiels Mε est uniformément bor-
née respectivement de ε ∈ [0, ε0] :

dimF (Mε, H) � C = C(L),

où la constante C est indépendante de ε.

Nous avons par (5.43), (5.46)

d

dt
|Δu|2 � c|Δu|2.

Ce qui donne grâce au lemme de Gronwall

|Δu(t)|2 � c1e
c2t|Δu(0)|2, (5.82)

pour u0 ∈ Bη. Nous avons aussi, B2 est le borné absorbant dans H2(Ω)∩Bη pour le
semi-groupe S(t) := St

ε, ε ∈ [0, 1]. Nous posons

B2 := {u ∈ H2(Ω) ∩Bη, ‖u‖2 � R}, (5.83)
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pour R assez grand (R est donné par (5.82)). Par définition de B2, nous avons que,
pour tout borné B ∈ H2(Ω) ∩Bη, il existe t1, indépendant de ε, tel que

St
εB ⊂ B2, pour t � t1.

Par conséquent, il suffit de construire des attracteurs exponentiels sur B2.
Notons par (5.83)

St
εB2 ⊂ B2, ∀t � t1, ε ∈ [0, 1].

Ensuite, nous définissons le semi-groupe St1
ε : B2 → B2, pour ε ∈ [0, 1]. Nous allons

d’abord construire des attracteurs exponentiels Md
ε pour les semi-groupes discrets

engendrés par St1
ε et puis construire des attracteurs exponentiels Mc

ε pour le système
dynamique continu. Pour cela, nous appliquons le Théorème 5.11. Posons H :=
H−1(Ω) et H1 := H2(Ω). Nous avons trouvé par (5.55) et (5.74)

‖St
εu1 − St

εu2‖2
2 � Ceαt‖u1 − u2‖2

−1,

et donc l’estimation uniforme (5.80) est satisfaite pour L = Ceαt indépendante de
ε. Pour trouver (5.81) nous démontrons le résultat suivant.

Théorème 5.12. Soient u0(t) : St
0u0(0) et uε(t) := St

εuε(0) deux solutions de (5.6).
Supposons que les données initiales u0(0), uε(0) ∈ B2, i.e, ‖u0(0)‖2 � R, ‖uε(0)‖2 �
R. Alors

‖uε(t) − u0(t)‖2
−1 � CRe

αRt
(
‖uε(0) − u0(0)‖2

−1 + ε2
)
, (5.84)

où, t � 0 et CR et αR sont indépendantes de ε.

Démonstration.
Posons vε(t) := uε(t)−u0(t). Supposons que < u0(t) >=< uε(t) >, i.e, < vε(t) >= 0.
Alors, vε vérifie

∂

∂t

(
(−Δ)−1vε

)− Δvε + f(uε) − f(u0) =< f(uε) − f(u0) > −ε∂uε

∂t
.

En multipliant la dernière équation par vε

1

2

d

dt
‖vε‖2

−1 + |∇vε|2 � −
(
�ε(t)vε, vε

)
+ ε

∣∣∣(∂uε

∂t
, vε

)∣∣∣,
�ε(t) :=

∫ 1

0

f ′(suε + (1 − s)u0)ds, �ε(t) � −c.

1

2

d

dt
‖vε‖2

−1 + |∇vε|2 � c|vε|2 +
1

2
ε2
∥∥∥∂uε

∂t

∥∥∥2

−1
+

1

2
|∇vε|2.

Donc
d

dt
‖vε‖2

−1 + |∇vε|2 � 2c|vε|2 + ε2
∥∥∥∂uε

∂t

∥∥∥2

−1
. (5.85)
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Nous trouvons le dernier terme de cette inégalité en multipliant l’équation

∂t

(
(−Δ)−1ūε + εūε

)
− Δuε + f(uε) =< f(uε) >, (5.86)

par
∂uε

∂t
, notons que <

∂uε

∂t
>= 0,

1

2

d

dt
|∇uε|2 +

∥∥∥∂uε

∂t

∥∥∥2

−1
+ ε

∣∣∣∂uε

∂t

∣∣∣2 + (f(uε),
∂uε

∂t
) = 0

d

dt
|∇uε|2 + 2

∥∥∥∂uε

∂t

∥∥∥2

−1
+ 2ε

∣∣∣∂uε

∂t

∣∣∣2 +
d

dt

∫
Ω

g(uε)dx = 0

|∇uε(t)|2 + 2

∫ t

0

(∥∥∥∂uε

∂t

∥∥∥2

−1
+ ε

∣∣∣∂uε

∂t

∣∣∣2)ds+

∫
Ω

g(uε(T ))dx �

|∇uε(0)|2 +

∫
Ω

g(uε(0))dx <∞, (5.87)

g est la fonction primitive de f . Par conséquent,∫ t+1

t

∥∥∥∂uε

∂t
(s)

∥∥∥2

−1
ds � CR. (5.88)

D’après (5.85) et l’inégalité d’interpolation |v|2 � c|∇v|‖v‖−1,

d

dt
‖vε‖2

−1 +
1

2
|∇vε|2 � c′‖vε‖2

−1 + ε2
∥∥∥∂uε

∂t

∥∥∥2

−1
.

En intégrant cette relation et d’après l’estimation (5.88), nous avons

‖vε(t)‖2
−1 +

1

2

∫ t+1

t

|∇vε|2ds � CRe
αRt

(
‖vε(0)‖2

−1 + ε2
)
. (5.89)

�

Théorème 5.13. Pour les solutions uε(t) et u0(t), données dans le Théorème 5.12,
nous avons

‖uε(t) − u0(t)‖2
2 � CR

(
‖uε(0) − u0(0)‖2

−1 + ε2
)
, (5.90)

CR indépendante de ε.

Avant de commencer à démontrer ce théorème (la démonstration ressemble à celles
des Lemme 5.6, Lemme 5.7 et Lemme 5.8) on va trouver quelques estimations a
priori pour la solution uε.

Lemme 5.14. Soit uε une solution du problème (5.6), pour ε > 0, telle que ‖uε(0)‖2 �
R. Alors

‖uε(t)‖2
−1 + ε|uε(t)|2 +

∫ t

0

|∇uε(s)|2ds � CT , (5.91)

CT ne dépend pas de ε.
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Démonstration.
On multiplie (5.86) par uε,

1

2

d

dt

(
‖ūε‖2

−1 + |ūε|2
)

+ |∇uε|2 + c

∫
Ω

u2p
ε dx � CT .

En intégrant entre 0 et t nous avons l’estimation (5.91). �

Lemme 5.15. Nous avons l’estimation suivante

|uε(t)|2 + ε|∇uε(t)|2 +

∫ t

0

|Δuε(s)|2ds � CT , (5.92)

CT ne dépend pas de ε.

Démonstration.
Multiplions l’équation

∂uε

∂t
+ ε(−Δ)

∂uε

∂t
+ Δ2uε − Δf(uε) = 0, (5.93)

par tuε, pour obtenir

t

2

d

dt

(
|uε|2 + ε|∇uε|2

)
+ t|Δuε|2 � −t(f ′(uε)∇uε,∇uε

)
� ct|∇uε|2,

d

dt

(
t
(|uε|2 + ε|∇uε|2

))
+ t|Δuε|2 � |uε|2 + ε|∇uε|2 + cT |∇uε|2.

Par le lemme de Gronwall et (5.91) nous avons (5.92). �

Lemme 5.16. Nous avons

|Δuε(t)|2 +

∫ t

0

(∣∣∣∂uε

∂t

∣∣∣2 + ε
∣∣∣∇∂uε

∂t

∣∣∣2) � CT . (5.94)

Démonstration.
On multiplie (5.93) par t

∂uε

∂t

t
(∣∣∣∂uε

∂t

∣∣∣2 + ε
∣∣∣∇∂uε

∂t

∣∣∣2) +
t

2

d

dt
|Δuε|2 � ct|Δf(uε)|2.

Le terme |Δf(uε)|2 est déjà trouvé par (5.45), |Δf(uε)|2 � c|Δuε|2, ce qui donne
alors

d

dt

(
t|Δuε|2

)
+ t

(∣∣∣∂uε

∂t

∣∣∣2 + ε
∣∣∣∇∂uε

∂t

∣∣∣2) � ct|Δuε|2 + |Δuε|2.
On intégre entre 0 et t et par (5.92) on obtient (5.94). �
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Lemme 5.17. Soit uε solution du problème (5.6), pour ε > 0, et supposons que la
donnée initiale vérifie ‖uε(0)‖2 � R. Alors∥∥∥∂uε

∂t

∥∥∥2

−1
+ ε

∣∣∣∂uε

∂t

∣∣∣2 +

∫ t

0

∣∣∣∇∂uε

∂t
(s)

∣∣∣2ds � CR,T , (5.95)

CR,T ne dépend pas de ε.

Démonstration.
Nous dérivons l’équation

(−Δ)−1∂uε

∂t
+ ε

∂uε

∂t
− Δuε + f(uε) =< f(uε) >,

nous avons alors, pour θ =
∂uε

∂t
,

(−Δ)−1∂θ

∂t
+ ε

∂θ

∂t
− Δθ = −f ′(uε)θ+ < f ′(uε)θ > . (5.96)

Multiplions par tθ, notons que < θ >= 0,

t

2

d

dt

(
‖θ‖2

−1 + ε|θ|2
)

+ t|∇θ|2 = −t(f ′(uε)θ, θ)

� ct|θ|2

� t

2
|∇θ|2 + ct‖θ‖2

−1.

d

dt

(
t
(‖θ‖2

−1 + ε|θ|2)) + t|∇θ|2 � ct
(
‖θ‖2

−1 + ε|θ|2
)

+ ‖θ‖2
−1 + ε|θ|2.

On intègre entre 0 et t et grâce au lemme de Gronwall et l’estimation (5.87) nous
avons

‖θ(t)‖2
−1 + ε|θ(t)|2 +

∫ t

0

|∇θ(s)|2ds � CT .

�

Lemme 5.18. si uε vérifie les hypothèses du lemme précédent, nous avons∣∣∣∂uε

∂t

∣∣∣2 + ε
∣∣∣∇∂uε

∂t

∣∣∣2 +

∫ t

0

∣∣∣Δ∂uε

∂t
(s)

∣∣∣2ds � CR,T , (5.97)

la constante ne dépend pas de ε.

Démonstration.
Multiplions l’équation (5.96) par (−Δ)tθ

t

2

d

dt

(|θ|2 + ε|∇θ|2) + t|Δθ|2 � t|f ′(uε)θ||Δθ|
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� t

2
|Δθ|2 + ct|f ′(uε)θ|2. (5.98)

On a ∫ t

0

|f ′(uε)θ|2dt � c

∫ t

0

(
|uε|4p−4 + 1

)
|θ|2dt

� c
(

sup
s∈[0,t]

‖uε‖
)∫ t

0

|∇∂uε

∂t
|2ds, p = 2,

d

dt

(
t
(|θ|2 + ε|∇θ|2)) + t|Δθ|2 � cT |f ′(uε)θ|2 + |θ|2 + ε|∇θ|2.

Intégrons entre 0 et t et d’après (5.94) et (5.95), nous avons

|θ(t)|2 + ε|∇θ|2 +

∫ t

0

|Δθ(s)|2ds � C.

�

Lemme 5.19. L’estimation suivante est satisfaite∫ t

0

∥∥∥∂2uε

∂t2

∥∥∥2

−1
+ 2ε

∫ t

0

∣∣∣∂2uε(s)

∂t2

∣∣∣2ds+
∣∣∣∇∂uε(s)

∂t

∣∣∣2 � CR,T , (5.99)

CR,T ne dépend pas de ε.

Démonstration.
Multiplions (5.96) par t

∂θ

∂t

t
∥∥∥∂θ
∂t

∥∥∥2

−1
+ εt

∣∣∣∂θ
∂t

∣∣∣2 +
t

2

d

dt
|∇θ|2 � t|∇f ′(uε)θ|

∥∥∥∂θ
∂t

∥∥∥
−1

� t

2

∥∥∥∂θ
∂t

∥∥∥2

−1
+ ct|∇f ′(uε)θ|2.

Nous trouvons le dernier terme de cette inégalité.

|∇f ′(uε)θ|2 �
∫

Ω

|f ′(uε)|2|∇θ|2dx+

∫
Ω

|f ′′(uε)|2|∇uε|2|θ|2dx

� c

∫
Ω

(
1 + |uε|4p−4

)|∇θ|2 + c

∫
Ω

(
1 + |uε|4p−6

)|∇uε|2|θ|2.

Comme auparavant, nous avons, pour n = 1, 2 et p quelconque, et pour p = 2 lorsque
n = 3,

|∇f ′(uε)θ|2 � c
(‖uε‖L∞

)‖θ‖2 + c
(‖uε‖L∞

)‖∇uε‖2
L4‖θ‖2

L4

� c
(‖uε‖L∞

)‖θ‖2 + c
(‖uε‖L∞

)‖uε‖2
2‖θ‖2.
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Nous avons par (5.87), (5.92) et (5.94)

‖uε‖2 � C, (C indépendante de ε).

Ceci donne

|∇f ′(uε)θ|2 � C‖θ‖2

� C|∇θ|2, (< θ >= 0).

Nous avons alors

t
∥∥∥∂θ
∂t

∥∥∥2

−1
+ εt

∣∣∣∂θ
∂t

∣∣∣2 +
d

dt

(
t|∇θ|2) � ct|∇θ|2 + |∇θ|2.

Grâce au lemme de Gronwall et (5.95) on obtient (5.99). �

5.8.1 Démonstration du Théorème 5.13

On divise la preuve de ce théorème en plusieurs lemmes.

Lemme 5.20. Pour uε et u0 les solutions données dans le Théorème 5.12, nous
avons l’estimation suivante

‖uε(t) − u0(t)‖ +

∫ t

0

(∥∥∥∂uε(s)

∂t
− ∂uε(s)

∂t

∥∥∥2

−1

)
ds � CRe

αt
(
‖uε(0) − u0(0)‖2

−1 + ε2
)
,

(5.100)
les constantes ne dépendent pas de ε.

Démonstration.
Nous avons pour vε(t) = uε(t) − u0(t)

(−Δ)−1∂vε

∂t
− Δvε + f(uε) − f(u0) =< f(uε) − f(u0) > −ε∂uε

∂t
. (5.101)

Multiplions (5.101) par t
∂vε

∂t
, nous avons par (5.61)

t
∥∥∥∂vε

∂t

∥∥∥2

−1
+
t

2

d

dt
|∇vε|2 � t

∣∣(�ε(t)vε,
∂vε

∂t

)∣∣ + εt
∣∣(∂uε

∂t
,
∂vε

∂t

)∣∣
� t|∇�ε(t)vε|

∥∥∥∂vε

∂t

∥∥∥
−1

+ εt
∣∣∣∂uε

∂t

∣∣∣∣∣∣∂vε

∂t

∣∣∣
� ct|∇vε|

∥∥∥∂vε

∂t

∥∥∥
−1

+ εt
∣∣∣∂uε

∂t

∣∣∣∣∣∣∂vε

∂t

∣∣∣,
t
∥∥∥∂vε

∂t

∥∥∥2

−1
+
d

dt

(
t|∇vε|2

)
� ct|∇vε|2 + |∇vε|2 + ε2t

∣∣∣∇∂uε

∂t

∣∣∣2.
En intégrant entre 0 et t et d’après (5.89) et (5.95)∫ t

0

∥∥∥∂vε

∂t
(s)

∥∥∥2

−1
ds+ |∇vε(t)|2 � CR,T e

αt
(
‖uε(0) − u0(0)‖2

−1 + ε2
)
.

�
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Lemme 5.21. Nous avons l’estimation suivante∥∥∥∂uε

∂t
(t) − ∂u0

∂t
(t)

∥∥∥2

−1
� CRe

αt
(
‖uε(0) − u0(0)‖2

−1 + ε2
)
, (5.102)

où les constantes ne dépendent pas de ε.

Démonstration.
On dérive l’équation (5.101), nous avons alors, pour θε =

∂vε

∂t
,

(−Δ)−1∂θε

∂t
− Δθε = −�ε(t)θε − �′ε(t)vε+ < �ε(t)θε − �′ε(t)vε > −ε∂

2uε

∂t2
,

en multipliant par tθε

t

2

d

dt
‖θε‖2

−1 + t|∇θε|2 � ct|θε|2 + t|(�′ε(t)vε, θε)| + εt
∣∣∣(∂2uε

∂t2
, θε

)∣∣∣
� ct|θε|2 + ct|∇vε|2 + ε2t

∣∣∣∂2uε

∂t2

∣∣∣2.
d

dt

(
t‖θε‖2

−1

)
+ t|∇θε|2 � ct‖θε‖2

−1 + ‖θε‖2
−1 + ct|∇vε|2 + ε2t

∣∣∣∂2uε

∂t2

∣∣∣2.
Intégrons entre 0 et t et d’après (5.89), (5.100) et (5.99) nous obtenons (5.102). �

Lemme 5.22. Nous avons

‖uε − u0‖2
2 � CRe

αt
(
‖uε(0) − u0(0)‖2

−1 + ε2
)
. (5.103)

Démonstration.
Multiplions l’équation (5.101) par (−Δ)vε, nous avons, pour t fixé,

|Δvε|2 �
∣∣∣((−Δ)−1∂vε

∂t
,−Δvε

)∣∣∣− (
�εvε,Δvε

)
+ ε

∣∣∣(∂uε

∂t
,Δvε

)∣∣∣
� c

∥∥∥∂vε

∂t

∥∥∥2

−2
+

1

4
|Δvε|2 + |∇�εvε||∇vε| + cε2

∣∣∣∂uε

∂t

∣∣∣2 +
1

4
|Δvε|2.

Nous avons alors, pour t fixé et par les estimations (5.97), (5.100) et (5.102),

|Δvε(t)|2 � c
(∥∥∥∂vε

∂t
(t)

∥∥∥2

−1
+ |∇vε(t)|2 + ε2

∣∣∣∂uε

∂t
(t)

∣∣∣2)
� Ceαt

(
‖vε(0)‖2

−1 + ε2
)
.

�
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5.9 Etude pour des moyennes de paramètres d’ordres différents

D’après les résultats précédents on termine la démonstration du Théorème 5.13.

Ainsi, toutes les hypothèses du Théorème 5.11 sont satisfaites et, par conséquence,
nous avons des attracteurs exponentiels Md

ε pour St1
ε tels que

dimF

(
Md

ε, H
−1(Ω)

)
� C1,

distsym,H−1

(
Md

ε,Md
0

)
� C2ε

k,

distH−1

(
St1,(n)

ε B2,Md
ε

)
� C3e

−βn,

où les constantes C1, C2, C3, β et k sont indépendantes de ε. Maintenant, nous
définissons les attracteurs exponentiels Mc

ε par

Mc
ε :=

⋃
t∈[t1,2t1]

St
εMd

ε.

En effet, d’après le Lemme 5.10, le semi-groupe St
ε est uniformément Hölder continu

par rapport à (t, u0) ∈ [0, t1] × B2, donc Mc
ε est un attracteur exponentiel pour St

ε

(pour la topologie de H−1(Ω)), et nous avons

dimF

(
Mc

ε, H
−1(Ω)

)
� C,

distH−1

(
St

εB2,Mc
ε

)
� C ′e−c2t1 .

De plus, grâce au Théorème 5.12, nous avons

distsym,H−1

(
Mc

ε,Mc
0

)
�
(
distsym,H−1

(Md
ε,Md

0

)
+ ε

)
� C ′′εk.

5.9 Etude pour des moyennes de paramètres d’ordres
différents

Considérons le problème suivant

∂

∂t

(
u+ ε(−Δ)u

)
+ Δ2u− Δf(u) = 0, (5.104)

∂u

∂n
=
∂Δu

∂n
= 0 sur Γ,

u|t=0 = u0,

f est comme auparavant. Nous avons aussi

d < u >

dt
= 0, (5.105)
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i.e., < u(t) >=const. Dans ce qui suit nous posons

| < u0 > | � M ou | < u(t) > | � M, M � 0.

Nous allons dans cette section démontrer l’unicité d’une solution du problème (5.104)
et l’existence d’une famille d’attracteurs exponentiels pour deux solutions de moyennes
différentes, i.e., si u1 et u2 sont deux solutions, u01 ,u02 sont les données initiales,
nous considérons ici que < u01 >�=< u02 > (voir [51]).

5.9.1 Estimations a priori

(5.104) équivaut à

∂

∂t

(
(−Δ)−1ū+ εū

)− Δu+ f(u) =< f(u) > . (5.106)

Multiplions (5.106) par ū, intégrons sur Ω et intégrons par parties, nous avons

1

2

d

dt

(‖ū‖2
−1 + ε|ū|2) + |∇u|2 + (f(u), ū) = 0.

Comme auparavant

(f(u), ū) = (f(u), u)− < u >

∫
Ω

f(u)dx;

(f(u), u) � pb2pu
2p − c1 et |f(u)| � 1

M
(p− 1

2
)b2pu

2p + c2.

Donc
d

dt

(‖ū‖2
−1 + ε|ū|2) + 2|∇u|2 + b2p

∫
Ω

u2pdx � cM ,

cf. (5.28), (5.29).

Nous avons
d < u >2

dt
= 0. Notons aussi que

(‖ū‖2
−1+ < u >2

) 1
2 est une norme dans

H−1(Ω).

d

dt

(‖ū‖2
−1 + ε|ū|2 + (1 + ε) < u >2

)
+ 2|∇u|2 + b2p‖u‖2p

L2p � c′M . (5.107)

H1(Ω) ↪→ L2(Ω) ↪→ H−1(Ω) injections continues, alors

d

dt

(‖ū‖2
−1 + ε|ū|2 + (1 + ε) < u >2

)
+

c
(‖ū‖2

−1 + ε|ū|2 + (1 + ε) < u >2
)

+ b2p‖u‖2p
L2p �
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d

dt

(‖ū‖2
−1+ε|ū|2+(1+ε) < u >2

)
+c

(‖ū‖2
−1+ε|ū|2+2 < u >2

)
+b2p‖u‖2p

L2p � cM ,

pour 0 < ε � 1, et cM ne dépend pas de ε. En intégrant

‖ū(t)‖2
−1+ < u(t) >2 +ε

(|ū(t)|2+ < u(t) >2
)

� e−ct
(‖ū0‖2

−1+ < u0 >
2 +ε|ū0|2 + ε < u0 >

2
)

+ c′,

ou
‖u(t)‖2

H−1 + ε|u(t)|2 � e−ct
(‖u0‖2

H−1 + ε|u0|2
)

+ c′,

où c et c′ ne dépendent pas de ε (dépendent de M).
Cela donne l’existence d’un borné absorbant dans E(ε) ; l’espace E(ε) est défini par
la norme ‖v‖E =

(‖v‖2
H−1 + ε|v|2) 1

2 , i.e.,
∀R > 0, |u0| � R, ‖u0‖2

H−1 � cR2, alors il existe t0 = t0(R) � 0 tel que

‖u(t)‖E(ε) � c, ∀t � t0,

où c ne dépend pas de R.
Nous avons aussi par (5.107)∫ t+1

t

|∇u|2ds � cr, t � t0, r > 0, (5.108)∫ t+1

t

‖u‖2p
L2pds � cr, t � t0, r > 0. (5.109)

Multiplions (5.104) par u
1

2

d

dt

(|u|2 + ε|∇u|2) + |Δu|2 − (Δf(u), u) = 0,

1

2

d

dt

(|u|2 + ε|∇u|2) + |Δu|2 + (f ′(u)∇u,∇u) = 0

d

dt

(|u|2 + ε|∇u|2) + 2|Δu|2 � c|∇u|2, f ′ � −c.
Grâce au lemme de Gronwall et d’après (5.108), nous avons l’existence d’un borné ab-
sorbant dans E1(ε) ; l’espace E1(ε) est défini par la norme ‖v‖E1 =

(|v|2 + ε|∇v|2) 1
2 ,

i.e.,
∃t1 = t1(R) � 0 tel que ‖u(t)‖E1(ε) � c, ∀t � t1.

Nous avons aussi ∫ t+1

t

|Δu|2ds � cr, ∀t � t1. (5.110)

Multiplions (5.104) par
∂u

∂t
, cf. (5.44) et (5.45), nous avons, en particulier

d

dt
|Δu|2 � c|Δu|2.

Grâce au lemme de Gronwall uniforme et (5.110), nous avons l’existence d’un borné
absorbant B2 dans H2(Ω).
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5.9.2 Estimations pour la différence entre deux solutions

Tout d’abord nous trouvons les estimations qui donnent l’unicité d’une solution
du problème (5.104). Soient u1 et u2 deux solutions, u01 et u02 les données initiales.
Posons u := u1 −u2 et u0 := u01 − u02. La différence u est une solution du problème
suivant :

∂

∂t

(
u+ ε(−Δ)u

)
+ Δ2u− Δ

(
f(u1) − f(u2)

)
= 0, (5.111)

∂u

∂n
=
∂Δu

∂n
= 0 sur Γ,

u(0) = u0.

Comme auparavant, (5.111) équivaut à

∂

∂t

(
ū+ ε(−Δ)ū

)
+ Δ2u− Δ

(
f(u1) − f(u2)

)
= 0. (5.112)

Multiplions (5.112) par (−Δ)−1ū

1

2

d

dt

(‖ū‖2
−1 + ε|ū|2) + |∇u|2 + (f(u1) − f(u2), ū) = 0. (5.113)

Nous avons

(f(u1) − f(u2), ū) � −c|u|2− < u >

∫
Ω

(
f(u1) − f(u2)

)
dx,

et u = ū+ < u >, donc

|u|2 � 2
(|ū|2+ < u >2

)
� c

(‖ū‖−1|∇u|+ < u >2
)

� γ|∇u|2 + c
(‖ū‖2

−1+ < u >2
)
, ∀γ > 0. (5.114)

Nous traitons le terme | < u >
∫

Ω

(
f(u1) − f(u2)

)
dx|.

Pour n = 1, 2 et p quelconque, nous avons

| < u >

∫
Ω

(
f(u1) − f(u2)

)
dx| � | < u > | |

∫
Ω

( ∫ 1

0

f ′(u1 + (1 − s)u2)ds
)
udx|

� | < u > |
∫

Ω

(|u1|2p−2 + |u2|2p−2 + 1
)|u|dx

� c| < u > |
(
‖u1‖2p−2

L4p−4 + |u2|2p−2
L4p−4 + 1

)
|u|

� c
(
|u|2 +

(‖u1‖4p−4 + ‖u2‖4p−4 + 1
)
< u >2

)
.

Ceci donne aussi par (5.114) et par ‖ui‖ � const.,

| < u >

∫
Ω

(
f(u1) − f(u2)

)
dx| � 1

4
|∇u|2 + c

(‖ū‖2
−1+ < u >2

)
. (5.115)
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Pour n = 3 et p = 2,

| < u >

∫
Ω

(
f(u1) − f(u2)

)
dx| � c| < u > |

∫
Ω

(|u1|2 + |u2|2 + 1
)|u|dx

� c
(
|u|2 +

(‖u1‖4
L4 + ‖u2‖4

L4 + 1
)
< u >2

)
.

De même, nous trouvons (5.115) dans ce cas. D’après (5.107)

d

dt

(
‖ū‖2

−1+ < u >2 +ε
(|ū|2+ < u >2

))
+|∇u|2 � c

(
‖ū‖2

−1+ < u >2 +ε
(|ū|2+ < u >2

))
.

(5.116)
Ceci donne grâce au lemme de Gronwall

‖u(t)‖2
H−1 + ε|u(t)|2 � cec′t(‖u0‖2

H−1 + ε|u0|2
)
,

où c, c′ dépendent de M et pas de ε.
Nous avons par cette estimation l’unicité.

Ensuite, nous démontrons l’existence d’un attracteur exponentiel, et pour cela nous
prouvons la H2(Ω) ⊂ H−1(Ω) propriété de régularisation sur la différence entre deux
solutions.

Lemme 5.23. Pour u1 et u2 deux solutions, ‖ui(0)‖H2 � R, i = 1, 2, nous avons

‖u1(t) − u2(t)‖2
H−1 � cRe

αt‖u1(0) − u2(0)‖2
H−1 ,

cR et α ne dépendent pas de ε.

Démonstration.
Supposons les mêmes notations précédentes et

f(u1) − f(u2) =

∫ 1

0

f ′(su1 + (1 − s)u2

)
ds u := �(t)u.

(5.112) équivaut à

∂

∂t

(
(−Δ)−1ū+ εū

)
= Δu− �(t)u+ < �(t)u >,

∂ū

∂t
= −Δ2(I − εΔ)−1ū+ Δ(I − εΔ)−1

(
�(t)u− < �(t)u >

)
.

Donc
(−Δ)−1∂ū

∂t
= Δ(I − εΔ)−1ū− (I − εΔ)−1

(
�(t)u− < �(t)u >

)
.
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Posons A1 := (−Δ)−1 + εI (cf. avant). Multiplions par ū, notons que < ū >= 0,

1

2

d

dt
‖ū‖2

−1 + |A− 1
2

1 ū|2 � c|((I − εΔ)−1�(t)u, ū
)|

� c|((I − εΔ)−
1
2 �(t)u, (I − εΔ)−

1
2 ū
)|

� c‖(I − εΔ)−
1
2 �(t)u‖2

−1 +
1

2
|A− 1

2
1 ū|2,

d

dt
‖ū‖2

−1 + |A− 1
2

1 ū|2 � c‖�(t)u‖2
−1 � c(R)‖u‖2

−1.

Ici, |A− 1
2

1 · | est une norme dans H1(Ω) ; c‖u‖2
H1 � |A− 1

2
1 u|2. Nous avons alors

d

dt

(‖ū‖2
−1+ < u >2

)
+ c‖u‖2 � c‖u‖2

H−1 .

En intégrant
‖u(t)‖2

H−1 � ceαt‖u(0)‖2
H−1 , (5.117)∫ t+1

t

‖u(s)‖2ds � ceαt‖u(0)‖2
H−1 . (5.118)

�

Lemme 5.24. Pour u est comme dans le lemme précédent, nous avons l’estimation
suivante

‖u(t)‖2
H−1 + ε|u(t)|2 +

∫ t+1

t

t‖u(s)‖2ds � c
1 + t

t
eαt‖u(0)‖2

H−1 , t > 0. (5.119)

Démonstration.
Multiplions

∂

∂t

(
(−Δ)−1ū+ εū

)− Δu+ �(t)u =< �(t)u >, (5.120)

par tū, notons que < ū >= 0,

t

2

d

dt

(‖ū‖2
−1 + ε|ū|2) + t|∇u|2 � −t(f(u1) − f(u2), ū)

� −t(f(u1) − f(u2), u) + t| < u > |
∫

Ω

|f(u1) − f(u2)|dx.

D’après les estimations précédentes

t

2

d

dt

(‖ū‖2
−1 + ε|ū|2) + t|∇u|2 � ct|u|2 +

t

4
|∇u|2 + ct

(‖ū‖2
−1+ < u >2

)
� t

2
|∇u|2 + ct

(‖ū‖2
−1+ < u >2

)
(par (5.114)).
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Par (5.117)

d

dt

(
t
(‖ū‖2

−1 + ε|ū|2 + (1 + ε) < u >2
))

+ ct
(|∇u|2+ < u >2

)
� c(1 + t)

(‖ū‖2
−1+ < u >2

)
+ |ū|2, 0 < ε � 1

� c(1 + t)eαt‖u(0)‖2
H−1 + c1|∇u|2.

Nous intégrons entre 0 et t et par (5.118)

‖u(t)‖2
H−1 + ε|u(t)|2 � c

1 + t

t
eαt‖u(0)‖2

H−1 ,

et ∫ t

0

t‖u‖2ds � c
1 + t

t
eαt‖u(0)‖2

H−1 .

�

Lemme 5.25. Nous avons

‖u(t)‖2 +

∫ t+1

t

(
‖∂u
∂t

‖2
−1 + ε|∂u

∂t
|2
)
ds � c

1 + t

t
eαt‖u(0)‖2

H−1 , t > 0. (5.121)

Démonstration.
Multiplions (5.120) par t

∂u

∂t
, notons que <

∂u

∂t
>= 0,

t
∥∥∥∂u
∂t

∥∥∥2

H−1
+ εt

∣∣∣∂u
∂t

∣∣∣2 +
t

2

d

dt
|∇u|2 � −(�(t)u, t∂u

∂t

)
� t|∇�(t)u|

∥∥∥∂u
∂t

∥∥∥2

−1
.

Pour t > 0,

t

2

d

dt

(|∇u|2+ < u >2
)
+ t

(∥∥∥∂u
∂t

∥∥∥2

H−1
+ εt

∣∣∣∂u
∂t

∣∣∣2) � t

2

∥∥∥∂u
∂t

∥∥∥2

H−1
+ ct

(|∇u|2+ < u >2
)

d

dt

(
t
(|∇u|2+ < u >2

))
+ cT

(∥∥∥∂u
∂t

∥∥∥2

H−1
+ εt

∣∣∣∂u
∂t

∣∣∣2) � c(1 + t)‖u‖2.

En intégrant entre 0 et t et grâce aux estimations (5.118) et (5.119), on termine la
démonstration. �

Lemme 5.26. Si u est comme précédemment, nous avons∥∥∥∂u
∂t

∥∥∥2

H−1
+ ε

∣∣∣∂u
∂t

∣∣∣2 +

∫ t+1

t

∣∣∣∇∂u

∂t

∣∣∣2ds � c
1 + t

t
eαt‖u(0)‖2

H−1 , t > 0. (5.122)

179



Chapitre 5 : Problème de Cahn-Hilliard visqueux

Démonstration.
Dérivons (5.120), posons θ :=

∂u

∂t
et notons que < θ >= 0, donc

∂

∂t

(
(−Δ)−1θ + εθ

)− Δθ = −�(t)θ − �′(t)u+ <
∂

∂t

(
�(t)u

)
> .

Multiplions par tθ, et par (5.119)

t

2

d

dt

(‖θ‖2
H−1 + ε|θ|2) + t|∇θ|2 � ct|θ|2 + t|�′(t)u||θ|

� ct|θ|2 + ct|u|2
� ct|∇θ|‖θ‖H−1 + CT e

αt‖u(0)‖2
H−1 ,

pour 0 < t � T <∞.

d

dt

(
t
(‖θ‖2

H−1 + ε|θ|2)) + t|∇θ|2 � ct‖θ‖2
H−1 + ‖θ‖2

H−1 + ε|θ|2 + CT e
αt‖u(0)‖2

H−1 .

Grâce au lemme de Gronwall et l’estimation (5.121) nous trouvons (5.122). �

Maintenant, nous interprétons l’équation(5.120) comme une équation elliptique

Δu− �(t)u+ < �(t)u >=
∂

∂t

(
(−Δ)−1ū+ εū

)
:= h(t). (5.123)

Nous avons

|h(t)|2 = |(−Δ)−1∂u

∂t
+ ε

∂u

∂t
|2 � 2

(∥∥∥∂u
∂t

∥∥∥2

H−1
+ ε

∣∣∣∂u
∂t

∣∣∣2), t > 0.

D’après les estimations précédentes

|h(t)|2 � c
1 + t

t
eαt‖u(0)‖2

H−1 .

Multiplions (5.123) par Δu, nous avons, pour t fixé,

|Δu(t)|2 � |(h(t),Δu)| + |(�(t)u,Δu)| � |h(t)||Δu| + |∇�(t)u||∇u|.

Par (5.61), on a
|Δu(t)|2 � c

(|h(t)|2 + |∇u(t)|2 + ‖u(t)‖2
)
,

|Δu(t)|2+ < u(t) >2� c′
(|h(t)|2 + ‖u(t)‖2

)
,

et donc
‖u(t)‖2

H2 � c
1 + t

t
eαt‖u(0)‖2

H−1 . (5.124)
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5.9.3 Etude de la limite ε→ 0

Soient uε et u0 deux solutions de (5.104), pour 0 < ε � 1 et ε = 0 respectivement,
et pour la même donnée initiale ; uε(0) = u0(0). Posons u := uε −u0. Donc u(0) = 0
et < u >= 0. u est une solution du problème suivant :

∂u

∂t
+ ε(−Δ)

∂u

∂t
+ Δ2u− Δ

(
f(uε) − f(u0)

)
= εΔ

∂u0

∂t
, (5.125)

∂u

∂n
=
∂Δu

∂n
= 0 sur Γ,

u
∣∣
t=0

= u0 = uε(0) − u0(0).

Nous avons
d < uε >

dt
=
d < u0 >

dt
= 0. (5.126)

Nous déduisons par (5.125) et (5.126)

∂u

∂t
+ ε(−Δ)

∂u

∂t
+ Δ2u− Δ

(
f(uε) − f(u0)

)
= εΔ

∂u0

∂t
. (5.127)

En multipliant (5.127) par (−Δ)−1u

1

2

d

dt

(‖u‖2
−1 + ε|u|2) + |∇u|2 +

(
f(uε) − f(u0), ū

)
= −ε(∂u0

∂t
, u
)
,

1

2

d

dt

(‖u‖2
−1 + ε|u|2) + |∇u|2

� c|u|2 + cε2
∥∥∥∂u0

∂t

∥∥∥2

−1
+

1

4
|∇u|2. (5.128)

Nous trouvons
∥∥∥∂u0

∂t

∥∥∥2

−1
en multipliant l’équation

∂

∂t
(−Δ)−1u0 − Δu0 + f(u0) =< f(u0) >,

par
∂u0

∂t
, notons que <

∂u0

∂t
>= 0,

1

2

d

dt
|∇u0|2 +

∥∥∥∂u0

∂t

∥∥∥2

−1
+
d

dt

∫
Ω

g(u0)dx = 0 (5.129)

Intégrons entre sur [0, t] et sur [t, t+ 1], nous avons respectivement

|∇u0(t)|2 + 2

∫ t

0

∥∥∥∂u0

∂t

∥∥∥2

−1
ds+ 2

∫
Ω

g(u0(t))dx � |∇u0(0)|2 +

∫
Ω

g(u0(0))dx

� ‖u0(0)‖ + c‖u0(0)‖4
L4 + c′,
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|∇u0(t+ 1)|2 + 2

∫ t+1

t

∥∥∥∂u0

∂t

∥∥∥2

−1
ds+ 2

∫
Ω

g(u0(t+ 1))dx � |∇u0(t)|2 +

∫
Ω

g(u0(t))dx.

D’après les deux dernière relations∫ t+1

t

∥∥∥∂u0

∂t

∥∥∥2

−1
ds � const. (5.130)

D’après les estimations (5.114) et (5.128)

d

dt

(‖u‖2
−1 + ε|u|2) � cε2

∥∥∥∂u0

∂t

∥∥∥2

−1
+ c

(‖u‖2
−1 + ε|u|2).

En intégrant entre 0 et t, t � 0, nous avons par (5.130)

‖u(t)‖2
H−1 + ε|u(t)|2 � cε2ec′t, ou ‖u(t)‖2

H−1 � cε2ec′t, (5.131)

c, c′ dépendent de M et pas de ε.

5.9.4 Famille robuste d’attracteurs exponentiels Mε

Nous avons déjà trouvé un borné absorbant B2 dans H2(Ω), i.e., il existe t1 tel
que

S(t)B ⊂ B2, ∀t � t1 et ∀B borné.

Posons
St1

ε : B2 → B2, ε ∈]0, 1].

Considérons BR := {u ∈ H2(Ω), ‖u‖H2 � R, | < u > | � M}. Nous avons alors
par (5.124) et (5.131)

‖St1
ε u1 − St1

ε u2‖2
H2 � c

1 + t1
t1

eαt1‖u1 − u2‖2
H−1

� LT‖u1 − u2‖2
H−1 , t1 � T <∞,

pour tout u1, u2 ∈ BR et pour LT ne dépend pas de ε, et

‖Si
εu− Si

0‖H−1 � Kiε,

pour tout u ∈ BR et i ∈ N.

Il reste à démontrer la continuité de Hölder pour montrer l’existence de la famille
Mε, soit le lemme suivant.

Lemme 5.27. St
ε est Hölder continu sur [0, t1] ×BR pour la topologie de H−1(Ω) ;

‖St1
ε u

1
0 − St2

ε u
2
0‖H−1 � CR(T )

(‖u1
0 − u2

0‖H−1 + |t1 − t2| 12
)
,

où ui
0 ∈ BR, ti � T , CR(T ) ne dépend pas de ε.
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Démonstration.
Nous avons

∫ t+1

t

∥∥∥∂u
∂t

∥∥∥2

H−1
ds � c(R), pour u0 ∈ BR. Alors

‖St1
ε u

1
0 − St2

ε u
2
0‖H−1 = ‖St1

ε u
1
0 − St1

ε u
2
0 + St1

ε u
2
0 − St2

ε u
2
0‖H−1

� cT‖u1
0 − u2

0‖H−1 +
∥∥∥∫ t1

t2

∂u

∂t
ds
∥∥∥

H−1

� cT‖u1
0 − u2

0‖H−1 + |t1 − t2| 12
(∫ t1

t2

∥∥∥∂u
∂t

∥∥∥2

H−1
ds
) 1

2

� cT (R)
(‖u1

0 − u2
0‖H−1 + |t1 − t2| 12

)
.

�

Grâce aux estimations (5.124) et (5.131), toutes les hypothèses du Théorème
5.11 sont satisfaites, pour H1 = H2(Ω) et H = H−1(Ω), ce qui donne l’existence
d’une famille robuste d’attracteurs exponentiels MM,d

ε pour le système dynamique
discret.

Pour le cas continu nous définissons les attracteurs exponentiels par

MM
ε =

⋃
t∈[t1,2t1]

Sε(t)MM,d
ε .
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Chapitre 6

Problème de Cahn-Hilliard visqueux
non autonome

6.1 Position du problème
Dans ce chapitre nous allons chercher les attracteurs exponentiels, rétrograde,

uniforme et exponentiel rétrograde du problème suivant :

∂

∂t

(
u+ ε(−Δ)u

)
+ Δ2u− Δf(u) = m, dans Ω, (6.1)

associé aux conditions aux bords de Neumann

∂u

∂n
=
∂Δu

∂n
= 0 sur ∂Ω, (6.2)

et la condition initiale
u(τ) = uτ , ∀τ ∈ R. (6.3)

Comme dans le chapitre précédent, nous prenons les produits scalaires et les normes
associées suivants :

(
(·, ·), | · |) dans l’espace H,

(
((·, ·)), ‖ ·‖) dans l’espace V et ‖ ·‖2

est la norme dans V1, où les espaces H, V et V1 sont définis comme dans le chapitre
précédent.
‖u‖−1 = |(−Δ)−

1
2u| définit la norme de u dans l’espace H−1(Ω) si u est à moyenne

nulle.

La fonction f dans l’équation (6.1) est un polynôme de degré 2p − 1 (donné dans
le chapitre précédent) et m appartient à L∞(R, L2(Ω)) (et à L∞(R, H−1(Ω))) et
satisfait ∫ ∞

−∞
|m|2dt � c, et

∫ ∞

−∞
‖m‖2

−1dt � M,

où les constantes c et M sont suffisamment grandes.
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En intégrant (6.1) sur Ω nous avons

d

dt

∫
Ω

udx =

∫
Ω

mdx. (6.4)

Alors, si ∫
Ω

m(x)dx = 0, (6.5)

(6.4) donne ∫
Ω

udx =

∫
Ω

uτdx, ∀t � τ. (6.6)

Donc à partir de maintenant, nous supposons que (6.5) est satisfaite.
Nous prenons les espaces H̊, V̊ et V̊ ′ du chapitre précédent et nous considérons la
formulation variationnelle

d

dt
(u, v) + ε

d

dt
(∇u,∇v) + (Δu,Δv) + (∇f(u),∇v) = (m, v), ∀v ∈ V1. (6.7)

L’équation (6.1) équivaut à

∂

∂t

(
(−Δ)−1+εI

)
(u− < u >)−Δ(u− < u >)+f(u) =< f(u) > +(−Δ)−1m. (6.8)

Posons ū := u− < u >, et en multipliant (6.8) par v ∈ V̊ , nous avons

∂

∂t

(
(−Δ)−1(ū, v) + ε(ū, v)

)
− (Δū, v) + (f(u), v) = ((−Δ)−1m, v), ∀v ∈ V̊ . (6.9)

6.2 Théorème d’existence et d’unicité
Nous allons démontrer le théorème 5.1 pour le problème (6.1), (6.2) et (6.3), et

nous commençons par l’unicité de la solution.

6.2.1 L’unicité

Soient u1 et u2 deux solutions de (6.1) (ou de (6.8)), où u1(τ) = u2(τ). Posons
u := u1 − u2, et m correspondant aux deux solutions. Alors, u vérifie l’équation
suivante, notons que < u >= 0,

∂

∂t

(
(−Δ)−1u+ εu

)
− Δu+ f(u1) − f(u2) =< f(u1) − f(u2) > . (6.10)

Multiplions (6.10) par u

1

2

d

dt

(‖u‖2
−1 + ε|u|2

)
+ |∇u|2 + (f(u), u) = 0.
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d

dt

(‖u‖2
−1 + ε|u|2

)
+ 2|∇u|2 � c|u|2

� |∇u|2 + c
(‖u‖2

−1 + ε|u|2
)
,

on a utilisé l’inégalité d’interpolation |u|2 � |∇u| ‖u‖−1. Il vient alors en intégrant,

‖u(t)‖2
−1 + ε|u(t)|2 � 0,

où u(τ) = 0, d’où l’unicité.

6.2.2 L’existence

Nous procédons comme dans le chapitre précédent et nous obtenons, par (5.16),

W
dα

dt
+ Mα+ F = M1, (6.11)

telle que W, M et F sont comme auparavant et M1 :=

⎛⎜⎝ (m,w1)
...

(m,wn)

⎞⎟⎠ .

Par (6.11), nous avons une solution locale. Pour montrer que la solution est globale
nous écrivons (6.1) sous la forme suivante :

∂u

∂t
= ΔK(u), (6.12)

K(u) = −Δu+ ε
∂u

∂t
+ f(u) − (−Δ)−1m. (6.13)

Nous prenons la fonction de Lyapunov

J(u) =
1

2
|∇u|2 +

∫
Ω

g(u)dx,

où g est la fonction primitive de f . D’après (6.12)

(K(u), ∂tu) + |∇K(u)|2 = 0, (6.14)

(K(u), ∂tu) = −
∫

Ω

Δu
∂u

∂t
dx+

∫
Ω

f(u)
∂u

∂t
dx+ ε|∂tu|2 − ((−Δ)−1m, ∂tu)

=
d

dt
J(u) + ε|∂tu|2 − ((−Δ)−1m, ∂tu).

Par (6.14)
d

dt
J(u) + ε|∂tu|2 + |∇K(u)|2 � ε

2
|∂tu|2 +

c

ε
‖m‖2

−1.

Et en intégrant sur [τ, t]

J(u(t)) � cεM
2 + J(u(τ)) <∞,

et la solution est globale.
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6.2.3 Estimations a priori

(6.1) équivaut à

∂

∂t

(
ū+ ε(−Δ)ū

)
+ Δ2u− Δf(u) = m.

On multiplie par ū, pour uτ ∈ V , nous avons

1

2

d

dt

(|ū|2 + ε|∇u|2) + |Δu|2 − (Δf(u), ū) � |(m, ū)|,

1

2

d

dt

(|ū|2 + ε|∇u|2) + |Δu|2 � −(∇f(u),∇u) + c‖m‖2
−1 + c′|∇u|2

� c1|∇u|2 + c‖m‖2
−1

� c2|ū| |Δu− < u > | + c‖m‖2
−1

� c′
(|ū|2 + ε|∇u|2) +

1

2
|Δu|2 + c‖m‖2

−1+ < u >2,

les constantes ne dépendent pas de ε. Grâce au lemme de Gronwall nous avons, en
particulier,

|ū(t)|2 + ε|∇u(t)|2 � |ū(τ)|2 + ε|∇u(τ)|2ec(t−τ) + c′′ <∞, τ � t <∞,

nous avons donc u ∈ L∞(τ, t;V ) ∩ L2(τ, t;V1).

Si uτ ∈ H2(Ω) alors, en multipliant (6.1) par −Δu, et d’après (5.25) et l’estimation
|∇u(t)| � const., ∀t � τ (J est décroissante), nous avons

1

2

d

dt

(
|∇u|2 + ε|Δu|2

)
+ |∇Δu|2 � |(f ′(u)∇u,∇Δu

)| + ‖m‖−1|∇Δu|,

d

dt

(
|∇u|2 + ε|Δu|2

)
+ |∇Δu|2 � c

(
1 + ‖u‖2

)‖u‖2
2 + c′‖m‖2

−1

� c
(|∇u|2 + ε|Δu|2

)
+ c′‖m‖2

−1.

Nous intégrons entre τ et t et nous avons u ∈ L∞(τ, t;H2(Ω)) ∩ L2(τ, t;H3(Ω)).

Multiplions maintenant (6.1) par Δ2u, pour uτ ∈ H3(Ω),

1

2

d

dt

(
|Δu|2 + ε|∇Δu|2

)
+ |Δ2u|2 � |Δf(u)||Δ2u| + |m||Δ2u|

� 1

4
|Δ2u|2 +

1

4
|Δf(u)|2 +

c2

4
+

1

4
|Δ2u|2,
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et par (5.30)

d

dt

(
|Δu|2 + ε|∇Δu|2

)
+

1

2
|Δ2u|2 � c′,

|Δu(t)|2 + ε|∇Δu(t)|2 +
1

2

∫ t

τ

|Δ2u(s)|2ds � c′(t− τ) + |Δuτ |2 + |∇Δuτ |2 <∞,

et u ∈ L∞(τ, t;H3(Ω)) ∩ L2(τ, t;H3(Ω)), t � τ et t <∞.

De plus, en multipliant (6.8) par ū et nous procédons comme dans le chapitre pré-
cédent, cf. (5.27) et (5.29), nous avons

1

2

d

dt

(
‖ū‖2

−1 + ε|ū|2
)

+ |∇ū|2 +
1

2
b2p

∫
Ω

u2pdx � ‖m‖−1‖ū‖−1 + k1

� c‖m‖−1|∇ū| + k1

� 1

2
|∇ū|2 + c‖m‖2

−1 + k1,

d

dt

(
‖ū‖2

−1 + ε|ū|2
)

+ |∇ū|2 + b2p

∫
Ω

u2pdx � 2k1 + 2c‖m‖2
−1.

En intégrant entre τ et t, t � τ , et t < ∞, nous avons u ∈ L2p(τ, t;L2p(Ω)) ∩
L2(τ, t;V ).

6.3 Borné absorbant
Posons Bη :=

⋃
|a|�η{u ∈ H1(Ω), < u >= a}.

Nous avons trouvé en multipliant (6.8) par ū

1

2

d

dt

(
‖ū‖2

−1 + ε|ū|2
)

+ |∇ū|2 + b2p

∫
Ω

u2pdx � 1

2
k1 + ‖m‖−1‖ū‖−1. (6.15)

D’après la relation
‖ū‖2

−1 � c|ū|2 � c′|∇ū|2,
nous obtenons

d

dt

(
‖ū‖2

−1 + ε|ū|2
)

+ c1

(
‖ū‖2

−1 + ε|ū|2
)

� k1(η) + c2 = k2.

Il vient alors

‖ū(t)‖2
−1 + ε|ū(t)|2 �

(
‖ūτ‖2

−1 + ε|ūτ |2
)
e−c1(t−τ) +

k2

c1

(
1 − e−c1(t−τ)

)
�
(
‖ūτ‖2

−1 + ε|ūτ |2
)
e−c1(t−τ) +

k2

c1
. (6.16)
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Cela donne l’existence de t0 tel que, pour tout t− τ � t0,

lim
(t−τ)→∞

sup
(
‖ū(t)‖2

−1 + ε|ū(t)|2
)

� ρ2
0 =

k2

c1
, ∀t � τ, τ ∈ R.

Cette relation donne l’existence d’un borné absorbant dans Bη ∩H. D’après (6.15),
il existe t1 tel que ∫ t+r

t

|∇u|2 � k′2(η), ∀t− τ � t1, r > 0.

6.3.1 Borné absorbant dans Bη ∩ V
Multiplions (6.1) par u

1

2

d

dt

(
|u|2 + ε|∇u|2

)
+ |Δu|2 + 2b2p

∫
Ω

u2p−2|∇u|2dx � c1|∇u|2 + |(m,u)|,

d

dt

(
|u|2 + ε|∇u|2

)
+ |Δu|2 � c

(
|u|2 + ε|∇u|2

)
+

1

c1
|m|2.

Et grâce au lemme de Gronwall nous obtenons un borné absorbant B1 dans Bη ∩V .
De plus, il existe t2 tel que∫ t+r

t

|Δu|2dt � k3, pour t− τ � t2, r > 0.

6.3.2 Borné absorbant dans Bη ∩ V1

Prenons le produit scalaire de (6.1) par
∂u

∂t

1

2

d

dt
|Δu|2 +

∣∣∂u
∂t

∣∣2 + ε
∣∣∇∂u

∂t

∣∣2 − (
Δf(u),

∂u

∂t

)
� |m|∣∣∂u

∂t

∣∣.
Nous avons, par (5.45), |Δf(u)| � c|Δu|, donc

d

dt
|Δu|2 +

∣∣∂u
∂t

∣∣2 + ε
∣∣∇∂u

∂t

∣∣2 � c|Δu|2 + c′|m|2,

et par le lemme de Gronwall nous trouvons un borné absorbant B2 dans Bη ∩ V1.
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6.4 Un attracteur exponentiel
B1 et B2 étant les bornés absorbants dans Bη ∩ V et Bη ∩ V1. Nous considérons

le semi-groupe

S : Bη ∩ V ⊂ V ′ → Bη ∩ V ⊂ V ′

uτ 	→ u(t).

Pour δ, k > 0, nous définissons la classe Sδ,k(B2) d’opérateurs S par :
S ∈ Sδ,k(B2) si S : Oδ(B2) → B2, où Oδ(B2) est un voisinage de B2 pour la topologie
de H−1(Ω). Nous avons le résultat suivant.

Lemme 6.1. Les opérateurs S(t) définis auparavant sont continus pour la topologie
de H1(Ω).

Démonstration.
Afin de montrer que l’opérateur S : (uτ ,m) 	→ u(t) est continu, nous prenons deux
solutions u1(t), u2(t) ∈ Bη ∩ V correspondant aux données initiales u1(τ), u2(τ) et
aux fonctions m1,m2. Posons u := u1 − u2, u(τ) := u1(τ)− u2(τ) et m := m1 −m2.
u vérifie

∂

∂t

(
u+ ε(−Δ)u

)
+ Δ2u− Δ

(
f(u1) − f(u2)

)
= m,

multiplions par u
1

2

d

dt

(
|u|2 + ε|∇u|2

)
+ |Δu|2 = (f(u1) − f(u2),Δu) + |(m,u)|.

D’après (5.50) et (5.51)

1

2

d

dt

(
|u|2 + ε|∇u|2

)
+ |Δu|2 � 1

2
h(t)2|∇u|2 +

1

2
|Δu|2 +

1

2
|m|2 +

1

2
|u|2.

d

dt

(
|u|2 + ε|∇u|2

)
� c

(
|u|2 + ε|∇u|2

)
+ c1‖m‖2.

En intégrant

|u(t)|2 + ε|∇u(t)|2 � ec(t−τ)
(
|u(τ)|2 + ε|∇u(τ)|2

)
+ c1

∫ t

τ

‖m(s)‖2ec(t−s)ds. (6.17)

Par cette inégalité nous avons

‖u(t)‖2 � c2e
c(t−τ)‖u(τ)‖2 + c1

∫ t

τ

‖m(s)‖2ec(t−s)ds,

d’où la continuité. �

Nous introduisons l’espace E(ε), ε ∈ [0, 1], défini par la norme

‖u‖2
E := ‖u‖2

H−1 + ε|u|2, ∀ε ∈ [0, 1].

Ensuite nous définissons la famille {Um(t, τ), τ ∈ R, t � τ} dans E(ε), telle que
Um(t, τ) := u(t), où u(t) est la solution du problème (6.1).
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Théorème 6.2. La famille {Um(t, τ)} est continue pour la topologie de H−1(Ω)
et pour la topologie de E(ε), (où les donnée initiales vérifient ‖u(τ)‖2 � R), i.e,
soient u1(t) = Um1(t, τ)u1(τ) et u2(t) = Um2(t, τ)u2(τ) deux solutions telles que
‖ui(τ)‖2 � R, i = 1, 2, alors

‖Um1(t, τ)u1(τ)−Um2(t, τ)u2(τ)‖2
−1 � cRe

αR(t−τ)‖u1(τ)−u2(τ)‖2
−1+

∫ t

τ

eα(t−s)‖m(s)‖2
−1ds,

(6.18)
et

‖Um1(t, τ)u1(τ)−Um2(t, τ)u2(τ)‖2
E � cRe

K(t−τ)‖u1(τ)−u2(τ)‖2
E+

∫ t

τ

eK(t−s)‖m(s)‖2
Eds,

(6.19)
où les constantes sont positives et indépendantes de t, τ et ε.

Démonstration.
La démonstration de ce théorème ressemble à celle du Théorème 5.5. Posons u :=
u1 − u2, u(τ) := u1(τ) − u2(τ) et < u1(τ) >=< u2(τ) >. u vérifie

∂

∂t

(
(−Δ)−1u+ εu

)
= Δu− �(t)u+ < f(u1) > − < f(u2) > +(−Δ)−1m, (6.20)

∂tu = −Δ2(I−εΔ)−1u+Δ(I−εΔ)−1(�(t)u− < f(u1) > + < f(u2) >)+(I−εΔ)−1m.

(−Δ)−1∂tu = Δ(I−εΔ)−1u−(I−εΔ)−1(�(t)u− < f(u1) > + < f(u2) >)+(−Δ)−1(I−εΔ)−1m.

Multiplions par u

1

2

d

dt
‖u‖2

−1+|A− 1
2

1 u|2 � c|((I−εΔ)−1�(t)u, u)|+
∣∣∣(((−Δ)(I−εΔ))−

1
2m, ((−Δ)(I−εΔ))−

1
2u
)∣∣∣.

(6.21)
Afin de trouver le dernier terme de cette inégalité, nous posons v := ((−Δ)(I −
εΔ))−

1
2m, i.e, m = ((−Δ)(I − εΔ))

1
2v, donc

|(−Δ)−
1
2m|2 = ‖m‖2

−1 = ((I − εΔ)v, v) = |v|2 + ε|∇u|2 � |v|2.

Nous avons alors, par (6.21) et (5.62),

d

dt
‖u‖2

−1 + |A− 1
2

1 u|2 � c‖�(t)u‖2
−1 + ‖m‖−1‖u‖−1

� αR‖u‖2
−1 + ‖m‖2

−1. (6.22)

En intégrant, nous avons

‖u(t)‖2
−1 � cRe

αR(t−τ)‖u(τ)‖2
−1 +

∫ t

τ

eα(t−s)‖m(s)‖2
−1ds.
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Pour montrer (6.19), nous multiplions (6.20) par u

1

2

d

dt
‖u‖2

E + |∇u|2 � c|u|2 + |((m,u))−1|
� K‖u‖2

E + c1‖m‖2
−1 � K‖u‖2

E + c‖m‖2
E.

En intégrant la dernière inégalité nous trouvons (6.19). �

D’après ce théorème nous trouvons, pour m correspondant aux deux solutions u1 et
u2,

‖u1(t) − u2(t)‖2
−1 � cRe

αR(t−τ)‖u1(τ) − u2(τ)‖2
−1.

De même, nous avons, d’après (6.19), les deux estimations

‖u1(τ + t) − u2(τ + t)‖2
E � ceKt‖u1(τ) − u2(τ)‖2

E, t ∈ R
+, τ ∈ R, (6.23)

‖Um1(τ + t, τ)uτ − Um2(τ + t, τ)uτ‖2
E � ceKt

∫ τ+t

τ

‖m1(s) −m2(s)‖2
Eds, (6.24)

c et K ne dépend pas de ε.

6.4.1 Propriété de régularisation

Nous allons ici montrer cette propriété entre H2(Ω) et E(ε). Nous avons trouvé
par (6.16)

‖u(t)‖2
E +

∫ t

τ

|∇u(s)|2ds � ce−α(t−τ)‖u(τ)‖2
E + CM . (6.25)

Et nous avons la continuité Lipschitzienne

‖Um(t, τ)u1(τ) − Um(t, τ)u2(τ)‖2
E � ce−α(t−τ)‖u1(τ) − u2(τ)‖2

E.

Nous avons les résultats suivants.

Lemme 6.3. Soient u1 et u2 deux solutions de (6.1), de moyenne conservé (i.e.,
< u1 >=< u2 >), nous avons alors∫ t

τ

‖∂t

(
Um(t, τ)u1(τ)−Um(t, τ)u2(τ)

)‖2
Eds+ |∇(

Um(t, τ)u1(τ)−Um(t, τ)u2(τ)
)|2 �

� c

t− τ
e−α(t−τ)‖u1(τ) − u2(τ)‖2

E. (6.26)

Démonstration.
Posons u := u1 − u2. u satisfait, pour m1 = m2,

∂t

(
(−Δ)−1u+ εu

)
− Δu+ f(u1) − f(u2) = 0. (6.27)
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Multiplions (6.27) par (t− τ)
∂u

∂t

(t− τ)
(∥∥∂u

∂t

∥∥2

−1
+ ε

∣∣∂u
∂t

∣∣2) +
t− τ

2

d

dt
|∇u|2 � t− τ

2

∥∥∂u
∂t

∥∥2

−1
+ c(t− τ)|∇u|2

d

dt

(
(t− τ)|∇u|2

)
+ c(t− τ)

(∥∥∂u
∂t

∥∥2

−1
+ ε

∣∣∂u
∂t

∣∣2)+ � c(t− τ)|∇u|2 + |∇u|2.
En intégrant entre τ et t, pour t > τ , nous obtenons, par (6.25), l’estimation (6.26).

�

Lemme 6.4. Pour u1 et u2 les solutions données dans le lemme précédent, nous
avons ∥∥∂u

∂t

∥∥2

E
+

∫ t

τ

∣∣∇∂u(s)

∂t

∣∣2ds � c

t− τ
e−α(t−τ)

(
‖u(τ)‖2

E

)
. (6.28)

Démonstration.
Dérivons (6.27), posons θ :=

∂u

∂t
,

∂t

(
(−Δ)−1θ + εθ

)
− Δθ = −�(t)θ − �′(t)u. (6.29)

Multiplions (6.29) par (t− τ)θ,

t− τ

2

d

dt

(
‖θ‖2

−1 +ε|θ|2
)

+(t− τ)|∇θ|2 � t− τ

2
|∇θ|2 + c1(t− τ)‖θ‖2

−1 + c(t− τ)|∇u|2,

d

dt

(
(t−τ)(‖θ‖2

−1+ε|θ|2
))

+(t−τ)|∇θ|2 � c2(t−τ)
(‖θ‖2

−1+ε|θ|2
)
+‖θ‖2

−1+ε|θ|2+c(t−τ)|∇u|2.
Intégrons entre τ et t, t > τ , et d’après (6.25) et (6.26) nous obtenons l’estimation
(6.28). �

Par (6.27), nous avons

Δu− �(t)u =
∂

∂t

(
(−Δ)−1u+ εu

)
:= h(t). (6.30)

Nous avons, pour t fixé, t > τ et 0 < ε < 1,

|h(t)|2 = |(−Δ)−1∂u

∂t
+ ε

∂u

∂t
|2 �

∥∥∂u
∂t

(t)
∥∥2

−2
+ ε2

∣∣∂u
∂t

(t)
∣∣2

� c
(∥∥∂u(t)

∂t

∥∥2

−1
+ ε

∣∣∂u(t)
∂t

∣∣2) � ce−α(t−τ)‖u(τ)‖2
E. (6.31)

Multiplions (6.30) par Δu,

|Δu|2 � |(h(t),Δu)| + |(�(t)u,Δu)|
� 1

2
|Δu|2 + c|h(t)|2 + |∇�(t)u||∇u(t)|
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‖u‖2
2 = |Δu|2 � c

(
|h(t)|2 + |∇u(t)|2

)
� c1

t− τ
e−α(t−τ)‖u(τ)‖2

E, par (6.26) et (6.31).

Cette estimation donne la propriété de régularisation entre H2(Ω) et E(ε).

Ensuite, nous démontrons que la famille {Um(t, τ)} est Hölder continue. Pour cela,
nous montrons les résultats suivants.

Lemme 6.5. Soit u(t) une solution de (6.1). Alors, pour ‖u(τ)‖2 � R, nous avons
l’estimation suivante ∫ t

τ

‖∂tu(s)‖2
Eds � c|∇u(τ)|2 + c′,

c dépend de R et c′ dépend de la norme de m.

Démonstration.
Nous multiplions

∂

∂t

(
(−Δ)−1ū+ εū

)
− Δū+ f(u) =< f(u) > +(−Δ)−1m, (6.32)

par
∂ū

∂t
, notons que <

∂u

∂t
>= 0,

∥∥∂u
∂t

∥∥2

−1
+ ε|∂u

∂t
|2 +

1

2

d

dt
|∇u|2 � |(f(u),

∂u

∂t
)| + |((m, ∂u

∂t
))−1|

� c1|∇f(u)|2 +
1

2

∥∥∂u
∂t

∥∥2

−1
+ c2‖m‖2

−1. (6.33)

Nous trouvons une estimation de |Δu(t)|, pour tout t � τ . Nous multiplions

∂

∂t
ū = −Δ(I − εΔ)−1ū+ Δ(I − εΔ)−1(f(u)− < f(u) >) + (−Δ)−1(I − εΔ)−1m,

par Δ2u, ce qui donne

1

2

d

dt
|Δu|2+|(I−εΔ)−

1
2 Δ2u|2 �

∣∣∣((I−εΔ)−
1
2 Δf(u), (I−εΔ)−

1
2 Δ2u

)∣∣∣+∣∣∣((I−εΔ)−1m,Δu
)∣∣∣.

(6.34)
Pour trouver |(I − εΔ)−1m|, nous posons v := (I − εΔ)−1m, donc

|m|2 =
(
(I − εΔ)v, (I − εΔ)v

)
= |v|2 + 2ε|∇v|2 + ε2|Δv|2 � |v|2

|v|2 � |m|2 � c‖m‖2
−1,
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c est indépendante de ε.
Et par (6.34) nous avons

∂

∂t
|Δu|2 � c

(|Δf(u)|2 + |Δu|2 + ‖m‖2
−1

)
.

D’après (5.45)
∂

∂t
|Δu|2 � c|Δu|2 + c′‖m‖2

−1.

En intégrant cette relation, notons que
∫ t

τ
‖m‖2

−1ds <∞, nous trouvons

|Δu(t)|2 � c|Δu(τ)|2 + C � C ′, ∀t � τ. (6.35)

Nous majorons maintenant |∇f(u)|.

|∇f(u)|2 � c

∫
Ω

(
1 + |u|4p−4

)|∇u|2dx
� c

(‖u‖L∞
)|∇u|2

� c
(‖u‖ ‖u‖2

)|∇u|2
� c|∇u|2, par (6.35), (6.36)

où p est quelconque lorsque n = 1, 2 et p = 2 lorsque n = 3. D’après (6.33)∫ t

τ

∥∥∂u(s)
∂t

∥∥2

E
ds � c|∇u(τ)|2 + C � C. (6.37)

Et, en particulier, ∫ t

τ

∥∥∂u(s)
∂t

∥∥2

−1
ds � c|∇u(τ)|2 + C � C.

�

Le lemme suivant donne la continuité de Hölder pour la topologie de E(ε).

Lemme 6.6. Pour u(t) = Um(t, τ)uτ solution de (6.1), où uτ ∈ BR := {u ∈
Bη ∩H2(Ω), ‖u‖2 � R}, nous avons

‖Um(t+ τ + s, τ)uτ − Um(t+ τ, τ)‖E(ε) � cR|s| 12 , (6.38)

‖Um(t+ τ + s, τ + s)uτ − Um(t+ τ, τ)‖E � cRe
αt|s| 12 , (6.39)

pour s � 0, et les constantes C et α > 0 ne dépendent pas de ε.
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Démonstration.
Nous avons par (6.37) et pour uτ ∈ BR

‖Um(t+ τ + s, τ)uτ − Um(t+ τ, τ)‖E(ε) =
∥∥∫ t+τ+s

t+τ

∂u(θ)

∂t
dθ
∥∥

E

�
∫ t+τ+s

t+τ

∥∥∂u(θ)
∂t

∥∥
E
dθ

� |s| 12
∫ t+τ+s

t+τ

∥∥∂u(θ)
∂t

∥∥2

E
dθ

� CR|s| 12 .
Nous avons aussi, par (6.38) et (6.19),

‖Um(t+ τ + s, τ + s)uτ − Um(t+ τ, τ)‖E �

�
∥∥Um(t+ s+ τ, t+ τ)

(
Um(t+ τ, τ + s)uτ

)− Um(t+ τ, τ + s)uτ

∥∥
E

+
∥∥Um(t+ τ, τ + s)uτ − Um(t+ τ, τ + s)

(
Um(τ + s, τ)uτ

)∥∥
E

� C|s| 12 + ceK(t−s)‖uτ − Um(τ + s, τ)uτ‖E

� CeKt|s| 12 , s � 0, t ∈ R
+.

�

Corollaire 6.7. La famille {Um(t, τ)}, t � τ , est uniformément Hölder continue
(pour la topologie de E(ε), ou H−1(Ω)) dans [0, T ] ×BR, ∀T > 0, i.e.,

‖Um(t1, τ)u1(τ) − Um(t2, τ)u2(τ)‖E � CR(T )
(
‖u1(τ) − u2(τ)‖E + |t1 − t2| 12

)
,

pour ui(τ) ∈ BR, ti � T et la constante CR(T ) dépend de la norme de m et de la
norme de ui(τ) et ne dépend pas de ε.

La preuve ressemble à celle du Lemme 5.10.

6.4.2 Théorème d’existence d’un attracteur exponentiel

Nous allons maintenant montrer l’existence d’un attracteur exponentiel grâce
aux estimations précédentes, soit le résultat suivant.

Théorème 6.8. Le problème (6.1), (6.2) et (6.3) possède un attracteur exponentiel.
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Démonstration.
Nous avons par (6.16)

‖ū(t)‖2
E � ce−α(t−τ)‖ū(τ)‖2

E + CM . (6.40)

Ceci donne l’existence d’un borné absorbant dans E(ε) pour la famille {Um(t, τ)}.
Posons B := {u ∈ E(ε), ‖u‖E � R1}, pour R1 est suffisamment grand et donné par
(6.40).
Nous commençons à construire une famille d’attracteurs exponentiels pour le sys-
tème dynamique discret associé au problème (6.1). B étant le borné absorbant alors,
il existe T = T (M) tel que

Um(τ + T, τ)O1(B) ⊂ B, ∀τ ∈ R, (6.41)

et nous construisons des attracteurs exponentiels pour des données initiales appar-
tenant à B.
Nous avons aussi, par la propriété de régularisation,

‖u1(t) − u2(t)‖2 � ceK(t−τ)‖u1(τ) − u2(τ)‖E, ui(τ) ∈ B2,

c,K indépendantes de t, τ et ε. D’après cette estimation et (6.41)

Um(τ + T, τ) ∈ S1,K(B).

Alors, la famille

U τ
m := Um(τ + nT, τ + �T ), n, � ∈ Z, n � �

possède des attracteurs exponentiels dans E(ε), � 	→ Mm(�, τ), � ∈ Z, pour le
système dynamique discret, qui sont compacts de dimension fractale finie,. . .(voir
[29]).
Par cette construction, nous avons

Mm(�, τ) = Mm(0, �T + τ), MTsm(�, τ) = Mm(�, τ + s). (6.42)

Nous définissons les attracteurs exponentiels pour un temps continu par la relation
suivante :

Mm(τ) :=
⋃

s∈[0,T ]

Um(τ, τ − T − s)Mm(0, τ − T − s). (6.43)

Nous montrons maintenant que τ 	→ Mm(τ) est bien un attracteur exponentiel.
Semi-invariance : nous allons montrer

Um(t, τ)Mm(τ) ⊂ Mm(t). (6.44)

D’après la semi-invariance de Mm(0, τ) pour la famille discrète {Um(τ+�T, τ+nT )}
(i.e., Um(τ+�T, τ)Mm(0, τ) ⊂ Mm(�, τ) = Mm(0, τ+�T )), il suffit de vérifier (6.44)
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6.4 Un attracteur exponentiel

pour t− τ := α ∈ [0, T ] et nous obtenons Um(t+α, t)Mm(t) ⊂ Mm(t+α), cf. dans
le chapitre du problème de Cahn-Hilliard non autonome.

Mm(t+ s) = MTsm(t) : Nous avons

MTsm(�, τ) = Mm(�, τ + s), UTsm(t, τ) = Um(t+ s, τ + s).

Alors

Mm(t+ s) =
⋃

k∈[0,T ]

Um(t+ s, t+ s− T − k)Mm(0, t+ s− T − k)

=
⋃

k∈[0,T ]

UTsm(t, t− T − k)Mm(0, t− T − k)

= MTsm(t).

m 	→ Mm(t) est Hölder continue : prenons m1 et m2 différentes. Nous allons mon-
trer

distsym
E

(
Mm1(t),Mm2(t)

)
� c

(∫ t

−∞
e−β(t−s)‖m1(s) −m2(s)‖2

Eds
)k

. (6.45)

m 	→ Mm(0, τ) est un attracteur exponentiel pour la famille discrète, alors il est
Holder continu, i.e.,

distsym
E

(
Mm1(0, τ),Mm2(0, τ)

)
� c

(∫ τ

−∞
e−β′(τ−s)‖m1(s) −m2(s)‖2

Eds
)k′

.

Et d’après la définition de Mm(t) ; (6.43), et les estimations (6.23) et (6.24) nous
trouvons (6.45).

Ensuite nous montrons

distsym
E

(
Mm(t+ s),Mm(t)

)
� c|s|γ. (6.46)

Puisque Mm(0, τ) est un attracteur exponentiel, nous avons alors

distsym
E

(
Mm(0, τ + s),Mm(0, τ)

)
� c′|s|γ, (6.47)

et
‖Um(t+ τ + s, τ + s)uτ − Um(t+ τ, τ)uτ‖E � CT e

Kt|s| 12 . (6.48)

Ce qui donne (6.46).

Propriété d’attraction exponentielle : i.e.,

distE

(
Um(τ + t, τ)B,Mm(τ + t)

)
� Q(‖B‖E)e−αt, ∀τ ∈ R, t � 0. (6.49)
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Mm(�, τ) est un attracteur exponentiel, donc il vérifie la propriété suivante :

distE

(
Um(τ + nT, τ + �T )B,Mm(n, τ)

)
� ce−α(n−
). (6.50)

Par (6.16)
‖u‖2

E � ‖uτ‖2
Ee

−c(t−τ) + C, (6.51)

et puisque B est uniformément borné pour la famille {Um(t, τ)} dans E(ε) nous
trouvons (6.49).

Mm(t) est compact de dimension fractale finie : Nous avons

Mm(t) =
⋃
s

Um(t, t− T − s)Mm(0, t− T − s),

Mm(0, t−T−s) est compact et Um(t, t−T−s) est continu alors Mm(t) est compact.
D’autre part, Mm(�, τ) est de dimension fractale finie et nous avons

Hβ(Mm(�, τ), E(ε)) � c1log2

1

β
+ c2. (6.52)

Nous avons par les estimations (6.47) et (6.48)

distsym
E

(
Um(t, t−T−s1)Mm(0, t−T−s1), Um(t, t−T−s2)Mm(0, t−T−s2)

)
� c|s1−s2|k′′

,

s1, s2 ∈ [0, T ] et t ∈ R. Alors, pour β > 0 donné, le nombre minimum de β-boules
nécessaire pour couvrir Mm(t) est estimé par

Nβ(Mm(t), E(ε)) �

�
( 2c

β
)1/k′′∑


=0

Nβ

(
Um(t, t− T − �(

β

2c
)1/k′′

)Mm(0, t− T − �(
β

2c
)1/k′′

), E(ε)
)
. (6.53)

De plus, puisque la famille Um(t, t − T − s) est uniformément lipschitzienne, nous
avons alors, par (6.52),

Hβ

(
Um(t, t− T − �(

β

2c
)1/k′′

)Mm(0, t− T − �(
β

2c
)1/k′′

), E(ε)
)

� H β
L

(Mm(0, t− T − �(
β

2c
)1/k′′

), E(ε)
)

� c′1
k′′

log2

1

β
+ c′2. (6.54)

D’après (6.53) et (6.54) nous avons

Hβ(Mm(t), E(ε)) � C

k′′
log2

1

β
+ C ′.
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6.5 L’attracteur uniforme

6.5.1 Orientation

Afin de trouver l’attracteur uniforme du problème (6.1), (6.2) et (6.3) nous défi-
nissons des symboles et la famille {Um(t, τ)}. Pour cela, nous écrivons (6.1) sous la
forme

∂

∂t

(
I + ε(−Δ)

)
u = −Δ2u+ Δf(u) +m := Am(t)u. (6.55)

m est appelée le symbole de l’équation (6.55).
Nous définissons ensuite l’ensemble {T (h), h ∈ R} par

T (h)m(s) := m(s+ h), s, h ∈ R,

et les symboles H(m) := Σ par

Σ := {T (h)m, h ∈ R},

où la fermeture est dans l’espace L2
loc(R, E(ε)). Notons que par cette définition nous

avons
T (h)Σ = Σ, ∀h ∈ R.

La fonction m(s) est translation bornée dans L2
loc(R, E(ε)) car

‖m‖2
L2

b
:= ‖m‖2

L2
loc(R,E(ε)) = sup

t∈R

∫ t+1

t

‖m(s)‖2
E(ε)ds <∞.

Ensuite, nous définissons la famille {Um(t, τ), t � τ, τ ∈ R} dans E(ε) par

Um(t, τ) : E(ε) → E(ε)

uτ 	→ u(t),

où u(t) est la solution du problème (6.1). D’après l’unicité et ce qui a précédé nous
avons

UT (h)m(t, τ) = Um(t+ h, τ + h), ∀h � 0, t � τ, τ ∈ R.

6.5.2 Estimations importantes

Multiplions (6.8) par ū et d’après (5.26), (5.27) et (5.29) nous avons

1

2

d

dt

(
‖ū‖2

−1 + ε|ū|2
)

+ |∇ū|2 + b2p

∫
Ω

u2pdx � 1

2
k1 + ‖m‖−1‖ū‖−1,

ce qui donne
d

dt
‖ū‖2

E + c‖ū‖2
E � c1‖m‖2

E + k1,
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où les constantes c, c1 et k1 sont positives et ne dépendent pas de ε. Grâce au Lemme
2.15 nous obtenons l’estimation suivante

‖ū(t)‖2
E � ‖ūτ‖2

Ee
−c(t−τ) + (1 + c−1)

(
k1 + c1‖m‖2

L2
b

)
<∞. (6.56)

D’autre part, en multipliant (6.1) par u, nous procédons comme auparavant nous
trouvons l’estimation suivante

|u(t)|2 + ε|∇u(t)|2 �
(
|uτ |2 + ε|∇uτ |2

)
ec(t−τ) + c′ecτ , (6.57)

les constantes sont indépendantes de ε.

Estimation pour la différence entre deux solutions

Posons u(t) := u1(t) − u2(t) = Um1(t, τ)u1τ − Um2(t, τ)u2τ , m := m1 − m2 et
u(τ) = u1τ − u1τ et supposons < u1τ >=< u2τ >. u vérifie le problème suivant

∂

∂t

(
(−Δ)−1u+ εu

)
− Δu+ f(u1) − f(u2) =< f(u1) − f(u2) > +(−Δ)−1m.

En multipliant par u, notons que < u >= 0,

1

2

d

dt
‖u‖2

E + |∇u|2 � c|u|2 + |((m,u))−1|.

ceci donne, en particulier,

d

dt
‖u‖2

E � ‖u‖2
E + ‖m‖2

E.

En intégrant nous avons

‖u1(t) − u2(t)‖2
E � ‖u1(τ) − u2(τ)‖2

Ee
c(t−τ) + c′ect‖m1 −m2‖2

L2
b
, (6.58)

où les constantes ne dépendent pas de ε.

6.5.3 Théorème d’existence d’attracteur uniforme

Afin d’appliquer Théorème 4.23 nous allons démontrer le résultat suivant.

Proposition 6.9. La famille {Um(t, τ), t � τ, τ ∈ R, m ∈ Σ}, associée au pro-
blème (6.1), (6.2) et (6.3), est uniformément bornée, (E(ε)×Σ;E(ε))-continue (i.e.,
(u,m) 	→ Um(t, τ) est continue pour tout t � τ) et elle possède un ensemble compact
qui attire uniformément les bornés de E(ε), i.e., il existe B un ensemble compact
dans E(ε) tel que

∀B ⊂ E(ε) un borné, alors lim
t→∞

sup
m∈Σ

dist(Um(t, τ)B,B) = 0.
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6.5 L’attracteur uniforme

Démonstration.
Nous définissons l’espace E1(ε) par la norme

‖u‖2
E1

:= |u|2 + ε|∇u|2.
Puisque les injections H1(Ω) ⊂ L2(Ω) ⊂ H−1(Ω) sont compactes alors l’injection
E1(ε) ⊂ E(ε) est compacte.
D’après l’estimation (6.56) nous trouvons que la famille {Um(t, τ), m ∈ Σ} est
uniformément bornée dans E(ε). Cette estimation montre aussi que l’ensemble B0 :=

{u ∈ E(ε), ‖u‖2
E � R2}, où R est donnée par R2 = (1 + c−1)

(
k1 + c1‖m‖2

L2
b

)
, est

uniformément absorbant. L’ensemble B :=
⋃

m∈Σ

⋃
τ∈R

Um(τ +1, τ)B0 est également
uniformément absorbant. D’après (6.57), l’ensemble B est borné dans E1(ε) et, alors,
B est compact dans E(ε), i.e., la famille {Um(t, τ)} est uniformément compacte.
L’estimation (6.58) implique que la famille {Um(t, τ), m ∈ Σ} est (E(ε)×Σ;E(ε))-
continue. �

D’après la dernière proposition et grâce au Théorème 4.23, nous avons l’existence
d’un attracteur uniforme.
Ensuite, nous allons construire un attracteur compact pour le problème (6.1) dans
E(ε) × Σ. Pour cela, nous définissons une famille d’opérateurs {S(t), t � 0} dans
E(ε) × Σ comme suit :

S(t) : E(ε) × Σ → E(ε) × Σ

(u,m) 	→ (Um(t, 0)u, T (t)m).

Alors S(t) est un semi-groupe dans E(ε) × Σ (cf. chapitre de Cahn-Hilliard non-
autonome). Nous avons alors le résultat suivant.

Théorème 6.10. ( [15]) Supposons que la famille {Um(t, τ), t � τ, τ ∈ R, m ∈ Σ}
est (E(ε)×Σ;E(ε))-continue et elle possède un ensemble compact qui attire unifor-
mément tous les bornés de E(ε). Alors le semi-groupe S(t) défini comme auparavant
possède un attracteur compact A qui est invariant par rapport à S(t).
De plus, si Π1 et Π2 sont des projecteurs de E(ε) × Σ dans E(ε) et dans Σ respec-
tivemet, i.e., Π1(u,m) = u, Π2(u,m) = m, alors

1. Π1A = A1 = AΣ est l’attracteur uniforme pour {Um(t, τ), m ∈ Σ},

2. Π2A = A2 = Σ,

3. l’attracteur compact de ce problème et l’attracteur uniforme vérifient respecti-
vement

A =
⋃

m∈Σ

Km(0) × {m}, AΣ = A1 =
⋃

m∈Σ

Km(0),

où Km(0) est la section du noyau Km de la famille {Um(t, τ), m ∈ Σ} au
temps t = 0.
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6.6 L’attracteur rétrograde

6.6.1 Préliminaires

Afin de trouver un attracteur rétrograde pour le problème (6.1), (6.2) et (6.3)
nous appliquons les résultats trouvés dans [11] et [35]. Pour cela, nous définissons
une famille d’applications {ϕτ}τ∈R+ , telles que

ϕτ : R → R,

ϕτ t = τ + t, t ∈ R, τ � 0.

Nous définissons l’application φ par

φ : R
+ × R × E(ε) → E(ε),

φ(τ, t, uτ ) = u(τ + t; t, uτ ), ∀t ∈ R, τ � 0, uτ ∈ E(ε). (6.59)

D’après (6.19), l’application φ(τ, t, ·), pour t ∈ R et τ � 0, est continue. Et par
l’existence et l’unicité de la solution du problème (6.1), nous avons

φ(τ + s, t, uτ ) = φ(τ, s+ t, φ(s, t, uτ )), t ∈ R, τ, s � 0, uτ ∈ E(ε). (6.60)

Par conséquence l’application φ(τ, t, ·), définie par (6.59), est un cocycle continu
dans E(ε). Alors, φ est faiblement continu et nous avons le résultat suivant, la
démonstration peut être consultée dans [48], où l’auteur a montré ce résultat pour
une famille de processus de la forme {Umτ (t, τ)}.

Proposition 6.11. Soit {uτn} ⊂ E(ε) une suite faiblemet convergente dans E(ε)
vers un élément uτ ∈ E(ε). Alors

φ(τ, t− τ, uτn) ⇀ φ(τ, t− τ, uτ ) faiblement dans E(ε), pour tout τ � 0, t ∈ R,

φ(·− τ, τ, uτn) ⇀ φ(·− τ, τ, uτ ) faiblement dans L2(τ, T ;H−1(Ω)), pour tout τ < T.

Soit Rc l’ensemble des fonctions r : R → (0,+∞) telles que

lim
t→−∞

ectr2(t) = 0, (6.61)

et D la classe de toutes les familles D̂ = {D(t); t ∈ R} telles que D(t) ⊂ B̄(0, rD̂(t)),
pour rD̂ ∈ Rc, où B̄(0, rD̂(t)) est une boule fermée dans E(ε) centrée en zéro avec
le rayon rD̂(t).
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6.6.2 L’existence d’un attracteur rétrograde

Théorème 6.12. Supposons que m ∈ L2
loc(R;E(ε)) est telle que∫ t

−∞
ecζ‖m(ζ)‖2

E < +∞, pour tout t ∈ R. (6.62)

Alors, il existe un attracteur global rétrograde appartenant à D pour le cocycle φ
définie par (6.59).

Démonstration.
L’idée de la preuve est de montrer que le cocycle φ est continu, asymptotiquement
compact et il existe un borné absorbant rétrograde, afin d’appliquer le Théorème
2.25. Par ce qui a précédé φ est continu.

L’existence d’un borné absorbant rétrograde :
Soit t ∈ R, τ � 0 et uτ ∈ E(ε) fixe, et posons

u(r) := u(r; t− τ, uτ ) = φ(r − t+ τ, t− τ, uτ ) pour r � t− τ. (6.63)

En multipliant (6.32) par ū, nous procédons comme auparavant, nous avons

d

dt
‖ū‖2

E + c‖ū‖2
E � k1 + c1‖m‖2

E,

où les constantes c, c1 et k1 sont positives et ne dépendent pas de ε. En l’intégrant
entre t− τ et t

ect‖ū(t)‖2
E � ec(t−τ)‖u(τ)‖2

E +
1

c

∫ t

t−τ

ecs‖m(s)‖2
Eds+ k1e

cτ . (6.64)

Pour D̂ ∈ D donné, nous avons, par (6.63) et ‖u‖E � ‖ū‖E+ < u >,

‖φ(τ, t− τ, uτ )‖2
E � e−cτr2

D̂
(t− τ) +

e−ct

c

∫ t

−∞
ecζ‖m(ζ)‖2

Edζ + k′1e
c(τ−t), (6.65)

pour tout uτ ∈ D(t− τ), t ∈ R, τ � 0.
Soit R(t) le nombre non négatif donné, pour tout t ∈ R, par

(
R(t)

)2
=

2e−ct

c

∫ t

−∞
ecζ‖m(ζ)‖2

Edζ, (6.66)

et prenons la famille B̂ dans E(ε) définie par

B(t) = {u ∈ E(ε), ‖u‖E � R(t)}. (6.67)
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Notons que B̂ ∈ D̂, et en utilisant (6.61), nous avons

lim
t−τ→∞

k′1e
c(τ−t) = 0,

alors, il existe t0 � 0 tel que

k′1e
c(τ−t) <

1

2
α, ∀t− τ � t0, α > 0 assez petit.

De même, il existe t1 � 0 tel que

e−cτr2
D̂
(t− τ) <

1

2
α, ∀t− τ � t1.

D’parès (6.65)

‖φ(τ, t− τ, uτ )‖2
E � e−cτr2

D̂
(t− τ) +

1

2

(
R(t)

)2
+

1

2
α < α+

1

2

(
R(t)

)2
<
(
R(t)

)2
,

pour t − τ � max{t0, t1} et α > 0 assez petit. Cela montre que B̂ est absorbant
rétrograde dans E(ε).

φ est asymptotiquement compacte :
Fixons D̂ ∈ D, t ∈ R, une suite (τn), τn → ∞, et une suite uτn ∈ D(t − τn).
Nous allons démontrer que la suite (φ(τn, t− τn, uτn)) contient une suite extraite qui
converge dans E(ε).
B̂ est absorbant rétrograde, cela implique que, pour tout k � 0, il existe τD̂(k) � 0
satisfait

φ(τ, t− τ − k,D(t− τ − k)) ⊂ B(t− k), ∀τ � τD̂(k).

Alors, pour τ � τD̂(k) + k, φ(τ − k, t − τ,D(t − τ)) ⊂ B(t − k), i.e., il existe une
suite {wk, k � 0} ⊂ E(ε), où wk ∈ B(t− k), et une suite {(τn′ , uτn′ )} ⊂ {(τn, uτn)}
telles que

φ(τn′ − k, t− τn′ , uτn′ ) ⇀ wk faible dans E(ε).

D’après la Proposition 6.11, nous avons

w0 = (faible) lim
n′→∞

φ(τn′ , t− τn′ , uτn′ )

= (faible) lim
n′→∞

φ
(
k, t− k, φ(τn′ − k, t− τn′ , uτn′ )

)
= φ

(
k, t− k, (faible) lim

n′→∞
φ(τn′ − k, t− τn′ , uτn′ )

)
,

i.e., w0 = φ(k, t− k, wk), ∀k � 0. Alors

‖w0‖E � lim inf
n′→∞

‖φ(τn′ , t− τn′ , uτn′ )‖E. (6.68)
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Nous démontrons ensuite

lim sup
n′→∞

‖φ(τn′ , t− τn′ , uτn′ )‖E � ‖w0‖E. (6.69)

Pour cela, nous multiplions (6.32) par ū, nous obtenons, en particulier,

d

dt
‖ū‖2

E + c‖ū‖2
E � k1 + 2((m, ū))−1.

En intégrant entre t− τ et t

‖φ(τ, t− τ, uτ )‖2
E � k1e

c(τ−t) + ‖uτ‖2
Ee

−cτ

+2

∫ t

t−τ

ec(ζ−t)((m(ζ), φ(ζ − t+ τ, t− τ, uτ )))−1dζ. (6.70)

Nous avons

φ
(
k, t− k, φ(τn′ − k, t− τn′ , uτn′ )

)
= φ(k + τn′ − k, t− τn′ , uτn′ )

= φ(τn′ , t− τn′ , uτn′ ),

alors par (6.70)

‖φ(τn′ , t− τn′ , uτn′ )‖2
E = ‖φ(k, t− k, φ(τn′ − k, t− τn′ , uτn′ )

)‖2
E

� k1e
c(k−t) + e−ck‖φ(τn′ − k, t− τn′ , uτn′ )‖2

E

+2

∫ t

t−k

ec(ζ−t)((m(ζ), φ
(
ζ− t+k, t−k, φ(τn′ −k, t− τn′ , uτn′ )

)
))−1dζ. (6.71)

Or,
φ(τn′ − k, t− τn′ , uτn′ ) ∈ B(t− k), ∀τn′ � τD̂(k) + k, k � 0,

alors
lim sup

n′→∞

(
e−ck‖φ(τn′ − k, t− τn′ , uτn′ )‖2

E

)
� e−ckR2(t− k).

Nous avons

φ(τn′ − k, t− τn′ , uτn′ ) ⇀ wk faiblement dans E(ε),

alors, d’après la Proposition 6.11,

φ
(
(·−t+k, t−k, φ(τn′−k, t−τn′ , uτn′ )

)
⇀ φ(·−t+k, t−k, wk) faible dans L2(t−k, t;H−1(Ω)).

Donc

lim
n′→∞

∫ t

t−k

ec(ζ−t)((m(ζ), φ(ζ−t+k, t−k, φ(τn′−k, t−τn′ , uτn′ )) ))−1dζ
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=

∫ t

t−k

ec(ζ−t)((m(ζ), φ(ζ − t+ k, t− k, wk) ))−1dζ.

Par (6.71)

lim sup
n′→∞

‖φ(τn′ , t− τn′ , uτn′ )‖2
E � k1e

c(k−t) + e−ck
(
R(t− k)

)2

+2

∫ t

t−k

ec(ζ−t)((m(ζ), φ(ζ− t+k, t−k, wk) ))−1dζ. (6.72)

D’autre part, nous avons par (6.70)

‖w0‖2
E = ‖φ(k, t− k, wk)‖2

E � k1e
c(k−t)

+‖wk‖2
Ee

−ck+2

∫ t

t−k

ec(ζ−t)((m(ζ), φ(ζ−t+k, t−k, wk) ))−1dζ. (6.73)

Nous déduisons par (6.72) et (6.73)

lim sup
n′→∞

‖φ(τn′ , t−τn′ , uτn′ )‖2
E � e−ck

(
R(t−k))2

+‖w0‖2
E−‖wk‖2

Ee
−ck

� e−ck
(
R(t− k)

)2
+ ‖w0‖2

E, (6.74)

où

e−ck
(
R(t− k)

)2
=

2e−c(t+k)

c

∫ t−k

−∞
ecζ‖m(ζ)‖2

Edζ −−−→
k→∞

0,

alors, par (6.74), nous obtenons (6.69). D’après (6.68) et (6.69)

lim
n′→∞

‖φ(τn′ , t− τn′ , uτn′ )‖2
E = ‖w0‖2

E.

Ceci implique, avec la convergence faible, la convergence forte dans E(ε) de φ(τn′ , t−
τn′ , uτn′ ) vers w0, et donc φ est asymptotiquement compact.
En appliquant le Théorème 2.25 nous avons l’existence d’une famille d’attracteurs
rétrogrades dans E(ε) de la forme

Â :=
{
A(t), Λ(B̂, t) =

⋂
s�0

(⋃
τ�s

φ(τ, ϕ−τ t, B(ϕ−τ t))
)
, t ∈ R, τ � 0

}
, (6.75)

où B̂ est la famille d’ensembles absorbants rétrogrades définie par (6.67). Ceci n’as-
sure pas l’unicité. �
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6.6.3 L’unicité de l’attracteur

Nous démontrons que l’attracteur global rétrograde défini par (6.75) est unique.
Pour cela il faut montrer que Â est une famille bornée rétrograde, i.e., Â ∈ D, voir
la remarque 4.12.
L’idée de la preuve est de montrer que l’application φ(·, ·, ·) admet une décomposition
de la forme

φ(τ, ϕ−τ t, B(t)) = P (τ, t) +N(τ, t), (6.76)
où, lim

τ→∞
‖P (τ, t)‖E = 0, et N(τ, t) est un sous-ensemble compact dans E(ε). Pour

notre problème, B̂ est une famille d’ensembles absorbants rétrogrades et φ admet la
décomposition (6.76), où P (τ, t) = 0 et N(τ, t) est un sous-ensemble compact dans
E(ε) (puisque φ est asymptotiquement compact dans E(ε)). De plus, si on montre
l’estimation suivante

‖N(τ, t)‖E = h <∞, (6.77)
alors Â est une famille bornée rétrograde, et nous avons l’unicité de l’attracteur
d’après le Lemme 4.13 et le Lemme 4.14.
Pour cela, en multipliant (6.32) par ū nous obtenons (6.65) et par définition de
l’attracteur rétrograde ; (6.75), nous avons

‖N(τ, t)‖2
E = ‖φ(τ, t− τ, uτ )‖2

E <
(
R(t)

)2
<∞, (par (6.62))

pour uτ ∈ B, et t− τ � max{t0, t1}. Nous avons alors l’unicité de l’attracteur.

6.6.4 Dimension de l’attracteur

Nous allons montrer ici que la dimension de l’attracteur rétrograde global du
problème de Cahn-Hilliard visqueux est finie dans l’espace E(ε). Pour cela, nous
appilquons le résultat suivant.

Théorème 6.13. ( [10] et Théorème 4.16 pour le modèle de Cahn-Hilliard)
Supposons qu’il existe K0, K1, θ > 0, telles que

‖A(t)‖+
E := sup

y∈A(t)

‖y‖E � K0|t|θ +K1, ∀t ∈ R, (6.78)

et, pour tout t ∈ R il existe T ∗ = T ∗(t), � = �(t, T ∗) ∈ [1,+∞), δ = δ(t, T ∗) ∈
(0, 1/

√
2) et N = N(t), telles que

pour tout u, v ∈ A(τ), τ � t− T ∗,

‖φ(T ∗, τ, u) − φ(T ∗, τ, v)‖E � �‖u− v‖E, (6.79)

‖QN

(
φ(T ∗, τ, u) − φ(T ∗, τ, v)

)‖E � δ‖u− v‖E, (6.80)
où QN est le projecteur de E(ε) dans un sous espace E(ε)⊥N de la dimension N ∈ N.
Alors, pour tout η = η(t) > 0, tel que σ = σ(t) = (6

√
2�)N(

√
2δ)η < 1, nous

obtenons l’inégalité suivante

dE(ε)(A(t)) � df (A(t)) � N + η. (6.81)
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Dans ce qui suit nous supposons que m vérifie l’hypothèse suivante :

∃r � 0, ‖m(t)‖E � c1|t|r + c2, ∀t ∈ R, (6.82)

ainsi que les hypothèses du Théorème 6.12. Nous avons les résultats suivants.

Lemme 6.14. Pour m vérifie (6.82) nous avons, pour tout t ∈ R, l’existence de
B0(t), borné dans E(ε), tel que

φ(t− τ, τ,D(τ)) ⊂ B0(t), ∀D̂ ∈ D. (6.83)

Démonstration.
Multiplions

∂

∂t

(
(−Δ)−1ū+ εū

)− Δū+ f(u) =< f(u) > +(−Δ)−1m,

par ū, procédons comme précédemment, nous avons

d

dt
‖ū‖2

E + |∇u|2 + b2p

∫
Ω

u2pdx � 2k1 + c
(
c1|s|r + c2

)2
, (6.84)

d

dt
‖ū‖2

E + c‖ū‖2
E + b2p

∫
Ω

u2pdx � 2k1 + c
(
c1|s|r + c2

)2
.

Grâce au lemme de Gronwall, ‖u‖E � ‖ū‖E +m0,

‖u(t)‖2
E � e−c(t−τ)‖ūτ‖2

E +m2
0 +

∫ t

τ

e−c(t−s)
(
2k1 + c(c1|s|r + c2)

2
)
ds,

donc la boule
B0(t) := {y ∈ E(ε), ‖u‖E �

√
K(t) + α};

K(t) :=

∫ t

−∞
e−c(t−s)

(
2k1+c(c1|s|r+c2)2

)
ds et α = m2

0+e
−c(t−τ)‖ūτ‖2

E � 0, (6.85)

vérifie (6.83). �

Lemme 6.15. Pour tout t ∈ R, t0 < t, il existe B1(t0, t) borné dans E1(ε) et
compact dans E(ε) tel que,
∀D̂ ∈ D, il existe T = T (D̂, t0) < t0,

φ(t− τ, τ,D(τ)) ⊂ B1(t0, t), ∀τ � T.

Démonstration.
Multiplions

∂

∂t

(
u+ ε(−Δ)u

)
+ Δ2u− Δf(u) = m,
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par u

1

2

d

dt

(|u|2 + ε|∇u|2) + |Δu|2 + b2p

∫
Ω

u2p−2|∇u|2dx � c‖u‖2
E1

+ c′|m|2,

d

dr
‖u‖2

E1
� c′‖m(r)‖2

E + c‖u‖2
E1
. (6.86)

Posons a1 = a1(t) =
∫ t

t0
|m(r)|2dr, a2 = a2(t) = ec(t−t0). supposons que t0 � s �

r � t et multiplions (6.86) par e−c(r−t0)

d

dr

(
e−c(r−t0)‖u‖2

E1

)
� c′|m(r)|2e−c(r−t0) � c′|m(r)|2.

Intégrons entre s et t

‖u(t)‖2
E1

� ec(t−s)‖u(s)‖2
E1

+ ec(t−t0)

∫ t

s

|m(r)|2dr,

|u|2 + ε|∇u|2 � 2
(|ū|2+ < u >2

)
+ ε|∇u|2

� (c+ ε)|∇u|2 + 2m2
0.

Ce qui donne
‖u(t)‖2

E1
�
(
(c+ ε)|∇u|2 + 2m2

0 + a1

)
a2.

Enfin, intégrons par rapport à s sur (t0, t)

(t− t0)‖u(t)‖2
E1

�
(
(c+ ε)

∫ t

t0

|∇u(s)|2ds+
(
a1 + 2m2

0

)
(t− t0)

)
a2.

Le terme
∫ t

t0
|∇u(s)|2ds est majoré par (6.84) comme suit ;∫ t

t0

|∇u(s)|2ds � R(t0, t), R(t0, t) = 2k1(t−t0)+c
∫ t

t0

(
c1|s|r+c2

)2
ds+K(t)+α.

Alors, l’ensemble

B1(t0, t) :=
{
u ∈ E1(ε), ‖u‖2

E1
�
(
(c+ ε)

R(t0, t)

t− t0
+ a1 + 2m2

0

)
a2

}
est l’ensemble recherché. �

Théorème 6.16. Le cocycle φ possède un attracteur global rétrograde Â = {A(t)}t∈R.
De plus, ∃K0, K1, θ > 0 telles que

‖A(t)‖+
E � K0|t|θ +K1, ∀t ∈ R, (6.87)

i.e., Â ∈ D.
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Démonstration.
Nous avons déjà montré l’existence d’une famille d’attracteurs rétrogrades, et par
l’unicité, i.e., la famille {A(t)}t∈R est bornée rétrograde, nous avons Â ∈ D. Nous
trouvons (6.87).
Puisque A(t) ⊂ B0(t) (par (6.83)), nous avons

‖B0(t)‖+
E := sup

y∈B0(t)

‖y‖E �
√
K(t) + α,

où K(t) et α sont donnés par (6.85). Nous obtenons de ce calcul, l’existence de
r1 > 0, R1 et R2 tels que

‖B0‖+
E � R1|t|r1 +R2,

ce qui donne (6.87). �
Théorème 6.17. L’attracteur global rétrograde du problème de Cahn-Hilliard vis-
queux est de dimension finie,

dE(A(t)) � df (A(t)) <∞.

De plus, il existe L1 > 0, dépend de Ω, de ε et de n, telle que

dE(A(t)) � df (A(t)) � L1(C)
n
2 , (6.88)

où C est la constante donnée par f ′(s) � −C.

Démonstration.
Pour montrer que l’attracteur rétrograde est de dimension finie nous appliquons le
Théorème 6.13. D’après (6.87) nous trouvons la première inégalité de ce théorème.
Soient u1 et u2 deux solutions différentes correspondant à m. Pour simplifier on
prend < u1 >=< u2 >, sinon on fait exactement comme dans la section 5.9.2 et
nous obtenons le même résultat. Posons w := u1 − u2. Alors

∂

∂t

(
(−Δ)−1w + εw

)− Δw + f(u1) − f(u2) = 0. (6.89)

Multiplions par w, notons que < w >= 0 et que

‖w‖2
E = ‖w‖2

−1 + ε|w|2 � ‖w‖2
−1,

1

2

d

dt
‖w‖2

E + |∇w|2 � C|w|2

� cC|∇w| ‖w‖−1

� 1

2
|∇w|2 + c2C‖w‖2

−1

� 1

2
|∇w|2 + c1‖w‖2

E, c1 := c2C.

212



6.6 L’attracteur rétrograde

où les constantes ne dépendent pas de ε. Nous avons, en particulier,

d

dt
‖w‖2

E − 2c1‖w‖2
E � 0

‖w(t)‖2
E � e2c1(t−τ)‖w(τ)‖2

E, (6.90)

ou
‖u1(τ + T ∗) − u2(τ + T ∗)‖2

E � e2c1T ∗‖u1(τ) − u2(τ)‖2
E.

Nous avons alors la deuxième inégalité du Théorème 6.13, où �(t, T ∗) = ec1T ∗
.

Soit w est comme précédemment et soit QN le projecteur de E(ε) dans un sous
espace E(ε)⊥N . Multiplions (6.89) par QNw(s)

1

2

d

ds
‖QNw(s)‖2

E + |∇QNw(s)|2 � C|w(s)|2.

D’après (6.90)

d

ds
‖QNw(s)‖2

E + 2|∇QNw(s)|2 � 2c′e2c1(s−τ)‖u1(τ) − u2(τ)‖2
E,

‖QNw(s)‖2
E = ‖QNw(s)‖2

−1 + ε|QNw(s)|2 � (c+ ε)|QNw(s)|2

� λ−1
N+1(c+ ε)|∇QNw(s)|2.

Il vient alors

d

ds
‖QNw(s)‖2

E + 2λN+1(c+ ε)−1‖QNw(s)‖2
E � 2c′e2c1(s−τ)‖u1(τ) − u2(τ)‖2

E.

Multiplions par e2cλN+1(s−τ), c := (c+ ε)−1 > 0

d

ds

(
e2cλN+1(s−τ)‖QNw(s)‖2

E

)
� 2c′e2(c1+cλN+1)(s−τ)‖u1(τ) − u2(τ)‖2

E.

Intégrons sur (τ, τ + T ∗),

‖QNw(τ +T ∗)‖2
Ee

2cλN+1T ∗ � ‖u1(τ)− u2(τ)‖2
E

(
1 +

c′

c1 + cλN+1

(
e2(c1+cλN+1)T ∗ − 1

))
.

Ce qui donne

‖QNw(τ + T ∗)‖2
E
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� ‖u1(τ) − u2(τ)‖2
E

(
e−2cλN+1T ∗

+
c′

c1 + cλN+1

e2c1T ∗ − c′

c1 + cλN+1

e−2cλN+1T ∗
)

� ‖u1(τ) − u2(τ)‖2
E

(c1 + cλN+1 − c′

c1 + cλN+1

e−2cλN+1T ∗
+

c′

c1 + cλN+1

e2c1T ∗
)

� ‖u1(τ) − u2(τ)‖2
E

(
e−2cλN+1T ∗

+
c′

c1 + cλN+1

e2c1T ∗
)
, pour c′ � 0

= δ2(t, T ∗, N)‖u1(τ) − u2(τ)‖2
E.

Pour vérifier (6.80) du Théorème 6.13, il faut bien choisir T ∗ et N = N(t) pour
avoir δ = δ(t, T ∗, N) < 1√

2
. Et alors nous obtenons df (A(t)) � N + η, (d’après le

Théorème 6.13), où η est donné par la condition suivante(
6
√

2�(t)
)N(√

2δ(t)
)η

= σ(t) < 1.

Pour démontrer (6.88), nous avons

∃D > 0 telle que
λN

N
2
n

� D, ∀N ∈ N.

Posons η = N , donc

σ(t) =
(
12δ(t)�(t)

)2N

= 122N
(
e−2cλN+1T ∗+2c1T ∗

+
c′

c1 + cλN+1

e4c1T ∗
)N

.

Posons γ = 12. Nous devons choisir T ∗ et λN+1 tels que

e−2(cλN+1−c1)T ∗
=

1

2γ2
, (6.91)

c′

c1 + cλN+1

e4c1T ∗ � 1

2γ2 + α
, α > 0. (6.92)

Ce qui donne

T ∗ =
log 2γ2

2(cλN+1 − c1)
,

et l’inégalité (6.92) sera satisfaite si nous avons

(cλN+1 − c1) log
( c1 + cλN+1

c′(2γ2 + α)

)
� 4c1log (

√
2γ).

En utilisant λN+1 � D(N + 1)
2
n , nous obtenons

(cλN+1 − c1) log
( c1 + cλN+1

c′(2γ2 + α)

)
�
(
cD(N + 1)

2
n − c1

)
log

(c1 + cD(N + 1)
2
n

c′(2γ2 + α)

)
.
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En choisissant N = N(t) telle que

cD(N + 1)
2
n � 5c1 et

c1 + cD(N + 1)
2
n

c′(2γ2 + α)
�

√
2 γ,

et donc l’inégalité (6.92) est satisfaite si

(N + 1)
2
n � 5c1

cD
=

5c2C

cD
, où c = (c+ ε)−1.

Donc
N �

(5c2C

cD

)n
2 − 1.

Alors, en choisissant N telle que N �
(5c2(c+ ε)C

D

)n
2 , nous avons

df (A(t)) � 2N � L1(C)
n
2 , L1 =

(5c2(c+ ε)

D

)n
2 > 0.

�

6.7 L’attracteur exponentiel rétrograde

6.7.1 Généralités

Nous allons chercher un attracteur exponentiel rétrograde du problème de Cahn-
Hilliard visqueux suivant :

∂

∂t

(
u+ ε(−Δ)u

)
+ Δ2u− Δf(u) = m(t), (6.93)

∂u

∂n
=
∂Δu

∂n
= 0 sur Γ,

u(τ, x) = u0(x).

f est un polynôme de degree (2p−1), défini comme auparavant, etm est une fonction
dépendant de t et vérifiant les hypothèses suivantes :

(A1) m ∈ L2
loc(R, E(ε)) et

∫
Ω
mdx = 0,

(A2)

Mm(t) := sup
r�t

∫ r

r−1

‖m(s)‖2
Eds <∞, pour tout t ∈ R,

(A3) il existe t0 ∈ R et q > 2 tels que

Mm,q(t0) := sup
r�t0

∫ r

r−1

‖m(s)‖q
Eds <∞.
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u est la solution du problème (6.93), de moyenne constante. Supposons ici que
| < u0 > | � M ou | < u > | � M .

Nous définissons, pour tout δ > 0, K > 0 et B ⊂ E(ε), l’ensemble Sδ,K(B) d’appli-
cations S : E(ε) → E(ε) telles que S(Oδ(B)) ⊂ B et

‖Su1 − Su2‖E � K‖u1 − u2‖E, pour tout u1, u2 ∈ Oδ(B),

où Oδ(B) := {u ∈ E(ε) : inf
w∈B

‖u−w‖E < δ}. Et la métrique dans Sδ,K(B) est définie
par

‖S1 − S2‖Sδ,K(B) := sup
u∈Oδ(B)

‖S1u− S2u‖E.

Nous définissons pour le problème (6.93) une famille d’applications Um,t0 telle que

Um,t0 := {Um(t, τ) : τ � t � t0},

Um(t, τ)u0 := u(t; τ, u0), τ � t � t0, u0 ∈ E(ε).

Pour t0 ∈ R, nous notons par U(E(ε), t0) la classe de toutes les familles U =
{U(t, s) : s, t ∈ R, s � t � t0} d’applications U(t, s) : E(ε) → E(ε), tels que

1. U(s, s) = Id, pour tout s ∈ R.

2. U(t, r)U(r, s) = U(t, s), pour tout s � r � t.

Par cette définition, Um,t0 ∈ U(E(ε), t0), pour t0 ∈ R.

6.7.2 Estimation a priori

Estimation de ‖u(t)‖2
E

Soit u(t) = u(t; τ, u0) une solution. Alors

∂

∂t

(
(−Δ)−1ū+ εū

)− Δu+ f(u) = (−Δ)−1m(t)+ < f(u) > .

Multiplions par ū, ū = u− < u > donc < ū >= 0,

1

2

d

dt
‖ū‖2

E + |∇u|2 + (f(u), u) � | < u > |
∫

Ω

|f(u)|dx+ ‖m‖−1‖ū‖−1.

Nous avons

‖ū‖2
−1 � c1|∇u|2,

|ū|2 � c2|∇u|2.
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Donc

1

2

d

dt
‖ū‖2

E + c‖ū‖2
E +

1

2
pb2p

∫
Ω

u2pdx � 1

2
k1 +

c

2
‖ū‖2

−1 +
1

2c
‖m‖2

−1

� 1

2
k1 +

c

2
‖ū‖2

E +
1

2c
‖m‖2

E.

En particulier,

d

dt
‖ū‖2

E + c‖ū‖2
E � k1 +

1

c
‖m‖2

E.

Nous avons
d < u >2

dt
= 0,

d

dt

(‖ū‖2
E + (1 + ε) < u >2

)
+ c

(‖ū‖2
E + 2 < u >2

)
� k′1 +

1

c
‖m‖2

E,

k′1 dépend de M et de Ω.

d

dt

(‖ū‖2
E + (1 + ε) < u >2

)
+ c

(‖ū‖2
E + (1 + ε) < u >2

)
� k′1 +

1

c
‖m‖2

E, (6.94)

les constantes k′1 et c sont positives et indépendantes de ε. Multipliant par ect et
intégrant sur [τ, t], t � τ , nous avons

‖u(t)‖2
E � e−c(t−τ)‖u0‖2

E +k2

(
1−e−c(t−τ)

)
+

1

c
e−ct

∫ t

τ

ecs‖m(s)‖2
Eds,

‖u(t)‖2
E � e−c(t−τ)‖u0‖2

E + k2 +
1

c
e−ct

∫ t

τ

ecs‖m(s)‖2
Eds, (6.95)

pour tout t � τ .
Nous estimons le dernier terme.

e−ct

∫ t

τ

ecs‖m(s)‖2
Eds � e−ct

∫ t

−∞
ecs‖m(s)‖2

Eds

= e−ct

∞∑
n=0

ec(t−n)

∫ t−n

t−(n+1)

‖m(s)‖2
Eds

� (1 − e−ct)−1Mm(t)

� (1 + c−1)Mm(t).

Ce qui donne d’après (6.95)

‖u(t)‖2
E � e−c(t−τ)‖u0‖2

E + c−1(1 + c−1)Mm(t) + k2, (6.96)
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pour tout t � τ .
Soit D un borné de E(ε), où ‖D‖E := max

(
1, sup

v∈D
‖v‖E

)
. Nous avons alors par (6.96)

‖u(t; τ, u0)‖2
E � 1 + c−1(1 + c−1)Mm(t0), (6.97)

pour tout t � t0, τ � t− 2
c
log

(
C1‖D‖E

)
, et pour u0 ∈ D.

τ dans la relation précédente est trouvé par

e−c(t−τ)‖D‖2
E + k2 � 1,

et donc
τ � t− 2

c
log

(
C1‖D‖E

)
, C1 = k2.

Nous avons alors le résultat suivant.

Proposition 6.18. Soit D ⊂ E(ε) un borné. Alors

‖Um(t, τ)u0‖E � Cm(t0), pour tout t � t0, τ � t−2

c
log

(
C1‖D‖E

)
, u0 ∈ D. (6.98)

Estimation pour la différence entre deux solutions

Proposition 6.19. Il existe une fonction positive L = L(t, τ), indépendante de m
et de ε, telle que

‖Um(t, τ)u01 − Um(t, τ)u02‖E � L‖u01 − u02‖E. (6.99)

Démonstration.
Soient u1(t) = Um1(t, τ)u01 et u2(t) = Um2(t, τ)u02 deux solutions de (6.93). Posons
u(t) = u1(t) − u2(t), m(t) = m1(t) −m2(t) et < u1 >=< u2 >. Nous avons

∂

∂t

(
(−Δ)−1u+ εu

)− Δu+ f(u1) − f(u2) = (−Δ)−1m,

u(τ) = u01 − u02.

Multiplions par u, par interpolation et f ′ � −c,
1

2

d

dt

(‖u‖2
−1 + ε|u|2) + |∇u|2 � c|u|2 + ‖m‖−1‖u‖−1

� 1

2
|∇u|2 + c‖u‖2

E + c1‖m‖2
E,

d

dt
‖u‖2

E � c‖u‖2
E + c1‖m‖2

E,

‖u(t)‖2
E � ‖u0‖2

Ee
c(t−τ) + c1

∫ t

τ

ec(t−s)‖m(s)‖2
Eds. (6.100)

Pour m correspond les deux solutions, nous trouvons (6.99) où L(t, τ) = e
c
2
(t−τ),

t � τ .
Pour < u1 >�=< u2 > nous faisons comme dans la section 5.9.2, où f(s) = s3 − s,
et nous obtenons par (5.116) l’estimation (6.99), où L(t, τ) = e

c
2
(t−τ). �
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Estimation de ‖Um(t, τ)u0 − u0‖E

Posons w(t) := u(t) − u0 = Um(t, τ)u0 − u0. w vérifie, notons que < w >= 0,

∂

∂t

(
(−Δ)−1w + εw

)− Δu+ f(u) = (−Δ)−1m+ < f(u) > .

Multiplions par w

1

2

d

dt

(‖w‖2
−1 + ε|w|2) = (Δu,w) − (f(u), w) + ((−Δ)−1m,w)

= −|∇w|2 − (∇u0,∇w) − (f(u), u) + (f(u), u0) + ((−Δ)−1m,w).

d

dt
‖w‖2

E + 2|∇w|2 + 2(f(u), u)

� c|∇u0|2 + 2|(f(u), u0)| − 2|(f(u0), u0)| + 2|((−Δ)−1m,w) + 2|(f(u0), u0)|,
d

dt
‖w‖2

E + 2|∇w|2 + c1‖u‖2p
L2p � k1 + c|∇u0|2+

+2|(f(u), u0)| − 2|(f(u0), u0)| + |((−Δ)−1m,w) + 2|(f(u0), u0)|,

|(f(u), u0)| − |(f(u0), u0)| � |(f(u) − f(u0), u0)|

� c|f(u) − f(u0)|2 + |u0|2

�
(∫

Ω

(|u|2p−2 + |u0|2p−2 + 1
)|w|dx)2

+ |u0|2

�
(∫

Ω

(|u|4p−4 + |u0|4p−4 + 1
)
dx
)
|w|2 + |u0|2.

Nous avons alors, pour p = 2,

|(f(u), u0)| − |(f(u0), u0)| � c|w|2 + |u0|2

� 1

2
|∇w|2 + c‖w‖2

−1 + |u0|2.

En particulier, et par |f(u0)| � c1|u0|4 + c2,

d

dt
‖w‖2

E � k′1 + c1|∇u0|2 + c′|u0|2 + |u0|8 + c−1‖m‖2
E + c‖w‖2

E.

En intégrant entre τ et t, t > τ , et notons que w(τ) = 0,

‖Um(t, τ)u0 − u0‖2
E

�
(
k′1(t− τ) + c1|∇u0|2(t− τ) + c′

(|u0|2 + |u0|8
)
(t− τ) + c−1

∫ t

τ

‖m(s)‖2
Eds

)
ec(t−τ),

(6.101)
pour tout τ � t et u0 ∈ H1(Ω).
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6.7.3 Théorème d’existence d’attracteur exponentiel rétro-
grade

Pour trouver un attracteur exponentiel rétrograde du problème de Cahn-Hilliard
visqueux nous appliquons [43], Théorème 2.3, et pour cela, il faut vérifier les condi-
tions suivantes (déjà vu au chapitre 4) :

(H0) Nous fixons τ0 > 0. Alors, pour tout B ⊂ E(ε), ensemble borné et fermé
dans E(ε),

Um(t, t− τ0) ∈ Sδ,K(B), ∀t � t0. (6.102)

(H1) Il existe C0 > 0, 0 < ε0 � τ0 et γ > 0 tels que
pour tout t � t0, τ0 � r � 2τ0, 0 � s � ε0 et v ∈ Oδ(B),

‖Um(t, t− r)v − Um(t− s, t− r − s)v‖E � C0|s|γ.
(H2) Il existe une constante CB > 0 telle que

‖Um(t, t− s)v − Um(t− s, t− r − s)w‖E � CB‖v − w‖E,

pour tout v, w ∈ B, pour t � t0, 0 � s � 2τ0.
(H3) Il existe C ′

0 > 0 et γ′ > 0 telles que
pour tout t � t0, τ0 � r � 2τ0, 0 � s � ε0 et v ∈ B,

‖Um(t, t− r)v − Um(t− s, t− r)v‖E � C ′
0|s|γ

′
.

(H4) Pour tout t > t0 et D1, D2 deux bornés de E(ε), il existe une constante
L(t,D1, D2) > 0 telle que

‖Um(t, t0)v−Um(t, t0)w‖E � L(t,D1, D2)‖v−w‖E, pour tout v ∈ D1, w ∈ D2.

Considérons l’ensemble B := {u ∈ E(ε) : ‖u‖E � Cm(t0)}, et posons τ0 := 1 +
2c−1 log

(
C1 max{1, 1 + Cm(t0)}

)
.

Nous avons, pour δ = 1, O1(B) := {u ∈ E(ε) : inf
w∈E(ε)

‖u− w‖E < 1}.
D’après la Proposition 6.18, nous avons

‖Um(t, t− τ0)u0‖E � Cm(t0),

pour tout t � t0, t−τ0 � t−c−1 log
(
C1‖O1(B)‖E

)
, u0 ∈ O1(B). Posons ‖O1(B)‖E :=

max 1, C1(1 + Cm(t0)).
D’après la Proposition 6.19

‖Um(t, t− τ0)u01 −Um(t, t− τ0)u02‖E � K‖u01 − u02‖E,

où K = e
c
2
τ0 . Alors Um(t, t− τ0) ∈ S1,K(B) pour tout t � t0.

La continuité de l’opérateur Um(t, s) : E(ε) → E(ε), pour tout s � t, se déduit de
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l’estimation (6.100).

Um satisfait (H2) et (H4)
Nous avons par la Proposition 6.19

‖Um(t, t− s)u01 − Um(t, t− s)u02‖E � e
c
2
s‖u01 − u02‖E,

pour tout t � t0, s ∈ [0, 2τ0], u01, u02 ∈ B.
Alors Um satisfait (H2) avec CB = ecτ0 . Um satisfait également (H4) grâce à l’esti-
mation (6.100) où L(t,D1, D2) = e

c
2
(t−t0).

Um satisfait (H1) et (H3)
Posons u(t) = Um(t, τ)u0. Pour s � 0, t− s � τ , nous avons

u(t) − u(t− s) =

∫ t

t−s

∂u

∂t
(θ)dθ,

‖Um(t, τ)u0 − Um(t− s, τ)u0‖E �
∫ t

t−s

‖∂u
∂t

(θ)‖Edθ

� s
1
2

(∫ t

t−s

‖∂u
∂t

(θ)‖2
Edθ

) 1
2
. (6.103)

Pour estimer le terme
∫ t

t−s
‖∂u
∂t

(θ)‖2
Edθ nous multiplions l’équation

∂

∂t

(
(−Δ)−1ū+ εū

)− Δū+ f(u) =< f(u) > +(−Δ)−1m

par
∂u

∂t
, <

∂u

∂t
>= 0,

‖∂u
∂t

‖2
E +

1

2

d

dt

(|∇u|2 + 2

∫
Ω

g(u)dx
)

� c‖m‖2
−1 +

1

2
‖∂u
∂t

‖2
−1

� c‖m‖2
E +

1

2
‖∂u
∂t

‖2
E.

En intégrant sur [t− s, t] et sur [0, t− s] nous avons∫ t

t−s

‖∂u
∂t

‖2
E + |∇u(t)|2 + 2

∫
Ω

g(u(t))dx � c

∫ t

0

‖m(θ)‖2
Edθ + |∇u0|2 + 2

∫
Ω

g(u0)dx

� const. (par (A2)).

Nous déduisons par (6.103)

‖Um(t, τ)u0 −Um(t− s, τ)u0‖E � ĉ1s
1
2 , (6.104)
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pour tout t � t0, 0 � s � 1, τ � t− 2c−1 log
(
C1‖O1(B)‖E

)
, u0 ∈ O1(B).

Soit r � τ0. Alors

t− r � t− 1 − 2c−1 log
(
C1‖O1(B)‖E

)
. (6.105)

Par (6.104) et (6.105)

‖Um(t, t−r)u0−Um(t−s, t−r)u0‖E � ĉ1s
1
2 , (6.106)

pour tout t � t0, 0 � s � 1, r � τ0, u0 ∈ O1(B).
Donc Um satisfait (H3) avec γ′ = 1

2
. De plus

‖Um(t, t− r)u0 − Um(t− s, t− s− r)u0‖E

� ‖Um(t, t− r)u0 − Um(t− s, t− r)u0‖E

+ ‖Um(t− s, t− r)u0 − Um(t− s, t− s− r)u0‖E. (6.107)

D’après (6.100), nous avons

‖Um(t− s, t− r)u0 − Um(t− s, t− s− r)u0‖E

= ‖Um(t− s, t− r)u0 − Um(t− s, t− r)Um(t− r, t− r − s)u0‖E

� e
c
2
(r−s)‖u0 − Um(t− r, t− r − s)u0‖E

� ecτ0‖u0 − Um(t− r, t− r − s)u0‖E, τ0 � r � 2τ0, 0 � s � 1. (6.108)

D’après (6.101)

‖u0 − Um(t− r, t− r − s)u0‖E � C̃1s
1
2 + c−

1
2

(∫ t−r

t−r−s

‖m(θ)‖2
Edθ

) 1
2
, (6.109)

où C̃1 =
(
k′1 + c1|∇u0|2 + c′(|u0|2 + |u0|8)

) 1
2 .

Pour 0 � s � 1 et t � t0, nous avons par l’inégalité de Hölder∫ t−r

t−r−s

‖m(θ)‖Edθ �
(∫ t−r

t−r−s

‖m(θ)‖q
Edθ

) 2
q
(∫ t−r

t−r−s

1dθ
) q−2

q
, pour q > 2,

donc ∫ t−r

t−r−s

‖m(θ)‖Edθ �
(
Mm,q(t0)

) 2
q
s

q−2
q . (6.110)
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Pour 0 � s � 1, s
1
2 � s

q−2
2q et par (6.109) et (6.110)

‖u0 −Um(t− r, t− r− s)u0‖E �
(
C̃1 + c−

1
2

(
Mm,q(t0)

) 1
q

)
s

q−2
2q , (6.111)

pour tout t � t0, 0 � s � 1, τ0 � r � 2τ0, u0 ∈ E(ε).
Nous déduisons par (6.106), (6.107) et (6.111)

‖Um(t, t−r)u0−Um(t−s, t−s−r)u0‖E � Ĉ2 s
q−2
2q , (6.112)

pour tout t � t0, 0 � s � 1, τ0 � r � 2τ0, u0 ∈ O1(B).
Alors Um satisfait (H1), avec δ = 1, ε = 1, C0 = Ĉ2.

Nous avons alors, en appliquant [43], Théorème 2.3 et Corollaire 1, le résultat suivant.

Théorème 6.20. Supposons que m dans le problème (6.93) vérifie les hypothèses
(A1), (A2) et (A3). Alors il existe une famille M̃Um := {M̃Um(t) : t ∈ R} d’en-
sembles non vides de E(ε) vérifiant

1. Um(t, τ)M̃Um(τ) ⊂ M̃Um(t), pour tout τ � t,

2. M̃T−τ Um(t) = M̃Um(t− τ), pour tout τ � 0 et t � t0 et
M̃T−τ Um(t) ⊂ M̃Um(t− τ), pour tout τ � 0 et t > t0,

où T−τUm(t, s) := Um(t− τ, s− τ)

3. Pour D ⊂ E(ε) borné,

distE(ε)(Um(t, t− τ)D,M̃Um(t)) � C̃1e
α̃sDe−α̃τ ,

pour tout τ � sD et pour t � t0

et

distE(ε)(Um(t, t− τ)D,M̃Um(t)) � Lm(t,D,MUm(t0))C̃1e
α̃(sD+t−t0)e−α̃τ ,

pour tout t > t0 et pour τ � sD + t − t0, où C̃1 et α̃ sont deux constantes
positives dépendantes de Ω et Mm(t0).

4. Pour tout t ∈ R, M̃Um(t) est compact dans E(ε) de dimension fractale finie
et, plus précisément,

dimF (M̃Um(t), E(ε)) �

⎧⎨⎩
Č1, si t � t0,
Č1

Lm(t,M̃Um(t0),M̃Um(t0))
, si t > t0,

telle que Č1 > 0 et dépend de Ω et Mm(t0),
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5. il existe l’attracteur global rétrograde de Um, {A(t)}t∈R, qui satisfait

A(t) ⊂ M̃Um(t), pour tout t ∈ R.

Et sa dimension fractale est finie et estimée par

dimF (A(t), E(ε)) �

⎧⎨⎩
Č1, si t � t0,
Č1

Lm(t,M̃Um(t0),M̃Um(t0))
, si t > t0,

6. pour tout 0 � r � 1 et pour t � t0,

distsymm
E(ε)

(
M̃Um(t),M̃Um(t− r)

)
� Č2|r|(k+1)γ,

tels que γ =
q − 2

2q
et Č2 et k sont deux constantes positives dépendantes de

Ω, q,Mm(t0) et Mm,q(t0).
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Conclusion

Ce travail a été porté sur les attracteurs pour des systèmes dissipatifs non auto-
nome.
Trois modèles d’équations aux dérivées partielles ont été étudiés :

i) l’équation de Navier-Stokes. Celle-ci a été étudiée en dimension deux sur un
domaine borné avec des conditions aux limites de Dirichlet homogène et des
conditions aux limites périodiques,

ii) l’équation de Cahn-Hilliard en petite dimension d’espace (1, 2 et 3), avec des
conditions aux limites de Neumann,

iii) l’équation de Cahn-Hilliard visqueuse en petite dimension d’espace (1, 2 et
3), avec des conditions aux limites de Neumann.

Ces modèle ont été étudiés dans le cas autonome et non autonome.
Pour des équations autonomes, nous avons démontré l’existence des attracteurs glo-
baux et d’attracteurs exponentiels. Les attracteurs exponentiels ont été démontrés
pour le problème de Navier-Stokes autonome en utilisant la prpriété de laminage.
Ainsi, l’existence d’attracteurs exponentiels, uniforme, rétrograde et exponentiels
rétrogrades pour des équations non autonomes. L’existence d’attracteurs exponen-
tiels a été prouvée en utilisant la propriété de régularisation dans ce cas. Nous avons
également construit une famille robuste d’attracteurs exponentiels, uniforme par
rapport à la perturbation, pour le modèle de Cahn-Hilliard visqueux.

Les résultats obtenus montrent qu’il serait intéressant d’ :
– Etudier d’autres équations, notamment pour les attracteurs exponentiels ré-

trogrades. Nous pensons notamment à des équations hyperboliques amorties
(typyquement l’equation d’onde amortie) et a des perturbations hyperboliques
de Cahn-Hilliard.

– Etudier la Continuité/robustesse par rapport a un paramètre.
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Attracteurs pour des systèmes dissipatifs non autonomes

Résumé L’objectif de notre recherche est d’étudier l’existence d’attracteurs de di-
mension finie pour trois modèles d’équations aux dérivées partielles non linéaires :
Navier-Stokes, Cahn-Hilliard et Cahn-Hilliard visqueux. En outre, nous étudions
ces modèles dans les cas autonome et non autonome. Dans le but de définir les
attracteurs pour chaque modèle nous avons démontré l’existence et l’unicité de la
solution, puis l’existence d’un ensemble borné absorbant. Nous avons démontré éga-
lement l’existence d’un attracteur global et d’attracteurs exponentiels dans le cas
autonome, ainsi que les attracteurs exponentiels, uniforme, rétrograde et exponen-
tiels rétrogrades dans le cas non autonome. Par ailleurs, nous avons démontré que
pour les deux derniers modèles, l’attracteur pullback est unique et de dimension
finie.
L’existence d’un paramètre ε, dans le modèle de Cahn-Hilliard visqueux, nous a
conduit à construire une famille robuste d’attracteurs exponentiels en étudiant la
limite ε tend vers zéro.

Mot-clefs
Equations de Navier-Stokes, équation de Cahn-Hilliard, équation de Cahn-Hilliard
visqueux, attracteur global, attracteur exponentiel, attracteur rétrograde, attracteur
uniforme, attracteur exponentiel rétrograde, attracteurs exponentiels robustes.

Attractors for some non-autonomous dissipative systems

Abstract The aim of our research is to study the existence of finite-dimensional
attractors associated with three nonlinear models of partial differential equations :
Navier-Stokes, Cahn-Hilliard and viscous Cahn-Hilliard. Furthermore, we study these
models both in the autonomous and non-autonomous cases. In order to define the at-
tractors for each model we have proved the existence and uniqueness of the solution
and then the existence of a bounded absorbing set. We have also proved the existence
of global and exponentials attractors in the autonomous case, as well as exponential,
uniform, pullback and pullback exponential attractors in the non-autonomous one.
In addition we have shown that for the last two models, the pullback attractor is
unique and with finite dimension.
The existence of a parameter ε in the viscous Cahn-Hilliard model has led us to
define a robust family of exponential attractors by studying the limit ε goes to zero.

Keywords
Navier-Stokes equations, Cahn-Hilliard equation, viscous Cahn-Hilliard equation,
global attractor, exponential attractor, pullback attractor, uniform attractor, pull-
back exponential attractor, robust exponential attractors.


