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Introduction

La théorie des attracteurs est trés importante pour décrire le comportement (&
long terme) des systémes dynamiques dissipatifs générés par des équations d’évolu-
tions qui modélisent des phénoménes physiques. En outre, il existe plusieurs types
d’attracteurs, chacun dépendant du type de probléeme & étudier.

Un attracteur global est un ensemble compact, invariant pour le semi-groupe qui
attire toutes les solutions du systéme lorsque le temps tend vers co. Cet attracteur
est minimal parmi les ensembles vérifiant cette définition. Dans la plupart des cas
celui-ci est de dimension finie au sens de la dimension fractale ou de Hausdorff,
voir [3], [40] et [70].

Par contre, 'attracteur global peut présenter un défaut important, la vitesse d’at-
traction peut étre lente et il est donc sensible aux perturbations. Afin de remédier
a cette difficulté la notion d’attracteur exponentiel a été proposée par Eden et al.
dans [25] . Celui-ci est un ensemble compact, de dimension fractale finie et attire a
vitesse exponentielle les solutions du systéme. Il contient I'attracteur global et est
beaucoup plus robuste face aux perturbations et n’est pas nécessairement unique
contrairement a l’attracteur global.

Les attracteurs exponentiels ont été d’abord construits pour plusieurs types d’équa-
tions en démontrant la propriété de laminage qui n’est valable que dans des espaces
de Hilbert et n’est pas vraie pour les espaces de Banach, voir [2], [24], [25] et [52].
Récement, Efendiev, Miranville et Zelik donnent dans |26] une construction d’at-
tracteurs exponentiels plus générale, pour des espaces de Banach, en vérifiant une
propriété de régularisation sur la différence de deux solutions.

Dans le cas non autonome on fait appel & une famille de processuss, ou la dépen-
dance du temps initial 7 est aussi important que la dépendance du temps final ¢,
et dans ce cas on étudie l'existence d’attracteurs exponentiels, uniforme, pullback
et exponentiels pullback pour cette famille (qui remplace le semi-groupe pour le cas
autonome).

Afin d’étudier le comportement du systéme lorsque ¢ — 7 tend vers oo, la notion d’at-
tracteur uniforme a été introduite. Cet attracteur est un ensemble fermé qui attire
uniformément les solutions et est minimal parmi les ensembles fermés vérifiants la
propriété d’attraction uniforme. Celui-ci est en général de dimension fractale infinie
(pour le cas non autonome), voir [15], [16], [17], [27] et [41].

Un deuxiéme type d’attracteurs appelé attracteur rétrograde a été proposé. Cet
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attracteur est un ensemble compact, invariant par rapport au cocycle et attire les
solutions de —oo, voir [8], [9], [13], [20] et [21].

La définition précédente donne l'existence d’une famille d’attracteurs, mais elle ne
guarantit pas 'unicité de cette famille. Pour avoir I'unicité une idée a été propo-
sée par Caraballo et Langa dans [8], en vérifiant que la famille est bornée. D’aprés
cette construction, 'attracteur rétrograde est plus général que 'attracteur uniforme,
qui exige que tous les termes non autonomes doivent étre uniformément bornés
(pour lattracteur rétrograde le terme non autonome doit étre borné dans le passeé,
voir [11], [42] et [44]).

Plus récement, 'attracteur exponentiel rétrograde a été proposé en [29], ensuite gé-
néralisé par Langa, Miranville et Real dans [43]. Celui-ci est une famille d’ensembles
compacts, bornée dans le passé, positivement invariante et elle vérifie une propriété
d’attraction exponentielle. Le fait que la famille est bornée dans le passé guarantit
que cette famille est de dimension fractale finie.

D’apreés cette construction, l'attracteur rétrograde est contenu dans les attracteurs
exponentiels rétrogrades.

Dans ce travail nous étudions les attracteurs, définis précédement, pour trois mo-
déles de systémes dynamiques, dans le cas autonome et non autonome. Ces modéles
sont Navier-Stokes, Cahn-Hilliard et Cahn-Hilliard visqueux.

Les équations de Navier-Stokes décrivent le mouvement des fluides. Elles modélisent
par exemple I’écoulement de I’eau dans un tuyau,.....

Il existe de nombreuses formes des équations de Navier-Stokes et dans cette these
nous travaillons avec la forme suivante :

%+(u~V)u—uAu+Vp:f(az),

ou f désigne les forces appliquées sur la fluide par unité du volume. Dans le premier
chapitre nous cherchons les attracteurs global et exponentiels pour ce modéle lorsque
f ne dépend pas du temps (cas autonome). Ensuite, nous étudions les attracteurs
exponentiels, uniforme et rétrograde pour le cas non autonome (f dépend du temps).

Le deuxiéme modéle est le modéle de Cahn-Hilliard : cette équation modélise le
transport d’atomes entre des cellules unités d'un matériau au cours d’un phénomeéne
de séparation de phase. Elle a été introduite par Cahn et Hilliard (cf. [6] et [7]). Nous
travaillons avec le modele suivant :

Ou + vA%*u — Af(u) = 0.

ot

Dans le troisiéme chapitre nous étudions le cas autonome, nous démontrons l’exis-
tence et I'unicité de la solution, puis nous cherchons ’attracteur global et les attrac-
teurs exponentiels.

Dans le quatriéme chapitre nous étudions le cas non autonome et nous démontrons

2
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I'existence des attracteurs exponentiels, uniforme, rétrograde et exponentiels rétro-
grades.

Le troisitme modéle (Cahn-Hilliard visqueux) sera présenté en cinquiéme et sixiéme
chapitre. L’équation de Cahn-Hilliard visqueuse a été proposée dans [61] comme un
modeéle de séparation de phase dans des mélanges de polyméres ot les forces de
frottement intermoléculaire peuvent étre importantes.

Ce modéle contient un effet visqueux qui était négligé dans I'équation de Cahn-
Hilliard "classique” (voir [4], [31] et [39]). L’équation de Cahn-Hilliard visqueuse
s’écrit

9] 2 _
a(u—l—s(—A)u) + A% — Af(u) =0,

ol € est un paramétre petit et pour € = 0 nous retrouvons le modéle de Cahn-
Hilliard.

Dans le cinquiéme chapitre nous trouvons l'existence et 1'unicité d’une solution,
puis nous cherchons 'attracteur global et les attracteurs exponentiels dans le cas
autonome. Nous démontrons aussi l'existence d’une famille robuste d’attracteurs
exponentiels, en étudiant la limite € tend vers 0. Ensuite, dans le sixiéme chapitre,
nous cherchons les attracteurs exponentiels, uniforme, rétrograde et exponentiels
rétrogrades dans le cas non autonome.
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Chapitre 1

Probléme de Navier-Stokes autonome

Notre but dans ce chapitre est d’étudier les attracteurs globaux et exponentiels
pour le probléme de Navier-Stokes dans une région bornée de R%. Tout d’abord,
nous posons le probléme avec les conditions aux limites, ensuite nous démontrons
I’existence et I'unicité d’une solution. Puis nous démontrons I’existence d’un borné
absorbant compact de ce probléme ce qui méne a trouver I'attracteur global. Ensuite
nous étudions 'existence d’attracteurs exponentiels en démontrant la propriété de
laminage.

1.1 Position du probléme

Nous considérons un fluide visqueux et incompressible dans une région €2 bornée
de R?, Q est supposé ouvert, de frontiere I' et Q situé d'un seul coté de I'. Les
équations de Navier-Stokes régissent I’écoulement d’'un fluide qui remplit un cylindre
infini de Q. Nous considérons deux fonctions (les inconnues), u = (uy,us) et p; u
est le vecteur vitesse, u(z,t) est la vitesse d’'une particule fluide en = a I'instant ¢ et
p = p(x,t) est la pression en z a l'instant ¢.

Les équations de Navier-Stokes sont

ou o~ Ou
p(g-l-;uz%) —vAu+Vp = f, (1.1)

(2

div u =0,

ou p > 0 est la densité du fluide, et supposée constante, f représente les forces
extérieures s’exercant dans le fluide. En général nous considérons p = 1, et nous
avons les équations

%%—(u-V)u—uAu%—szf, (1.2)
div u = 0. (1.3)

5



CHAPITRE 1 : Probléme de Navier-Stokes autonome

Nous considérons la condition initiale suivante :
u(z,0) =up(x), = €8, wuydonnée. (1.4)

Pour les conditions aux limites, nous avons deux cas :
1. La frontiére I' est compacte et on impose la condition u = 0 sur I’
2. Le cas de 'espace périodique.

Dans le deuxiéme cas @ = (0,L1) x (0, L) , u,p et la premiére dérivée de u sont
Q-périodiques. De plus, nous considérons dans ce cas que la moyenne de la solution

est nulle;
/ udr = 0.
Q

Pour les deux cas, nous prenons les espaces fonctionels suivants.

1.1.1 Espaces fonctionels

Nous définissons les espaces sur lesquels nous allons travailler pour résoudre le
probléme de Navier-Stokes et pour trouver les attracteurs.
Pour le premier cas, nous considérons un espace de Hilbert H tel que (voir ici par
exemple [45], [69] et [70])

H={uel*(Q)? divu=0, u-v=0 sur I'}.
Et pour le cas de I'espace périodique

H={ue L2(Q)?, divu =0, u

T, = —U; Fi+n7 1= 172}7

ot L2(£2) est l'espace des fonctions u de L2() tel que [, udz = 0.

D’apreés le théoréme de trace (voir [69]) nous trouvons que la trace de u - v sur I’
existe et appartient & H~2(I') si u € L2(Q)% et div u € L3(Q).

Nous munissons H du produit scalaire L?(2)? et de la norme associée que nous
notons (-, -), | - |. Ensuite, nous considérons l’espace V' oul

V= {u € Hy(Q)?, divu= O} pour le premier cas,

et

V={ue H;GT(Q)Q, divu =0} pour le deuxiéme cas,

ou 'espace H! () est Pespace des fonctions u de L2(€) tel que,

per

u(z) = Z uy, exp(2irk.x),

keZ?

ﬁ /Q w(z)dz = 0.



1.1 Position du probléme

Pour les deux cas V' est muni du produit scalaire et de la norme suivants :
2
ou; 81}1
(u,v)) = E
= 8:5] &EJ

1
[ull = {((u, u))}>.
Nous définissons 'opérateur A dans H associé avec H,V et avec le produit scalaire

((u,v)) par :
(Au,v) = ((u,v)), Yu,veV.

Le domaine de A dans H est donné par
D(A)={uec H, AucH}=H*(Q)NYV,

et D(A) = H2,.(2)> NV pour le deuxiéme cas. L’opérateur A est auto-adjoint.

per
Nous considérons

H — D(A)

;oo
et nous notons par A l'inverse de cette application, de D(A) dans H. Nous désignons
par |Au| la norme dans D(A), ou cette norme est équivalente a la norme usuelle
de H?(Q2)?. Soit V' le dual de V. D’apreés le théoréme de Riesz (voir [5] et [70])
nous pouvons identifier H & son dual et nous obtenons D(A) ¢ V. H C V’
ol les injections sont continues et denses et puisque linjection H'(Q2) C L*(Q)

est compacte donc V' C H est compacte. Nous nous intéressons aux équations de
Navier-Stokes (1.2).

1.1.2 Formulation variationnelle

Pour trouver la formulation variationnelle nous multiplions I’équation (1.2) par
une fonction test v € V' et nous intégrons sur €2

du 2. O
v—daz—l—/ —Zvid:c—y/vAudx—i—/vadx:/fvdyc.
/ dt Q;a%‘ Q Q Q

Nous utilisons la formule de Green

/'UAud:U— /Vqudx—i—/—vda,
Q
/ —vda = 0.



CHAPITRE 1 : Probléme de Navier-Stokes autonome

Ici nous avons utilisé les conditions aux limites.
D’aprés la formule de Stokes

/Z ——vdr = — / Zaﬂld:ﬂ+/ipvida:0,
=1

car v € V', donc div v = 0 et v;|r = 0.

du d )
/vadx % uvdz, v ne dépend pas de t.

On obtient 1’équation :

d
a(u,v) +v((u,v)) +b(u,u,v) = (f,v) YoeV,

ol

b(u,v,w) Z/uZaijdx

i,j=1

La forme b est trilinéaire et continue sur H'(2)? et en particulier dans V.
Nous obtenons la continuité de b(., .,.) grace au lemme suivant.

Lemme 1.1. La forme b(.,.,.) est bien définie et elle est trilinéaire, continue dans
H™ (Q) x H™THQ) x H™(Q) tel que m; >0 et

my+mo+mz>=1 si m; #1,i=1,2,3, (1.5)
mi+ms+mg>1 si m; =1 Vi.

Démonstration.
Si m; < 1 pour i = 1,2, 3, nous avons par l'injection de Sobolev (si % — & >0 donc
H™(Q) C Lq(Q),%I = % - )

1 1 i
H™(Q) C L%(Q) tel que — = = — . (1.6)
Par (1.5) nous avons
1 1 1
—+—+—<1
qa 492 g3
Nous appliquons 'inégalité de Hoélder, ce qui conduit a
v,
u v, w jzl‘u,hql )‘a—élmz(gﬂwﬂmg(g). (1.7)
Par (1.6)
[b(u, v, w)| < exfttlmy [V]my 1 [w]ms - (1.8)



1.2 Théoréme d’existence d’une solution

Nous avons donc la continuité.

Supposons que nous avons un (ou plus) de m; étant plus grand que 1, nous faisons
exactement comme auparavant, ou le correspondant ¢; se remplace par oo et I'autre
q; est égale a 2, nous obtenons donc le méme résultat.

Pour quelques m; égaux & 1, nous les remplagons par m, < m;, ot m; — m; sont
assez petits donc les inégalités (1.7) et (1.8) sont toujours vraies. [ |

En particulier, b est une forme trilinéaire continue dans V x V' x V. De plus,
| Au| est une norme équivalente a la norme usuellle de H]f(Q)2 (ou de H*(2)?), nous
avons

c|lullme < |Au] < ||ul|g2. (1.9)

Nous avons aussi

v, v,
| [ wgrtusdal < |52 s,
ou 5
U; € L (Q), a—xji, w; € LZ(Q)

Nous avons les inégalités suivantes (voir [65] et [70])
Ib(u, v, w)| < clul?|Aul2||jv]||w], Yu € D(A),v € V,w € H. (
1b(w, v, w)| < clu|||v]||w|Z|Aw|z, Vu € H,v € V,w e D(A). (1.1
b, 0, w)| < clul? ull?[ollw|?||w]|?, Yu,v,w € V. (1.12
1b(w, v, w)| < clu|?|jul|2||v]|2|Av|Z|w|, u€ V,v € D(A),w e H. (1.1

Nous avons aussi
b(u,v,w) = —=b(u,w,v), Yu,v,w €V,

et si w = v alors b(u,v,v) =0, VYu,veV.
Pour u, v, w € V nous définissons 'opérateur B par

< B(u,v),w >= b(u,v,w), B(u,v) € V'et BuelV’

Puisque b est une forme trilinéaire continue dans V' alors B est un opérateur bili-
néaire continu de V' x V dans V".

1.2 Théoréme d’existence d’une solution

Nous nous intéressons ici a la formulation faible du probleéme (1.2) et (1.4), i.e.,

%(um) + v((u,v)) + b(u, u,v) = (f,v), f e L*0,T,V'), (1.14)

u(0) = up. (1.15)
9



CHAPITRE 1 : Probléme de Navier-Stokes autonome

Théoréme 1.2. ( [47], [69])
Soient ug donnée dans H, f € L*(0,T;V') et T > 0. Alors il existe une solution
unique u du probléme (1.14) et (1.15) telle que

u € L*(0,T;V)NC([0,T); H), pour tout T > 0. (1.16)

De plus, ug — u(t) est une application continue de H dans L*(0,T;V).
Enfin, si ug € V alors

u € C([0,T]; V)N L*0,T; D(A)), VYT >0. (1.17)

Avant de commencer la démonstration de ce théoréme, nous notons que B est un
opérateur bilinéaire continu de V' x V dans V' et si u € L?(0,T, V) alors la fonction
Bu : t+— Bu(t) appartient (au moins) a L*(0,7,V").

Les fonctions

d

L=< f(t),’l) Vv, l— a(U(t),U)
ont un sens dans D’'(0,7). Donc ’équation (1.14) a un sens dans D’(0,7"). Nous
avons

(u(t),v) =< u(t),v >y, car u(t) eV C H,
((u(t), v)) =< Au(t), v >vrv,
b(u(t),u(t),v) =< Bu(t),v >y y .

Par (1.14)

d
< u(t),v >y y=< f(t) — vAu(t) — Bu(t),v >y, dans D'(0,T).

Donc le probleme (1.14), (1.15) est équivalent a

Z—?—l—l/Au—FBu:f (1.18)

u(0) = up. (1.19)

1.2.1 Démonstration de 'unicité

Soient g, up deux solutions de (1.14), (1.15). Nous posons u := u; — ug. Alors,
u vérifie le probléme suivant :

d
d—?‘I—VAUJrB(UhUl) — B(ug, ug) =0, (1.20)

u(0) = u1(0) — uz(0) = 0.
Posons @ := %(ul + u2). Nous allons démontrer dans la suite la relation suivante :
B(ul,ul) —B<UQ,’U2> :B(ﬂ,u)—i—B(u,ﬂ) (121)
10



1.2 Théoréme d’existence d’une solution

Donc u vérifie I’équation suivante :

d
d_:f + vAu+ B(u,u) + B(u,u) = 0.
Multiplions par u, notons que (B(u,u),u) = 0, nous déduisons
1d

sl Follel® < elal flul flu]

2
14 C
< Dl + Sl al?.

Grace au lemme de Gronwall nous obtenons

u®)? <0 = u=0 < u =u; .

1.2.2 Démonstration de ’existence

Nous allons utiliser la méthode de Faedo-Galerkin (voir [45] par exemple). Puisque
V' est séparable et l'injection V' < H est continue et dense donc H est séparable.
nous avons alors une famille (w,,)men+ dénombrable et dense (nous pouvons suppo-
ser que cette famille est la famille des vecteurs propres de l'opérateur A).
Nous posons V,,, = Vect(wy, ........ Wiy ).
Nous prenons
Uom € Vm, Ugm = PmUQ,

tel que wug,, est la projection orthogonale de wuy sur V,,, ug,, — ug dans H, et
|tom| < |ug|. Nous prenons le probléme approché :

Trouver u,, € L*(0,T;V,,) tel que, pour tout v € V,,,

%(um(t),v) + v((um (t),v)) + b(um(t), up(t),v) =< f(t),v >y v, dans D'(0,T).
(1.22)
U (0) = Uom. (1.23)

Ce probléme est équivalent a

d
dt
1=1,...,m.

Dong, trouver une solution du probléme approché (1.22), (1.23), i.e., u,,(t), revient
a trouver des o, (t), 1 =1,...,m, ou

(i (8), W)+ (( (), w3) )+ 0 (1 (£), um (t), w;) =< f(t),w; >y, dans D'(0,T),

U (1) = Zaim(t)wi.

11



CHAPITRE 1 : Probléme de Navier-Stokes autonome

Nous avons
(U (1), w;) = > ctam(t) (wi, wy),
i=1
(um(t),w;) = Y () (wi, wy)),
i=1
< Bup(t),w; >yry = Zazm( ) < Bw;,w; >vry
=1
Le probléme (1.22), (1.23) équivaut a
d,,
W + vAu, + P, B(Um) = Pnf. (1'24)

L’existence et I'unicité de (u,,) dans un certain intervalle [0, 7*[ est standard. Par
la suite, nous allons trouver quelques estimations a priori pour (u,,).

1.2.3 Estimations a priori

Nous avons

‘um — |Zazm wz|2 Z azm ajm wiywj)7

Nous prenons v = w; dans le probléeme (1.22), (1.23)

> 20 ) b (0, ) < B, >v0=< (0,105 >y
i=1

Multiplions par «;,, et sommons pour j allant de 1 a m

m

dcvim,
Z Qj——— 7 (w;, wy) +VZ%m ((um(t), w;)) Z%m < Bup(t),w; >y v
i,j=1 Jj=1
= < ft),w; >viy
j=1
§%|um(t)| + V[ ()P4 < B (t), um(t) >viv=< f(t), un(t) >y v . (1.25)

12



1.2 Théoréme d’existence d’une solution

Or,
< Bum(t), ’U,m(t) >yry= 0.

Nous intégrons (1.25) entre 0 et ¢ € [0, 7]

1 1 t !
@ = Shuanl* 4 v [ Jun(@)Pds = [ < £(5),n(s) >y ds.
0 0

et par conséquent

t t
um () + 21// | (5)]|?ds < |ug)® + 2/ < f(8), um(s) >y v ds. (1.26)
0 0

Nous avons

Q/Ot < f(8),um(s) >viv ds < Q/Ot 1S () lv [l (s)][vds

1 t t
<3 [ W@Rds 4y [ fun)lPas
0 0

Par (1.26)

t 1 T
0+ [ (s) s < ol + 5 [ 170l

0

En particulier,

I
sup fum (t)[* < co = fugl® + —/ 1£(5)IIds, (1.27)
te[0,T*] VJo
et .
/ um ()||2ds < <2, Yt € [0,77]. (1.28)
0 1%

Nous démontrons maintenant 'existence d’une solution de (1.14), (1.15). Par (1.27)
et (1.28), nous trouvons que (u,,) est bornée indépendamment de m dans L*(0,T; V)
et L°°(0,T; H). V est réflexif donc L*(0,T; V) est réflexif.

Donc quitte & prendre une suite extraite de (u,,), que nous notons aussi (u,,), telle
que u,, — uy dans L?(0,T;V) faible, u; € L*(0,T;V). Donc

Vf c LQ(O, T, V,) =< f, U — Uy >L2(0,T;V/),L2(O,T;V)—> 0

m—-+oo

T
s VfeL*0,T;V) :>/ < ot — ug >y y——— 0.
0

m—-400

Cette suite extraite (u,,) est bornée dans L>(0,T; H), H est séparable donc L*(0,T; H)
est séparable. Donc quitte & considérer a nouveau une suite extraite (u,) et

Juy € L=(0,T; H), Uy — uy dans L>(0,T; H) faible * .
13



CHAPITRE 1 : Probléme de Navier-Stokes autonome

Par ailleurs, u; = uy car
u; € L*(0,T;V) c L*(0,T;H), V C H,

uy € L>(0,T; H) C L*(0,T; H).
Si fe L*(0,T;H) donc f € L*0,T;V"), HC V'

T T
| <t = v 05 [ (= w)de - 0,47 € 220,73 1),
0 meree 0

et si f e L*(0,T;H) donc f € L*0,T; H), et

T

/ (f, Uy, — ug)dt — 0, Vf e L*0,T; H).
0 m—-100
Enfin,
T
/ (f,ur —ug)dt =0, Vf € L*(0,T; H).
0

Puisque u; — up € L?(0,T; H) donc u; = uy dans L*(0,T; H).
Nous notons u = u; = uy. Alors u,, — u dans L*(0,T; V) faible et dans L>(0,T'; H)
faible .
Nous montrons maintenant la continuité de (ug, f) — u(t). Soient ug, fi correspon-

dants & u; solution de (1.18), et uZ, fo correspondants & uy solution de (1.18). Nous
avons

du
d_tl + vAuy, + Buy = fi,
u1<0) = u(l)v

et
d
% + VAUQ + BUQ = f2,
uz(0) = ud.

Nous posons u = u; — ug, up := uy —ud, f:= fi — fo. la différence u vérifie le
probléme suivant :

@—I—VAu+Bu1 — Buy = f,
dt
u(0) = wuo.

Nous multiplions I’équation précédente par u, nous posons u = %(ul + usy) et nous
procédons comme dans la démonstration de I'unicité. Nous avons

14



1.2 Théoréme d’existence d’une solution

%|u(1€)|2 +2v|u®)]® < 2|(B(u,u) |—|—2| < fyu>yiy |

< 2aul [l flall + 2[ fllveffull

2 C% o2, L 2
< vl + HulFllal® + L@

Par conséquent

L)+ vl < C—%| 2lall2 + — L)l
dtu viu NS y u u L v/

1
< R ul” + =l @1,

o h(t)? = S |al%, h(t) € L2(0,T),
Nous avons t — [u(t)|?, Llu(t)]?, |lw(®)|?, ||If(®)]} € L'(0,T), nous pouvons donc
intégrer la derniere inégalité entre 0 et T

T+ v [ ol < o (u@F + [ 1501,

ou ¢(t) € L'(0,T). Nous avons, en particulier,

[Ju(t )HLQ 0TV) S <t )(_Hf( )H%Q(O,T,V’) + %‘UOF)-

Cela donne la continuité entre H et L*(0,T;V).
Finalement, pour montrer que u € C([0,7]; V) N L*(0,T; D(A)) nous trouvons des
estimations a priori. Nous avons

du,,
Car

nous la multiplions par A;a;,,(t) et nous sommons pour j allant de 1 a m

wj) + Va(umuwj) + b<um7uﬂ1>wj) = (f7 wj)>

d dum,
“ Z)\ Ajm(t)w;) + va um,Z)\ ajm(t)w;) + b( um,um,Z)\ Qjm (t)w;)

Jj=1 Jj=1
= (13 Agnltyuy). (129
=1
Nous avons Aw; = \w;, Vj. Donc J
a(tm, i%%m(t)wj) = a(tyn, Attyn) = | Aup,|?,

15



CHAPITRE 1 : Probléme de Navier-Stokes autonome

b(Upry , U, Z)\jajm(t)wj) = (B, Auy,),

j=1

(f7 Z )‘jajm(t)wj) = (f> Aum)

Nous déduisons par (1.29)

1d
5%”“77@“2 + 1/|Aum|2 + (B, Auy) = (f, Augy,). (1.30)

1
(f, Attm) < |l At < T Aun® + | P

(B, Att)| < 1|t [t ||| Atin ] 2

1

0 Na,be >0,Vp, 1 <p<

En utilisant I'inégalité de Young ( ab < %ap + —
>

p'e
I P
+oo,p = p—l)

(o1, pour notre relation, p = %,

, €= %) nous trouvons

DM
=~

v c
|(Bum7Aum)| < Z|Aum|2 + V_§|Um’2”um”4
Par (1.30)
d 2 2c
L+ vl < 21+ 2 Pl

D’apres cette relation nous avons

T
[t | < o et/ | A, [*dt < ¢,
0

i.e., (uy) est bornée dans L>°(0,T; V)N L*(0,T; D(A)), comme auparavant, il existe
we L0, T; V)N L*0,T; D(A)), et nous avons u € C([0,T]; D(A)).
Par définition de la forme b(.,.,.) et de I'opérateur B, et par (1.12), nous avons

[B(v)[| < er|vl|[v]], Vv e V.
Nous avons les résultats suivants.

Lemme 1.3. ( [69])
Soit uw € L*(0,T; V)N L>®(0,T;H) et n = 2. Alors u € L*0,T; L*(Q)?), et nous
avons

16



1.2 Théoréme d’existence d’une solution

Lemme 1.4. ( [69])
Sin=2etue L*0,T;V)N L20,T; H). Alors Bu appartient o L*(0,T;V"') et
nous avons 1

1B(w)l 20,757 < 22 ||ull L) 0.rim lul L2 0.7v) -

D’apreés ces deux lemmes nous trouvons que B(u) € L*(0,T;V"). De plus, B(u,,) et
P,.B(u,,) sont bornées dans L*(0,T;V’), et nous avons

dum,
% est borné dans L?(0,T; V"),

dum du 2 v 3
o — n dans L7(0,T; V') faible.

D’aprés le théoréme de compacité (voir [69] et [70]) nous obtenons

Uy, — u dans L*(0,T; H) fort.

Ces relations sont suffisantes pour passer (1.22) et (1.23) a la limite.

1.2.4 Passage a la limite

Nous avons, pour (u,,) une suite extraite

Uy, — u dans L*(0,T;V) faible, (1.31)
Um — u dans L*(0,T; H) faiblex, (1.32)
Uy, — u dans L?(0,T; H) fort et presque par tout dans €2, (1.33)
et
ul, — u' dans L*(0,T; V") faible. (1.34)

Soit v € C'([0,T]). Nous multiplions 1’équation

Ay,
(W’ W) + VAU, Wi) + O(Uny, U, w5) = (f, w5)

par v, et nous intégrons entre 0 et 7T’
T T
= [ w0 Ode+ v [ (w0, w00
0 0
T T
—i—/o < By, (t), w; >vry P(t)dt :/0 < f(t),w; >y () dt—[ () (um(t), w;)]s -
Nous prenons ¢ € C*([0,7]), ou ¥(T) =0

- / (tn(£), 4 (O + v / (o (), w0y (£)))t + / bt (1), i (£), w00 (8))
17



CHAPITRE 1 : Probléme de Navier-Stokes autonome

= (uom, w;)Y(0) + /O < f(t), w0(t) >y dt.

Pour passer la derniére équation a la limite nous avons

T

/0 (t(£), w0 ()t = / (o (t), 0 (Oywy)dt —— [ (u(t), wy)/ (t)dt,

m—0o0 0

(Uom, wj) — (ug, w;) car ug, — ug dans H,
m—0o0

m—0o0

et
T

/O((Um(t)7wj))¢(t)dt—> ((u(t), wy))p(t)dt,

m—00 0

car u,, — u dans L?*(0,T;V) faible. Pour montrer

/Ob(um(t),um(t),w(t))dtﬁ/o b(u(t),u(t),w(t))dt,

T T
/ b(Upyy U, w)dE = —/ b(Up, W, Uy, )dE =
0 0

—Z/ /umZij (U, ;dxdt,

i,j=1

nous écrivons

et cela converge vers

T T
- Z/ /uZ (Djwj)ujdrdt = / b(u, w,u)dt :/ b(u, u, w)dt.
0

i,j=1
Nous avons donc la relation suivante :

— fo (u(t),v)Y'(t)dt + J/fo t),v))Y(t)dt + fOT < Bu(t),v >y v ¥(t)dt =
(uo, v)1(0) + fo < f(t),v >V'v w(t) , Vg e CH([0, 1), ¢(T) =0.
(1.35)
Ot v est une combinaison linéaire de w;. (1.35) pour tout v € V, et Vi € D(0, 7).
Nous en déduisons alors

%(u(t),v)+u((u(t),v))+ < Bu(t),v >=< f(t),v > dans D'(0,T), Vv € V. (1.36)

Nous avons donc 'existence d'une solution de (1.14). Il reste & vérifier la condition

initiale (1.15). Pour cela nous multiplions (1.36) par ¢ € C'([0,T]), o (T) = 0
puis nous intégrons entre 0 et T’

- /0 (u(t), o) (£)dt + v /0 ((u(t), v))b(t)dt + /0 < Bu(t),v >yry (t)dt =
18



1.3 Théoréme d’existence d’attracteur global

@O0+ [ < 00 5y vl
En comparant avec (1.35) nous trouvons qu’il reste
(u(0),v)¥(0) = (uo, v)¥(0), Vi € C([0,T]), $(T) =0, Vv € V.
Nous choisissons 9 tel que 1(0) = 1, et cela conduit &
(u(0) — ug,v) =0, YveV.

Puisque V' est dense dans H, nous avons donc (u(0) — ug,v) = 0, Yo € H, mais
u(0) — up € H donc u(0) = up dans H.
Nous avons donc trouvé que u est une solution de (1.14) et (1.15).

1.3 Théoréme d’existence d’attracteur global

Nous allons ici trouver l'attracteur global du probléme de Navier-Stokes auto-
nome. Tout d’abord nous rappelons quelques définitions.
Nous posons
S(t):H—H

up — u(t)

tel que wu(t) est la solution de (1.14) et (1.15). Par lexistence et l'unicité de la
solution, S(t) est bien défini.

Définition 1.5. Nous disons que S(t) est un semi-groupe sur H s’il vérifie

1.
S(O)Uo = Uo, S(O) =1Id (zdentzté)

S(t)oS(s)=S(t+s), Vs, t=>0.

Les opérateurs S(t) pour le probléme Navier-Stokes sont continus de H dans H

(et de H dans D(A)).

Définition 1.6. Soit 5y C H un ensemble borné. Nous disons que 3y est un ensemble
borné absorbant pour le semi groupe S(t) si, pour tout B C H un ensemble borné, il
existe ty = to(B), tels que

S(t)B C By Vt = to.

Définition 1.7. Nous disons que X C H est un invariant si et seulement s’il est
positivement et négativement invariant, i.e.,

X est invariant <= S(t)X =X, Vt>0.
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CHAPITRE 1 : Probléme de Navier-Stokes autonome

Définition 1.8. Nous définissons l’ensemble oméga limite de ug par la relation
w(ug) = ﬂ US(t)B, B borné.
s=20t>s
Définition 1.9. Nous disons qu’un ensemble A C H est un attracteur si
1. A est invariant, i.e., S(t)A = A, Vt > 0,

2. Jv voisinage ouvert de A tel que A = w(v).

Lemme 1.10. Supposons que B C H et qu’il existe ty tel que 5, S(t)B est
relativement compact dans H. Alors w(B) est non vide, compact et invariant.

Définition 1.11. Nous disons que A C H attire B C H si

lim dist (S(t)B,A) = 0.

t—00
<= Y voisinage de A, alors Ity = to(v) tel que S(t)B C v, Vit = t.

Ou, dist est donné par

dist (Bo, B1) = sup inf d(z,y), d distance sur H.
r€By yE€B

Théoréme 1.12. Supposons que S(t) admet un borné absorbant 3 C H et que
S(t) est uniformément compact pour t, i.e., YC C H borné, It; = t1(C) tel que
Uisy, S()C est relativement compact dans H.

Alors A = w(B) est non vide, compact, invariant et attire les bornés de H.

Nous appelons A attracteur global associé a S(t).

Pour trouver I'attracteur global du probléme de Navier-Stokes (appliquer le théoréme
précédent) nous allons d’abord trouver un borné absorbant dans H, puis un borné
absorbant dans V.

1.3.1 Borné absorbant dans H

Nous prenons le produit scalaire de (1.18) par u

d
(d—;‘, w) + v(Au,w) + (Bu, u) = (f, ).
Nous avons
1d du
§£|u|2 = (E’U)7 (AU,U) = ((U, U)) = ||u||27 (BU,U) = 0.
Donc
1d, , 9
§EIUI +vlull® = (f,u) < |fllul.
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1.3 Théoréme d’existence d’attracteur global

Nous avons )
lul <Ay 2 lull, Vu eV,

ol \; est la premiére valeur propre de A.
_1 v 1
g )\, 2 g - 2 - 2.
A1l < ATl < Sl + 5171
Nous avons donc p .
a2 2 2
Sl vl < 1P
et p 1
2 2 2
— A < —|f]%
Sl Al <

Nous multiplions (1.38) par e’

d 2 vAit |-f|2 A1t
_ v g W vAr )
g [ul7e™) AL

Intégrons entre 0 et ¢
1 t
ey)\lt|u|2 < |U0|2+—|f|2/ GV/\lst.
I/)\l 0

Ici, f ne dépend pas de t, disons qu’elle appartient a H.
Enfin,
1

[u(t)[* < Juof?e™ ™" +
h V2

De cette inégalité nous déduisons

1

)2 < |2 2
sup [u(t)[” < fuol” + VzA%!f! :
et donc u € L*(R*; H). Nous avons aussi
lim sup [u(t)] < po, po = L1,
t—o00 I/)\l

et par (1.39)
(O < fufe™ + 2,

Soit py > po. Alors, I'ensemble

Bo = Bu(0,pp) = {v € H, [v] < pp}

71— )

(1.37)

(1.38)

(1.39)

est un borné absorbant dans H. Soit B C H un borné. Nous allons chercher ¢ty =

to(B) qui satisfait a

Vug € B alors |u(t)| < pp, Vit = to.
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Puisque B est borné dans H donc 3R > 0 tel que B C By (0, R). Si ug € B nous
obtenons par (1.39)
lu(t))? < RPe M 4 p2.

Nous voulons avoir |u(t)| < pj. Pour cela il suffit d’avoir
RPNt 1 2 < g2 = RPeME L g2 2

po — po >0, car py > py

22 1 R2
—vat ~ Po '00=>—)\t<l po 1% - > 1
€ ST Rp2 vt <log (——;— R2 ) Z h 0g <PE)2_,00)
Nous posons
1 R?
tg = 1 ; . 1.40
0 V)\l Og(p02 pg) ( )

Nous avons alors pour t > t
lu®)? < pd <= u(t) € B, Yuo € B.

Cela donne S(t)B C [y, et donc 3y est un borné absorbant dans H.
De plus, nous fixons r > 0. En intégrant (1.37) entre ¢ et ¢ + r, il vient

t+r ) ) r )
ds < |u(t — )
”/t lull*ds < [u(F + 1]

Supposons que |ug| < Ry. Nous avons donc |u(t)| < pf, pour t > ty (car S(t)ug €
Bo = Bu (0, pp)). Nous avons donc, pour t > t

t+r ) p62 r )
ds < — + —— ) 1.41
/t [ullds ” +y%|f! (1.41)

1.3.2 Borné absorbant dans V

Ici nous allons démontrer 1'existence d’un borné absorbant dans V. Pour cela
nous allons trouver des estimations a priori de la solution. Nous prenons le produit
scalaire dans H de (1.18) par Au

(Au,u') + v|Au|* + (Bu, Au) = (f, Au).

Nous avons

(A, ) = () = 5

Donc
1d

2dt
v 1
(f, Au) < | fl|Au] < [ Auf* + —|f]2.

— Nl + v]Au® + (Bu, Au) = (f, Au).
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1.3 Théoréme d’existence d’attracteur global

Par (1.10)

1 3 UV c,
[(Bu, Au)| < exful? ull| Aul* < 7| Aul® + 5l |ul*

Nous utilisons 'inégalité de Young, i.e., ab < %ap + 1% W Ya,be > 0,Vp,1 <p<
p'e
+oo,p = ﬁ, nous trouvons
d 2 2¢,
Dl - oauul? < 21512 4 2 (1.42)

vt

Supposons que ug € V', mutiplions par e et intégrons entre 0,¢ < 7T’

1 2¢) [*
2 vt < 2 2( vt 1 _1 vt 2 4
e < ol + 7P = 1)+ 228 [ et

1 2¢ ¢
2 < 2 2 _1 2 V)\lt/ vt 4.
P < Wl + Sy 17+ T ullee ™ e

Nous en déduisons une estimation de u dans L>(0,7; V). Pour trouver une estima-
tion de u dans L>°(R™; V') nous allons utiliser le lemme de Gronwall uniforme.

Lemme 1.13. (Lemme de Gronwall uniforme) ( [70])
Soient g, h,y,y € Li.(RT). Nous supposons que y' < gy + h, Yt > tg, et que

loc

t+r t+r t+r
/ g(s)ds < ay, / h(s)ds < as, / y(s)ds < as,
¢ t ¢

t > tg, ol tg,r sont fixés. Alors
as a
y(t+s) < (— +ag)e™, Vt > to.
T

Nous avons donc une estimation uniforme de y(t) pourt = to+ 7.

Pour appliquer le lemme précédent nous prenons uy € 3 tel que 3 est borné dans H
et t = to(f3, py), et supposons que

2c 2
9= uPllull*, h==IfF y=llul*
v v

Par (1.39) et (1.41), nous avons

20’1 /2
ay = ?Po as,
2r
az = —|fI%,
v
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li
2
r P
2 0
a3 = 5 |f| —I— —.
2\ v
Nous trouvons donc

lu(@®)|* < (% + az)e™, pour t >ty + 7.

(to est donné par (1.40)).
Supposons que uy € H tel que |ug| < Ry. Soit t1(Ry) > 0 tel que

pour t > t1(Ry) = S(t)Bu(0, Ry) C 5o = Bu(0, py), avec py > po.

(o : est le borné absorbant dans H, que nous avons déja trouvé).
Nous avons
t > t1(Ro) = |u(t)]” < pg-

Grace au lemme de Gronwall uniforme (pour t§ = #;(Ry) et 7 > 0 fixé) nous
obtenons
2 as a G
|lu®)||* < (— + az)e™ pour t >ty +r. (1.43)
r

Cest-a-dire que, si u(t) € V,Vt > t§ + r, alors que ug € H et |ug| < Ry, alors

u(®)]]? < (= + ag)e™ Vt > 15 +r.

Et donc, pour ¢ > ¢§'+r, u(t) est dans un borné de V, que nous notons By (0, /(2 + az)e™).
Donc S(t) transforme, pour ¢ > t§ + r, les bornés de H en bornés de V, qui sont
relativement compacts dans H, puisque V' C H injection compacte.

Nous prenons ’ensemble

[ a
p1=By(0,0), p1= (73 + ag)em.

Par ce qui précede, cet ensemble est borné dans V' et relativement compact dans H.
Il est aussi absorbant dans V' car, si B C V est un borné, donc il est borné dans H
(V C H continue), et par (1.43) il existe t; = t1(B), tel que

pour tout t > t; = S(t)B C [.

Ce qui donne que f3; est un borné absorbant pour S(¢) dans V', qui est relativement
compact dans H.
D’aprés ce qui précede et par le Théoréme 1.12 nous avons le résultat suivant.

Théoréme 1.14. Le semi-groupe associé au probléme de Navier-Stokes admet un
attracteur global A qui contient tous les ensembles w-limites correspondants a toutes
les données initiales.
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1.4 Un attracteur exponentiel

Remarque 1.15. L’attracteur global, s’il existe, est unique, car
supposons que A, A" sont deuzx attracteurs globaux pour S(t). A, A" sont bornés (car
ils sont compacts). A" est un attracteur global, donc A’ attire A, i.e.,

lim dist (S(t)A, A") = 0.

t—o0

Par Uinvariance de Uattracteur nous avons
dist(A, A)=0=AC A=A

De méme, A attire A, et nous obtenons A" C A. Et donc A= A’.

1.4 Un attracteur exponentiel

Dans cette section nous allons démontrer I'existence d’attracteurs exponentiels
du probléme de Navier-Stokes autonome, i.e., f = f(x) ne dépend pas de t. Le
probléme de Navier-Stokes autonome s’écrit

0

a—? —vAu+ (u.Vu) + Vp = f(x),
dive = 0,
U‘t:[) = Uyg.

Dans cette section on se place dans le cas périodique (conditions aux limites pé-
riodiques). Nous allons utiliser les mémes espaces H, V' et D(A) trouvés dans la
premiére section pour ce cas. Nous avons la formulation variationnelle

u + vAu + B(u,u) = f,

u(0) = ug.

L’opérateur A, défini comme auparavant, satisfait Aw,, = A\, w,. Et lim %(:\\—’f) = wp,
n—oo

pour le cas de l'espace périodique. Nous avons donc (voir [25])
)\n ~ wo)\ln.

La forme bilinéaire B(.,.) (ou la forme trilinéaire b(.,.,.)) satisfait (1.10), (1.11),
(1.12), (1.13), et nous avons, dans le cas périodique (voir [25]) :

(B(u,v),v) =0, u,velV,
(B(u,u),Au) =0, u€ D(A),

(B(u,u), A%u) = (B(Au,u), Au), u € D(A?). (1.44)
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CHAPITRE 1 : Probléme de Navier-Stokes autonome

Nous avons aussi trouvé
d 2 1 2
— < — |2
Sl vl <
Et le borné absorbant dans H et dans V'
By :={u €V, |u| <2py, et |lul| <2p:1},

ou

2f 2f
Po= 0 et p1=—7.
VA1 VA]

Nous posons G = . Donc

={ueV:]u|<4Gy, et |u| < 4Gy)\2}

Lemme 1.16. Nous supposons que f € V et posons Sy = \/”ﬂ'lf' Soit u(t) une
solution de l’équation
u + vAu+ B(u,u) = f, pour uy € By.
Alors, pour tout t > V%\l, nous avons
|Au(t)| < C'Gvy, (1.45)

tel que C" est une constante qui dépend de ¢ (donnée par les relations (1.10), (1.11,
(1.12) et (1.13)) et de Sy.

Démonstration.
Nous prenons le produit scalaire de I’équation

d
—u+vAu+ B(u,u) = f

dt

par A%y

d

(Eu,Azu) + v(Au, A%u) = —(B(u,u), A%u) + (f, A%u). (1.46)
Nous avons

d d

—|Au|? = —(Au, A

d d du
= (Au,aAu) + (Au, o —Au) = 2(E Au),

et

v(Au, A%u) = I/(A%U,A%u) = V\A%u|2.
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1.4 Un attracteur exponentiel

Par (1.44) et (1.46)

5 g7 Al + V| Asul? = —(B(Au,u), Au) + (A2 f, A2u)
< clul| Aul|[Ju]l + A% f||Aul. (1.47)
Nous avons |A2v| = ||v||. Nous utilisons I'inégalité de Young dans le terme || f|| A2 ul,

ote=zg,p=2,p =2

3 1% 3 1
IF11ARu] < JlAzuf + £

2cp1
v )

En utilisant I'inégalité de Young dans le terme |Aul|A2u|, ot & =
obtenons

p = 2, nous
|Au||A3u| < L2 Au)? + ——|Aul.
v 4depy
Nous en déduisons par (1.47)

1d

Ld ) vl atu < S8 A + Ly abu + 25
2dt v 2 v

d 2c%p? 2
| Au | ARul? < P AuP + 2|11
14 14

o 151 ;
S = , G = .
d VAL f] 28
Donc
d 3 | fI? 2 I£IP MlfI?
—A 2 A2 2 < ——A 2 = s 4)\2
g A S A

< 8GR |Au* + QS?GQV?’)\?.

c est la constante donnée par (1.10), (1.11), (1.12) et (1.13). En intégrant la derniére
inégalité entre ty et t

t
|Au(t)]* < |Au(to)]® + 82G v\ / |Au(s)Pds + 2S7° X G2 (t — to). (1.48)
to

Nous allons trouver I'intégration ftl; | Au(s)|?ds (par estimation) en multipliant ’équa-
tion

d
pris vAu+ B(u,u) = f,

par Au

(%u, Au) + v(Au, Au) + (B(u,u), Au) = (f, Au).
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Nous avons
du

2 A

Sl = S0P = (Au, Au) =

(B(u,u),Au) = 0.

Aul* < (f, A Aul® + —|f?
S e vl Au < (F. Au) < K duf? + |
d
%HUHQ + v|Aul? < % =GP\,

En intégrant

|f|2

/\Au )2ds < Hu(to)||2 Mt =) < 16G2u2)\1+(Gv>\1)2(t—t0)

1
< 16G%vA, + (GuAl)(K) < 17GPu),. (1.49)
1

Ici nous avons utilisé ||u|] < 4G1/)\1 par la définition de By. Par (1.48)

|Au(t)]? < |Au(to)|” + 8 G A (17GPv ) + 257y )\3G2(V/\ )

< JAu(to)|” + CA(GPra)? + 2877 NG
Par intégration entre tg =t — %\1 et tp =1t

t
1/)\ — | Au(t)? / | Au(to)|*dto + CAG v + 25]%1/)\16’2
1 t——1

_L/)\l

< 17G27//\1 + CC2G4V)\1 + 25?V>\1G2,

et donc
|Au(t)]? < G*(v\)?*[17 + CEG? + 257)

< C'(Gra)*(1+G? + 57).

Nous posons

B est compact, invariant et d’aprés le lemme précédent nous avons pour u € B
'inégalité |Au| < C"G?*(vA;). Nous prenons S(t) : B — B.
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1.4 Un attracteur exponentiel

1.4.1 Théoréme d’existence d’attracteur exponentiel

Définition 1.17. Soient H un espace de Banach et S(t) un semi-groupe sur H. On
dit qu’un ensemble M est un attracteur exponentiel pour S(t) sur H si M contient
lattracteur global et si :

- M est compact dans H et S(t)M C M ;

— M est de dimension fractale finie (pour la topologie de H ) ;

~ VB C H borné, 3co(B), c1(B) telles que,

distgr(S(t)B, M) < cpe™ .

Définition 1.18. ( /2], [25], [33])

Soient H un espace de Hilbert, X un sous-ensemble compact de H et {S(t)} un
semi-groupe sur X. Nous disons que {S(t)} vérifie la propriété de laminage sur X
si, pour tout ¢ €]0, %[, il existe un temps t, et un projecteur P de rang Ny tel que,
pour tout u,v € X st

I = P)(S(t)u = S(t)v)lla < [[P(SE)u = S(t)v)lla

alors
[S(t)u — St)vllp < dllu — vl

Théoréme 1.19. ( [25], [60])

Si{S(t) }1>0 vérifie la propriété de laminage sur X et si S(t.) est Lipschitizien sur X
de constante L, alors {S(t) }1>0 posséde un attracteur exponentiel M de dimension
fractale estimée par

log(16L + 1)

distr(M) < Npmax (1, og?

Remarque 1.20. Notons que, dans la propriété de laminage, nous avons utilisé un
projecteur orthogonal de rang fini, donc cette propriété n’est valable (en général) que
dans des espaces de Hilbert.

Pour montrer 'existence d'un attracteur exponentiel nous démontrons d’abord que
le semi-groupe {S(¢)} défini pour le probléme de Navier-Stokes vérifie la propriété
de laminage. Pour cela nous prenons deux solutions wuy, us de ’équation

d

pri + vAu+ B(u,u) = f, dans B.

Nous posons w(t) := ui(t) — us(t), et u(t) = S(wi(t) + ua(t)). Alors, w vérifie
I’équation suivante

d
p7i + vAw + B(uy,uy) — B(ug, ug) = 0.
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CHAPITRE 1 : Probléme de Navier-Stokes autonome

Nous avons

B(uy,uy) — B(uz,u2):B(u1+u2 Up — Uz U+ Uz U] — U

2 2 ’ 2 2
Uy +u U — UL UL+ U Uy — U
—|—B( 1 2 2 1’ 1 2 2 1
2 2 2 2
w w w w
= Bu+—u——=—)—-Bu——,u— —
@+ 5,0~ 5) ~ B~ 5,0 3)
1 1
= B(w,u)+ ZB(w’ w) + B(u,w) — B(u,u) — 1

= B(u,w)+ B(w,u).

Donc w est une solution du probléme suivant

%w—i—l/Aw—i-B(Ew) + B(w,u) =0,

w(0) = uy(0) — ug(0).

Nous prenons le produit scalaire de (1.50) par w dans H

(iw,w) + v(Aw,w) + (B(w,w),w) + (B(w,u),w) = 0.

dt
Nous avons
(Aw,w) = ((w,w)), et (B(@,w),w) = 0.

Par (1.52)

L4y 4 llw)? = —(B(w,m), w)

—_— v —

5 7 w w w, ), w

< Cafw|[[w]|[7]
02
< Sl + Ll

Nous avons u € B, donc
1
[zl < 4GrA:.
Par (1.54) et (1.55)

1d v
§£|w|2 +rfw|? < §||w||2 + 8CH Gy ) |wl?

d
el ol <16CHE VM)l v]w]* > 0.

Nous avons, en particulier,

d
E|w|2 < 16C2(G?v ) |w]?.
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1.4 Un attracteur exponentiel

—16C2G2vAst

Nous multiplions la derniére inégalité par e et nous intégrons entre 0 et ¢

w(B)? < AP (o) 2
Cette relation donne la constante Lipschitz de S(t), i.e.,
Lipp(S(t)) < exp(8CTG*vAit).

Nous posons

lw(®)]?
Par (1.53) et (1.56), nous obtenons
Ld, 2 1 2|77
5|0l H A < Cirz (O)wl [Tl (1.57)

Par (1.55) et (1.57)

[ I
SN—
>
S
—~
~
SN—
[\

d
E|w|2 + 20\ (1) |w]* < (8C1GrA

En utilisant le lemme de Gronwall, nous trouvons
t
lw(t)|* < exp( — 21// (A1) — (SClGV)\%))\%(T))dT)|w(0)’2. (1.58)
0

Cela donne que le semi-groupe pour le probléme de Navier-Stokes satisfait |w(t)| <
6()|[w(0)], ou

5(t) = exp{ —V/O (A(T) — (4C,GUAT ) AR (r)dr ).

Pour trouver 'attracteur exponentiel nous allons appliquer le Théoréme 1.19. Nous
prenons ¢, = (C3G2vAilog(G*'v? A + 1))_1 et S, = S(t.). Par ce qui précede, S,
vérifie

|Sau — Syv| < dlu — v,
pour § < %. Nous posons

Ay 1= )\*(t) > —)\N0+1.

Nous dérivons la relation

donc
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= ﬁ[(wt, Aw) — (wy, w)A(t)]
1d 1
a0 = s (A= 20)w). (1.59)
Nous posons &(t) := ﬁ Nous déduisons par (1.59)
1d 1 _ _
éa)\(t) = W(_VAU) — B(u,w) — B(w,a), (A — \(t))w)

= (—vAL = (B u) + B(w,£)), (A = A(t))¢)

N

(=v(A=A1)E — (B(& w) + B(w,§)), (A = At))S)

< V(A=A — (B(E 1) + B(@,€), (A= A1))S)

SN < —I(A — AP + - (BET) + B, + 214~ M)l (160

<—?Mfkwm”ﬂﬂ3@@F+B@£W)

Ici, nous avons utilisé —a.b < a4+ ¥b?, (a4 b)? < 2a* + 2b*. Par (1.13)

[B(&w)| < ChlE]z €] [lul[>[Aul>.

Nous avons

€l = T wr <

et
[all < 2p1

Donc

|B(£,T)| < C1AT (2p1)7| AT, (1.61)
D’autre part, nous avons

| Aa® iy L
1B O < [ulo<llg]l < Calogy =7 I + Dlfal|A. (1.62)

Par (1.61) et (1.62), nous déduisons par (1.60)
d —\(t) < 2(02)\22p1|Au’ + C3 (log~——— | Auf + 1)%|[al|*A)
dt v A1 |a||?
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1.4 Un attracteur exponentiel

401 o L2 AT

< ATtz () + =2 (lo + D@2\ (@).
| AT(t)| A= (t) V( gAlllﬂllz || *A(t)
Nous posons
402

g(t) == —LP Aa(n),

“ 2 |Am(n)?
= —2(] v ull?.
f(t) V (log SWTTE + 1)||@]|

Par (1.63), nous avons

Nous divisons sur /A(t)

VD) < 25/ = ﬁ%w < g(t) + FH)V/ND).

Nous intégrons en utilisant le lemme de Gronwall uniforme entre ¢, et ¢

30 < V([ 1(6s) + [ el [ s(rrgls)ds

: t
< e OB (/N () + / g(s)ds).
to

Nous prenons t = t, et A(t.) = A.. Donc la derniére relation s’écrit

VA(to) = exp( — /t:f(S)dS)\/A_*—/t:g s)ds

Nous posons

s
E: = / )\ to dto / \/ t() dto
0

> — / exp(— /f Yds)\/ A dto—// dsdto
Nous avons

4
// s)dsdty = Clpl/ / | Ai(s)|dsdto

N

14

401p1/0 (t*_to);(/to | A(s)[2ds) * dt

(1.63)
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Par (1.49)
4C? b 1 1
/ / s)dsdty = Clpl/ (t, — t0)2 (17G?v )2 dt
v 0
ta 2 3
< C'C2GPrin / (t, — to)2dto = gofcfc;?y%Alts. (1.64)
0
Et

/exp /f )ds)dto >

ts A_ 2
/ exp(— / (log& + 1)||ﬂ||2ds)dt0
0 to

Atl[u(s)|?
1 Ty )\%
> \2 / e Ptmto)dty = T2 (1 — 7P, (1.65)
0 5}
ou,
C3 2 |AU’2
= < sup ||lul|“(log——= + 1).

Maintenant, nous allons estimer (3. Nous avons
lul|* < 16G%* N, |Aul* < (CoGPrA,)?, Vu € B.
Nous prenons la fonction ¢(x,y) = z(log? + 1), définie sur le rectangle
0< 2 <16G*2)\ et 0< y < 6’22041/2)\1.

Nous avons deux cas :
Siz > (G*?*)\;)~!. Donc

d(z,y) < 16G* A (log Co(GH2A)” + 1)
< O3G%2 N (log G*2 A, + 1).
Si z < (G'%?\)~! < 1. Nous trouvons

1 1
¢(z,y) < z(log y + log ~+ 1) < (log y + 1) + zlog -

1
< (IOg 02G4V2)\1 + 1) + 5 < C3G2V2)\1(10g G4I/2)\1 -+ ].)
Donc, dans les deux cas, 3 est estimé par

B < CsG*vA (log G*2 A, +1). (1.66)
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Par (1.64) et (1.65),

T 1
E= [ Mto)dty> —]

S (1 - e - C"CRGRE N 12 ]2, (1.67)
0

| 25

*

Nous avons
8, = 6(t.) = exp{ — V/O * (A7) — (401Gl/)\1%)>\%(7'))d7'}.

Nous appliquons 'inégalité de Young, ou

a= AT, b=CiG(rA)z.

s
0, < exp{-— 1// AN7)dr +ACTGPrAt, }
0

1

A*
5

3
< exp (1—e %) — C"C2GPraAte)? + 4CTGPrat.}

1
< exp{ C4Vﬁ[ G4V)\%(B)3]+4012G21/)\16_1}.

232
Nous avons t, = % Donc
C
5. < exp{ — 74%5—1 + CeGUAN B2+ 4C2G% 0N 671

Et nous avons déja vu que \, > >‘N0+1 ~ woNoA;. Donc, pour avoir ¢, < g, nous
devons chercher Ny, tel que

ﬁ G4 2\2 3 G\,

> Cy max{ R W }
> C7 max { ﬁ G ;)\1 Gz}
> CsG*(log G4V)\1 +1). (1.68)

Nous avons aussi, pour ¢t = t, = 37!, la constante de Lipschitz de S, = S(t.) est
estimée par

L, = LippS, < exp(8CQG2V)\1t)

< expCy(log (G'2A; + 1))71 < e,
En appliquant le Théoréme 1.19 nous avons le résultat suivant.

Théoréme 1.21. Le semi-groupe pour le probleme de Navier-Stokes posséde un
attracteur exponentiel, M, en B, tel que sa dimension fractale est estimée par

dimp(M) < CsG?(log G*'v2 A\, +1).
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Chapitre 2

Probléme de Navier-Stokes non
autonome

Dans le chapitre précédent nous avons trouvé 'attracteur global et un attracteur
exponentiel pour le probléme de Navier-Stokes autonome, i.e., f = f(z) et f ne
dépend pas de t. Dans ce chapitre nous allons trouver les attracteurs exponentiels,
uniforme et rétrograde pour le probléme de Navier-Stokes non autonome suivant :

@ + vAu+ B(u,u) = f(z,t),
ot (2.1)

u(r) =u,;, u, € H,

ou, H est le méme espace utilisé dans le chapitre précédent (pour V' aussi), et nous
supposons que f dans ce cas vérifie
(A). f(s) = f(.,s) est dans L?

loc

(R; H),

t+1
113 =sw [ 1£(5) s < +cx.
teR Jt

(On peut aussi supposer |f|? < M, M suffisamment grand).
Nous associons au probléme (2.1) les conditions aux limites de Dirichlet homogene
et les conditions aux limites périodiques du chapitre précédent et d’aprés ce chapitre
, nous avons l’existence et I'unicité d’une solution de ce probléme.

2.1 Un attracteur exponentiel

Pour trouver un attracteur exponentiel, on va utiliser les espaces H et V que
I'on a déja trouvés dans le chapitre précédent pour le probléme (2.1).
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2.1.1 Borné absorbant
Borné absorbant dans H

Multiplions (2.1) par u, procédons comme dans le chapitre précédent, nous ob-
tenons, pour ||u* = A |ul?,

Sl 4l = (fw)
< Uf] Jul
< UllP + =Pl < Al
2 21/)\1
d 2 2 1 2
S lul” + vl <V—A1|f| < Cu. (2.2)

d
EMQ + vAi|ul? < Cyy.

Ce qui donne en intégrant sur [7, ]

C
|u(t)|2 < |UT|26_V>\1(t_T)+V2_A<2(1 _e—w\l(t—r))
1
< |UT|26—V)\1(1€—7—)+ CM CM

v? /\% t—T—00 1/2)\% '

Nous avons alors 'existence d’un borné absorbant dans H. De plus, nous avons par
(2.2)

o 2 2 —vhit Cu
/ |u(s)]|“ds < |u,|“e™" 1" + 3V < 0.
t 1

Borné absorbant dans V

En multipliant (2.1) par Au, procédons comme dans le chapitre précédent, nous
avons

2C1

d 2
Zlull? + wAdllull® < =117 4+ — ullu]l*

U3
Ce qui donne, en intégrant et par le lemme de Gronwall uniforme, 'existence d’un
borné absorbant B dans V. B est donc compact dans H.

2.1.2 Construction d’attracteurs exponentiels

B étant le borné absorbant dans V' alors, il existe t; tel que

S(t)B — B, pour t>ty,
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S(t) est le semi-groupe dans H.
Ensuite, nous définissons, pour le probléme (2.1), une famille de processus dans H
comme suit

{Us(t,7), TER, t =T},

Ug(t, T)u, == u(t), ott u(t) est la solution de (2.1). Nous avons déja trouvé par (2.2)
'estimation

lu(t)]? < |u(m)Pe 7 4 C, pourt =T et A =wv\. (2.3)
Nous avons le résultat suivant.

Lemme 2.1. Soit u une solution du probleme (2.1). Alors

u(t)* + V/ lu(s)[*ds < Ju(r)* + C/ [f(s)[*ds. (2.4)

Démonstration.
Multiplions (2.1) par u

d
Zlul +vlull < cul <If] ful < alfllul

v
< Ul + 1P
En intégrant entre 7 et ¢ nous trouvons (2.4). [

Lemme 2.2. Soit u une solution du (2.1). Nous avons alors une borne pour u dans
L>(1,t; V), i.e.,
lu(t)]* < oo

Démonstration.
Nous multiplions (2.1) par —Au

1d
Sl + vl Aul + (B(w), Au) = (£, Au)

Nous avons (voir les estimations du chapitre précédent)
v
|(B(u), Aw)| < 7|Aul® + cluf*||ul*

Donc

d
Zlull” < el /P + eofuP[lull”

Pour appliquer le lemme de Gronwall uniforme 1.13 nous posons

9= colul|lu))® hi=alfl? yi=|lul?
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t+r t+r t+r
/ g(s)ds < ay, / h(s)ds < as, / y(s)ds < as.
¢ t ¢

Nous avons alors

ou, par (2.4),

t
a; < 02(|u(7)|2+c/ |f(s)[Pds)az < Cas,
t+r
ay = Cl/ |f(s)]*ds < oo,
t

0y — /t Clu(s)|2ds < 0o (par (2.4)).

Nous trouvons ensuite une estimation pour la différence entre deux solutions, soit
le résultat suivant.

Lemme 2.3. La famille {Us(t,7)} : u, — u(t) est continue pour la topologie de H.

Démonstration.
Soient uy (t) := Uy, (¢, T)u1r et ug(t) := Uy, (¢, T)us, deux solutions du probléme (2.1).
Posons w := uy — ug et w(T) = uy, — ug,. Alors, w vérifie

(?9_1; +vAw + B(w,u1) + B(ug, w) = [.

Multiplions par w, notons que (B(uz, w),w) = 0,

1d, , 9 B
5|0l Hvllwl® + (Bw, ur), w) = (f, w). (2.6)

Nous avons

(B(w,w), w)| < [w|2allwall < clw] [Jw]] ]
< Sl + clw]?fu )
X 2 1 .

Ce qui donne, en particulier,

d
ol < (clull® + 1wl + £
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En intégrant
O < () + [ 170 ds)e e
a(s) = c||lui||* + 1, et par (2.4) nous avons
t

[ mts)iPas < i
Cy dépend de |ui(7)| et de [*|fi(s)|*ds. Nous avons alors

O < el + [ 176,
d’ott nous avons 'estimation suivante

lur (t) — ua(t) ] < C(Jurr — uar|* + /t |fi(s) — fg(s)]2ds)eK(t’T). (2.7)

Pour f; = f5 nous avons

\Us(t, T)urr — Up(t, 7)ug |* < C’eK(t’T)(|ulT — ua, ), (2.8)

et par (2.6) nous trouvons l'estimation

/t |w(s)||?ds < CeXD|uy, — ug, | (2.9)

Nous avons aussi, pour uy, = s, = u,
U367~ Ul < 02 [ 7)— ptsiPas. (2.10)
|

Nous trouvons aussi par (2.6) et par I'inégalité de Poincaré
d, 2 - C 2 2 2 2
—|wl” + clw[” < Slwl” + dlwl[fludll” + ea| 7
dt 2
Nous procédons comme auparavant et nous intégrons, nous trouvons
t
lw(t)|* < c(|w(7)|2 +/ |f(s)|2ds)e_°‘(t_T), a > 0. (2.11)

Afin de trouver des attracteurs exponentiels, nous allons appliquer le résultat sui-
vant.
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Théoréme 2.4. ( [26] et [60])
Supposons que la famille {U(t,7)}, définie comme auparavant, vérifie la propriété
de régularisation, i.e.,

|Up(t, m)ur — Up(t, Tus|| < Kluy —us|, Vur,ug € H, V C H compacte.

Alors, le systéme dynamique discret posséde un attracteur exponentiel M.

De plus, st Ug(t,T) est Holder continue sur [1,t] X B, pour des données initiales
dans B, alors nous avons l’existence d’une famille d’attracteurs exponentiels pour le
systéme dynamique continu.

Pour appliquer le Théoréme 2.4 nous démontrons le résultat suivant.

Lemme 2.5. La famille {Uf(t,7)} vérifie Uestimation suivante

Us(t, T)ur (1) — Us(t, T)us(7)|| < " ‘ KDy (1) —up(7)], t>7.  (2.12)
-7
Démonstration.
Soient u; et us deux solutions de (2.1). Posons w := u; — ug. Alors, nous avons
ow
E_VAU/—FB(UJ,IH)—'—B(UQ,U)):O, f1:f2-
Multiplions par —(t — 7)Aw
t—7d
5 g eIl + vt = DlAwl < (¢ = I(Bw, w), Aw)| + (¢ = 7)[(B(uz, ), Aw)],

Nous avons par (1.10) et (1.13)

(B(w,w), Aw)| < e |w]? ||| Aw|2

< w2 Jua[|Aw]2

et
|(B(uz,w), Aw)| = 0.

Ce qui donne

(t—71)d

5wl + vt = )Aw < St = m)JAwf + et = 7)[w]*||ual)*

(CRIAN

d
Z (= Dwl?) + vt = 7)[Awf < O = 7)|lwal*[lw]® + flw]]*

t
D’aprés (2.5)

d :
T (E=Dwl?) +v(t = )JAwf <t =7)[lw]” + flwl*
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En intégrant entre 7 et ¢ et par (2.9) nous avons (2.12). |
Nous avons déja trouvé un borné absorbant B dans H; B := {u € H, |u| < R;},
i.e., il existe T' tel que

Uit +T,7)01(B) C B, V1 €eR. (2.13)
La derniére relation avec (2.8) donnent

Ui(tr+T,7) € S1.x(B), pour K suffisamment grand.
D’apreés le Théoréme 2.4, la famille
Uf =Up(r+nT, 7 +LT), nl €L, n={,

posséde un attracteur exponentiel dans H, £ — M (¢, T), pour le systéme dynamique
discret. Par cette construction nous avons (voir [29])

Me(l,1) = Mp(0,0T + 1), Mg (l,T)=M;Ul,T+5). (2.14)

Pour définir un attracteur exponentiel pour un temps continu, nous démontrons
d’abord que la famille {Uf(¢,7)} est Holder continue.

Lemme 2.6. Soit u une solution du probléme (2.1). Nous avons [’estimation sui-
vante

t+r au 9
/t |E(S>‘ ds<c¢, r=0. (2.15)
Démonstration.
o U
Multiplions (2.1) par N
ou vd, ., ouy . Ou
|E} + 5@”“” + (B(U%E) = (/, 6t)'
Nous avons
ou ou
ou
< B[S
ou
< alul lull 5|
1 8u 2 9 2
< IS+ cluPlul
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Nous avons alors

S 2l < eluPll? + 7P

Par le lemme de Gronwall uniforme 1.13, ot g := c|ul?, h := ¢|f|?, y := ||u]|?, nous
avons (comme dans (2.5))

t+r o
/ | 87: )|2d5 +vl|u@®)|* < (% + as)e™ < const.
: r

[ |
Lemme 2.7. Nous avons
Us(t+ 7+ 8,7y — Up(t + 7, 7)ur| < Cls|?, (2.16)
et
Ut + 7+ 5,7 + 8)ur — Us(t + 7, 7)ur| < Cre™l|s|?, (2.17)
pour s = 0.
Démonstration.

Nous avons par (2.15)

t+7‘+sa 0
Ut +717+s,T)u, —Up(t+7,7)u,;| = ‘ lé( dQ‘
t+71+s
</ |8u }d@
t+7
t+7+s
< !s|5/ !au( ["as
t+T1
< c]s|%.

Pour trouver (2.17), nous avons par (2.8) et (2.16)

\Ust+71+s,7+s)u, —Up(t +7,7)u, | <
< Uit +s+7t+7) (Ut + 7.7+ s)uy) — Up(t + 7,7 + s)u,|
+ |Up(t+ 7,7+ s)u, — Up(t + 7,7+ 8)(Up(T + 5, 7)u,) |
< dls|? + CeRENu, — Up(r + 5, 7)us|

< sz, s>0, teR".
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D’aprés ce qui précede et par le Théoréme 2.4, nous avons 'existence d’attracteurs
exponentiels pour le systéme dynamique continu. Nous définissons ces attracteurs
par
= U Umr =T —s)Mp(0,7 =T - 5). (2.18)
s€[0,T7]
Nous vérifions que M (1) sont des attracteurs exponentiels.
(1). La propriété de semi-invariance, i.e.,

Uf(t,T)Mf(T) CMf(t), et Mf(t+8)MTSf(t).

La démonstration sera présentée dans le chapitre de Cahn-Hilliard non auto-
nome (voir (4.40)).
(2). f+— My(t) est Holder continu. Soient f; et fo deux fonctions. Nous avons

My ()= | Upt.t =T = )M, (0,t =T — s).

s€[0,T

M;(0,7) est un attracteur exponentiel, alors

T k/
st (M, 0.7, M 0.7) < o [ eI Gs)  palo)as)
- (2.19)
D’apreés (2.18) et (2.11) nous avons
t k
distiy™ (M (1), My () < e / ey — o s
De plus,
dist 7" (M (0,7 + 5), M(0,7)) < sz, (2.20)

Us(t+ 7+ 8,7+ 8)u, — Up(t +7,7)u,| < ce™ts|z.
f f

Par les derniéres relations nous avons
dist3Y™™ (M (t + 5), M4 (t)) < cs|?.

(3). My(t) est de dimension fractale finie; dimp(M(t), H) < oo.
Nous avons par (2.17) et (2.20)

dist2ymm (Uf(t,t—T— )M (0,8 —T —s1), Uyt t — T — 83) M (0, t — T — 52)>

< s — Szlkﬂ

45
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Soit € > 0 arbitraire. Nous estimons N.(M(t), H); le nombre le plus petit

de e—boules nécessaires pour couvrir M(t), et donc nous trouvons N, par la
derniére inégalité

k” (C_’-:

C]\[6 < 5

donc

Nous avons

My(t):= | Upt,t =T — s)My(0,t = T — s),

s€[0,7T7
donc
No(My (), H) < 37 N3 (Ut t = T = ()7 )M (0.t =T = £() 7 H),
/=0
. e 1 E 1
dimp(Us(t,t =T — (=) )M (0,t =T —4(=—)*" ,H) <
2c 2c
dimp(M(0,¢ — T — g(%)ﬁ, H) < oo,

car M (¢, ) sont des attracteurs et donc de dimension fractale finie.

En appliquant le Théoréme 2.4 nous avons le résultat suivant.

Théoréme 2.8. Supposons que la fonction f du probleme (2.1) vérifie I’hypothése
(A). Alors, pour toute f, il existe un attracteur exponentiel t — My(t), pour la
famille de processus Uy, vérifiant les propriétés suivantes :
(1). Les ensembles M¢(t) sont compacts et de dimension finie dans H.
(i1). Les ensembles M(t) sont semi-invariant respectivement pour Us(t,T) et
ils vérifient

Up(t, )My (1) T Mp(t), My(t+s) = Mzy(1),

out,s, T € Rt > 1 et Ty est défini comme auparavant.
(111). 1ls vérifient la propriété suivante : pour tout ensemble borné B dans H,
nous avons, pour tout T € R et t > 0,

disty (Us(T +t,7)B, M(1 + 1)) < Q(|| Bl )e” ™,

ol « est une constante positive et () est une fonction monotone.
w). L’application f — My(t) est Holder continue.
f
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2.2 L’attracteur uniforme

2.2 L’attracteur uniforme

Dans cette section nous cherchons 'attracteur uniforme du probléme de Navier-
Stokes non autonome suivant :

g—? —vAu+ (u-V)u+ Vp = f(z,t), (2.21)
div u =0,

u=0 surl,
u|t:7‘ =Ury, T < R.
Nous supposons que f(s) = f(-,s) € Lj,.(R; H) et elle vérifie
(HL) [f] < M < 0.
(H2)
t+1
112z := sup / £ (s)|2ds < oo.
teR Jt

Pour trouver I'attracteur uniforme de ce probléme nous avons besoin de définir des
symboles ainsi que la famille de processus {U(¢, 7)}, voir [15] et [60].

2.2.1 Deéfinitions
Le symbole :
Par (2.21) nous pouvons écrire

ou
T —vAu — B(u,u) + f(t) := Aypu.
Nous appelons f le symbole de I’équation (2.21). Ensuite, nous allons définir le

groupe {T'(h), h € R} par
T(h)f(s) = f(s+h), s,heR.
Nous avons donc T'(h)L: (R; H) C L} (R; H).

loc loc
Finalement, nous définissons le symbole H(f) comme suit

H(f) = {T(W)f, h € R}, (2.22)

tel que la fermeture est dans l'espace L7 (R; H). Nous notons H(f) par 3, nous
avons donc

T(h)X =%, Vh € R (par définition de T'(h) et de X).

Définition 2.9. La fonction f(s) € L? (R; H) est translation compacte (et nous

loc

notons tr.c) si H(f) est compact dans L}, (R; H).

loc

47



CHAPITRE 2 : Probléme de Navier-Stokes non autonome

Par (2.22) nous avons que H(f) est fermé dans l'espace L7 (R; H) qui est com-

pact, alors H(f) est compact. Nous trouvons donc que f(s) est tr.c dans L? (R; H).

loc
f(s) est translation bornée dans L (R; H), car

t+1
11 = W By, = sup [ 17(5) s < .
t
Dans la suite, on suppose que
Y =H(f) cC LY(R; H) (pour f fixé).

Définition 2.10. Nous définissons la famille de processus {U¢(t, ), t > 1, T € R}
dans H par
Us(t,7): H — H
Uy — u(t),
ot u(t) est la solution du probleme (2.21), f € L3 (R; H), et {U;(t,T)} vérifie

1. Us(t,s) o Ug(s,7) = Us(t,7), YVt=s>1, T€R.
2. Ug(r,7) = Id (opérateur identité).

D’aprés ce qui précéde et 'unicité de la solution, nous avons
Urgns(t,7) =Us(t +h,7+h), YVh>0,t>71, 7€R. (2.23)

Définition 2.11. Nous disons que l’ensemble As, C H est lattracteur uniforme
pour la famille {Us(t,7), t=>7, T€R, feX} si

(1) il est compact dans H,

(11) il attire uniformément tous les bornés de H, i.e.,

VB C H borné, lim sup dist (Uf(t,T)B,Ag) =0,
t—-+o0 fex

(111) il est minimal parmi tous les ensembles fermés qui vérifient (ii).

Nous notons par cette définition que I'attracteur uniforme de {Uf (¢, 7)} n’est pas
invariant (ici nous remplagons l'invariance par une propriété de minimalité (iii)).
Voir [41], ot la définition d'un attracteur associé a une famille de la forme {U(t,7)}
a été proposée.

Remarque 2.12. Si lattracteur uniforme existe alors il est unique, car, supposons
que nous avons deux attracteurs uniformes As. et A's;, nous obtenons alors par la
propriété (ii) de la définition précédente, pour B borné dans H

lim sup dist (Us(t,7)B, As) =0,

t——+o0 fex
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lim sup dist (Us(t,7)B, A's) =

t—+o00 fex

Or, par (iii), As, est l'ensemble minimal qui vérifie (ii), donc Ay, C Ay,
et A's, est l'ensemble minimal qui vérifie (ii), donc A's C As.
Alors, As, = A's, et nous avons l'unicité.

Définition 2.13. Nous disons que la famille {Us(t,7)}, f € ¥ est (H x ¥;H)-
continue si, pour tout t fivé et T,t > 7, T € R donc

(u, f) — Us(t,7)u est continue.

Proposition 2.14. Soit f(t) une translation compacte dans L} (R;¢e). Donc,
1. Yfi € H(f) donc fi est tr.c dans LV (R;e) et H(f1) C H(f).
2. H(f) set borné dans L} (R;e) , et Vfi € H(f) donc

loc

t+h t+h
sup / 1f1(s)|Pds < sup / 1 (s)|ds.
teR t teR t

3. L’ensemble {T'(t)} est continu dans H(f).

/.
T(tYH(f) = H(f) Vt > 0.

2.2.2 Estimations
Nous prenons le produit scalaire (dans H) de (2.21) par u

(%u(t), u) + v(Au,u) + (B(u,u),u) = (f(t),u(t)). (2.24)

Nous avons

1d 5 d B B 9 B
o7 u(t)|* = (Eu,u), (Au,u) = ((u,u)) = [|u(t)||” et (B(u,u),u) = 0.

Par (2.24)
S @ +vllu®l® = (f),u®) < [FOllvlu@)ll

—HU( )H2+—||f( )i

D’apres I'inégalité de Poincaré, nous avons

2 |U|2 25 ) Jpl2
HUHV/\/\_la [v]]* = Aol
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ce qui donne

1d 5 UV 2 1 9
53 U0 + Sl < 5P
Posons A := v\, nous en déduisons
d d _
—Ju(®)]? +vhiu®)? < —u®)? +vlu®)|* < AT (2.25)

dt = dt

Pour intégrer (2.25) nous utilisons le lemme suivant.

Lemme 2.15. Soit y(t) qui est uniformément continu dans [0, +oo[ et vérifie la
relation suivante

y'(t) +yy(t) < h(t), ~>0, h(t) >0, Vt>0.

Si
t+1
/ h(s)ds < C, Vt>=0
t

alors

y(t) < y(0)exp(—t) + C(1 — exp(—7)) " < y(0)exp(—t) + C(1+~71).

Pour appliquer ce lemme on pose y(t) := |u(t)]?, h(t) := A7 f(#)|?, 7=\ (dapres
I'hypothése (H2), on peut appliquer le Lemme 2.15), et nous avons donc

u(®)]” < Ju(7)Pexp(=A(t = 7)) + A7 (L + A7) ]I (2.26)
De plus, nous avons par (2.25)
d _
£|U(?f)|2 +oflu@)|? < AT

Ce qui donne en intégrant sur [7,¢] l'estimation suivante
t t
u(t)]? + 1// lu(s)|]Pds < |u(r)|* + )\1/ | f(s)]ds. (2.27)

Estimation de (¢t — 7)||u||

Nous allons démontrer I'inégalité suivante
(t = D) u(®)]? < C(t -7, [u(r) / F(s)Pds). (2.28)
Pour simplifier, on prend v = 1, 7 = 0. Nous multiplions (2.21) par tAu

(%u(t), tAu(t)) + v(Au(t), tAu(t)) + (B(u, u), tAu) = (f, tAu). (2.29)
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Nous avons
d d d du du
dt( ull?) = dt(u,tAu) = (Eu,tAu) (u, tAd + Au) = 2(d JtAU) + (u, Au)
du
t(t|| ull?) = 2(— tAu) + [|ull?,
v(Au(t), tAu(t)) = tlul b
Par (2.29)

1 1
th( ll®) = S 1@ + tlull by + H(Bu, Au) < HFOP + Jtw@)lbeay- (2:30)

Nous avons
(Bu, Au) < |Bul||ul|p(ay, (2.31)

et par Cauchy-Schwarz

ul < U ux% uxl uati
B 2| Vul|*d tdx)® V4d
Q

|Bu| < ||U||L4||VU||L4(Q)~ (2.32)

Par Cauchy-Schwarz et Poincaré, nous avons

follsor = [ falfae) = (( [ et [ o)) < Copbull. 29

De méme,
1 1 1 %
IVl iy < Col Vul2 [[Vull2 < Crflul|? lull b 4 (2.34)
D’apres (2.31), (2.32), (2.33) et (2.34)

| Bul| < Colul? [|ul ||U||D Co = CoCh,
1 3
H(Bu, Au) < Ctlul? [lul] [[ullf )

Nous utilisons I'inégalité de Young (ot p =4, p/ = 3)

t tC
t(Bu, Au) < Sl + 5l [P (2:35)

Par (2.28) et (2.35)
L2 ) + L@l < SO+ 17O R + @ o (@36

Pour intégrer la derniére relation nous posons

2(t) = tlu)l*, b(t) = [u@)* + 2t f ()1, y(t) = Cllu®)|*lu(®)]*,
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et nous trouvons
2(t) < b(t) +(t)2(1),

ce qui donne en intégrant

()< [ b6s) exo( [ a(0a0)as) < ( [ s)as) e [ 2(5)s)

Nous avons par (2.27)

/0 Ju(s)|Pds < [u(0)[? + / £(s) s,

et
(D] < Ju(0)? + / 1 (s)ds.

Donc

tlu®]* < (/0(I\U(8)|!2+28\f(8)\2)d8) eXp(/0 Cllu(s)[*[u(s)[*ds)

/N

(uO)F + (1+20) [ 17)Pds) exp(C(uO)F + [ 17)Pds)?)

— O, u(0), / F(s)ds),

ou,

C(z,R,Ry) = (R+ (14 22)Ry) exp(C(R+ Ry)?).

Estimation pour la difference entre deux solutions

Soient u; et uy deux solutions du probléme (2.21) et f; et fy correspondant
respectivement u; et u,. Nous posons

w(t) = U1<t) — UQ(t) = Uf1 (t,T)UlT — Uf2 (t, T)UQT, f = f1 — fQ

et w(T) := uy, — ug,. Nous avons donc

0

e vAu, + B(uy,uy) = fi,
ot

0

% + vAus + B(ug, us) = fo,

et w est une solution du probléme suivant

Ow + vAw + B(w, uy) + B(ug, w) = f, (2.37)
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'UJ(T) = Wy = U1y — U2r-
Ici nous avons utilisé

B(ul,ul) — B(UQ,UQ) = B(Ul — Uz,ul) + B(UQ,Ul) + B(’LLQ,Ul — Ug) — B(Uz,ul)

= B(w,u) + B(ug, w).
Multiplions (2.37) par w

d
() + v(Aw, w) + (Bw, ur),w) + (Bluz, w), w) = ()
1d, 2
5 lul? + vl + (Blw, w), w) = (7,w)
Nous avons
lwl|Zs < Colwl||w],
2
(B(w,ur),w) < Jw|[Zsllur ]| < Colwlllwl[|ur ]| < vjw]® + ﬁlwl2llulll2,
< =P+ =|wl?.
()] < G2 + sl
Ce qui donne, en particulier,
d C?
Sl < (52l + D)lf? + |12 (239)

Grace au lemme de Gronwall

i) < (P + [ 170)a8) exp ( [ a)dp). a) = S fus]+1,

et t 02 t
/Ta<9)d0_t_7+2_£/T |y ||t

Nous avons par (2.27)
t 1 t
[l < S+ 4 / (o).

2

Donc

| dS Cl,

/ a(0)dd = (t — 1) + 2—12|u1

ou
C, = Cl((t—T |y (T / |fi(s |ds
Nous avons alors ’estimation suivante
Jur (t) = w2 (0)|* < (Jure — uze [ + 11 = follZo(rim) exp(Ch). (2.39)
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2.2.3 Théoréme d’existence d’un attracteur

Pour trouver un attracteur uniforme nous allons appliquer les résultats de [15].

Théoréme 2.16. ( [15])

Si la famille de processus {Us(t,7), t =7, 7€ R, f & X} posséde un ensemble
compact qui attire uniformément les bornés de H, alors elle admet un attracteur
uniforme As.

Afin d’appilquer ce théoréme nous démontrons le résultat suivant.

Proposition 2.17. La famille de processus {U¢(t,7), t > 71, 7€ R, feX}
associée au probleme (2.21) est uniformément bornée, (H x H(f); H)-continue et
elle admet un ensemble compact qui attire uniformément les bornés de H, i.e., il
existe un ensemble compact By dans H tel que

VD borné, lim sup dist(Us(t,7)D, By) = 0.

t—oo fex

Démonstration.
D’aprés l'estimation (2.26), nous avons

(@) < A1+ )\’1)]|f|]%§ < 0.

Cela donne que la famille {U;(t,7)}, f € ¥, est uniformément bornée dans H. Cette
estimation implique aussi que I’ensemble

Bi={ucH, [’ <R}, o R:=A1+AIE

est uniformément absorbant. Nous posons By := ey U, er Us(7 + 1,7)B. By est
également uniformément absorbant. D’apreés (2.28), By est borné dans V', et alors
compact dans H (d’aprés l'injection compacte entre V' et H). Cela donne que la
famille {Uy(¢,7)} est uniformément compacte.

Pour démontrer que la famille {U;(t,7)} est (H x X; H)-continue, nous supposons

deux suites ul” et £ (s), telles que

ug) —— up et f3(s) —— fi(s) dans L2 (R; H),

et d’aprés l'estimation (2.39) nous avons

us(t) = S (O < Jurr — us? P + [ f1 = 57 ]2 e —— 0.

n—oo

Nous avons alors

WY —— () dans H.

n—oo
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Donc la famille {Uy(t,7)}, f € H(f) est (H x H(f); H)-continue. [ ]

D’aprés la Proposition 2.17 et le Théoréme 2.16, nous avons 'existence d’un attrac-
teur uniforme pour le probléme (2.21).

Maintenant, nous définissons une famille d’opérateurs {S(t), ¢t > 0} dans H x H(f)
par

St)(u, f) = (Us (£, 00w, T(A)f), t>0, Y(u,f) € H x 5. (2.40)

D’aprés cette définition S(t) est un semi-groupe dans H x > (voir le chapitre de
Cahn-Hilliard non autonome).
Nous allons construire un attracteur global dans H x ¥ du probléme (2.21).

Définition 2.18. ( [15]) Nous disons que K = {u(-)} est le noyau de la famille
{Us(t,7)} siu(-) vérifie

Ur(t,T)u(r) = u(t), Vt=71, T € R et sup|u(t)] < oco.
teR

Nous appelons KC(s) = {u(s), u(-) € K} C H la section du noyau de {Us(t,7)} au
temps t = s (voir [14]).
Théoréme 2.19. Supposons que la famille de processus {Us(t,7), t > 7, T €
R, f € X} est (H x X; H)-continue et elle posséde un ensemble compact qui attire
uniformément tous les bornés de H. Alors, le semi-groupe S(t) défini par (2.40)
posséde un attracteur compact A qui est invariant, i.e., S(t)A = A, Yt > 0.
De plus, si 11y et Iy sont deux projecteurs de H x> dans H et dans Y respectivement,
ie., Iy (u, f) = u, Uy(u, f) = f, alors
1.
A=A = Ay
est attracteur uniforme de {Us(t,7)}, f € &,
2. I A=Ay, =3,

3. Uattracteur global vérifie

A= K5(0) x {3,

fex

4. Uattracteur uniforme vérifie
As = A = | K4(0),
fex

ot ICs(0) est la section du noyau ICy de la famille {Us(t,7)}, f € X, au temps
t=20
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2.3 L’attracteur rétrograde

2.3.1 Orientation

Afin de trouver 'attracteur rétrograde (dans un systéme non autonome asymptoti-
quement compact) du probléme de Navier-Stokes, nous allons utiliser les définitions
suivantes (voir [11] et [35]).

Soit 2 un ensemble non vide. Nous prenons la famille d’applications

{ot)ier, @1 :Q — Q,

qui satisfait
1. pow =w, Yw € Q.
2. oi(prw) = Pry,w, Vw € Q, ¢, 7 ER.

Soient X un espace métrique et ¢ est une application, o1t ¢ : R,y x 2 x X — X.
Nous disons que ¢ est un cocycle dans X si :

o(0,w,z) =2, Y(w,z) e D xX

¢(t + T7w7x> - ¢(t7 QDTW7 ¢(T’w7x))7 Vt77— E R“F’ (w7 '/L‘) E Q >< X’

et le cocycle ¢ est continu si : V(t,w) € Ry x ), alors application : ¢(t,w,.) :
X — X est continue.

Nous notons par P(X) la famille de tous les sous-ensembles non vides et bornés de
X, et p est la classe de toutes les familles

D = {D(w), w e Q} c P(X).
Soit D € g une sous-classe non vide.

Définition 2.20. Vw € Q, VD € D, Vt, — oo une suite, et x, € D(p_4,w),
alors le cocycle ¢ est D-asymptotiquement compact (rétrograde) si :
la suite ¢(tn, o+, w,T,) contient une suite extraite convergente.

Définition 2.21. On dit que la famille
B={Bw); weQ}ep,

est D-absorbante (rétrograde) si :-
Yw € Q, VYD € D, il existe to(w, D) > 0 tel que

~

o(t, p_sw, D(p_w)) C B(w), Vt=tyo(w,D).
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Définition 2.22. Nous disons que la famille
C={CW), weQ} C ¢
attire tous les ensembles de D si :

1tlirn dist(¢(t, p_yw, D(p_w)),C(w)) =0, YD e D, we.

Définition 2.23. La famille A = {A(w),w € Q} C @ est un attracteur global
rétrograde si :

— A(w) est compact, Yw € Q) ;

— A attire tous les ensembles de D ;

~ A est mvariant, 1.e.

o(t,w, Alw)) = A(pw), Y(t,w) € Ry x Q.

Définition 2.24. VD € p,Vw € Q, nous définissons l'ensemble w-limite de D dans
Q par

AD,w) = () (Ut -, D).

Alors, y € AN(D,w) si et seulement si :
il existe une suite t,, — +00, et une suite x, € D(p_;, w) telles que :

hm d(gb(tna P—t, W, xn)7 y) =0.

tn——+00

2.3.2 Théoréme d’existence d’attracteur rétrograde

Notre but dans cette section est d’appliquer les résultats suivants sur notre pro-
bléme pour trouver 'attracteur rétrograde. Les démonstrations peuvent étre consul-
tées dans les références indiquées.

Théoréme 2.25. ([11] et [35])
Supposons que le cocycle ¢ est continu, D-asymptotiquement compact (rétrograde),
et AB € D tel que B est D-absorbant (rétrograde).
Alors, la famille R )
{A, Aw)=A(B,w), weN}

est un D-attracteur global rétrograde, et il est minimum i.e :
si C € p une famille, telle que VC € C' un ensemble fermé et C'(w) vérifie

lim dz’st(qb(t,(p,tCA’, B((p,tCA’)),C(C’)) =0,

t——+00

alors

A(C) c C(0).
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Remarque 2.26. Ici, nous avons défini [’attracteur global rétrograde a partir d’un
coycle continu ¢ (voir aussi [67] et [71]), et nous pouvons aussi le définir a partir
d’une famille de processus U(t,T), qui est continue pour tout t > 7. (cf. [12], [21],
[34], [60] et [66]). L attracteur (dans ce cas) est défini par

A(t) == UAD(t), ou Ap(t) = ﬂ U U(t,t —s)D, D borné.

neN s>n

Proposition 2.27. ( [11])
Supposons que B € g est une famille D-absorbante (rétrograde). Alors

A

AD,w) c¢ AB,w), VD e D,weqQ,
et si Be D alors
AD,w) € AB,w) C B(w), ¥YDe D,weq.

Proposition 2.28. (/11]) A
Si ¢ est D-asymptotiquement compact (rétrograde), alors VD € D,w € Q [’ensemble
A(D,w) est non vide, compact et

lim  dist(¢(t, o_yw, D(p_w)), A(D,w)) = 0.

t——+o00

Proposition 2.29. (/11])
Soit ¢ un cocycle, continu, et D-asymptotiquement compact (rétrograde). Alors¥(t,w) €
R, xQ, DeD

A

o(t,w, A(D,w)) = A(D, pw).

Considérons le probleme de Navier-Stokes suivant :

% —vAu+ (u-V)u+ Vp = f(z,1), (2.41)

divu =0, et u=0sur I,
u(r) =u,, 7 €R.

Nous avons déja trouvé I'existence et 1'unicité de la solution u(-, 7, u,) de ce probléme.
Nous posons ¢, :=7+1t, Vit € R, 7 > 0, et nous définissons ¢ par

o(1,t,uy) == u(r +t;t,u,), pourtoutteR, 7>0, u, € H.

Par cette définition ¢(7,t,-) : H — H est un cocycle continu dans H.
Nous avons le résultat suivant.
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Proposition 2.30. (/11])
Soit {u,, } € H une suite qui converge faiblement dans H. Alors

o(r,t —1,u,,) — O(1,t —7,u;) faible dans H, Y7 >0, t € R.

¢(.— 71,7 u.,) — & —71,7,u;) faible dans L*(1,t; V), V7, T < t.

Soit R 'ensemble de toutes les fonctions r : R — (0, +00), tel que

lim eMr?(t) =0, (2.42)

t——00

et supposons que D est la classe de toutes les familles D = {D(t); t € R}, o
D(t) C B(0,rp(t)), pour rj € Ry.

Théoréme 2.31. Supposons que f dans le probléme (2.41) vérifie I’hypothese sui-
vant :

(A). fe L (R;V') et|f(t)]> <M, pour M suffisamment grand,
et

/ F()12de < +o0, Vit € R.

—0o0

Alors, il existe un attracteur global rétrograde pour le cocycle ¢.

Démonstration.
Soient t € R, 7 > 0, et u, € H fixé. Nous posons

u(r) =u(r;t —1,u;) = ¢(r —t+71,t —7,u,) pourr >t —r7.

Nous prenons le produit scalaire de

@—I/Au—l—Bu:f
or

par u, notons que b(u, u,u) = 0,

du

() VI =< (), u(r) > (243)
P+ 2 )P = 2 < ), ulr) >
< 20 v u(r)
< SISO + vl
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Ce qui donne

LF )

L)+ ()| <

S x e

d
)P+ Alu(r)P < S ()]

d

1
Z(lu()Pe) < e 11

En intégrant sur [t — 7,t], nous avons
1 t
Fu®F <X+ [ QI vz
t—r1
Soit D € Dy donné. D’aprés (2.44) nous avons

— A\t t
ot = mu < erhe -+ - [ N ©IRude,

Yu, € D(t —71), t € R, 7 > 0. Posons

-t t
(B == [ e

—00

et considérons By, la famille de toutes les boules fermées dans H définies par
Byt) = {ue H, Jul < Rx(t)}.

D’aprés cette définition, B\ € D,. De plus, nous avons tlim eMr2(t) = 0, ie.,
——00
Jto = 0 tel que

Nous avons alors

1
2 —AT, .2 2

=T, u, < 2 (+ _ Z
|¢(7‘t Tu)| < e TD(t T)—|—2R

1
< 5+§R§<R§, t—71 >t

et donc la famille By est absorbant pour le cocycle ¢. Afin de démontrer I'existence
d’un attracteur rétrograde nous allons démontrer que le cocycle ¢ est asymptotique-
ment compact.

Soient D € D, fixé, t € R, (1,), 7 — +00 et u,, € D(t — 7).
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Pour montrer que ¢ est asymptotiquement compact, il faut trouver une suite ex-
traite de la suite (qb(Tn,t — Tn, uTn)) qui converge dans H. Nous avons déja trouvé

que By est absorbant, donc Vk > 0, il existe Tp(k) = 0 tel que
p(rit—17—k,D(t—7—Fk)) C BA\(t—k) V71=r1p(k).
Nous avons alors, pour 7 > 75 (k) + k,
o(r—k,t—71,D(t—71)) C BA(t — k). (2.45)

D’aprés (2.45), nous avons l'existence d'une suite {(7/,u,,} C {(7, ur, } et une
suite (wy) dans H, telles que, pour tout k > 0 et wy, € B\(t — k),

&1 — kot — Tpry Upy) — wy faiblement dans H. (2.46)
D’apreés la Proposition 2.30, nous avons

wo = (faible) lim (70, t — Ty, Urpr)

n/—o00

= (faible) im o¢(k,t —k,¢(T0 — kyt — Ty Urr))

n/—oo0

= ¢(k,t — k, (faible) lim  @(7 — Kyt — T, trp)).

n/—oo

Nous avons alors
wo = ¢k, t — k,wg), Vk =0,

et
”LUO‘ < hr/n inf ’¢(7—n/7t - Tn/y U/TTL/)|' (247)

Nous démontrons ensuite I'inégalité suivante

lim sup |4(7r, t — Tory Urnr )| < |wo) (2.48)

n’—oo
Pour cela, nous considérons

A
2. _ 2 Ao
[ = vlul]” = Slul”
Nous notons que [-] est une norme dans V' équivalente a || - ||, parce que
A
[u]* = vilull® = Slul® < vilul,

et, par I'inégalité de Poincaré,

[uf? = vull? = Slul? > vilul? = Zllul* = Sl
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Nous avons par (2.43)

wa<hm%*T+-2/ AED < £(6),u(€) > de

“lu(€)lIde.
Ce qui donne, pour tout t € R, 7 > 0 et pour u, € H
olrt =l < el 7 +2 [ PED(< .66~ 470 —ue) >
—[p(€ —t+ 1.t — T u,)]?)de, (2.49)

et donc, pour tout £ > 0 et 7,y > k,

¢(k7t - k? ¢(Tn’ - k},t - Tn/ uTn’)) - ¢(k + T — k’,t - Tn/y UTn’)

= ¢(Tn’at — Tnt, urn’)a

et par (2.49)

|¢(Tn’a t— Tn’yurn/)‘z = |¢(k7t - ka (b(Tn’ - k,t - Tn’a“rn’))P

< e_Ak|¢<Tn’ _k7t_7—n’7u7n’))|2

" Z/t GA(g_t) < f(£>a¢(€ _t+kat - k7¢(Tn’ - k,t - Tn’au’rn’)) > d£
t—k

—2 /tk DG —t+ Et — K, @1 — k,t — Ty, Uy ))] dE. (2.50)
—
Nous avons alors (comme dans (2.45))
AT — k,t — T ury) € BA(t— k), V10 > 71p(k)+k, k>0,
et

lim supe NS — kot — T )P < e RE(E— k), k>=0. (2.51)

n/—oo

Nous avons
O(T — Kkt — oy Urpy) — wy, faible dans H,

et, d’apres la Proposition 2.30

O(-—t+k, t—k, (T —k, t—Tp ey ) — ¢(-—t+k, t—k,wy,) faible dans L2(t—k, t; V),
(2.52)
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ce qui donne
t

lim e)\(Eit) < f(£)7 ¢(£ —t+ k7t - ka ¢<T’n’ - kvt - Tn’7u7'n’)) > dg

n'—oo Ji_

= /t AT < F(E), p(E —t + Kt — k,wy) > dE, (2.53)
t—k

puisque M6~ f(¢) € L2(t—k,t;V"). De plus, (ft e )]Qdf') est une norme
dans L*(t — k,t; V), et nous avons par (2.52)

/ A€ —t + k,t — k,wy)]2dE <
t—k

t
lim inf / AP —t+ ket —k, d(T — kot — Tor, U ) )] PdE. (2.54)
n'—oo Ji

D’aprés les relations (2.50), (2.51), (2.53) et (2.54), nous avons
lim sup ¢ (7or, t — Ty U )|? < e RE(E — k) +

n’—oo

2/ D (< F(E), (€ =t + Kyt — kywy) > —[d(E —t + K, t — k,wy)]?)dE. (2.55)
t—k

D’autre part, wg = ¢(k,t — k,wy), Vk = 0 et par (2.49), nous avons
t
[wol” = [k, t — K, wi)|* < uwg|*e™* 42 / MY
t—k

(< F(E),p(€ —t+kt —kywy) > —[d(€ —t + k,t — k,wy)]?)dE. (2.56)
Par (2.55) et (2.56)

lim sSup |¢(Tn’at - Tn/y uTn’)|2 < e_AkRg\@ - k) + |U}0|2 - |u}k|2€_>\lc

n/—o0

< e_’\kRi(t — k) + |wo|?,

or,
2 -\t
RA(t) = =

/_ M1 F(6) 2.

et donc
N p2 N A bY3 2
MRt -0 =2~ [ @I .

Nous trouvons alors (2.48), et par (2.47) nous avons

lim |p(Tor t — Tty U ) |2 = |wo |
n —oo

Cela donne, avec la convergence faible, la convergence forte dans H de ¢(7,/,t —
Tpty Uy ) Vers wg. Done, ¢ est asymptotiquement compact et d’aprés le Théoréme
2.25, nous avons l'existence d'un attracteur rétrograde. |
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Chapitre 3

Probléme de Cahn-Hilliard autonome

3.1 Position du probléme

Soient 2 un borné dans R", n = 1,2, 3, I sa frontiére et u(z,t), x € Q, t € R
une fonction scalaire (inconnue).
L’équation de Cahn-Hilliard autonome s’écrit :

%—AK(U) =0 dans Q xRy, (3.1)
K(u) = —vAu+ f(u), v >0. (3.2)

Ici f est un polynome d’ordre 2p — 1

2p—1
flu) = Zajuj, peN, p=>2.

J=1

Soit ¢ la fonction primitive de f telle que g(u) = 0 lorsque u = 0,
2p
g(u) = ijuj, jb] = aj-1, 2 < j < 2p
j=2

Nous supposons que les coefficients de f (et de g) sont positifs;
agp—1 = 2pba, > 0.
L’équation "classique” de Cahn-Hilliard correspond au cas ou
p=2, f(u)=—au+pu’ a, 3>0.

Pour avoir un probléme bien posé, nous associons a cette équation les conditions
aux limites et les conditions initiales suivantes.
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— Les conditions aux limites : nous avons un de ces deux cas :

1. les conditions de Neumann :
ou 0

o —%K(u) =0 sur I (3.3)

n est la norme unitaire extérieure de I'.

2. Le cas de l'espace périodique :
nous supposons que = I17" 10, L;[, L; > 0, et les conditions sont :

¢ ;=0 1/}

pour u et ses dérivées d’ordre < 3.

oL i=1,2,..m (3.4)

Nous trouvons que les conditions aux limites de Neumann sont équivalentes
i du  OA
u u
—=——=0 sur I\ 3.5
on on (35)
— La condition initiale :

u(x,0) = ug(x),z € Q. (3.6)

3.2 Les espaces fonctionnels

Nous définissons les espaces fonctionnels de ce probléme. Soit

H:= {u € LQ(Q) : g—Z|F = O}.

Nous désignons par (u,v) le produit scalaire dans H, i.e.

(u,v) :/Qu(x)v(x)dx,

ce produit scalaire s’étend en le crochet de dualité pour u € D'(Q2) et v € D(Q),
ou D'(2) est l'espace des distributions sur Q (voir [66]), et D(2) est 'espace des
fonctions C* sur {2 et & support compact dans €.

Nous munissons H de la norme |u] := ||ullz = {(u, u)}z.

Posons

V= {u c H'(Q), %‘F = 0},

(pour le cas des conditions de Neumann), et V' = H~(Q). Pour le cas de I'espace
périodique on suppose V = HI}QT(Q). Nous munissons V' du produit scalaire usuel
de HY(Q), ((u,v)), et de la norme associée ||ul| = ||ul|y.

D’aprés l'inégalité généralisée de Poincaré (voir |70]), |u| < ¢|Vul, donc V' est inclu
dans H avec injection continue et dense.
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De méme, H — V' avec injection continue, et H est dense dans V’. Nous munissons
1 :

V'’ de la norme || - ||g-1, telle que || - ||g-1 :== || - ||-1 := [(=A) "2 - | pour les fonctions

a moyenne nulle et pour les fonctions & moyenne conservée (non nulle) la norme

1
|| - || -1 est équivalente & (| 2+ (Ilﬁl fQ ud$)2)2.
Supposons également ’espace

ou
Vi = {u € H*(Q), %\F =0},

muni de la norme usuelle de H?(Q), || - ||

3.3 Théoréme d’existence et d’unicité

3.3.1 La formulation variationnelle

Puisque 'opérateur (—A) est inversible sur des espaces de fonctions a moyenne nulle,
on introduit les espaces suivantes :

H:= {ueH, /Qudx—[)},
Vo {UGV, /Qud:r;:()},
10/1:: {uEVl, /Qudx:()},

V= {u eV, <u,l>yy= 0}.

Nous trouvons la formulation variationnelle en multipliant I’équation

% +vA%u — Af(u) =0 (3.7)

par une fonction teste v = v(z), nous intégrons et intégrons par parties sur {2, nous
utilisons la formule de Green, nous trouvons

% Q(u,v)—l—y/Q(AmAv)—/ﬂ(f(u),Av) 0. (3.8)

Ici, nous avons utilisé les conditions aux limites.
Nous utilisons la formule de Green encore une fois dans le dernier terme

.80 = = [ (790 70) (3.9)

Q

et nous obtenons

d .
a(u, v) + v(Au, Av) + (f'(u)Vu, Vo) =0, Vv e V). (3.10)
67



CHAPITRE 3 : Probléme de Cahn-Hilliard autonome

Nous supposons que 'opérateur A = —A, avec les conditions aux limites de Neu-
mann (ou le cas périodique), donc A% = A% Nous prenons la forme bilinéaire

a?(u,v) = (Au, Av). (3.11)

Celle-ci est continue dans H?*(f2). Nous associons a a* lopérateur A? dans H de
domaine

dv  0Awv
D(A?) = HY(Q = =0 sur T
() = {ve H'Q), - =" =0 surT},
pour le cas des conditions de Neumann, et D(A?) = H;‘e,,(Q), pour le cas de l'espace
périodique.
Pour u € D(A?), nous définissons A?u de la fagon suivante

(A%u,v) = a*(u,v), Yo € H, (3.12)
A?u = A*u.
Nous posons < u >:= |Q| Jo u(x)dz, la moyenne de la fonction u. L'équation (3.10)

équivaut a

%((—A)l(u— <u>),v) +v(V(u— <u>),Vv)

+(f(u)— < flu) >,v) =0, YoeV. (3.13)
Notons que, pour v = 1 dans (3.10),

/u(:c,t)dx = / up(z)dz; ¥t >0, (moyenne conservée). (3.14)
0 0

Dans la suite nous allons supposer, sans perte de généralité, que la moyenne est
nulle pour démontrer I’existence d’une solution, ceci nous améne a travailler sur des
espaces a moyenne nulle. En général, on travaille avec u de moyenne constante, i.e.,
< u >= const. # 0.

3.3.2 La fonction de Lyapunov

Nous prenons la fonction de Lyapunov suivante (voir [70]) :

J(u) = g|Vu|2 + /ﬂg(u)dm. (3.15)

Soit u une solution suffisamment réguliére du probléme (3.1)-(3.2). Nous multiplions
(3.1) par K(u), intégrons sur 2 et utilisons la formule de Green :

/K —dav—/AK(u)K(u)dx:O (3.16)
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(K(u)7g_1;) - /Au— +/f —dx
82u 8u u
-, 2. Gey ot |iw%

ou
_”/in:axz ataxj /f _d”“"
d

= (). (3.17)
Or oK ()
(AK (u), K (u)) = /ﬂ VK (u)|%dz — /F a—IEuK(u)dF
= [VK (u)]* (3.18)
Donc, par (3.17) et (3.18), nous avons
d
S (W) + [VE () =0, (3.19)
et [IVK(u)|*> >0, d’ou
C‘lltj( ) <0 = J(u()) < J(ug), V>0, (3.20)

L’existence d’une fonction de Lyapunov de ce probléme va nous aider a trouver les
attracteurs.

Lemme 3.1. Pourn > 0,

(ST

{|Auf? +nul’}? et {|Auf+ 77(/ u(w)dr)’} (3.21)

Q

sont deuzx normes dans H*(Q) équivalentes a la norme usuelle ||.|| 2. De plus,

[

(1A% +nlul} et {!AQUI2+U([2u(x)dx)2} (3.22)

sont deuzx normes dans D(A?) équivalentes a la norme de H*.

Théoréme 3.2. Le probléeme (3.1), (3.2), (3.3) et (3.6) posséde une seule solution
u qui appartient a

C([0,T); H) N L2(0, T; HX(Q)) N L*(0, T; L*(Q)) VT > 0,

pour tout ug donné dans H.
De plus, ug — u(t) est continue dans H.
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En outre, si p =2 lorsque n = 3 (p est quelconque lorsque n = 1,2) et uy € H*(Q)
alors

u € C([0,T); H*(Q)) N L*(0,T; D(A%)) VYT > 0.
Enfin, siug € H'(Q) N L*(Q) alors

we L®0,T; HY(Q) N L*(Q)), VT > 0.
Ce théoréme donne 'existence d’un semi-groupe S(t) :
S(t):up€e H — u(t) € H.

Nous pouvons aussi montrer une propriété de régularité de S(t) qui implique que
u(t) € HY(Q) N L*(Q), Vt > 0.

Avant de commencer la démonstration de ce théoréme nous trouvons des estimations
a priori et nous cherchons un borné absorbant.

3.4 L’attracteur global

3.4.1 Borné absorbant

Nous allons ici chercher un borné absorbant dans V' et un borné dans V' en
utilisant la fonction de Lyapunov J(u).
Dans la suite nous notons par N l'opérateur (—A)~!. Nous posons u := u— < u >,
ce qui implique que @ est & moyenne nulle. Nous allons trouver quelques estimations
nécessaires pour la suite. Nous avons, par (3.14), que I’équation (3.1) est équivalente
a

ou
— — AK(u) =0.
T (u)
Cette équation est équivalente a
0
—Nu+ K(u) =< f(u) > . (3.23)

ot

Nous prenons le produit scalaire dans H de cette équation par u, notons que <
u >= 0, nous trouvons

(%Nﬁ,ﬁ) + (K (u),q) = 0.
Nous avons
((@1, 902))—1 = (N((Pl)7902) = (9017N902)
ot d P P P
(N, u) = (aNﬂﬁ) + (a, @Nﬂ) = z(aNa,a).
Donc 14
§%Ilﬂ||2_1 + (K (u),u) = 0. (3.24)
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Par (3.2)
K(u) = —vAu+ f(u).

Alors
(K(u),u) = (K(u),u) = (K(u),<u>)
= (D) + (), )+ <u> /Qf(u)dx.
Par la formule de Green

(K(u),u) = v|Vul* + (f(u),u)+ < u > /Qf(u)d:p (3.25)

Par définition de la fonction f(s), nous trouvons que le terme principal de cette
fonction est 2pby,s*~1 et celui de f(s)s est 2pby,s™.
Nous avons by, > 0, donc dc; tel que :

f(s)s > pb2p82p — ¢, Vs € R, (3.26)
et, pour tout £ > 0, il existe ¢y = ¢5(€) telle que :
|£(3)] < ebgps™ + ca(e), Vs € R. (3.27)

De méme, le terme principal de g est by,s?, donc Jeg telle que :

1 3

§b2p52p —c3 < g(s) < 562p32p +c3 , VseR. (3.28)
1
D’aprés (3.26) et (3.27), et pour € = P~ (p — 2), nous avons par (3.25)
u

K(u),u >VVu2—|—§b2 u?Pdx — c|Q)].
2 P
Q

Nous utilisons (3.28)
(K(u),u) > v|Vul* + / g(u)dz — kg
Q
> J(u) — ko, (3.20)

ou ko est positive, dépend de ¢y, ca, c3 et [Q].
Nous avons que {(Ng, )}z = ||¢||_1 est continu dans L2(£2), donc 3¢}, dépend de

Q, telle que
|l < clal,  Vu e L(Q).

Et d’apres I'inégalité généralisée de Poincaré, nous avons
[u] < e(Q)|Vul|, Yue H'(Q)
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nous obtenons donc

lall-1 < 5| Vul, Yue H' ().
Par (3.29), nous écrivons (3.24) :

1d, 1d, .,
R _ < o < K , —
N2+ () = ko < 5 a2, + (K (), )
donc
1d, .
5 g ll= + (W) < ko (3.30)

En utilisant (3.15) et (3.28), nous écrivons

1
J(u) > —|vu|2 /bQPu Pdx — c5|Q
Q

v
2 §|V’LL|2 - Cs‘Q‘

Nous déduisons par (3.30)

< a2, + srallalzy <k, k= ko +eslQ. (3.31)
th A 3) 1, ki =kot+cs

Nous multiplions cette inégalité par exp(rcjt), nous trouvons
d veht|| =112 veht
o alZy) < 2hie”

Nous intégrons entre 0 et ¢

2%,
w(G at 1)

4

a2y < la(o)li2, +

Donc ok
_ _ —vc! 1 —vd,
la(®)[2, < la(0)[|2 7" + —(l—e ). (3.32)

4
Nous avons donc

2k
lim sup [lu(t)— < u(t) > >, < b, P = —7 (3.33)
t—o0 I/C4
Supposons que
[a(0)]|-1 S R et <ug>< . (3.34)

Soit p > pg. Nous allons chercher ¢y = #y(R, p) tel que

la()|-1 < p, VE=to.
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Par (3.32), nous avons
|a))?, < R%e™"4% 4 p2 — pReveato

= (R — p3)e 4" + pi.

Nous voulons avoir ||u|_1 < p, c’est a dire
(R* = po)e "4 + pj < p”

(R* = pp)e™" 4" < p* —

e—ucﬁ;to < p2 T p(2)
R? — pj
2 _ 9
—viyty < ln§2 _pp%
2 _ 2
— Po
tg > —In .
P
Donc
Jto = to(R, p) tel que ||a(t)||-1 < p, VYt = to. (3.35)
Ceci donne l'existence d’'un borné absorbant pour S(¢) dans l'espace B, = {u €
L*(Q), <wu>=n}, muni de la norme ||.||_; .

Nous intégrons la relation (3.30), nous trouvons :

1 — 12 1t+r e
[§|\U\L1]t + J(u(s))ds < rky.
t

Par (3.35) nous trouvons

t+r
/ J(u(s))ds < p* +rko, Yt > to,
t

et donc
2

Jult+7) <5+ ko,
Nous avons J(u) = ¥|Vu|*> + [, g(u)dz et

1 3
§b2p52p — C3 < g(S) g §bgp82p + C3.

Donc 9

Y\ Vult+ ) + / glut-+ )iz <+ k,

Q
2

1
g]Vu(t +7)2 + Ebgp/ w? (z,t)dr < ,07 + ko + 3|9
0
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v|Vu(t)|* + bgp/ u? (z,t)dr < ky, (3.36)
Q
ou 5,2
k’Q = 263|Q| + % + 2]{30

Soit B; un borné dans H'(Q2) tel que, Vo € By,

Vol <Vks, [ <e>|<n.

Les estimations précédentes et (3.36), impliquent que 'image de tout borné B de
H,:= | B, par S(t) est un ensemble dans By pour t > t;(B) = to + 1, to

|<u>|<n
est comme auparavant. Cela implique aussi 'existence d’'un borné absorbant dans

H, N H'Y(Q).

Borné absorbant dans H*(Q) N H,

Tout d’abord nous trouvons une estimation bornée de u dans H*(2). Nous mul-
tiplions

%u +vA*u — Af(u) =0 (3.37)
par A%y
Ld 2 2 12 2
5 1Aul” + v ATt = (Af(u), A%u)
2dt
< |Af()]|A]
< ZIA% + el Af(w)?
< K|A2u|2 +c.
2
Ce qui donne en intégrant entre 0 et ¢
t
Au(t)? + / A%uf2ds < T + |Au(0)2 (3.38)
0

Par cette estimation nous trouvons que la solution u appartient a H?((2) si la solution
initiale est dans cet espace.

ou
En outre, en multipliant (3.37) par —, on trouve

ot

1 8u‘2

5 1 Ou
2 G 2o

| <clAf) +
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Le terme |Af(u)| sera calculé dans le chapitre de Cahn-Hilliard visqueux, et nous
avons, par (5.45),
[Af(w)] < elflull flull2)Aul.

Par (3.36) et (3.38) nous avons
|lu(t)|] < const. et |lu(t)||s < const. V¢ = 0.

Alors p P
2 U2 2
E|Au| + |E‘ < c|Aul. (3.39)
Grace au lemme de Gronwall, nous trouvons un borné absorbant B dans H? ()N H,,
i.e., VB borné , il existe ¢, tel que

S{t)BC B, Vt=t,.
Nous avons les deux résultat.

Lemme 3.3. S(t) est uniformément compact sur H' () N H,,.

Démonstration.
Soit B un borné dans H'(Q2) N H,. D’apreés l'existence d’'un borné absorbant dans
H'(Q) et d’un borné absorbant dans H*(Q) N H,,, nous avons

dt; tel que S(t)B C By, Vit >ty

et
dty tel que S(t)B C B, Vit > t,.

Linjection H*(Q) < H'(§2) étant compacte alors Uensemble | J,,, S(t)B (est borné
dans H%(Q) N H,) est relativement compact dans H'(Q2) N H,,. |

Lemme 3.4. S(t) est continu sur H, pour la topologie de H().

Démonstration.
Soient u; et uy deux solutions de (3.23) telles que < u; >=< uy >. Posons u :=
up — ug. Alors, u vérifie

%Nu = vAu — {(t)u, (3.40)
ou L(t) := fol f'(suq 4+ (1 —s)ug)ds. D’aprés la définition de f, nous avons £(t) > —c.
Multiplions (3.40) par u

1d
5l + v Vul?

2
2 dt clul

eVl
1%
21Vl + clull,

NN N

75



CHAPITRE 3 : Probléme de Cahn-Hilliard autonome

En intégrant
t
Ju(t))1, + V/ [Vu(s)Pds < e [lu(0)]|?;. (3.41)
0
D’ou la continuité. [ |

Nous allons utiliser le théoréme suivant.

Théoréme 3.5. Supposons que H est un espace de Banach et que les opérateurs
S(t) sont donnés et vérifient :

L { S(t+s) = S(t).5(s), Vst >0,
S(0) = 1.

2. S(t) est un opérateur continu dans H, ¥t > 0.

3. Les opérateurs S(t) sont uniformément compacts pour t grand (i.e, V3 borné
donc Jty dépend de 3 tel que |J,,, S(t)B est relativement compact dans H ).

Nous supposons aussi qu’il existe un ensemble fermé U et un borné 3 de U tel que
0 est absorbant dans U.
Alors Uensemble w-limite de 3, A = w(f), est un attracteur global dans H qui attire
tous les ensembles bornés.
De plus, sit— S(t)ug est continue de Ry dans H, pour ug € H, et U est convexe
alors A est connexe.

D’aprés ce qui précéde, toutes les hypothéses du Théoréme 3.5 sont satisfaites,
pour le semi-groupe S(t) dans H,, et nous obtenons le résultat suivant.

Théoréme 3.6. En dimension 1,2 ou 3 le semi groupe S(t) : H, — H,, n=0,
associ€ au probleme (3.1), (3.3) et (5.4) posséde un attracteur global A dans H,,.
Cet attracteur est conneze.

3.5 Preuve du Théoréme 3.2

Nous allons trouver des estimations a priori.

3.5.1 Estimations de u
Estimation de u dans L>(0,T; H) et dans L*(0,T; H*(2))
Nous avons par (3.10)

(%’ v) + v(Au, Av) + (' (u)Vu, Vo) = 0.

Nous remplagons v par u(t) dans la derniére équation

(2—1:, u) + v|Aul? + (f'(u)Vu, Vu) = 0
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2dt|u| + v|Aul® + (f'(u)Vu, Vu) = 0.
Le terme principal de f'(s) est 2p(2p — 1)by,s* 2

telle que
f1(8) = byys 2 — ¢y, Vs€ER.

Nous pouvons aussi utiliser f* > —c. Par (3.42) nous trouvons

1d
2dt

1d
2 dt

On a par interpolation
lullz < llullzzllull e
Par cette inégalité nous trouvons :
[Vul? < cluf fJulz.

Par le Lemme 3.1 et I'inégalité (3.44)

Vul* < dylul(|Au] +] < u>])

v 1
ca| Vul? < §|AU!2 + W\UP + c(n).
4

Nous déduisons par (3.43)

1d
2dt

Gl V18U 2, [Tl < ol + (o),
Q

d
d

— |ul? + v|Au|? + by (u* " Vu, Vu) < 4| Vul?,

—|u)? + v]Au)® + bgp/ w2\ VulPde < cy| Vul?
Q

1
Sl VIS by [ Ve < Gl ol )
Q 2 vey

t|u|2 ks|u|® 4 v|Aul? + 2b2p/ w2 Vul|?dr < c(n).
Q

(3.42)

et donc, comme dans (3.26), 3¢y

(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)

Par cette inégalité nous obtenons une borne pour u dans L*>(0,7T; H), parce que

Nous multiplions par e~ *3!

e

Ce qui donne en intégrant entre 0 et t ou t < 7T’

lu(t)]* < ugl?e™ + (n)e™,  t < T < +oo,

d
_k3t%|u|2 — ke ul? < e(n)e ™ < e(n), ot ks >0
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lu(t))? < |uo?e®” + ()™’ < 400, Vuy € H. (3.47)

Donc u € L*>(0,T; H), pour tout T' < oc.
De méme, nous obtenons, par (3.46) et le Lemme 3.1, une estimation de u dans
L*(0,T; H*(Q)) 5

T
u(t)]? + 01/0 ullZadt < cluoe®T + ¢ ()T + c(n)T < oo, puisque T < oo.

Donc
||U||%2(O,T;H2(Q)) <+00 = uc€ LQ(O,T, HQ(Q))

Estimation de u dans L*(0,7; L*(Q)) et dans L*>(0,T; H'(Q) N L*(Q))

Nous avons par (3.19)

d
K =0.
() + [VE ()
Par conséquent
d
W) <0,
d v 9
E(§\Vu| + Qg( )dz) <0
Par (3.28)
d, v 9
STl + %, + sl < 0

Nous intégrons entre 0 et ¢,
¢ |\Vu))? + [[u() |5, < | Vuol® + [luol| 7, < 0o, siug € HY(Q)NL*>(Q).
Nous notons par cette inégalité que v € H'(Q2) N L?(€2), et nous avons aussi
sup (¢ult) s + [ut)]3) <

e, ue L>0,T; H'(Q) N L*(Q)).
Nous avons par (3.30)

IIUH2 + V| Vul? + bapllull 2 < k-

On intégre entre 0 et ¢
t
_ 2 _
a(t)|y + C/o lu(s)lI2nds < 1a(0)]12y + &,

d
i.e., u € L*(0,7T;L?(Q)). Nous allons maintenant montrer que EJ(u(t)) < 0. Pour

cela nous allons établire une relation qui ressemble a (3.19) lorsque la solution u

78



3.5 Preuve du Théoréme 3.2

n’est pas suffisamment réguliére, donc nous allons utiliser une approximation. Nous
prennons une fonction lipschitzienne f,; telle que

far(s) = f(s), si |s| <M

et
fu(s) = f(M)sgn s, si |s| = M.

D’apreés cette définition f; est bornée. Nous considérons uj,; comme une solution
du probléme (3.1) (ou fy; remplace f), (3.3) et (3.4). Nous supposons que wuy; est
suffisamment réguliére. Nous avons

d

@JWM) + VK (up)|> =0 (far remplace f). (3.48)
Lorsque M — oo alors fy; — f et up — u. Pour passer a la limite dans la relation
(3.48), nous avons par (3.17)

d dupy
E(J(UM)) = (K (un), 7)-

K(upy) = —vAuy + fur Sy —vAu+ f = K(u),

car uy; — u alors Auy; — Awu. Donc

d duny du d
%(J(UM)) = (K(up), 7) — (K (u), E) — %(J(u))

De plus,
K(upy) — K(u) = |VK(uM)|2 — |VK(U)|2.

Donc, en passant (3.48) a la limite, nous avons

d ) d
SID) + VK@) =0 = SJu®) <o.

3.5.2 Démonstration de ’unicité

Notre probléme est

d
d—? 4 uA%u— Af(u) =0 dans L2(0,T, V"),

u(0) = wo,

avec les conditions de Neumann ou les conditions de 1'espace périodique.
Pour montrer que nous avons une solution unique de ce probléme, nous supposons
que nous avons deux solutions différentes u; et uy. Donc, uy et uy vérifient respec-

tivement g
% + vA%u; — Af(u) =0,
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U1 (O) = Uy,
et

d;;? + VA2U2 Af(UQ> =

u2(0) = wuo.

Nous posons u := u; — uy avec ug = u1(0) — u2(0) = 0. Alors, u est une solution du
probléme suivant

% + vA%u — (Af(ul) - Af(u2)) =0,

u(0) = 0.
Ce probléme équivaut a

d

ENE —vAuA+ (flur) = flug)) =< f(w) = fluz) >,

u(0) = 0.

Prenons le produit scalaire dans H de la derniére équation par u, nous intégrons et
nous utilisons la formule de Green

a2y + 2V = ~2(7w) — f(w), )
- f(u — ) )+ 2 () — Flu), < )

u1

= f’ )ds, u) —I—2<u>/ﬂ(f(u1)—f(u2))‘

Dong, pour f' > —

Hu||2 + 21/]VU]2 c]u|2 +2|<u> / (f(ul) - f(uQ))\ (3.49)
Q
Nous avons
ul? < 2(|af+ < u>?) < c(f|af-1[Vul+ < u >?)
<A Vul? +c||a)? + < u>?), Vy>o. (3.50)

Nous examinons le terme < u > fQ ( (u1) = f(u2)).

Nous avons f(u1) — f(uz) = ufo (suy + (1 — s)ug)ds, et | f'(s)] < kh(1 + |s|*72).
Donc

1
) — Flu)] < Rl / (14 s + (1 — $)ugP~2)ds

Puisque s € [0, 1], nous trouvons

[f (u1) = f(u2)] < Ko (1+ P72 + [ua77%) u. (3.51)
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Alors
<us [ () = F)| < el <us] [ (0 PP+ fua ) ulda,
Q Q

Nous traitons ce terme dans deux cas. Pour n = 1,2 et p quelconque,
| <u> /Q (f(w) = flu2)| < el <u> (14 fluall ) + luzll s lul-
Dans ce cas H'(Q) C L**~4(Q), donc

<u> [ (1) = Flun)| < el + (0 77 fual0) < >?)

1%
< EIVu + o1+ a2 o2 (a2 < >,

Par (3.36)
v
<us [ () = Jaa)) | < 590 + (a2 < w52
2
Nous avons d<d—1tL> = 0 et par (3.49) et (3.50)
d

Il <u>?) <e(jal?+ <u>?).

Grace au lemme de Gronwall nous avons, pour n = 2,
la@®)l2,+ < u(t) >*<0,
d’ott u(t) = 0 et donc I'unicité.

Pourn=3et p=2

|<u> / (Flw) = fw))] < e <u>| / (14 s + Jual?) ]

< o <u> [(T+ lul[7e + [luzll7e) ul
< o <u> |1+ |wlf®+ [Jus?, H'CL?
< %|Vu|2 +e(|la))2+ < u>2), par (3.50) et (3.36).

Dans les deux cas nous avons
<u> /Q (F(ur) — fu))de] < ZI9ul + el + < u >?) (3.52)
D’apres (3.49)
S+ < u>?) < el s < us?),

et grace au lemme de Gronwall nous avons 'unicité.
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3.5.3 Démonstration de ’existence

Pour démontrer 'existence d’une solution de notre probléme nous allons construire
des solutions approchées par la méthode de Faedo-Galerkin, puis nous trouvons des
estimations a priori et, enfin, nous passons a la limite (voir [45]). Tout d’abord nous
trouvons une base spectrale.

Dans cette section nous démontrons ’existence d’une solutions u telle que < u >= 0,
i.e., nous allons résoudre le probléme suivant :

Trouver u: [0,T] — V4

%(Nu,v) + v(=Au,v) + (f(u),v) =0, Yve V.

Nous posons A := —A. A est un opérateur strictement positif et auto-adjoint dans
H. Nous avons que l'injection de V dans H est compacte, donc, dans ce cas, nous
pouvons considérer A~! comme un opérateur compact et auto-adjoint dans H.

1l existe donc une famille orthonormale de H, {Wn }men, formée des vecteurs et des
valeurs propres de A, avec

A, = /\;Llwm, Vm € N,

telle que (\!) est décroissante et tend vers 0 puisque

0< A <A<, N, — o lorsque m — oo.
Ainsi Aw,, = Apw, m = 1,.... Donc {w, }m>1 est une base hilbertienne orthonor-
male de H.

Et {\n2wy, }m>1 est une base hilbertienne orthonormale de V pour al(.,.).
Nous avons (voir [70])

(w;, w;) = 6;; = symbole de Kronecker,
a(w;, wj) = N;d;j, Vi,7 (voir aussi [64]),

(w5,107))—1 = (A7 wyw07)) = 635, Vi j (voir [19]).

Ai
Nous notons par Vm I’espace vectoriel engendré par les vecteurs propres de A,
Vi = Vect{wy, ..., w,}. Nous considérons le probléme approché

d .
ENum — VAU, + P f(uy) =0, dans V',

Um (0) = wom,

ol ug,, est la projection orthogonale de ugy sur Vm pour le produit scalaire de H,
Ugm = Yooy (U0, W) w5, |Uom| < |ug| et ugm — uo dans H.
Le probleme approché équivaut a

d .
%(Num(t),v) — V(Aup(t),v) + (Ppf(uy),v) =0, Yv €V,
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U (0) = Uom.

Ce probléme équivaut a

%(Num(t), w;) + va(um(t), w;) + (B f (um(t)), w;) = 0, (3.53)

Um(0) = Ugm.

La fonction u,,(t) est de la forme
U (t) = Z a;(H)w;, on a;(t) ne dépend pas de m.
i=1

Nous avons

m

(Nt (1), w05) = ((wn(t),w5)) -1 = Y st (wi, w)) 1 = Aj ey (1),

i=1

2p—1 m

(P f (um (1), wy) = (D ar Yy af (Hhwf,wy) = aja;(t).
k=1 i=1
Nous avons donc a résoudre le probléme suivant :

da;(t)
dt

Nous posons

.....

o (t)
o= : ., M= (”\i(é”»z o
(1) S
et
(P f (W), w1)
F .= :

Alors, par (3.54), nous avons a résoudre I’équation suivante :

do

\%%
dt

+ Mo +F =0.
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W est inversible. Nous avons alors 'existence d’une solution locale. Pour avoir une
solution globale nous supposons

I(t) = g|Vum|2—|—/Qg(um)dx.

On multiplie le probléme approché

ou,,

— —AK(up,) =0
5 (tm) =
par K (u,,). Notons que
Oy, d
K(um), —-) = = Jm-
(K wn). 57) = 3¢
Ce qui donne
d
7.Ym K m 2 < .
dtJ + VK (un)]” <0
) d
Par conséquent —.J,,, < 0, et donc J,,(t) < ¢, et la solution est globale.

dt

3.5.4 Estimations de (u,,) et de (dg—tm)

Nous avons

e (81124 HZ% Jwi|2 1—2 i()ag () ((wi, wy))-1-

i,7=1

Nous dérivons

Donc

d s =
il = (3 astho) (a5

Zadi
= > a8 )+ D a0 ()
= 23" o)™ ()
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Par (3.53) nous avons

Z dcz;t(t) ((wi, ;)1 + va(um, w;) + (f(um), w;) = 0.

Nous multiplions par «; et nous sommons pour j allant de 1 & m, donc

> ajdiéft) ((wi,w))) 1+ v > g, wy) + 3 o(f (um), w;) = 0.

1,j=1 j=1 J=1

Nous obtenons

—— [t () |*; + va (U, ) + (f (), ) = 0. (3.55)

Cette équation ressemble a la relation que nous obtenons en prenant le produit
scalaire dans H de (3.23) par u, ou u,, remplace u, et donc nous trouvons une borne
de u,, dans L>(0,T;V’) et dans L*(0,T;V); car, d’aprés I'inégalité

1d
gy + VATl by [ a2 < .
t Q

Ici nous avons utilisé (3.26). Nous intégrons la derniére inégalité entre 0 et ¢ < 7,

T
[l (B)]12, + 2V/ [t < [l (0)]]2, + 261192 < oo,
0

En particulier,

T
lum@®))?, < oo et /0 |t ||?dt < o0.

En outre, nous avons trouvé par (3.42) une estimation de u dans L>(0,7; H) (i.e :
la relation (3.47)), nous remplagons u par u,,, nous trouvons, par (3.47), que (u,)
est bornée dans L>*(0,T; H) pour T < oo,

U (1)|* < Juom|?e®? < 0o, pour tout t < T < oo.
Donc
sup |um(t)]* < co et u, € L°(0,T; H).

te[0,7%[

Corollaire 3.7. Nous avons trouvé que (u,,) est bornée indépendamment de m dans
L*(0,T;V) qui est réflexif, car V est réflexif, donc

Upy, — uy dans L*(0,T;V) faible, u, € L*(0,T;V).
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Corollaire 3.8. (u,,) est bornée indépendamment de m dans L>°(0,T; H) et, d’apreés
le théoreme de Dunford-Pettis (cf. par exemple [72]), Uespace L>°(0,T; H) est le dual
de lespace L*(0,T; H). Alors

U, — uy dans L°(0,T; H) faible x, wus € L>(0,T; H).
Nous montrons facilement que u; = uy, = u et donc

Uy — u lorsque m — +oo dans L*(0,T;V) faible, et dans L>(0,T; H) faible *.

Pour démontrer que (%) demeure dans un borné de L?(0,T;V"), i.e. (%) est

bornée indépendamment de m dans L?(0,7;V"), nous allons utiliser la base spec-
trale. Nous montrons tout d’abord que (Af(u,,)) et (A%u,,) sont bornées (indépen-
damment de m) dans L*(0,T; H).

Nous démontrons I'inégalité suivante :
IAf(u)]? < k(1 +|A%|*), 0<o <1, pourn=3etp=2. (3.56)
Nous avons Af(u) = f'(u)Au+ f"(u)Vu.Vu, et

(I <R+ 1s172), £ ()] < K5(1+[s77).

Donc
A (@) < I (wllzoe @ Aul + L (@) | ooy | VullZs o
AL <K (U [l lAul + (1 + o)) Vb)) (357)
Par interpolation nous avons H?*(Q2) = [H'(Q2), H*(Q)]z (voir [46]). Nous obtenons
donc

2 1
lullz> < ellull g el
|Au| < | Vu|3 | A2l (3.58)
Par I'injection de Sobolev ; voir [63], nous avons, H1(Q) — L*($). Alors

Vs < cllull 3,

V| < | Vul' 12| Auliz, n=3. (3.59)

Nous avons déja trouvé par (3.15), (3.28) et (3.36) que |Vu| est uniformément borné

pour t > 0 avec
2

2
vIVu(t)]? < ke, ke = 2¢3]Q) + % + 2ky.

Donc (3.58) et (3.59) donnent :

{ | Au(t)| < ks|A%u(t)] (3.60)

V()| s < ka| Ault)
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Pour n =1, H(Q2) C L>*() et donc
]| L= < c|Vul|, Yue HY(Q).
Pour n =2, H'™(Q) C L>(Q), Ve > 0, et donc
e < co|Vul'¢|A%ul®,  Yu € HY(Q).
Pour n = 3, nous avons par I'inégalité d’Agmon
lallz~ < el Vul?|A%uls,

nous appliquons cette relation pour u(t) avec |Vu(t)| est borné pour ¢ > 0, nous
trouvons donc
1
[u| Lo < K| AZu(t)|5. (3.61)

Donc, pour n = 1,2, 3, nous avons pour | <u > | <7
lu(®) ]|z < k()| A%u(t))”,

ot f=0sin=1,3=esin=2ectf=2sin=3 Nous utilisons (3.60) et (3.61)
pour trouver (3.57)

A S ()] <R ((1+ KA Cr2) g A%l + (1 -+ k5| A% G727 k| A%l o)
et nous trouvons donc 'inégalité (3.56).

Nous multiplions I’équation, dans le probléme approché, %+VA2um—PmA fluy) =
0, par A%u,,, et utilisons la formule de Green

1d
§E|Aum|2+V|A2um|2 = (PpAf(um), A%upy,)
1 v
< 2 ViA2, 12
< AT + 1A
d 2 2 2 1 2
a]Aum\ + v|A%u,|° < ;\Af(um)| . (3.62)

Nous utilisons I'inégalité de Young dans (3.56), ot u,, remplace u, nous trouvons
IASf (um)]? < VA U |* + ¢
Par (3.62)
) Al + L A2 < ¢ (3.63)
A R '
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En intégrant cette relation

| At ()] < ¢,
7 1A%, (s)|ds < ¢

Nous avons donc trouvé une estimation de (A?u,,) dans L*(0,T; H) et par (3.56) et
I'inégalité de Young nous avons vu que

IAF (um)| < VA% U] + cs.

Nous intégrons entre 0 et ¢t < T’

/t IAf(un(s))]ds < l//t | A%, (s)|ds + 3T < oo.
0 0

Alors, (Af(uy,)) est bornée dans L*(0,T; H).

Remarque 3.9. D’aprés la relation (3.63) nous obtenons une estimation a priori
de u,, dans L>(0,00; H*(Q)) et dans L*(0,T; H*(Q)), VT > 0.

Soit P,, : H — H le projecteur orthogonal sur Vm Donc

m

P,u= Z(mwi)wi, | Pl g—p < 1.

i=1

Puisque les injections V,,, — V — H sont continues, nous pouvons donc définir P,
comme une application linéaire et continue de V' dans V,

PV Iy Ky
Puisque V est muni du produit scalaire a(.,.) donc

P,v
1Pl = sup Loml

<1
w0 ||l

Car, si v € V, nous avons

o o
o= ww, o] = a(v,0) = 3 Nfv,w)?,
=1 =1

m m

Pov = (v,wi)w;, ||Puv]* = a(Ppv, Pyv) =3 Ni(v,w;)” < [Jo]>

i=1 i=1
Par densité nous étendons P,, a V', et nous avons

1Pl < 1.
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Nous avons, pour A = —A et A% = A2,

S, = > 0 oyw; € V., C H alors Au,, € V,, C H et A%u,, € V,,.

De plus, % =" dw; € V., C H. u,, vérifie
dity, :
( :;t + VP AU + PrAf(um),v) =0, Yo € V,. (3.64)

2p1 2p1
Af(up) = AZajufn = ZajAuZn eV,cH.
j=1 j=1

Nous obtenons par (3.64)

dt,, o
% = Pm( —vA?%u,, — Af(um)) dans V,,.
dtty, 9
= -1 < {1 P [vr—v (| AP || -1+ | A () | -1)
< (V1A AL () 1). (3.65)
Nous avons
A? m / A? m
||A2um||_1 — sup < Upp,, V >V,V _ ( U ,U) < c|A2um|,
vev o]l o]l
v#0
1
car [v| < c||v|| = +— C Et

foll S Tol
[AS ()l -1 = 1A (um)l| -1 < er|Af (um)]-

(A%u,,) et (Af(u,)) sont bornées dans L*(0,7; H), donc nous en déduisons par
(3.65)

dum

H 1 < constante.

duy,
Nous avons donc montré que (%) est bornée, indépendamment de m, dans L(0, T; V'),
et alors p p
Z;: d_u dans L*(0,T; V") faible, lorsque m — oo.

D’aprés le théoréme de compacité d’Aubin-Lions, voir [46], nous trouvons une suite
extraite telle que

Uy, — u dans L*(0,T; H) fort et presque par tout, et dans C([0, T]; V").
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3.5.5 Passage a la limite

Nous prenons | J,, .- Vm =V, la fermeture est dans V.

Soit mg € N* fixé, f/mo C f/m, donc, pour m > mg, nous prenons le probléeme
approché

%(um(t),v) + (A% (), 0) — (Af(un(t)),v) =0, Yo € V,
Um (0) = ugpm,.
D’aprés ce qui précede, nous avons
Uy — u dans L*(0,T; H) fort et presque par tout,
Uy, est bornée dans L*(0,T;V),
ul, est bornée dans L*(0,T;V").

Mais, V' — H injection compacte, donc
u,, — u fort et presque partout dans H. (3.66)
Puisque f(u) est un polynome nous obtenons par (3.66)
flum(z,t)) — f(u(x,t)) presque par tout dans H,

et
Af(upm(z,t)) — Af(u(z,t)) presque par tout dans H.

D’autre part, nous avons trouvé que (Af(u,,)) est bornée dans L?(0,T; H). Donc
Af(u,) — y dans L*(0,T; H) faible.

Nous allons maintenant montrer que A f(u) = y. Pour cela nous allons appliquer le
lemme suivant.

Lemme 3.10. ( [45])
Soit Q un ouvert borné de R™, g,, et g deux fonctions de LP(Q)), 1< p < oo, telles
que,

lgmllzr < C, gm — g presque par tout dans .

Alors, g — g dans LP(Q) faible.

Nous appliquons ce lemme, avec ¢, = A f(u,,), nous obtenons
Af(up) — Af(u) dans L*(0,T; H) faible.
En passant a la limite le probléme approché, nous trouvons

d

d—t(u(t),v) + v(A%u(t),v) — (Af(u(t)),v) =0, Yo eV,
u(0) = up.
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3.6 Un attracteur exponentiel

Nous prenons I’équation de Cahn-Hilliard

ou

— A%y — A =
qui (par (3.23)) équivaut a

ONu

W — I/AU + f(u) = O,

avec les conditions aux limites (3.3) ou (3.4) et la condition initiale (3.6).
Nous avons trouvé par (3.35) un borné absorbant dans V”,

%,

B() = {U € V,7 ||u||_1 < Lo = -
vey

Par (3.36) nous avons un borné dans V, By = {u €V, |jul| = |Vu| < k2},
et par (3.39), B est le borné absorbant dans V.
Posons

B =] SB,

t>to

donc By est compact dans V' (et V') et invariant. Nous avons
S(t): B — B, pour t>t,. (3.67)

Pour construire un attracteur exponentiel, nous démontrons d’abord que S(t?) vérifie
une propriété de régularisation, pour la différence entre deux solutions, pour certain
t4 > t,, ce qui donne 'existence d'un attracteur exponentiel M? pour le systéme
discret engendré par S(t?) (cf. [26] et [60]).

Pour avoir un attracteur exponentiel M, pour le cas continu, nous démontrons que
(t,uop) — S(t)ug est Holder continue sur [0,¢] x (V4 N H,). Ceci donne l'existence
d’un attracteur exponentiel défini par la relation suivante

M:= ] StmMm™

teftd,2td)

Nous commengons par la démonstration de la propriété de régularisation.

Lemme 3.11. Soient ui(t) et us(t) deux solutions telles que ||u;(0)[]2 < R, Vi =1, 2.
Alors

lur(t) = ua(8)]2 ) < ce[lur(0) — u2(0)[I2,. (3.68)
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Démonstration.

D’aprés (3.41) nous trouvons (3.68), pour < u; >=< up >. Nous démontrons ici
I'estimation (3.68) pour < u; >#< ug >.

Pour w := u; — uy, nous avons

%Nu —vAu+ f(ur) — flug) =< f(ur) — f(ug) > . (3.69)

Multiplions par @, notons que < @ >= 0 et (|Vu|>+ < u >2)2 est équivalente & [|ul],

1d, _ _
Sl vVl = (e

< [VE@ulluf 4
< cflulllfall-

< g\w\? +e(fall2+ < u>?). (3.70)

Le terme |V/(t)u| sera examiné dans le chapitre 5; voir les estimations (5.60) et
(5.61), et nous avons

\Ve(t)u| < c|lul], oup=2 lorsque n =3,

pour des données initiales dans H?({2). Alors,

d
Nl + v Vul <e(all? + < u>?)
d 2 2 —_ 2
Sl < w>?) + 0| Vul cflal?+ <u>?).
1
En intégrant entre 0 et ¢, notons que (||a]|%,+ < u >? )* est une norme dans
H~'(Q), nous avons (3.68). De plus,

/0 (Vu(s)|?ds < ce®|lui(0) — ua(0)|*,. (3.71)

Notons aussi par (3.70) et (3.68), puisque la norme (|Vu|>*+ < u >2)2 est équivalente
& |[ull

/0 lu(s)|[*ds < ce*||ur(0) — uz(0)]|2,. (3.72)

|
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Lemme 3.12. Pour uy et us définis comme dans le lemme précédent nous avons

Ouy  Ou ¢,
Hm(t)—m(t)|]2+/ 157 =5 s < e lun(0)—ux(O)[1, >0, (3.73)
t
c et a dépendent de R.
Démonstration. 9 5
Multiplions (3.69) par ta notons que < yn >=0,
ou |2 ou
o7l + 5 dt\Wl2 t (Ut)u, 7))
t,0u 2
< sl3; 15,0 + ct|Ve(t)ul.

d ou (2
dt( (IVul+ < u> )) o ert]| S 5 < ctllull® + cljull®.

Gréace au lemme de Gronwall et (3.72), nous obtenons

t+1 au 9
)+ cx [ 15 6 s < )
t
[ |

D’apres la derniére estimation nous avons la propriété de régularisation entre

HY(Q) et H'(Q). Le résultat suivant donne la propriété de régularisation entre
H?*(Q) et H1(Q).

Lemme 3.13. Supposons que u est comme auparavant. Alors

12+ [ oo < et >0 (374)

Démonstration.

0
Dérivons (3.69), posons 6 := a—? et notons que < 0 >= 0,

0 , 0
5 N0 —vA0 = —(()) — U'(ut < = ((t)u) >

Multiplions par t6, et notons que |¢'(t)u| < c||lu|| (voir (5.69)),

2dt”0”H LUt VO < et|0) 4t (t)ul|0)
< et + ctful]?

14
< GHVOP + ctl6][-1 + Crllull®,
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d
- (E101%-+) + vt VO < ctll6ll—+ + 10151 + Crllul®.

D’aprés le lemme de Gronwall et les estimations (3.72) et (3.73), nous avons

t+1
IO+ e [ 198 Pds < § e u(O)lfr
t

Nous avons par (3.69)

vAu — ((t)u+ < U(t)u >= %Nu.

Nous avons alors, pour ¢ fixé,

Ba)P < er|(S N Au)| + [ (1), Au)))

Ju
ot

2 1
I, + 51 8u(®) + [Ve(t)ul [Vu(t)]
ou
< CHEHZ + c1|ul]® + 2| Vul?, par (5.61).
Ceci donne
2 2 u o / 2 .

|Au(t)|"+ < u >"< c||E(t)||_1 + du(t)]]?, pour ¢ fixé.

Par (3.73) et (3.74)

lu@)l < 5 e fluO)f-, >0

Sl et

D’ou la propriété de régularisation. D’aprés cette propriété nous avons l'existence
d’un attracteur exponentiel M? pour le cas discret. Afin de définir I'attracteur ex-
ponentiel pour le semi-groupe, nous démontrons le résultat suivant.

Lemme 3.14. S(t) est Holder continu sur [0,T] x Br pour la topologie de H='(),
ot Br:={ue H*Q), |ulla <R et | <u>|<n}

Démonstration.
D’apres les estimations précédentes

/t+1
t

2

ou

s ds < ¢(R), pour wug € Bg.

H-1
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Alors

15(t1)u1 (0) = S(t2)uz(0) | -1

d’ou la continuité de Holder.

/A

N

N

1S (t1)ur(0) — S(t1)uz(0) + S(t1)uz(0) — S(t2)uz(0) | -1

" ou
cT||u1(0)—u2(0)||H_1+H/tQ s
1 t au 2 %
cT||u1(0)—u2(0)||H1—|—|t1—t2|2</tQ 2L as)
er(R)([lua(0) = ua(0) |1 + [tr = ta]?),
[ |

Nous avons alors le résultat suivant (voir [60]).

Théoréme 3.15. Le semi-groupe S(t), défini par (3.67), associé au probléeme (3.1),
(3.2) et (3.3) posséde un attracteur exponentiel M dans H~'(Q) et cet attracteur

est défini par

M:= ] SEm’

te(ta,2ta]
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Chapitre 4

Probléme de Cahn-Hilliard non
autonome

4.1 Position du probléme
Nous prenons le probléme suivant

ou 9 B
E+I/A u—Af(u) =m(t), (4.1)

wz,7) =u,, x€,
avec les conditions aux limites de Neumann ;

ou  O0Au
_— = — = P
on on 0, sur L
ou la condition (3.4) en cas de 'espace périodique.
Nous supposons que m(t) vérifie les conditions suivantes :
(M1) m(t) € L=(R; V"),
(M2) [, [m(t)|*dt < M (ou [, ||m(t)||%,dt < M) pour M suffisamment grand,
(M3) [, m(t)dz =0, Vt=0.

En intégrant (4.1) sur €, et d’aprés 'hypothése (M3), nous trouvons que la moyenne
est conservée, < u(t) >=< u(7) >. Comme dans le chapitre précédent nous consi-
dérons | < u > | <7, pour n > 0.

Nous allons maintenant démontrer le Théoréme 3.2 pour le probléme non autonome.
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CHAPITRE 4 : Probléme de Cahn-Hilliard non autonome

4.2 Estimations a priori

4.2.1 Estimation de u
Multiplions (4.1) par u

1d

5 dt|u]2 + v|Aul? + bgp/ w2\ Vul|?dr < cq|Vul® + c|m|? + ¢ |ul?.
Q

Par (3.44) et (3.45)

1
L4 iP + Y aup + by / P2 |Vade < B 4 m(6) + o),
2 dt 2 o 2
d
£|u|2 — Eslu* + v|Aul® + 2b2p/ w2 |Vul|*dr < c|m(t)]* + c(n). (4.2)
Q

Grace au lemme de Gronwall nous avons, en particulier,
lu(t)* < |u 2™ 4 ¢ < oo, pour 7 < ¢ < 00. (4.3)

Nous avons alors une borne de u € L*°(7,t; H). De plus, nous avons par (4.2)

t
1// | Au|?dt < oo,

Le., u e L*(r,t; H*(Q)).

L’équation (4.1) équivaut a

%Nu—yAu+f(u):Nm+<f(u)>. (4.4)
o ou  Ou
Multiplions (4.4) par T < N >= (),
ou 2 2, d 9 1 ou 2
il < il
|52+ 5Vl + 5 [ gtwds < liml, + G2,

Ce qui donne en intégrant entre 7 et ¢, par (M2),

/HatH +IVulf +2 [ gtutt)de < [ i+ 2 [ glutre < o

‘7

? ds < const.. (4.5)
Nous écrivons (4.1) sous la forme
ou
=AK 4.6
= AK(w) (4.6
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K(u) = —vAu+ f(u) — Nm.
Multiplions (4.6) par K (u)

d 9 5 11 ou(s) 2
L) + V@R < e, + | P42 (47

D’aprés la définition de J et (3.28)

d v ou(s) 2
a1 ) < liml?y + ¢ P82 o

En intégrant sur |7, t]
2 2
ull* + el < llurl® + [lu-llF5, +c.

par (4.5) et I'hypothése (M2). La derniére estimation implique que, pour u, €
HY Q)N L*(Q), u € L®(r,t; H(Q) N L2 ().

4.3 Existence et unicité

Afin de démontrer 'existence d’une solution du probléme (4.1) nous trouvons
d’abord quelques estimations a priori pour une solution approchée u,,, comme dans
le chapitre précédent nous supposons que u,, est & moyenne nulle.

4.3.1 Estimations de (u,) et de (%)
Nous multiplions ’équation approchée

0

aNum — VAU, + P f(um) = Nm

par u,,, nous obtenons par (3.26)

1d
gl + vV 4 phay [ e < a8+ (), )
Q
< alQ +mlP )+ clluml? .
Grace au lemme de Gronwall

(@121 < e lun (D)2 + " <00, VE=T, t< o0,

i.e., (um) est bornée dans L>(7,¢; V'). Nous avons aussi

t
/ |t |[Pds < 0.
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D’apreés cette relation nous obtenons que (u,,) est bornée dans L%(7,t; V). Et par
(4.3), out u,, remplace u, nous trouvons que (u,,) est bornée dans L>°(7,t; H).

En outre, nous avons en multipliant I’équation approchée

8gtm + vA% U, — P Af(uy,) =m,
par A%u,,
ld 2 2, |2 ¢ 2 2 2,12 2
5 g [Atm[” + V| A%un[” < 4| 2 [* 4 1] A f ()| —|A Un|” + c2[ml7,
d
A [* + [ Aun]* < 2e1|Af (u)|* + ¢(M). (4.8)

Par (3.56) (trouvé dans le chapitre précédent) et I'inégalité de Young
IA’Uml2 ! “uml* < ) + ¢(M), (4.9)

ce qui donne en intégrant
| Ay, ()] + / |A2u,, (s)|*ds < '(t — 7) < oo, pour 7 < t < oco.  (4.10)

D’aprés la derniére estimation, nous avons que (Au,,) est bornée dans L>¥(7,t; H)
et (A%u,,) est bornée dans L*(1,t; H), et d’apres (3.56) (Af(uy,)) est bornée dans
L3(7,t; H).

du
Nous avons aussi par (4.5), ou u,, remplace u, une estimation bornée de (d—:) dans
LA(7,t; V).
Par la suite, nous procédons comme dans le chapitre précédent, nous prenons la base
{wy,} précédente, et nous trouvons (voir les estimations (3.53) et (3.54))

d
Wd—o‘ +Ma+F=M,,
(m7 wl)
ol W, M et F sont définis comme dans le chapitre précédent et M; :=
(m, wy)

Nous avons alors ’existence d’une solution locale.
D’aprés (4.7) et (4.5) nous avons, en particulier,

J(u(t)) < J(u(r)) + ¢ < o0,

et donc la solution locale est globale.

La démonstration de 'unicité est comme dans le chapitre précédent (on considére
m correspondant les deux solutions u; et us et ui(7) = us(7) et la démonstration
est la méme que celle du chapitre précédent).
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4.4 Borné absobant

4.4 Borné absobant

En comparant avec le cas autonome nous avons par (3.30), notons que < @ >= 0,
1d
2dt

ici nous avons utilisé les inégalités suivantes :

Il + J(u) < ko + [((m, u))-1l; (4.11)

f(s)s = pbyys™ — ¢y, (4.12)
et pour tout o > 0, il existe ¢y = co(v) telle que
£(5)] < aboys™ + ca(a). (4.13)
Par (3.15) et (3.28)

ﬂm:gwmﬁ+/g@m$>gwm%w¢m
Q

1d, v _ R
5@”““% + §|VU|2 <kt |[((m, w) -], on ki = ko + cs[€,
1d
2dt
Intégrons entre 7 et ¢

c 1
lall®y + callaly < ks + = llally + 5—IImlf?,.
2 204

M
()12 < a2y e + (2ks + 0_4)(1 — e ) m2, < M. (414)

Ce qui donne

M
lim sup [[a(t)[1, < g5, ot pg =2k + —.
— 00 C4
Nous prenons ||@.||-; < R. Soit p > po. Nous cherchons t, = to(R,p) tel que
[u(®)]|-1 < p, Yt > to.
Par (4.14)

a()]|?, < R*e™“" + p§ — pge " = (R* — pg)e " + pp.

. R* — p? _
Done, pour ¢y > - log (——=), nous avons [a||_; < p.
P” = Po

Nous avons alors I'existence d’un borné absorbant dans V'NH,, ou H, :=J { (NS
V, |<u>|=a}.
Par définition de J et (4.11)
1d
2dt

a<n

[all2y + J(u) < Ko+ |((m,@))-al,

< kot Il + 32 < ko + M2 4 2
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En intégrant entre t et ¢ + r

1 t+r
I+ [ Tulo)ds < rho+ 2 + 7).
t

En particulier,
t+r
/ J(u(s))ds < p* +rky, ki =ko+ M+ p.
t

Par conséquent
2

J(u(t + 1)) < p? +ky,

ce qui donne
2

2| Tult + ) + / gult +r))de <

—+k
QO T

2

v 1
§]Vu(t + )2+ §b2p/ u? (z,t)dx < p7 + k1 + 3|9

Q
Nous obtenons donc, en particulier,
2 N 20
v|Vu(t)]® < kg, ol ky = 2¢3|Q] + — + 2k, (4.15)
r

et nous avons 'existence d’un borné absorbant B, dans H,,.

4.4.1 Borné absorbant dans V; N H,

Nous avons par (4.10)

|Au(t)]* < const., pour u, € H*().

u
Multiplions (4.1) par En et procédons comme dans le chapitre précédent, nous avons

Ld

5 Ou 2 ou u
53l + 501 = (Af(w), 55) < Iml 57|

D’apres (5.45)
d )
lAul 4 \6—7;\2 < c|Auf? + ¢ |ml?.

En intégrant cette inégalité nous avons l'existence d’'un borné absorbant B dans
VinH,.
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4.5 Un attracteur exponentiel

4.5.1 Généralités

Pour trouver un attracteur exponentiel du probléme (4.1), nous allons construire
une famille d’attracteurs exponentiels comme proposé dans [29]. (voir aussi [2], [25],
[33], [32] et [52]). Tout d’abord nous prenons le borné absorbant dans Vi ; B, nous
considérons le semi-groupe S(t) tel que

S(t)B — B, pourt >t.

Ensuite, nous démontrons la propriété de régularisation et la continuité Holder pour
le semi-groupe. Nous trouvons des estimations a priori nécessaires pour la suite.

4.5.2 Estimations a priori

Nous prenons dans B le probléme (4.1), ot les forces extérieures m(t) vérifie les
condition (M1), (M2) et (M3) précédentes. (4.1) équivaut a

0
aNﬂ —vAu+ f(u) = Nm(t)+ < f(u) > . (4.16)
Nous prenons le produit scalaire de cette équation par #, nous utilisons la formule

de Green et les relations suivantes :
ull-1 < clal < alVal, (4.17)
(4.12) et (4.13) et nous obtenons

1d, B 1 Co\ _
Sl + ool -+ by [ e < b+ S mOI, + Eal?,

En particulier,
2

d, _ M
Tl +eollalZy < ks = 2k + o

Nous multiplions par e®* et nous intégrons sur [7, ]

a2y < [la(n)[2e=0 + k(1= e=07) < la(r) 2,620 + kg, ¢ =7 > 0.

(4.18)
Ensuite, nous définissons pour le probléme de Cahn-Hilliard (4.1) une famille de
processus, dans I'espace V', de la forme

{Un(t,7), TER, t > 7},

telle que U,,(t, 7)u, := u(t), ou u(t) est la solution de (4.1), (ou de (4.16)), avec
u(7) = u,. Nous allons maintenant trouver une estimation pour la différence entre
deux solutions.
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Lemme 4.1. La famille U,,(t,7) : u, — u(t) est continue pour la topologie de
H7Y(Q).

Démonstration.
Soient uy, us deux solutions de (4.1) avec uy(7) = uy, et ug(7) = ug,. Alors, pour m
correspondant aux deux solutions wu; et us, nous avons
ul(t) = Um(t,T)uh-, 'U/Q(t) = Um(t, T>u27-.
Nous voulons montrer qu’il existe ¢; > 0 tel que

lua (8) = ()| < e |ur(7) = ua(7)[[3-1. (4.19)

Par ailleurs, uy, us vérifient les deux équations

0
aNul —vAu + f(u) = m(t),
0
aNug — vAuy + f(ug) = mf(t).

Supposons que u(t) = uq(t) — us(t), avec u(7) = uy(7) — us(7). Alors, u vérifie
I’équation suivante :

%Nﬂ —vAu+ f(ur) = f(uz) =< flur) — fug) > .

Multiplions par «, (pour le produit scalaire de H)

d
R + oIV (Fla) — ), ) =0,

1d
gl vITuP < <> [ |~ Sl
Q

d
Sl + 20 Ful < v Ful + el < u>?).

Nous avons

E(HEH%H‘ <u>?) +v|Vulds < c(||al]?+ < u>?). (4.20)

Intégrons sur [7,t], nous avons, en particulier,
a7 < e fur]F-1.

Nous avons donc (4.19). |
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4.5 Un attracteur exponentiel

Soient m; et my différentes, qui correspondent aux deux solutions précédentes u; (t)
et uy(t). Posons m(s) = my(s) — ms(s). Donc u vérifie

0 . _
ENU —vAu+ f(ur) — fug) = Nm+ < f(uy) — f(ug) > .
Multiplions par u, notons que m est & myenne nulle,

d

£(||ﬂ||2_1+ <u>) +u|Vul <c(lla)? 1+ <u>?) +alm|/F-..

Nous avons en intégrant
t
a3 < eIl + cre® / e lm(s)| 1 ds. (4.21)

En particulier, si m; = my nous obtenons (4.19), et si u;(7) = uz(7) nous obtenons
¢
s (£) — ua())y < cleCt/ e lm(s)|[3 2 ds. (4.22)

4.5.3 Construction d’attracteurs exponentiels

Notre but ici est de construire une famille d’attracteurs exponentiels pour le
probléme de Cahn-Hilliard. Nous commencons d’abord par construire cette famille
pour {U,,(t,7)}. Nous prenons B le borné absorbant précédent. Il existe donc T
tel que U, (T + T,7)O(B) C B, et par la relation (4.19), nous obtenons, pour K
suffisamment grand,

Un(T+T,7) € S1 k(B).

Pour construire cette famille, nous allons appliquer le Théoréme 2.4, ot H?(Q) et
H~'(Q) remplacent H et V.

Tout d’abord, nous démontrons que {U,,(t,7)} vérifie la propriété de régularisa-
tion entre les espaces H?(2) et H~1(Q) (puisque l'injection H*(Q) C H1(Q) est
compacte), i.e,

HUm(t,T)Ul - Um(t,T)UQHQ < K||u1 — U2||H71. (423)

Pour cela nous allons montrer les résultats suivants (voir [28] pour autre types de
problémes de Cahn-Hilliard).
Nous avons par (4.20) le résultat suivant.

Théoréme 4.2. Soient u(t), us(t) deux solutions du probleme (4.1), telles que
|lui(T)||a < R, ©=1,2. Alors

lur(t) = ua(B)l[7g-+ < Ceflua(r) — ua(r)|[ 7 (4.24)

Ou, C' et a > 0 sont deux constante qui ne dépend que de R.
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D’aprés (4.20) nous avons également l'estimation suivante
/ [Vu(s)Pds < Ce e fu(r) 3. (4.25)
De méme, nous avons par (4.20)
%(HWPH‘ <u>?) +v(|[VulP+ <u>?) <c(fal>+ <u>?),
ce qui donne en intégrant

t
/ lu(s)Pds < Ce™ 7 [lu(T)|3-1. (4.26)

Lemme 4.3. Supposons que les hypothéses du Théoréeme 4.2 soient vérifiées. Alors,
poUT U = Uy — Uz, nous avons l’estimation suivante :

c alt—T1
L IG8 s + A0 < e (e (427
Démonstration.
La différence u vérifie, pour m correspondant aux deux solutions u; et uo,
0
aNﬂ —vAu+ f(ur) — flug) =< f(w) = f(u2) > . (4.28)
Nous multiplions par (¢t — T)ZZJ < % >= 0,
ou 2 ul? < ou
_ A1 t—7)(l(t)u, —
< Vet u\|| ™ = (4.29)
Le terme |V/{(t)u| sera traité dans la suite et nous avons |V{(t)u| < ¢||lu/|. Donc
d
ua((t — T)|Vu|2) (t—r || T HH L < et =) ||Jul? + v|Vul?

En intégrant sur [7,t], et par (4.25) et (4.26), nous trouvons lestimation (4.27). W

Remarque 4.4. Par (4.29) nous avons, en particulier,

v(t—)

&l&

(|Vu| + <u> ) < ot —7)|Jul?,

jt((t = T)(IVuP+ < u>?)) < eft = n)ljul® + vl
Par le lemme de Gronwall et (4.26)
lu()[? < ce 7 flu(r) |- (4.30)
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Lemme 4.5. Nous avons

C —T
HatHH 1+/ ‘V <= TNumE > (4.31)
Démonstration. )
Nous dérivons (4.28) par rapport a t, et nous posons 6 := 8—7:,
ONO — vAG = —L(t)0 — £'(t)u. (4.32)

Multiplions (4.32) par (¢t — 7)0

5 dtHGHH V(= T)IVOPE < (8= n)IVE@ONOll - + (8= )| (t)ul [0].

Nous avons par (5.61) et (5.69)
[VE(£)0] < [V,
|0 ()] < cf|ul.
(t— T)—WHH (= 7) VO < et = )07 + (= T)llull® + ea(t — )10
Par interpolation nous avons
6 < ZIVO + co|6]3-+.

d /
(@ =DIOlz-1) + vt =TIV < e(t = D01 + 10171 + ¢/ (¢ = 7)™

Gréace au lemme de Gronwall et les estimations (4.26) et (4.27) nous obtenons (4.31),
pour t > T. |

Pour avoir la propriété de régularisation nous interprétons I’équation (4.28) comme
une équation elliptique et nous avons, pour t fixé, t > 7,

vAu(t) — (t)u(t) = %NU( t)— < L(t)u(t) > .

En multipliant par Au(t)

v|Aul?* < g|Au|2 + CH%HEQ + (U(t)u, Au),

vAu(t)? < | ][ + IVl [Val,

5 7

< U2 + el + ol VP
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|Au(t)*4+ < u(t) >°< L du(t)])?, pourt fixeé.

ou 2
A2,
Ceci donne, par (4.30) et (4.31), la propriété de régularisation ou l’estimation sui-
vante : c

Ju(t)1B < e ()l (1.3)

Ensuite, nous démontrons que la famille {U,,(t, 7) } est Holder continue. Tout d’abord,
nous trouvons le résultat suivant.

Lemme 4.6. Soit u(t) une solution du probleme (4.1). Alors, pour ||u(7)|2 < R,
nous avons [’estimation suivante

[ 150 s < cvutrf + .

les constantes sont positives et dépendents de R et de la norme de m.

Démonstration.
Nous multiplions

%Nu —vAu+ fu) =< fu) > +Nm

ou .
par — pour obtenir

ot

v, 0u,2

CIVuP < al VP + 2o

[ I8 + ealimly

Nous trouvons dans la suite 'estimation suivante (voir (6.36))
V() < c|Vul,
ce qui donne

1282 + 2 9uP < el + eolfmly .

En intégrant
/ \ < o Vu(r) |5+ ¢ < C. (4.34)
|
Lemme 4.7. Pour u(t) solution de (4.1), ot u, € Br:={u € ViNH,, |ul2< R},
nous avons )
| Un(t + 7+ s, 7)uy — Up(t + 7, 7) || p-1 < cls]2, (4.35)
et )
NUpm(t + 7+ 8,7+ 8)uy — Up(t +7,7) || g1 < ce™|s|2, (4.36)
pour s = 0.
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Démonstration.
Nous avons par (4.34) et pour u, € By

ou(0)
ot

t+7+s @u(g)
< _,do
/t+7' || 82& HH

i t+7+s 811,(9) 9
2 b
R

t+7+s
Ut +7+ 5,7 = Un+ 7l = | [ 8],
t+1

N\

1
< cgls|z.
D’apres (4.21) et (4.35)

NUn(t+ 7+ 8,7+ s)ur — Up(t +7,7) || g1 <

N

Un(t+s+7,t+ T)(Um(t +7,7+ S)UT) —Un(t+ 7,7+ s)u,||g—

+ | Un(t+7, 7+ 8)uy —Up(t+ 7,7+ S)(Um(T + s, T)UT) | -1

< cls|z 4+ e uy — Un (7 + 8, 7 || 1
< ceKt|s]%7 s>0, teR".
|
Nous avons déja trouvé lexistence de T'= T'(M) tel que
Un(T+T,7)O01(B) C B, VT €R, (4.37)

ol B est le borné absorbant (compact) dans V.
D’apreés la propriété de régularisation, la famille

U =Un(t+nT,7+LT), nleZ, n={,

posséde un attracteur exponentiel dans V', ¢ — M,,(¢,7), pour le systéme dyna-
mique discret.
Nous avons par cette construction

My, (6, 7) = My (00T + 1), Myl 1) = My (6,7 + 8). (4.38)
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Maintenant, nous définissons les attracteurs exponentiels pour un temps continu par
M (7) = | Unlr,7 =T = )My (0,7 = T = ). (4.39)
s€[0,7T7

Nous allons vérifier que M,,,(7) sont des attracteurs exponentiels.
(1) Propriété de semi-invariance :
Up(t, )M (T) C Moo ()
Mm<t + 8) = MTsm(t)

Nous avons trouvé que M,,(0,7) sont des attracteurs donc ils sont semi-
invariants, i.e.

U (T + 0T, 1) M, (0,7) C M, (€,7) = M, (0,7 + £T).

(4.40)

Donc il suffit de montrer (4.40); pour ¢t — 7 := « € [0, 7]. Nous avons

Un(t + o, )My (t) = | Un(t+a,t =T — s)Myp(0,t =T — s)

s€[0,7

= |J Unlt+a, t=T=5)Mp(0,t=T=3)U | ] Un(t+a,t=T—5)M,,(0,t=T—s)

sela,T] s€(0,a]

— U Up (t+a, t+a—T—5" )M, (0, t+a—T—s")U U Up(t+a, t+a—T—5")

s'€[0,T—a] s'e[T—a,T)|
oUp(t+a—-T—5t+a—2T—\M,,(0,t +a—2T — &)
C U Unt+a,t+a—T—YMp(0,t+a—-T—3s)U

s'€[0,T—a]

U Unt+a,t+a—T—)Mp0,t+a—-T-14)
s'eT—a,T)

=M, (t + «).

Pour montrer (4.40),, nous avons

Mr(b1) = M1+ 5),

Uram(t,7) = Up(t+s,7+s).
Donc

Mr,mt) = | Unm(tt =T = $)Mp,m(0,t =T = s)
)

s€[0,T

= U Un(t+st+s —T—)Mp(0,t +5 —T —s)

s€[0,T]
= M, (t+5).
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(2) Nous allons montrer que m +— M,,(t) est Holder continue. Nous prenons
deux fonctions différentes m, et msy. Nous avons

Mo, (t) = | Un,(t,t =T = $)Mp, (0, = T — 5).
s€[0,T]
Puisque M,,,(0,7) est un attracteur exponentiel alors il vérifie

T k!
e i (s) = ma(s) |3 -ads )

(4.41)
Par définition de attracteur M,,(t) et les estimations (4.19) et (4.22), nous
avons

dist"™ (Mo, (0,7), My (0,7)) < o /

—00

t k
st (Mo, (1), M (1)) < / e~ g — )

—00

De plus, nous avons
disty?™™ (M, (0,7 + 8), M, (0, 7)) < ]3|, (4.42)

Ut + 7+ 5,7 + 8)uy — Un(t+ 7, 7| =1 < ce"¥)s|2.

Les derniéres inégalités donnent
dist(?"™" (M (t 4 s), Mo () < ||

(3) Nous allons maintenant montrer que les attracteurs que nous avons trouvés
sont de dimension fractale finie i.e. dimp(M,,(t),V’) < ¢ < co. Par (4.36) et
(4.42)

dist;y™" (Um(t, T — 51 ) Mo (0,8 —T— 1), Upi (£, t— T — 55) M (0, t—T—SQ))

< C|81 — 82|k//.

Soit € > 0 arbitraire. Nous allons estimer N.(M,,(t), V), le nombre le plus
petit de e—boules nécessaires pour couvrir M,,(t). Nous trouvons NV, par la
derniére inégalité

€
CNEk” < 5,
donc - .
’ 1
N <« — = N.<(=)w
€ 2¢ c (20)
Nous avons

M (t) = | Un(t,t =T = s)Mp(0,t =T — ),
s€[0,7T
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donc
Ne(Mm(t)’V/) < N%(Um(tat e é(_c)ﬁ)Mm(()?t —T - €<i)k”’vl)
=0
. €1
i T — (=% —T 0= VY K
dim e (Upn(t,t = T = ()7 )M (0, = T = U()77, V') <

dimp(M (0,8 — T — é(%)ﬁ, V') < 0,
car M., (¢, 7) sont des attracteurs et donc dimp(M,,(¢,7), V") < occ.

Nous avons donc 'attracteur exponentiel pour le probléme de Cahn-Hilliard non-
autonome, soit le résultat suivant.

Théoréme 4.8. ( [29], Théoreme 4.1)
Supposons que nous avons les mémes hypothéses précédentes concernants les fonc-
tions f(u) et m(t) du probléeme de Cahn-Hilliard. Alors, pour tout m, il existe un
attracteur exponential t — M., (t) de U, vérifiant les propriétés suivantes :
(i) Les ensembles M,,(t) sont compacts et de dimension finie dans H'((2).
(1) M, (t) sont semi-invariant respectivement de Uy, (t,T) et invariant respecti-
vement du temps, i.e.

U (t, )M (T) T Mp(t),  Mip(t+5) = Mo (t),

out,s, T € Rt =1 etTy est défini comme auparavant.
(111) Ils vérifient la propriété suivante : pour tout ensemble borné B dans V',
nous avons, pour tout T € R et t > 0,

disty:(Un (7 +1,7) B, Mu(7 +1)) < Q([| Bllv)e™,

ol « est une constante positive et () est une fonction monotone.
(v) m— M.,,(t) est Holder continue.

Pour autres types de problémes et 'existence d'un attracteur exponentiel voir
par exemple [1], [18], [26], [30], [36], [37], [38], [49], [58], [59], [62] et [68].

4.6 L’attracteur rétrograde

Dans cette section, nous allons trouver 'attracteur rétrograde pour un systéme
non autonome asymptotiquement compact du probléme de Cahn-Hilliard. Ensuite,
nous démontrons 'unicité de I'attracteur pullback. Puis nous montrons que cet at-
tracteur est de dimension finie.
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4.6.1 Théoréme d’existence d’attracteur rétrograde

Nous prenons le probléme de Cahn-Hilliard (4.1). Nous avons déja trouvé, au début
de ce chapitre, I'existence et I'unicité d’une solution u(., 7, u,) de ce probléme. Nous
considérons que ¢, =7 +1t, Vit € R, 7 > 0, et nous définissons ¢ par

o1, tuy) =u(r +t;tu), teR, 720, u, € V.

D’aprés cette définition nous trouvons que ¢(7,t,-) : V' — V' est un cocycle continu
dans V.

Soit D la classe de toutes les familles, D = {D(t), ¢ € R}, bornées dans V'
(comme dans le chapitre 2, on peut considérer D(t) C B(0,75(t)), ot rp(t) vérifie

: cty.2 —
tl}r_nooe ri(t) =0).

Proposition 4.9. ( [11]) Soit {u,,} € V' une suite qui converge faiblement dans
V'. Alors

o(r,t —1,uy,) — o(r,t —7,ur;) faible dans V', V7 >0, t € R,
o —71,7u,) — ¢ —71,7,u;) faible dans L*(7,T; H), V7,7 <T.
Théoréme 4.10. Nous supposons que m dans le probléme de Cahn-Hilliard (4.1)
vérifie les hypothéses (M1), (M2) et (M3) précédentes et

t

me Ly (R, V'), ou / e |m(€)||2 dé < 400, VtER.

Alors, il existe un attracteur global rétrograde “pullback” qui appartient & D pour le
cocycle ¢.

Démonstration.
Soient t € R, et 7 > 0. Nous fixons u, € V'. Nous posons

u(r) :==u(r;t —1,u;) = o(r —t+7,t —7,u,), pour r>=t—r.

Nous multiplions I’équation

% —vAu+ f(u) = Nm(s)+ < f(u) > (4.43)

par u

1d, ., ) B .
53R+ AATUR + (F0).0) = (), @)1 <> [ flude

Nous utilisons (3.26) et la continuité de l'injection V' C V'

1d, B c. 1
§EHUHQ_1 + cllal?, +pb2p/9u2pd$ < §HU\|2_1 + 2—CHm(S)H2_1 + ¢1]€2].
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En particulier,

d o 112 1 2
< =lm 2c1|9Y.
L2, + el < Sm(s) s + 2610

En multipliant par e® et en intégrant entre ¢t — 7 et ¢, nous avons
1 t
a2, < e, + —/ e [lm(s)|[21ds + 2¢1|Q e
CJt—r

Notons que |Jul%_. < c(]|af?,+ < u >?), donc pour D donné, nous trouvons

6_Ct t
Jorst = m )y < et =)+ S [ e m(s) ovds + 2]

—00

pour tout u, € D(t —71), t e R, 7> 0.

Nous supposons que

2e~ct [t .
O I L0

Nous prenons la famille B dans V' , telle que

B={ueV,|ulsr <R()}.

Par cette définition nous notons que B € D. En observant le terme e'r?(t), nous

trouvons que
lim e“r?(t) = 0.

t——o0
C’est-a-dire, il existe tg > 0 tel que
1
eri(t) < 35 Vit > ty.
De méme, nous trouvons que ¢;|Q[e?™* — 0, lorsque ¢ tend vers I'infini. Donc
c(t—t) 1
Jt; > 0 tel que ¢1|Qe < 55, Vit > ty.

Nous trouvons

1 1
[o(7,t — Tour )31 < e Tra(t—7) + §R2 +5e ont—7>1

1
<e+ §R2 < R* ott—7>max{tyt}. (4.44)

Cela montre que B est absorbant dans V’. Si nous montrons aussi que ¢ est D-
asymptotiquement compact rétrograde nous trouvons alors, par le Théoréme 2.25,
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4.6 L’attracteur rétrograde

I'existence d’une famille d’attracteurs rétrogrades.

Nous fixons D € D,t € R, et prenons les deux suites (7,,), 7, — 400, et u,, €
D(t — 7,,). Nous allons démontrer que nous pouvons trouver une suite extraite de la

suite (¢(7,t — T, ur,)) qui converge dans V.

Nous avons que B est absorbant. Donc, pour tout k& > 0, il existe 75 (k) > 0 vérifiant

o(r,t—17—k,D(t—7—k)) C B(t—k), V1 =r15(k).
Par cette relation nous trouvons, pour 7 > 75(k) + k,

¢(r—k,t—7,D(t—71)) C B(t —k).

(4.45)

Donc, par (4.45), il existe une suite {wy;k > 0} C V', ou wy, € B(t — k), et une

suite { (7o, Urnr)} C { (70, Urn) } 01
&(To — kyt — TpryUrpr) — wy, faiblement dans V7.
D’aprés la Proposition 4.9, nous pouvons écrire

wo = (faible) lim (70, t — Ty, Urpr)

n/—o00

= (faible) lim ¢(k,t —k, ¢(T — k,t — Tor, Urnr))

n'—oo

= o¢(k,t — k,(faible) lim (7 — k,t — T, Urpr ) ).

n’/—oo

Donc
wy = ¢k, t—k,wg), Vk=0,
H'l,U()HH—l < llm ian(b(Tn/,t—Tn/,um,)HH_L
n'—
Maintenant, nous allons montrer I'inégalité suivante
llm sup H¢(Tn/, t— Tn', u‘rn/)”H_1 < HwOHH_17
n' —oo
nous aurons alors

H/LUOHH_1 = llm |’¢(Tn’7t_TnlauTn’>HH_1a
n’/—o0

(4.46)

et avec la convergence faible nous obtenons la convergence forte, dans V', de ¢(7,,/, t—

Tty Urpy ) VETS Wo.
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Nous multiplions I’équation (4.43) par u, et nous procédons comme auparavant, nous
trouvons

%IIUII%—l +cllullZy < e(n) + 2((m(s), u(s))) -1

Nous multiplions par e® et nous intégrons entre t — 7 et ¢

t
lu(®)]2) < 26192 + e [lu(T) |71 + 2/ e ((m(s), u(s))) g-1ds,
t—7

ou
(7, =7 ur) -1 < e(m)e™™ + [fu(r) |[F-re™

+2/t e ((m(s), d(s —t + 7,6 — T, uy))) g-1ds. (4.47)

—T

Nous avons, pour tout £ > 0 et pour tout 7,,, > k,

¢(kat - k: ¢(Tn/ - k,t — Tn/, U’Tn/)) = ¢(k + T — k,t — Tn/s u‘rn/)

= ¢(Tn’7 t— Tn's uTn/)7
car ¢(t + s, 7,u;) = ¢(t,s + 7, ¢(s, T, u,)). Alors, nous pouvons écrire par (4.47)
16(Trs t = Tttt I F-1 = okt = Ky §(Tr — Eiyt — Tz )11

< 26| Qe + e ¢(r — bt — Tz )) [

+2 /t eCI((m(s), p(s —t + k,t — k, ¢(T — kit — T, ur,))))-1ds.  (4.48)
t—k

Nous avons ¢(7 —k,t—Tu,u. ) € B(t—k), V7, = 7p(k)+k, k > 0, nous obtenons
alors
lim sup (e_Cngb(Tn/ -kt — T, Urn,))||2_1> < e PRt —k).

Nous avons aussi ¢(7,, — k,t — 7, ur ,)) — wy faiblement dans V', et par la Propo-
sition 4.9

O —t4k, t—k, ¢(Tw—k,t—Tw, ur ) = ¢(.—t+k, t—k, wy,) faible dans L*(t—k, t; V).
(4.49)
Nous avons e“*"m(s) € L2(t — k,t; V). Nous obtenons par (4.49) :

t
lim e ((m(s), d(s —t + k,t —k, (T — kst — Ty i ,)) ))—1ds
n'—00 Jy_ "

= /t G ((m(s), (s —t + k,t — k,wg) ))_1ds.
t—k
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4.6 L’attracteur rétrograde

Nous déduisons par (4.48)

lim sup |(r, — 7t I, < 2641905 e FR2(t — k)

n/

t
+2/ eI ((m(s), p(s —t + k,t — k,wy) ))_ads. (4.50)
t—k
Nous avons wg = ¢(k,t — k,wy), Yk > 0, et par (4.47), nous obtenons

ol s = ok, t = ke we)lf-o < 26400

t

+||we||? e~ + 2/ eI ((m(s), d(s —t 4+ k,t — k,wy) ))_1ds. (4.51)
t—k

Par (4.50) et (4.51), nous trouvons

imsup |¢(7, t = T, ur, o < €7 FRA(E = k) + [lwoll 2y = [lwell e
< e F Rt — k) + [wol 31, (4.52)
ou,
26_Ct ! cr
() == [ e )P
donc

2670(t+k) t—k
e PRt — k) = —/ e [lm(r)||* ,dr — 0, lorsque k — oo.
c

— 00

Nous déduisons par (4.52)

[ < llwollf+,

Jim s 9(rt = )

et donc nous obtenons ||wol|g-1 = ||¢(70r, t — T, ur )| -1
Nous trouvons donc, par le Théoréme 2.25, I'existence d’une famille d’attracteurs
globaux rétrogrades pour le probléme de Cahn-Hilliard,

~

A={A(t) = AB,1) = (U &(7, o1, B(go_Tt))>, teR, 7> 0},

s=20 T2s
ou B est une famille d’ensembles (pullbacks) absorbants donnée par

2€ct t
B = {ue V' lulnn < RO} RO =" [ lmlr)fr-odr

—0o0

et cette famille A vérifie les propriétés suivantes :
1. A est compact.
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2. A attire tous les ensembles de D, i.e : VD € D (une famille (pullback) bornée)
alors
lim (¢(7, o—rt, D(¢—r, A(t)) = 0. (4.53)

t—o00
3. L’invariance : ¢(7, o1, A(t)) = A(p-1).
|

Remarque 4.11. En général, les conditions 1, 2 et 3 démontrent [’existence de
lattracteur global pullback mais elles ne sont pas suffisantes pour montrer 'unicité.

4.6.2 Unicité de 'attracteur

Remarque 4.12. (Voir [8], Remarque 2.11. et [23], Remarque 2.1.)
Vue a la remarque précédente et en ajoutant la condition suivante

4. A est une famille pullback-bornée, i.e, Ae D,
alors, il existe au plus une famille qui vérifie 2 et 4, i.e. l'attracteur global pullback-
borné est unique dans la classe des familles pullback-bornées, car, supposons qu’il
existe deux attracteurs globauz pullback-bornés A et A', par (4.53) nous avons

(o(1, p_t, A(p_s1)), A(t)) — 0, lorsque T — oo.

Or,
A7, p—rt, A(p_rt)) = A'(pr(prt)) = Al(pot) = A'(1),
(par définition de @), et donc A'(t) C A(t) puisque A(t) est fermé.
De méme fagon nous trouvons (¢(7, p_.t, A(p_t)), A(t)) — 0, et donc A(t) C
A'(t), et alors il existe un seul attracteur.

Pour démontrer 1'unicité de l'attracteur nous utilisons la décomposition intro-
duite par Di Plinio et al. [23] pour le coycle ¢ (ou pour la famille de processus utilisé
dans [23])

Lemme 4.13. Soit B le borné absorbant pour ¢(.,.,.). Si ¢(.,.,.) admet la décom-
position suitvante
o(7, 0+, B(t)) = P(7,t) + N(T7 t)v

ot lim, o |P(7,t)| = 0 et N(7,t) est un sous-ensemble compact de H (ou de V'),
alors

A(t) = A(B, 1)
est lattracteur global pullback.

Pour notre probléme P(7,t) = 0.

118



4.6 L’attracteur rétrograde

Lemme 4.14. Supposons que nous avons les mémes hypothéses du lemme précédent
avec, H — V' linjection est continue et compacte.
En vue du lemme précédent, si nous rajoutons la condition suivante

IN(7,)||g-1 = h < o0,

alors A est une famille pullback-bornée. Nous avons donc l'unicité de attracteur
global pullback dans le sens de la remarque 2.6.15.

Démonstration.
nous fixons = € A(t), donc par la définition de w—limite, il existe deux suites
(Tn), Tn — 400, et (x,) € B(p_, t) telles que

||¢<Tn7 @—Tnty In) — IHH—l — 0.

n—oo

Par le Lemme 4.13, nous avons ¢(7,, ¢, t, Tn) = Ny, (T, t)+ Py, (Tn, t) 00 N, (75, ) €
N(7y,t), et P, (1n,t) € P(7,,t). Nous avons ||N,, (7,,t)||g-1 < h, alors la suite
N, (s, t) est contenue dans une boule fermée dans V' de rayon h, nous 'appelons
E. Nous avons aussi

”N:cn(Tmt) —xl|g < ||O(Tn, —rut, Tn) — "L‘HH*1 + “Pwn(Tmt)HH*l ﬁ 0.

x est donc un point d’accumulation de E dans V', or E est fermé dans V', donc
r € E, alors A(t) C E, i.e : ||A(t)||z-1 < h, pour tout ¢t € R. Cela donne que A est
une famille pullback-bornée dans V', et nous avons l'unicité. [ |

Pour notre probléme P(7,t) = 0, et par (4.44)
IN(7, )| -1 = [|¢(7,t — T, u)||g—1 < R, pour t —7 > max{ty,t1}, u, € B.

D’aprés les résultats précédents ; le Lemme 4.13, le Lemme 4.14 et la Remarque 4.12,
nous avons l'unicité de l'attracteur pullback.

4.6.3 La dimension de 'attracteur

Ici, nous allons démontrer que la dimension de Hausdorff de 'attracteur pullback
de notre probléme est finie dans I'espace V.

Définition 4.15. ( [10] et [22])

Soient H un espace de Hilbert et A C H un ensemble compact de H. Soit U une
famille finie des boules B(a;,r;) qui couvre A, tels que sup;(r;) < 6(U) < 0, et
B(a,r) dénote une boule fermée centrée en a et de rayon r. Alors, la mesure d-
dimensionnelle de Hausdorff de A est définie par

2071 ("47 d) = (}Lrgo 207 ("47 da 6)7
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telle que
_ d
uH(A,dﬁ)—a(g;f@ : ri-

De plus, il existe d = dy(A) € [0,400) tel que, pg(A,d) = 0 pour d > dgy(A), et
pr (A, d) =00 pour d < dy(A).
Nous appelons dy(A) la dimension de Hausdorff de A.

Nous allons ici appliquer les résultats trouvés par Caraballo et al. dans [10].
Pour des autres exemples de problémes ou la dimension (ou la dimension fractale)
de Hausdorff de I'attracteur rétrograde est finie voir [14], [22] et [34].

Théoréme 4.16. ( [10/)
Supposons qu’il existe Ky, K1,0 > 0, telles que

JAB 5o = sup |Jyllp— < Kolt|® + K1, VteR. (4.54)

yEA(t)

Supposons aussi que, pour toutt € R, il existe T* = T*(t), { = ((t,T*) € [1,+00), § =
§(t, T*) € (0,1/v/2) et N = N(t), tels que
pour tout u,v € A(T), 7 <t —T%,

[o(T™, 7, u) = (17, 7, 0) || p— < l[u — ]|, (4.55)

QN (AT, 7, u) = (T, 7,0)) [+ < Of|u = vl (4.56)

Ici QN est le projecteur de V' dans un sous espace VJ(,L de la dimension N € N.
Alors, pour tout n = n(t) > 0, tel que 0 = o(t) = (6v/20)N(v/20)" < 1, nous
obtenons l'inégalité suivante

Ay (A1) < dy(A(1) < N+, (4.57)

Pour appliquer le théoréme précédent nous démontrons les résultats suivants.

Lemme 4.17. Nous prenons le probléme de Cahn-Hilliard (4.1), oum(.) € L} (R, V'),

loc
avec la condition initiale et les conditions aux limites. Supposons qu’il existe r >

0,c,c, telles que
lm()||g-1 < clt|"+, VteR. (4.58)

Alors, pour tout t € R, il existe Bi(t) borné dans V' tel que
o(t —7,7,D(1)) C By(t), VD e D.
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Démonstration.

Nous prenons le produit scalaire de ’équation (4.43) par u. Nous procédons comme
auparavant et nous utilisons (4.58)

1d 1d
Sl + AVl < Sl + ol < o+ el

1
ki + 2l + —(cls|” + )2 (4.59)
2 202

d 1
el + eallull?y < 201 + =(elsl+ ).
Nous multiplions par e®® et nous intégrons entre 7 et ¢

! 1
Ju®2 e < a2 e+ [ e (2e110 + (el + )7

C2

Si nous prenons By(t) = {y € V', llyll-1 < V(@ + a}, ot a = [[u(r)[ e >
0 et

¢ 1
K@:/ &Wﬂ@mm+—ﬁw+wﬂm
Co

—00

alors Bj(t) est le borné recherché. |

Lemme 4.18. Pour tout t € R, ty < t, il existe By(to,t), borné dans H et compact

dans V', tel que A
VD € D, il existe T =T (D, ty) <ty tel que

¢(t —7,7,D(T)) C Ba(to,t), VT <T.

Démonstration.
Multiplions
Gu +vA*u— Af(u) =m
ot N
par u
1 d 2 2 /
§£\u| +v|Au|® < = (f'(u)Vu,Vu)+ [ |u||m|dx
Q

< o Vul’ +e|mll2,

< |ul [Au— <u> |+ cl||m||2_1.

Nous avons, en particulier,

d
—lul* < erllm(r)[12y + e(n) + clul®. (4.60)

dr
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Posons a1 = ai (t ft Im(r)||2,dr, as = as(t) = e“*=1). Supposons que ty < s <
r<tet multlphons (4.60) par e~c(r—to)

d —c(r— —cl(r—
(e ) < (Im(n))2) + () e < [Im(r)[12, + e(n)-

Intégrons entre s et ¢
t
(O < e INulo)? + e [ (m()]2, + con)dr

< 2(juf+ <u>?)
< o Vul* + 21
Ceci donne
WO < (CAVu(s)? + c(n) + ar)as

Enfin intégrons par rapport a s sur (o, t)

(t — to)|u(t) / [Vu(s)[’ds + (c(n) + a1)(t — to))as

Le terme fti |Vu(s)|?ds est trouvé par (4.59);

t

t
/ |Vu(s)|?ds < R(to,t), R(to,t) = 2k1(t—t0)+63/ (c\s\r+c’)2d3+K(t)+a

to to
Alors, I’ensemble
R(to, 1)

By (to, t) := {u € H, |u< (c
t— 1

+a; + c(n)>a2}

est I’ensemble recherché. [ |

Théoréme 4.19. Le cocycle ¢(., 5 .), associée au probléme de Cahn-Hilliard, posséde
un attracteur global rétrograde, A = { A(t) }ier. De plus, il existe Ko, K1,0 > 0 tels
que

AT, < Kolt|? + K, VteR. (4.61)

Démonstration.

Nous avons déja trouvé l'attracteur global pullback de ce probléme. Nous allons

montrer (4.61). Puisque A(t) C By(t), Vt, donc nous trouvons d’abord || By ()||*;.
Par le lemme précédent nous avons || By (t)[|*, = sup,cp, o) yll-1 < /K () +a, on

K(t):/t 22057 (201|Q|+ (cs|" + ¢) )ds.

De ce calcul nous pouvons dire qu'il existe r; > 0, Ry et Ry telles que || By (t)|*; <
Ry |t|™ + Ry. Nous obtenons donc (4.61). |
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Théoréme 4.20. Nous prenons le probléme de Cahn-Hilliard (4.1) avec les condi-
tions auz limites et la condition initiale, o f(u) et m(t) sont comme aupara-
vant, et la solution de ce probléeme (ou la condition initiale) apprtient a L>®(S).
Alors, lattracteur global rétrograde de ce probléme est de dimension finie, i.e :
dy(A(t)) < dp(A(t)) < oo. De plus, il existe Ly > 0 qui dépend de S et de n,
tel que

dy(A(t)) < dg(A(t)) < Li(€)%, (4.62)

ot & > 0 est la constante donnée par f'(s) = —¢&.

Démonstration.

Tout d’abord nous allons montrer que dy/(A(t)) < df(A(t)) < oo, en vérifiant
(4.54), (4.55) et (4.56) du Théoreme 4.16.

Par (4.61) nous trouvons (4.54). Nous allons démontrer (4.55). Nous prenons u; et
uy deux solutions différentes de (4.1), (ou de (4.43)). Nous posons w = u; —uy (pour
simplifier on prend < u; >=< us >). Alors w vérifie

%Nw —vAw + f(ur) — f(uz) =< f(ur) — flug) > . (4.63)

En multipliant par w (pour le produit scalaire de H), nous trouvons
5 Zallw 2y + vVl < fuwf? (4.64)

< Eflwllflwll
v £
< EIVw + S,
En intégrant entre 7 et ¢

2
v

lw(®)]12y < e 7 lw(m)]2,. (4.65)

D’ou
* 1
lus (7 + T%) — ua(r + T2, < 27 ur(7) — ua(7)[%, 201 = v

Alors nous obtenons (4.55) avec ((t, T*) = ¢’

Nous allons maintenant montrer (4.56). Prenons w(s) comme auparavant.

Soit @y le projecteur de V' dans un sous espace V](]L. Nous multiplions (4.63) par
Qnw(s), sachant que

1d s ONw, ow
E%HQNW(S)H—I = (Qnw(s), s ) = (Q@nw(s), g))—l
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et
—(vAw, Qnw(s)) = v|VQyw(s)?, par la formule de Green.

Nous obtenons

Qw2 + V@) = ~(flw) — flus), Quuls)). (460

Nous prenons les valeurs propres A\; de —A dans V, étant rangées en ordre croissant,
0< A <A <...< Ay — 00, done

Av1|@uw(s)? < [VQnw(s).

Par (4.66)
L l@wu(s)I2) + 2ha Quun(s)? < 26lQu(s)?

d
EHQNW(S)H% +2(vAn41 — ]Qnw(s)? <0,

d
EHQNUJ(S)H% + 203(VANn+1 — O Qnw(s)|2) <0, vAns > &,

d co (v — S—T
5(62 2(VAN+1—8)( )HQNw<S)H2—1) <0.

Intégrons sur (7,7 + 1)
1Quw(r + T[22 79Tl — v ||2,

lQnw(r + T2, < e 2= lu, — o |2,
lQxw(r + T2, < 0%, %, N)llur —vr |24,

ou (52(t, T*7 N) — 6_202(V)\N+1_E)T*'
De cette relation, il faut bien choisir N = N(t) et T* pour que nous ayons §(t) =

1
5(t,T*,N) < —, i.e.
( ) 7

6—262(1/)\]\7+1—§)T* < 1
2
De la derniére relation nous avons
log (2 .
T > g (2) si VAN > €,

202(V)\N+1 - 5) ’

1
i.e. pour avoir 0 < —= il faut choisir 7™, ou T™ vérifie
V2
log (2
s 108(2)

202(’/>\N+1 - f) (4.67)
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4.6 L’attracteur rétrograde

et N tel que Ay, vérifie
VAng1 > & (4.68)

Nous obtenons donc (4.56). Par le Théoréme 4.16, nous trouvons que d¢(A(t)) <
N +n, ou n est donné par

o(t) = (6v20(t))N (V2(t))" < 1.

Nous allons maintenant montrer (4.62). Il est bien connu, voir [5] ou [50], qu’il existe

A
D > 0 telle que N—]\Zf > D, VN € N. Nous posons 1 = N. Alors,

o(t) = (120()0(t)*"

— 192N (G—QCQ(V,\NH—@T*‘GQClgT*)N <1

e(202£+2c1§—202w\N+1)T* < %7 ol v = 12. (469)
v

Nous obtenons de cette relation

log v°
T > 4.70
2000 AN+1 — 2026 — 261 (4.70)

ol, 2covAN11 > 2€(c1 + o). Nous avons
2coUuAN11 = 2c0vD(N + 1)%,
car Ay41 = D(N + 1)=. Nous voulons donc
250 D(N + 1) > 26(cy + 2). (4.71)

Alors, si nous choisissons 7% et N tels que 7™ satisfait (4.70) et N satisfait (4.71)
nous vérifions (4.69). De plus, nous avons par (4.71)

2covD(N + 1)% > 2(c1 + 2)€ = 2¢3€,

2 3 € \?
N+1)n > = N> — 1.
(N+1) ¢ (D>
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4.7 L’attracteur uniforme

Dans cette section nous allons chercher I'attracteur uniforme du probléme sui-
vant :

ou

5 + vA%u — Af(u) = m(z,t), (4.72)
Ulymr = Uur, u; €V,
gz =0 sur oS
Lci, nous supposons que m(s) = m(.,s) € L2 (R; V'), et elle vérifie

1) Jom(z,t)de =0, et m|* = M < oo,

( )

) t+1 )
iz =sup [ (o) ds < .
t

et I'injection de H dans V' est compacte.

4.7.1 Orientation

Pour trouver I'attracteur uniforme de notre probléme nous avons besoin de définir
des symboles et la famille de processus {U(¢,7)}, voir [15] et [60].
Le symbole

Par (4.72) nous pouvons écrire

ou

T = —vA%u+ Af(u) +m(t) == Ay

Nous appelons m le symbole de 1'équation (4.72). Ensuite, nous allons définir le
groupe {T'(h), h € R} par

T(h)ym(s) :=m(s+h), s,heR.

Nous avons donc T'(h) L7 (R; V') C L? (R; V).

Finalement, nous définissons le symbole H(m) comme suivant

H(m) := {T(h)ym, h € R}, (4.73)

tel que la fermeture est dans l'espace L? (R;V'). Nous notons H(m) par ¥, et nous
avons

T(h)X =%, Vh € R (par définition de T'(h) et de X).

Définition 4.21. La fonction m(s) € L2 (R; V') est translation compacte (et nous
notons tr.c) si H(m) est compact dans L3, .(R; V).
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4.7 L’attracteur uniforme

Par (4.73) nous avons que H(m) est fermé dans l'espace L}, (R; V') qui est com-

pact, alors H(m) est compact. Nous trouvons donc que m(s) est tr.c dans L2 (R; V).

loc
La fonction m(s) est translation bornée dans L? (R;V’). En effet,

t+1
Iy = sy =sup [ (o) s < o
teR Jt

Définition 4.22. Nous définissons la famille {Uy,(t,7), t > 7, 7 € R} dans V'
par
Un(t,7): V' =V’
Uy — u(t),

telle que, u(t) est la solution du probleme (4.72), m € L% (R; V"), et {Un(t,7)}
verifie

1. Un(t,s) oUp(s,7) =Up(t,7), Vt=s>71, 7R,

2. Up(1,7) = Id (opérateur d’identité).

D’aprés ce qui a précédé et 'unicité de la solution, nous avons

Urgym(t,7) = Un(t+h,7+h), V20, t>7, 7€R (4.74)

L’attracteur uniforme est, par définition, un ensemble compact qui attire uniformé-
ment tous les bornés dans V' et il est ’ensemble minimal qui attire uniformément
les bornés de V', voir [15] et Chapitre 2.

Afin de démontrer I'existence de cet attracteur, nous trouvons d’abord quelques
estimations a priori.

4.7.2 Estimations
Estimation de u

Pour avoir une estimation bornée de u nous multiplions 1’équation

0
aNﬂ —vAu+ f(u) = Nm+ < f(u) > (4.75)
par u
1 d — 12 112 C\_ 2 1 2
g% el (7)) < Gl + o)+ | <> [ fuyda,
1d 12 Ci_n2 2p / 1 2
- —Z < _
50l Sl pbay [ rds < ¢4 S mo2,,

d . ~ 1
lals +ellallZy < 2¢ + = [lm (0],
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Pour intégrer la dérniere inégalité nous utilisons le Lemme 2.15, ou
_ 1
1) = (O h(E) = 2 + 2, ety =
Nous avons ff“ h(s)ds = 2¢ 4+ ¢~ '||m||3,. Nous obtenons donc
b

(O, < a(r) e + (1 ) (2 + < miE) < oo

D’autre part, si nous multiplions I’équation (4.72) par u nous obtenons

1d

5 il VAU + ()T, V) = () 0),

d
E!u|2+V|Au|2—k3|u|2+262p/ -2 ul2de < kslul® + |m|2,
Q 3

(pour les détails voir (3.43), (3.44), (3.45) et (3.46) du chapitre précédent).

Nous obtenons, en particulier,
d
%!u\z — 2ksul” < k—?”m\z ST

En intégrant entre 7 et ¢

M
lu(t)? < |u(r)|?e2st=") 4 — 7 T < 00, VLT < 0.

Estimation de la différence entre deux solutions

(4.76)

(4.77)

Nous prenons deux symoles my et mq correspondants aux deux solutions u; et
Uy, O Uy (T) = Uir, us(T) = Uz, et < uy(7) >=< us(7) >. Ensuite, nous posons

w(t) :=ui(t) — ug(t) = Up, (6, T)urr — Uy (8, T)uzr, m = my — ma.

Donc |m|3, < oo et w est la solution du probléme suivant :
b

%Nw —vAw+ f(ur) — f(ug) = Nm,

w(T) = w, = U, — Us,.

Nous multiplions (4.78) par w
HwH2 +20|Vwl* < cwl* + ((m, w))-1.
Par interpolation
||w||2 + 2v|Vw]* < vVl + c|lw|®, + ¢|m|?;.

En utilisant le Lemme 2.15 nous obtenons

lw(®)12y < Jw(r)|24e 7 + 11+ mlfZ.
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4.7 L’attracteur uniforme

4.7.3 Théoréme d’existence d’attracteur uniforme
Nous avons le résultat suivant, voir [15] et [60].

Théoréme 4.23. Si la famille {U,(t,7), t > 7, 7 € R, m € X} posséde un
ensemble compact qui attire uniformément les bornés de V' alors elle admet un
attracteur uniforme As,.

La preuve de ce théoréme est faite dans [15].
Nous allons maintenant appliquer ce théoréme pour notre probléme. Tout d’abord
nous rappelons quelques propriétés dans > = H(m).

Proposition 4.24. Soit m(t) une tr.c dans L"" (R, €), alors

loc

1. Ymy € H(m), my est tr.c dans L}, et H(my) C H(m).
2. H(m) est borné dans L], (R;e), Ym, € H(m)

t+h t+h
sup / lma(s)|I? < sup / m(s) [2ds.
teR t teR t

3. L’ensemble {T'(t)} est continu dans H(m).
4. T(t)H(m) = H(m), ¥t=>0.

Proposition 4.25. La famille {U,,(t,7), t > 7, 7 € R, m € X} associée au
probléme (4.72) est uniformément bornée, (V' x H(mg); V')- continue (i.e., (u,m) —
Un(t,T) est continue pour tout t > 1) et elle admet un ensemble compact qui attire
uniformément les bornés de V', i.e., il existe By un ensemble compact dans V' tel
que

VD C V' borné, tlim sup dist(Up,(t,7)D, By) = 0.

T mex

Démonstration.
Par l'estimation (4.76) nous avons, pour < u(7) >=< ug(7) >,

lu(®)]2y < (1472 +e7Hmll7) < oo.

Et, pour < uy(7) >#< us(7) >, nous avons (voir les estimations trouvées précé-
demment)
la@)l?, < X+ )@ + e Hmlzp) < oo,

et donc
a1 < (L4 )2 + 7 Hmll7:) + 177 < oo,

i.e., la famille {U,,(t,7)}, m € 3 est uniformément bornée dans V'. Cette estimation
implique aussi que I'ensemble

By:={ue V', |ulf <Eg}, ot Rg=(1+c )2 +cmllz;) + 0,
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est uniformément absorbant. Et également que I'ensemble By = U, cx. U, cp Un (T +
1,7)By est uniformément absorbant. D’aprés (4.77), By est borné dans H, et alors
By est compact dans V' (car I'injection de H dans V' est compacte). Donc, la famille
{Upn(t,7)}, m € ¥ est uniformément compacte.

Nous allons démontrer que {U,,(t,7)} est (V' x X; V’)-continue.

Nous prenons deux suites ug;) et mé”), telles que

ugﬁ) — Uy, mé”) ——— my(s) dans L?

loc
n—00 n—o00

(R; V).
Par (4.79), nous avons
Jun (D) =8 D12 < s () =S ()2 162 +5 (1465 ) [ma (s)—mi™ ()2 — 0.

Cette relation implique que uén) (t) — wy(t) dans V' et donc la famille {U,,,(¢t,7)},m € X
est (V' x X; V')-continue. |

D’aprés la Proposition 4.25 et le Théoréeme 4.23, nous avons l'existence d'un
attracteur uniforme pour le probléme de Cahn-Hilliard.

Nous pouvons aussi construire un attracteur global dans I'espace V' x X. Pour cela,
nous définissons une famille d’opérateurs {S(t), t > 0} dans V' x ¥ comme suit :
pour tout (u,m) € V' x £t >0,

Sit) : VIxE—-V'xX
(u,m) = (Up(t,0)u, T(t)m). (4.80)

Par cette définition nous trouvons que S(t) est un semi-groupe dans V' x ¥, car,
pour tq,t, > 0, nous avons

S(ty+ta)(u,m) = (Un(ty + ta,0)u, T(t1 + ta)m)
== (Um(t1 +tg,tQ)Um(tQ,O)U,T(tl)(T<t2)m))
= (Urgsym(t, 0)Un (b2, 0)u, T(t:)(T (t2)m))

= S(t1) (Un(ta, 0)u, T(t2)m) = S(t1)S(t2)(u, m),

et
S(0)(u,m) = (Upn(0,0)u,m) = Id (u,m).

Définition 4.26. Nous disons que K = {u(.)} est le noyau de la famille {U,,(t, )}
st u(.) vérifie

Un(t,T)u(t) = u(t), Vt > 7, T € R, et sup||u(t)||-1 < .
teR

130



4.8 L’attracteur exponentiel rétrograde

Nous appelons K(s) = {u(s), u(.) € K} C V' la section du noyau de {U,,(t,7)} au
tempst = s.

Nous avons le résultat suivant.

Théoréme 4.27. Supposons que la famille {U,,(t,7), t > 7, T € R, m € ¥} est
(V" x 3; V') -continue et elle posséde un ensemble compact qui attire uniformément
tous les bornés de V'. Alors le semi-groupe S(t) défini par (4.80) posséde un attrac-
teur compact A qui est invariant, i.e., S(t)A = A, Vt > 0.

De plus, si I1; et Iy sont deux projecteurs de V' x 3 dans V' et dans X respective-
ment, i.e. Iy(u,m) = u, Hy(u,m) =m, alors

1. T A = Ay = Ay, est Uattracteur uniforme de {U,,(t,7)}, m € ¥,
2. HQA — AQ - Z,
3. lattracteur global de ce probleme vérifie

A= Kun(0) x {m},

meX

4. Uattracteur uniforme vérifie

Ay = A = | K.n(0),

meX

tel que I,y (0) est la section du noyau K, de la famille {U,,(t,7)},m € ¥ au
temps t = 0.

La démonstration peut étre consultée dans [15] , page 291.

4.8 L’attracteur exponentiel rétrograde

Dans cette section nous allons chercher un attracteur exponentiel rétrograde du
probléme de Cahn-Hilliard suivant :

% + vA%*u — Af(u) =m(t) dans (1,+00) x Q, (4.81)

u(r,x) = ug(x) dans Q,

avec les conditions aux limites de Neumann ou de 'espace périodique, (3.3) et (3.4).
Précédemment nous avons vu que (4.81) équivaut a

%Nu —vAu+ f(u) = Nm(t), (4.82)

et la condition initiale u(7, x) = up(x).
Nous avons aussi trouvé le résultat suivant.
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Théoréme 4.28. Sim € L} (R, V'), alors, pour 7 € R et pour tout ug € V', il

loc
existe une seule solution u(t) = u(t; T,ug) pour (4.81).

De plus, cette solution satisfait
u € C([r,T); H) N L*(1,T; H*(Q)) N L*(7,T; L*())  pour tout T > .
Finalement, si ug € H*(Q) alors

u € C([r,T); H*(Q)) N L*(1,T; D(A))  pour tout T > .

4.8.1 Préliminaires
Pour tout § > 0, K > 0 et B C V', nous notons par Ss x(B) I'ensemble d’appli-
cations S : V' — V' telles que S(Os(B)) C B et
|Suy — Sus||g-1 < Kljug — ug||g-1, pour tout wuy,us € Os(B),

ou Os(B) :={u e V' :infyep |[u — w||g-1 < d}. Et

151 = Sallss () == sup_[[Siu— Spullp—
UEO[;(B)

est la métrique dans S i (B).

Nous définissons pour le probléme de Cahn Hilliard une famille d’applications Uy, ¢,
telle que
Ut == {Un(t,7): 7 <t < to},

Up (t, T)ug == u(t; m,up), 7 <t < tg,up € HC V.

Pour ¢y € R, nous notons par U(V’, ty) la classe de toutes les familles U = {U(¢,s) : s,t €
R, s <t < to} d’applications U(t, s) : V! — V’ telles que

1. U(s,s)=1d pour tout s € R.
2. U(t,r)U(r,s) =U(t,s) pour tout s <r < t.

Il est clair que Uy, s, € U(V', to), pour ty € R.

4.8.2 Théoréme d’existence d’attracteur exponentiel rétro-
grade
Pour trouver un attracteur exponentiel rétrograde du probléme de Cahn Hilliard

nous allons appliquer le Théoréme 2.3 de [43], et pour cela il faut que U,,, vérifie
les conditions suivantes :
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0 : ’ ' C
(HO) Nous fixons 75 > 0. Alors, pour tout B C V' ensemble borné et fermé dans
vV,
Un(t,t — 1) € Ss.x(B), Yt < to. (4.83)

H1) 1l existe Cy > 0, 0 < g9 < 19 et v > 0 telles que
f)/
pour tout ¢t < ty, 79 < 7 < 27,0 < s < g9 et v € Og(B),

|Un(t,t —r)v — Upy(t — s, t — 1 — s)v||g-1 < Cols|”.
H2) 1l existe une constante C'z > 0 telle que
(H2) q
|Un(t,t — s)v — Up(t — s,t — 7 — s)w||g-1 < Cpllv —w| g-1,

pour tout v,w € B, pour t < tp, 0 < 5 < 279.
(H3) Il existe C} > 0 et 4/ > 0 telles que
pour tout t < ty, 70 <7 < 27,0 < s < ggetveE B,

|Up(t,t — )0 — Up(t — 5,8 — 1)v||g1 < Chls|7.

(H4) Pour tout t > to et Dy, Dy deux bornés de V', il existe une constante
L(t, Dy, Dy) > 0 telle que

U (t, to)v—Upn(t, to)w|| g—1 < L(t, Dy, Do) ||lv—wl|[g-1 pour tout v € Dy, w € Ds.

A partir de maintenant, dans cette section, nous supposons que m satisfait les hy-
pothéses suivantes :
(A1) m e L3 (R; V).

loc
(A2) My, (t) :=sup, [, [|[m(s)||3,-1ds < oo, pour tout ¢ € R.
(A3) il existe ty € R et g > 2 tels que

My o (to) = sup / Im(s)][% _vds < oo.

r<to Jr—1

4.8.3 Quelques estimations a priori :
Estimation de ||u(t)||z-

Soit u(t) = u(t; T,up) une solution de notre probléme. Donc u vérifie

%NU —vAu+ f(u) = Nm(t)+ < f(u) >

Nous multiplions par @ et nous utilisons (4.12) et (4.13)

1d

501 VIVl + () ) = (0. 0)-1 -+ < > | [ [l
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1d,_ ~ c, 1
s+ el pbay [ dn < Slalls + 5 + o
d<u>?
Notons que “ = 0, donc

dt
d o 2 12 2 L 2
Sl <w>? )+ (laf2+ <w>?) < —ellmO)]2, + ki,

k1 dépend de ¢; et de n (| < u > | < n). Nous intégrons, respectivement de ¢, entre
Tett

1 t
)+ < el -+ 5 [ o)+ a1 =),

—c(t—T1 1 —c ' cs
s+ < e aallys + e [ e m(s) s + (4.84)

pour tout t > 7.
Nous avons

t t
e [ e mPds < e [ e mi)lds
:

—0o0

> t—n
_ ey el / Im(s)| ds
t

< (1—e M,

< (14 HM, ().
Par (4.84), nous trouvons
()1 < e uollf-r + 7 1+ )M () + ko, (4.85)

pour tout ¢t = 7.
Nous posons, pour D un borné dans V’,

| D|| -1 := max(1,sup ||v]|z-1).
veD

Par (4.85)
w(t; 7, uo)|| 3 < 1414+ M,y (to), uo € D, (4.86)

pour tout t < to, T <t — 1 log(Ch]|D]|g-1).
Car, pour avoir (4.86) il faut avoir l'inégalité suivante

e DD + ke < 1,
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—c(t — 1) + 2log|| D|| g1 — c(t — 7) 4 log(k2) < 0.
Donc 1
T <t == log(Ci||[Dl|g-1), ou Cy = ks.
c

Nous obtenons par (4.86) le résultat suivant.

Proposition 4.29. Soit D C V' un borné. Alors

1
U (t, T)uo|| -1 < Crolto), pour tout t < to, 7 <t — — log(Ch||D||g-1),u0 € D.
c

Estimation pour la différence entre deux solutions

Proposition 4.30. Il existe une fonction positive L = L(t,T), qui dépend de Q) et
ne dépend pas de m, telle que

||Um(t, T)U(n - Um(t7 T)U02||H71 < LHuOl — u02||H*1- (487)
Démonstration.
Nous prenons u, (t) = ( T)ug1, U2(t) = Upn,(t, T)uge deux solutions du probléme
(4.81) (ou du probleme ( ) et nous posons

)
v(t) = wi(t) — ua(t), m(t) :=ma(t) — ma(t).
Supposons < u; >#< ug >, alors v vérifie le probléme suivant :

NG — v+ Fu) — fus) = Nm(O)+ < f(wr) — fug) >, dans D'(r, 00: V')

dt
(4.88)
v(T) = up1 — Uga.

Multiplions par v

%(Hv(t)lﬁl) +22|Vo(t)* < clol* + eallv]l2y + erflmlf -+ [v] /Q |f (1) = f(uz)|da.
D’aprés (3.50) et (3.52)

%(II 1%+ <v > ) +2|Vo@)]* <v[Vo@) P+ (o012 + < v >*) +ellmlf .

En intégrant sur [7,t] nous avons, en particulier,

t
lo(@)][7-1 < ool F-re™ +01/ e [m(s) [+ (4.89)

Pour avoir (4.87) nous prenons m (t) = my(t), ce qui donne
U (2, T)ti01 — U (£, Tt -1 < €49 ||ty — won || -1 (4.90)
Nous terminons la démonstration de cette proposition, ot L(t,7) = =), [ |
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Estimation de ||U,,(t, 7)up — uol| g1

Nous posons w(t) := u(t) —ug = Uy, (t, T)ug — up. w satisfait (notons que < w >=

0)
%Nw(t) =vAu— f(u)+ Nm(t)+ < f(u) >, dans V|
w(r) = 0.
Nous multiplions par w
1d
sl = v(Auw) = (f(w),w) + ((m(1), w)

— v(Aw,w) + v(Bug,w) — (f(u),u) + (F(),uo) + (m(t), w))_y

= |Vl = v(Vuo, Vw) = (f(u),w) + (f(u), uo) + ((m,w))-1,
d
Tl + 20|Vl +2(f (u), u) < 20/(Vio, Vo) 42| (f (), wo)| +2|(m(1), w)) .
Par (4.12), nous obtenons
d
£||w||%1_1 + 2v|Vw|? + 2pby, /Q w?dr < ki + v|Vwl* + | Vug|?

+2[(f (), uo)| + 2|((m(t), w)) 1]
En particulier,

d
Tl + vVl <k + dfVaol® +2|(f(u), wo)| = 21f (uo), uo)|

+2[((m(t), w))-1| + 2[f (uo), uo)|- (4.91)
Nous avons

|(f(u), uo)| = [f(uo),uo)| < [(f(u) = f(uo), uo)

N

[(f (w) = f(uo)* + Juof

< e [ (P fuo o Dl o + uof?
Q
Pourn=3et p=2

|(f (), uo)| = | f(uo), uo)l < e(lfullzoe + l[uolzee + 1)l + fuol*

N

C(llullz, uoll2) lwl* + uo|*

N

v
§|Vw|2 + c||w||3-1 + |uol?, ot ||ull2, ||uoll2 < const..
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Nous déduisons par (4.91)

d 1
Sl + VIVl < b ¢ Vol £ 0) P+ 2ol + — s + el

En particulier,

d 1
EH/LUH?;I—l < k1 + 263 (@) + 2|uol? + | Vuo* + 204Zb§p|u0|41D + E||m]|§{_1 + cHwH?{_l.

En intégrant entre 7 et ¢, notons que w(7) = 0, nous trouvons

1 t
o)+ < (K2l +¢ Vol *+ 2028 Juof ) (t=r)+5 [ m(0)[,8) "
’ (4.92)

Pour trouver un attracteur exponentiel rétrograde nous allons démontrer que U, 4,
vérifie (4.83), (H1), (H2), (H3) et (H4).

Nous prenons dans V' la boule B := {u € V' : ||ullg-1 < C,(to)}, et posons
7o := 14 ¢! log(Crmax(1, (14 Cy(to)))).

Pour 6 =1, Oy(B) :={u € V' :infey ||u — w||g-1 < 1}. Nous avons déja trouvé

U (t,t — To)uo|| -1+ < Cp(to) pour tout t < to,
t—79 = t—1—c " log(Cy max(1, (14+C,(ty)))) < t—c ' log(Ch]|O1(B)||zr-1), uo € O1(B).
Notons ici que ||O1(B)| -1 = max (1, Cy(1+ C’m(to))). Et par 'estimation (4.90)
|Un(t,t = 10)uor — Un(t,t — 10)uee|l -1+ < K|luor — uoall -1,

ou K = e,
Alors U, (t,t — 79) € S1.x(B), pour tout t < t.
De plus, nous avons par (4.89)

1 t
[Upny (8, T)tt01 — Uy (£, T)un2]| 71 < €C(t_7)||U01—U02||%1—1+E/ U0 |lmy (0)—ma(0) ||3-1.d0),

dont nous déduisons que lapplication U,,(t,s) : V' — V' est continue pour tout
s <t

U,, satisfait (H2) et (H4).

D’apreés 'estimation (4.90)

| U (t,t — $)uor — U (t, 1 — s)ugz||p-1 < €§5||U01 — upa|| -1,

pour tout t € R, s > 0, ug,uge € V' et, en particulier, pour tout t < tg,s €
[0, 27’0],’&01, U2 € B.
Alors U, satisfait (H2) avec Cp = 27.
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De plus, par (4.90), U, satisfait (H4) avec L(t, Dy, Dy) = ez(t=t) > 0,
U,, satisfait (H1) et (H3).
Posons u(t) = U,,(t, 7)up. Pour tout s > 0,t — s > 7, nous avons

t
u(t) —u(t —s) = / u'(6)d6,
t—s
bt ou
U (t, T)ug — Ui (t — 8, T)ugl|g—1 < / HE(Q)”HﬂdQ
t—s

1 ¢ ou 2 %
< s (/ 15e @7 d6) (4.93)
Pour estimer I'intégrale fis H%(@)Hi{ldé’, nous multiplions 1’équation

%Nﬂ —vAu+ f(u) = Nm+ < f(u) >,
@
par at
ou 2 1d 1, 0u 2
|51+ 55 190 + 2 | a(wide) < ellmlos + 51157 1

Intégrons sur [t — s, ]

/t_ H%(@)Hz_ldmu|vu(t)|2+2/g(u(t))dx <

Q

t
c/ |m(0)|5;-1d0 + v|Vuo|* + 2/ g(u(0))dx < const.
t—s Q

Nous déduisons par (4.93)
U (£, 7)ttg — Un(t — 5, 7 )0 sr—2 < é152, (4.94)
pour tout t <tp, 0 < s <1, 7 <t —c ! log(C||O1(B)||gr-1), ug € O1(B).
Nous prenons r > 7. Alors
t—r<t—1—c"log(Ch]|O(B)||z-1). (4.95)
Par (4.94) et (4.95)
U (t,t — Yo — Up(t — 8, — r)uol| -1 < é152, (4.96)

pour tout t <tg, 0< s <1, r =1, up € O1(B).
Donc U, satisfait (H3) avec 7/ = 1.
De plus,

(U (t,t —1)ug — Up(t — s, — s — 1)ugl| g1
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4.8 L’attracteur exponentiel rétrograde

< NUn(t,t — r)ug — Up(t — s, — 7)upl| g1
H| U (t = 5,6 —1)ug — Up(t — 5,6 — s — 1)ug|| g-1. (4.97)
Par (4.90)
U (t — s, t — r)ug — Up(t — 8,6 — s — r)ug|| g

= |Un(t —s,t —1)ug — Up(t — s,t — r)Upn(t — 7.t — 17 — S)ug||g—

< 30N ug — Ut =7t = — s)uol|
< eug — Unp(t =7t — 1 — s)ugl|g-1, 70 <7 < 27,0< s < 1 (4.98)
Par (4.92)

t—r 1
|lug — Up(t —ryt —r — s)ug||g-1 < Cys2 + 02(/ Hm(G)HH—ld@) . (4.99)

t—r—s

[NIE

ou Cy = (k:l + 2c3 () + 2|ug|* + | Vug|* + 2a2b§p|u0|4p> .

Pour 0 < s <1 et t <ty nous avons, par l'inégalité de Holder,

[ o< ([ o) ( ]

—r—s t—r—s —r—s

t—r

q—2
1d9> ., pourq>2

donc e ,
/ 1m(6)|| g-1d6 < (Mm,q(m)) s (4.100)
t

—Tr—s

Pour 0 < s < 1 nous avons 52 < 3%, et par (4.99) et (4.100)
lug — Up(t — rt — 17 — s)ugl|g-—1 < <C’1 toz (Mmq(to))E) s%, (4.101)

pour tout ¢t < 1p,0 < s < 1,790 <7 < 279,u9 € V.
Par (4.96), (4.97) et (4.101)

Ui (t,t — 7)ttg — Un(t — 5,8 — 5 — Yol -1 < Co 87, (4.102)
pour tout t <tp, 0 < s <1, 79 <r <27, yp € Ql(B)-
Alors U, satisfait (H1), avec 6 = 1,6 = 1,y = Cb.
Pour Dy, Dy deux bornés dans V' et pour tout t > ty, nous posons
sp, = c ' log(C1||D|-1),
Lin(t, Dy, Do) = e2ti0),

D’aprés les résultats ci-dessus, nous déduisons que nous pouvons appliquer [43], le
Théoréme 2.3 et le Corollaire 1 et nous obtenons le résultat suivant.
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Théoréme 4.31. Sous les hypothéses (A1), (A2) et (A3) sur la fonction m du
probléme de Cahn Hilliard (4.81), il existe une famille My, := { My, (t) : t € R}

d’ensembles non vides de V' qui satisfait

1.
2.

Un(t, 7)Muy,, (1) € My, (t) pour tout T < t,
.K\/lleTUm (t) = JWUm (t — 1) pour tout T >0 et t <ty et

Mryp_ . (t) C Mva (t — 1) pour tout T > 0 et t > to,
o T ;Up(t,s) =Upy(t — 1,5 —7),
Pour D C V' borné,

disty (Un(t,t — 7)D, My, (1)) < Cre®Pe 07,
pour tout T = sp et pour t < to,
et
disty1(Up(t,t — 7)D, My, (1)) < Lin(t, D, My, (to))CreXsptt=to) g=ar

pour tout t >ty et pour T = sp +t —tg, tels que C‘l et & sont deux constantes
positive dépendantes de Q0 et M, (o),

. pour tout t € R, .//\\/l/Um (t) est compact dans V' de dimension fractale finie et,

plus précisément,

N c1 sit < to,
dimF(/\/lUm (t), V/) < Cl
Lm(tu MUm (to), MUm (t(]))

telle que Cy > 0 et dépend de Q et M, (to),
il existe lattracteur global rétrograde de U,,, {A(t) hier, qui satisfait

, sttt > tg,

A(t) € My, (t)  pour tout t € R.
Et sa dimension fractale est finie et estimée par

Oly st t < to,
dimp(A(t), V') < 4

L (t, My, (to), Mu,, (to))
pour tout 0 < r <1 et pourt < iy,

, sit > tg,

dist‘s,ymm (MUm (1), MUM (t — 7’)) < C’2|r|(k+1)7,

et Cy et k sont deux constantes positives dépendantes de

tel que v = ¢
q
Q7 q, Mm(tO) et Mm,q(t(])-

Nous avons donc I'attracteur exponentiel rétrograde du probléme de Cahn-Hilliard.
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Chapitre 5

Probléme de Cahn-Hilliard visqueux

5.1 Position du probléme

Dans ce chapitre, nous allons travailler avec I’équation de Cahn-Hilliard visqueuse
de la forme suivante :

Ou = AK (u), (5.1)
K(u) = =Au+ edyu + f(u), (5.2)

ou f(s) est un polynome, i.e., f(s) = Z?Zl a;s’, p € N. Supposons que le coefficient

Aop—1 = 2pb2p >0 (VOil" [70])
Par définition de f, nous avons

f(s) = —c. (5.3)
Nous associons au probléme (5.1), (5.2) les conditions aux limites de Neumann et
la condition initiale suivantes

@
on

_ 0Au

 On

= O, U‘t:[) = Uyg. (54)

o0 o0

Nous allons utiliser les notations suivantes :
(+,),| - | sont le produit scalaire et la norme dans 'espace

)

((+,+)), || - || sont le produit scalaire et la norme dans l’espace

0
,8—269:0},

ou

H = {u e L*(%), o

V= {u € H'(Q)

| - ||2 est la norme dans I’espace

@
" On

B 0Au

 On

V= {u c H*(Q)

_ 0},
oQ

a0
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et || -]|-1 = [(=A)"2 - | est une norme sur H~'(2); pour les fonctions & moyennes
nulles.
Par (5.1) et (5.2) nous avons

O (ut (D)) + A% — Af() =0 (5.5)

5.2 Formulation variationnelle

FI::{UGH, /Quda::O},
‘O/::{UGV, /Qudx:()},

10/1::{u€V1, /udsz},
Q

V= {u eV, <u,l>yy= 0}.

Nous posons

Nous avons V C H C V' avec injections continues et denses. Et 'opérateur A :=
—A 'V — V' est continu, inversible et son inverse est compact. L’équation (5.5)
équivaut a (voir par exemple [54] et [57])

T ((A)" + o) < u>) = Aum <u>)+f) =< fw) >, (50

1
ol < u >:= 9] Jo u(z)d.
Pour avoir la formulation variationnelle nous multiplions (5.6) par v € V (pour le

produit scalaire de H)

%(((—A)l(u— <u>).0)+eum < u>,0)) + (Vs <u>), Vo)
+(f(u)— < flu) >v) =0, YoeVi. (5.7)
Notons ici, en multipliant (5.5) par v € V', nous avons

d d
E(u7 v) + 8E(VU’ Vo) 4+ (Au, Av) + (V f(u), Vo) = 0,

0
et pour v = 1, nous avons e fQ udx = 0. Cela donne que

/u(a:,t)d:z::/u[)(x)dx (moyenne conservée). (5.8)
Q Q

Donc < u >=< uy >. Dans ce qui suit, nous supposons que

! /Q u(z)dz

e~ <. (5.9)
€
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5.3 Théoréme d’existence et d’unicité

5.3 Théoréme d’existence et d’unicité

Théoréme 5.1.

(i) Supposons que ug € H* (). Alors (5.1), (5.2) et (5.4) posséde une seule solution
u qui appartient a

L2°(0,T; HY(Q)) N L*(0,T; H*(Q)) N L*(0,T; L*(R)), Vt > 0.

(ii) De plus, si ug € H*(Q), alors u € L>(0,T; H*(Q2)) N L*(0,T; H3(Q)) et yu €
L*(0,T; HY(Q)), VT > 0, avec restriction sur p lorsque n = 3 (p = 2 lorsque n = 3).

(iii) Siug € H3(QY), alors u € L>(0,T; H3()) N L*(0,T; HY(Y)), YT >0, oup =2
lorsque n = 3.

5.4 Fonction de Lyapunov

La fonction de Lyapunov est donnée par

J(u) = %\Vu\z—i—/gg(u)da:,

ou, g est la fonction primitive de f.
Nous multiplions (5.1) par K (u), et intégrons sur

/QK(U)%CLZ’ — (AK(u), K(u)) = 0. (5.10)

Nous avons par (5.2)

ou
7a>__

u

ou 9 0
(K (u) /QAude—l—slatu] —|—/Qf(u)ad:c

d
= %J(u) + £|owul?.

Nous avons donc par (5.10)

d
aJ(u) + 5]@u|2 + \VK(u)\z =0,

d
ZJ(W) <0 = J(u(t) < J(w), ¥t = to.
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5.5 Démonstration de Théoréme 5.1

ou  Ou
Nous posons 4 := u— < u > . Nous avons Erialieve At = Au et A% = A%,
et par (5.5) nous avons

%(a + a(—A)a) + A%+ Af(u) =0,

ou I’équation équivalente (5.6).
Nous commencons a démontrer I'unicité.

5.5.1 L’unicité

Nous prenons deux solutions u; et uy de (5.5) (ou de (5.6)), ot u1(0) = uy(0).
Posons u := u; — uy. Donce u vérifie

0

a((—A)_la + 5@) — Au + f(ul) — f(UQ> =< f(ul) — f<UQ) > . (511)

Nous avons
u1(0) =u2(0) = <u>=<wu; —uy >=0.

Alors en multipliant (5.11) par «, nous avons

S 2 elul) + [Val? + () = fluz),0) = (< f ) = ) >0,
Sl elul?) + V0P + (Fla) = flan)w) =0, (512)
Par (5.3)
(Il -+ <lul?) + 210 < 2efu?

< dul?, + [ Vul’. (5.13)

d
77 2y + eful) + [Vl < e(flull, + 2lul),

¢ ne dépend pas de €. Par le lemme de Gronwall nous avons
lu()]2; +elu(®)® < 0.

Alors nous avons ’'unicité.
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5.5.2 L’existence

Pour 'existence il suffit de prendre < u >= 0, sans perte de généralité, et alors
il suffit de montrer l'existence d’'une solution du probléme suivant (par (5.7))

Trouver u : [0,7] — W,

d .
2 (((=8) w0+ 2(.0) ) + (=Au,v) + (f(u),0) = 0, ve Vi
Pour montrer 'existence nous considérons une famille de solutions approchées wu,,

(obtenue par la méthode de Galerkin) et nous passons a la limite. Nous posons
A= —A. La suite

O< A< <A<\, Ay — 00,

est la suite des m premiéres valeurs propres de A, associé avec la condition de
Neumann et agissant sur des fonctions a moyenne nulle. {w;};—;__, est une suite
des vecteurs propres de A.

Les {w;} forment une base hilbertienne orthonormale de H,

Les {)\, %wi} forment une base hilbertienne orthonormale de V.

Nous posons Vm := Vect{wy, ..., w,}. Alors pour tout u,, € Vm nous avons 1, =
>y a;j(t)w;. Nous notons par P, la projection orthogonale de H dans V,,. Nous
avons alors a résoudre le probléme approché suivant

Trouver u,, solution de

d .
ai ((_A)_lum + Eum) — Ay, + P f(uy,) =0, dans V7, (5.14)

Um (0) = wom,

ol, ug,, est la projection orthogonale de ug sur ‘o/m, Ugm = Yo (g, wi)wy, |ugm| <
|ug| et wpm — up dans H. Le probléme (5.14) équivaut &

{ i(((—A "M, v) + 5(um,v)> — (A, v) + (P f(up),v) =0, Yo e V..

U (0) = Ugm.

De maniére équivalente,

{ %(((—A)—lum, w;) + g(um,wi)> — (A, w;) + (P f (), w;) = 0,

um(o) = Uom

%(((—A)—l Z a;(tyw;, w;) + s(z o (tw;, wi)> (A a(t)wy, w,)
+(Pou f (um), w;) = 0. (5.15)
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Nous posons

-----

i (t)
o= : , M= </\z'(5zg))Z =
(1) S
et
(P f (um), w1)
F .= :
(Lo f () win)
Alors par (5.15)
Wz—t—i—Ma—i—F—O (5.16)

W est inversible. Nous avons alors par (5.16) 'existence d’une solution locale (en
temps). Pour montrer que la solution est globale, nous supposons (voir [53] et [56])

() = =|Vun|* + /Qg(um)dm.

Par (5.1), (5.2) et (5.10)

Cela donne que djt < 0, et donc J,,,(t) < ¢o (co dépend de ugp). Nous en déduisons

que la solution locale est globale (voir aussi [55]).

5.5.3 Estimations

Nous avons montré l'existence pour < u >= 0 et nous allons ici trouver les
estimations pour u,, € V,,, ou u,, est & moyenne nulle. Puis nous trouvons des
estimations pour u € H (ou dans V'), u est & moyenne conservée.
Estimation pour u,,

Nous avons

e (8112 IIZO@ Jwi| 1—2 ai(t)a () ((—=A) " wi, wy),

1,j=1

da _
||um ||2 1 =2 Z a;i(t J (—A4) 1wiij)-

1,7=1
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De méme,
d 2 - day (1)
O =2 3 o) = )

Nous avons par (5.15)

" da; do(
Z C;t(t)((— “lwy, w;) —i—é?z i w], Zaj A)w;, w;)
+ ( mf(um),wi)—O.

Nous multiplions la derniére équation par «; et sommons pour ¢ allant de 1 a m

d = d
Zal a] A)_le,wi)—ké?Zai(t) a]( (wj, w;) —l—Zozz Ay, w;)

+ZO‘Z P f(um),w;) =0.

Ce qui donne

1d
S (2 + el ) + [V + (P f () wn) =0, (5.17)
1d 9 9
2di Hum” 1+5|um| +|vum’ ‘l‘(f(um)vum) =0 (5‘18)
Nous avons
(f (), ) = phopul — . (5.19)
Par (5.18)
1 d 2 2 2 2 /
T |lumllZy + €lum|” ) + |Vum|® + pbay | w;Pdax — 5|2 <0
t Q
L2, + 2luml? ) + 21Vunl? + 2pbsy [ 1w2dz < 24, (5.20)
dt mil—1 m m Y% 2p 0 3 .

En intégrant (5.20) entre 0 et 7' nous obtenons une estimation bornée de u,, dans
L*(0,T; L*(Q)) et dans L>(0,T; H) N L*(0,T; V).
Ensuite, nous multiplions I’équation (du probléme approché)

0

o (1 + (=)t ) + A% = P f (1) = 0, (5.21)

par u,, € ‘O/'m, pour obtenir

- (] + £ Vi) + A = (Af (), ) = 0. (5.22)
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Nous avons —(Af(tm), um) = (f' (tm) Vi, Vuy,) et

I () = bopu2l™? — .

Nous déduisons par (5.22) et par une inégalité d’interpolation

d
%(|uml2 + | Vum[*) + 2[Aum |* + 200y (w2 >V, Vi) < 264V, |,

d
%(|uml2 + | Vum[?) + 2[Aum |* + 269y (w2 >V, Vi) < clum]? + [Auy |,

d
E(|um|2 + &|Vup|?) + |Aup,[* + 2b2p/ UV *de < c(Jum|? + €[ Vun|?),
0

ol ¢ ne dépend pas de €. Grace au lemme de Gronwall nous avons
T
(O + £ Vit (8) +2/ At (5)Pds < ¢ ([toml® + | Vatom]?) < 00, (5.23)
0

pour ug, € V, et t < T < co. Cela donne que u,, € L>°(0,T; V)N L*0,T; H*(Q)).
De méme, nous obtenons en multipliant (5.5) par u et en faisant les estimations
précédentes que u € L>(0,7;V) N L*(0,T; H*()).

Estimation de (Au,,)

Nous avons par (5.23) une estimation bornée de (Au,,) dans L*(0,7T; H). Pour
ug € H?(2), nous multiplions (5.21) par (—Au,,)

1
5%(|vum|2 + e|Aup ) + [VAuR|* + (PrAf(un), Aug,) =0, (5.24)
(P f (), Att) = —(V f (tn), V) = =(f(tt) Vitn, V Atty).
Par (5.24)
1d 5 ) , /
5 75 IVt + el ?) 4 [VAun < [(F (1) Vetm, VAu,)|

< o VAU (14 [Jugy ™ 2a) IVt 4
Pour n =1, 2 et p € N quelconque, nous avons

1d -
5 (1l + el At [?) + [VAu [ < et V| (14 [t 7)1
< VAU (14 [t [72) [t

1
< SIVAUL + 1+ |77 ) i1
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5.5 Démonstration de Théoréme 5.1

Pour n = 3 et p = 2, nous avons

1d

3 i ([Vml? + el ) + [VAun [ < e / IV At | (14 [ [2) [Vt
Q

On va examiner le terme [, [V Au,|[u]?*| Vi, |dz.
/ |V Dt [* [Vt |dz < €]V Aty |||t [ 76| Vet | o
Q

< VAU [ttt |2

1
< §|VAuqn|2 + |t | um] -
Dans les deux cas nous avons
d r
(19l + e[ B ?) + VB < (14 fuml?) Nl (5:25)

Puisque J,, est décroissante donc |Vu,,(t)| est uniformément borné pour ¢ > 0. Ce
qui donne par (5.25) et par interpolation ; ||t,,||3 < ¢|[tm]|||tm||3, une estimation de
Uy, dans L=(0,T; H*(Q)) N L*(0,T; H3(2)).

Estimation de u

Les estimations trouvées par (5.20) sont vraies pour des fonctions & moyenne
nulle, et pour trouver des estimations pour v € H, u est a moyenne conservée, nous
multiplions (5.6) par «

1d B B B -
5 2 (112, 4+ <lal?) + 1VaP + (f(u), 1) =< f(u) >/udx=0, (5.26)
%
Ld/ _ o 12 12
Sdi @l +¢elal” ) + |Va]* + (f(u),u) =< f(u) > [ udz. (5.27)
0
Par (5.9)
/udaz < |Qn.
Q
Nous avons aussi par
|f(u)| < abyu® + ), Va >0, (5.28)

par (5.19) et (5.27),

1d

3 12+ lal?) + (9 4 gy, [ s - G
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< omeP/ u?dx +ncy|Q|, Vo >0,
Q

| =

(nan: ; e\m?) 90+ (= anlhy [ i

< (dy+nd)|R], pour tout a > 0,

| —
Q.

t

),

donc pour a = —(p —

N =

d
pr <HEH2_1 + 5]11\2) + 2|Va)® + bgp/Qu2pd:U < k= 2(c5 + ney) Q. (5.29)

Notons que pour un espace X de norme | - || x nous avons
lullx < llallx + 1 <u>llx <llallx + c(uo),

ou ¢(ug) est une constante positive dépendant de wug. Alors en intégrant la derniére
relation entre 0 et 7', nous obtenons une estimation de u dans L?(0,T; L*(12)) et
dans L*(0,T;V).

Estimation de AZ%u,,
Nous avons trouvé, dans le chapitre 3, 'inégalité suivante :

IAF (um) > < k(1 + |A%u,]*), 0 <0 <1,

ot p = 2 lorsque n = 3. Pour ug € H3(2), nous multiplions 'équation (5.21) par
A2,

d
E(]Aum\z + 5]VAum]2) + A2 U |2 = (Af (), Au,,)

N | —

1 1
< §|Af(um)|2 + §|A2Um|27

d
a(mumr? +e\mum\2) 1A% < [AF () .
Par I'inégalité de Young

1

1
—|A%u,,|* <ec.

d 2 2
E(|Aum| + ¢|VAu,,| ) + 5

En intégrant

1 T
| A, (1) ]2 + €|V Auy, (8)|* + 5/ |A2u,,(s)[Pds < T + |Aug|* + €| VAu|* < .
0
(5.31)
Nous avons donc u,, € L>(0,T;H3(2)) N L*(0,T; H4()). Et (A%u,,) est bor-
née dans L*(0,T; H). Et par (5.30), nous trouvons une borne de (Af(u,,)) dans
L2(0,T; H).
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5.5 Démonstration de Théoréme 5.1

Estimation de 0;u,,

Pour ug € V', nous multiplions I’équation

O (=8 Mt + ) = Aty + Py f (1) =0 (532

par Oy,

1d
—— |Vum|? + (P f (), Optiy) = 0.

Ot 21 + €l + 5

Nous avons

d d
2/|0stin |2, + 22]0ptisn|* + —|Vt|* + — / g(up)dz = 0.
dt dt Jq

En intégrant

T
: [ @w%mﬁw@wf)+w%ﬁW+/QWMHMx<WwF+/m%wx
0 Q

Q

Nous avons donc dyu,, € L*(0,T; H*(Q2)) N L*(0,T; L*(Q)).

5.5.4 Passage a la limite

D’apres ce qui a précédé, nous avons les résultats suivant :
(um) est bornée dans L (0, T; L*(2)),
par (5.28), nous obtenons que (P, f (u,,)) est bornée dans L1(0, T'; L1(£2)), %—i—
(voir [65], page 223), et
(Au,,) est bornée dans L*(0,T; H) et donc dans L4(0, T; L()).
Par (5.32)

1
q

((—A)‘1 + e)ag—;’ = Aty — P f(upm) € LU0, T; LUQ)).

Nous avons donc aaL;n € L0, T; L9(Q)) C LU0, T; W—149), (posons A; := (—A) "'+

el = —AA =T-cA = A;'=-A(l—eA) ' etdonc A;': LY(Q) — LI(Q)).
Alors, il existe une suite extraite (u,,) qui converge fortement dans L?(0,7"; L(12))
et presque par tout, voir [65], Théoréme 8.1.

Par ailleurs, u,, — u dans L%(0,T; LY(2)) et p.p. x,t, i.e., uy(x,t) — u(z,t) p.p.
x,t, et puisque f est un polynéme donc

fum(z,t)) — f(u(x,t)) presque partout.

Nous avons aussi || f ()| L« < constante (indépendante de m), alors, grace a [65],
Lemme 8.3,
f(um) = f(u) dans LU0, T L7(€2)).
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Alors, en multipliant (5.32) par v € Vi

O (87 +) ) + (T, V) + (P ) ) = 0.
ce qui équivaut &
9 ) |
a«—&1+%@%mm+ﬂMWVW}H&JWme:O,z:L“meS%)
En passant cette équation & la limite nous avons
%((—A)lJrs)um = %((-A)1+a)u dans L9(0, T; LU(S)).

Il reste & montrer la condition initiale u(0) = ug, pour des fonctions & moyenne nulle.
Pour cela, nous multiplions (5.33) par ¢, v € C'([0,T]; L*(Q)), ¥)(T) = 0, et nous
intégrons et intégrons par parties entre 0 et T’

_ /OT (((—A)—l +&)tp, wi> w'(t)dt—/UT(Aum, wi)w(t)dt+/0T(me(um), w; ) (t)dt

= (((=2)7" + 2)uom, w; ) ¥(0). (5.34)
Pour ¢ € L*(0,T; L*(1)), nous avons
T

/T(Aum, wip)dt —— [ (Au, w;)(t)dt,
0

m—0o0 0

T T
/ < ft), witp > dt —— < f(u),w; > dt.
0

m—0o0 0
((—=A)"'u,,) est bornée dans L*(0,T; H), ce qui implique
T T
/ (((—A>‘1 + &)U, wm/) dt —— (((—A)—1 + &)u, wi>¢’(t)dt.
0

m—00 0

Par ce qui a précédé, (5.34) a la limite donne
T T T
- [ (8 v o)t - [ @uop@at [ < fw,o > v
0 0 0
- (((_A)*l + €)u0,v>w(0), YoeV, (5.35)
Vi € CH([0,T7]; L*(Q)), ¥(T) = 0. De méme, en multipliant

(((=2)" +e)u,v) = (Bu,0) + (f(w),0) =0
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5.6 Attracteur global

par i nous obtenons

-/ ((-8) 1+ 2 o) - / (B )ity + / < > v

— (((—A)’l + 5)u(0),v)w(0), Yoe V. (5.36)
En comparant (5.35) et (5.36)

(((=2)7 + 2uo, ) (0) = (=) +2)u(0), v)v(0), V.
Pour $(0) =1 = (((-A)—l 4 &) (u — u(O)),v) —0, YoeV CH.

= u(0) = uy dans H.

5.6 Attracteur global

Nous définissons le semi-groupe
St): V-V

ug +— u(t)

Grace au Théoréme 5.1, S(t) est bien défini.

5.6.1 Borné absorbant

Nous définissons ’ensemble
B, = U {ue HY(Q) : <u >=a}.
lal<n
D’apres (5.8)
S(t)B, C B,, ¥n>0.

Pour avoir des estimations uniformes de u (ou de @) nous multiplions (5.6) par u,
nous trouvons par (5.29)

d
d—<||a||2;1 +5|a|2> +2|Va)? +52p/ wPdx < ki (n). (5.37)
t Q
Nous avons
lall?, < efaf? < ¢|Val* = ¢|Vul,
et par (5.37)
d . _ _ _ _
= (a2, +laf?) + ¢ (a2, +la?) < ki), (5.38)
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C' est indépendant de €. En intégrant

a1, + el < (7ol +efol ) + k() (1 =), (5.39)

lim sup ([[a(t)|2, + ela(t)?) < pf = k().

Soit B un borné dans H tel que B C By (0, R). Pour 14y € B, nous avons |uy| < R,
donc ||ue||*; < ¢R?. Soit p > py. Nous cherchons tg = ty(g, R, p), tel que

[a®)|2 + ela@®)]® < p*, Yt > to.

Par (5.39)
a2y +ela(t)* < (cR* +eR*)e™" + pj — ppe "

Nous devons avoir
(cR? +eR* — py)e™" + pj < p?,

2 _ 2 R2 4 eR? — ,02
—cto < p 100 = ty > _1 c 07 540
‘ cR? +eR? — p} 0~ 208 p? — p? (5.40)
i.e., il existe £y tel que
[a()2; +ela®)® < p?, vt = to. (5.41)

Cela donne 'existence d'un borné absorbant dans B, N H. Par (5.37) nous trouvons
t1 > 0, tel que

t+r
/ |Vul?dt < ko(n), Vt=t, r>0. (5.42)
t

Borné absorbant dans B,

Nous avons en multipliant (5.5) par u
d
E(|u|2 + €|Vu|2> + 2|Aul? + 2b2p/ w2 Vul|?dr < c(|u|2 + 6|Vu|2>,
Q

et grace au lemme de Gronwall uniforme nous avons donc un borné absorbant 5,
dans B, ; nous avons en intégrant la derniere relation, en particulier,

IVu(t)? < ect(|u0\2 + 5yvu012)

< const., (5.43)

pour ug € B, et t <T'. Nous avons aussi l'existence de ¢, tel que

t+r
/ |Aul?dt < ks, Vt=ty, 7> 0.
t
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5.6 Attracteur global

Borné absorbant dans H*(Q) N B,

Nous multiplions ’équation

gt (u+6( A)u) + A%u— Af(u) =

ou
para,
2dt|A '”) \ﬂ\vat INTOR- o) =
th ‘ +5’Vg < clAf(u)f* + %‘g—‘ (5.44)

Nous allons estimer le terme |Af(u)].
Par définition de f nous avons

Af(u) = f"(u)Vu.Vu + f'(u)Au

Af(u)]? <cl/ <1+]u|4p6)\Vu\4+02/ (14 ful® ) | Au?
Q Q

Par interpolation
[Vul? < ¢lul|Aul,

AF@P < [ (L4l + ) [Au?
Q

Pour n = 1 et p quelconque, H'(2) C L>®(), et par ||u(t)]] < ¢, Vt = 0 (car J est
décroissante, ou bien par (5.43)), nous avons

D@ < o1+ fullfe + Jull*) [ Auf?

<
< c(llul)Aul® < c|Aul®.

Pour n = 2, on utilise I'inégalité d’interpolation |[ul|2. < ||ul| ||u||2 et par (5.31) on
a ||ul|2 < const. Vt > 0,

D@ < o1+ full lulls + el 2] ) |Aul?
< clAuf?
Pourn=3,p=2
AS@P < [ (U4l + ul?) SuPda,
Q
Nous avons
/ (2| Aufde < cljull3=|Aul® < c(|lul] [lull2)|Auf> < c|Auf?,
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et
/Q Jul*| AulPde < cfful|po | Aul® < e(llull(|ull3) [Auf® < c]Aul.

Ce qui donne, pour n = 1,2, 3,
INOEI (5.45)

Nous déduisons par (5.44) et (5.45)
d Ou |2 Ou |2
1A+ |22 4 2e | 02 < clduf? 5.46
dt‘ ul® + il SVat c|Aul?, (5.46)

ou ¢ ne dépend pas de €. En appliquant le lemme de Gronwall, nous trouvons par
(5.46) l'existence d’un borné absorbant B dans H?(2) N B,. Nous avons aussi une
ou
— dans L*(0,T; H).
5 ( )
Pour appliquer le Théoréme 3.5, nous devons démontrer que

— S(t) est un opérateur continu.

— S(t) est uniformément compact, i.e., VB borné, Ity tel que Uisy S(t)B est

relativement compact.

borne de

Lemme 5.2. L’opérateur S(t) est continu sur l’ensemble B, pour la topologie de

H'(9).

Démonstration.
Soient u; = S(t)ug; et ug = S(t)uge deux solutions de (5.1), (5.2) et (5.4), u = u; —us
et ug = ugr — Ugo. Alors, u vérifie

9 (D)) + A% = A(f () ~ Flu)) = 0. (5.47)

En multipliant (5.47) par u,

1d

5 (10l + e[ Vul?) + | 8uf? = (F(wn) = f(u2), Au). (5.48)

Nous écrivons
1
) = fuz) = [ up b + (1= Oua)dd = bl ). (549
0
Nous traitons le terme

‘/Q (f(m) - f(uQ))Audx) < /Qﬁ(]ul\, |ua|) |ul| Au|dx. (5.50)
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5.6 Attracteur global

Sin=1oun =2, alors
/Q (), ) ullAulde - < et e+ 13 s + 1) ] Aul
< e(lunlP72 4 a2 + 1)l | A

Si n = 3, alors p = 2 et nous avons

/QE(|U1|, [ua|) |ul| Au|dx < C/Q <|u1|2 + Jug)?® + 1) |u||Auldz.
Nous traitons le terme [, [u1|*ul|Au|dz, ce qui donne

/Q|U1|2|U||AU|dl‘ < llualizollullze | Aul
< cflu]*flull|Aul.
De méme,
/Q [z | |ul| Auldz < clfuz||*|u]] | Aul.

Dans les deux cas nous avons

‘ /Q (f(w) — f(UZ))AUdl') < c<||ul||2 + fJuel? + 1> (||| Aul (5.51)

<

h(t) = c(lluall® + luz)|* + 1), h(t) € L*

1
Rt [ful® + 5| Auf, (5.52)
0,7). Par (5.48)

| —

—~

d
(0l + e Vuf?) + 12uf < Ao u]?

< ch(t)2<|u|2 + €|Vu|2>.
Et en appliquant le lemme de Gronwall nous avons
S(t)or = S(t)uoa]? < () (luor — weall*). (5.53)
o, c(t) € L'(0,T). D’ou la continuité de S(t). |
Lemme 5.3. L’opérateur S(t) est uniformément compact sur B,,.

Démonstration.

Soit B un ensemble borné de B, et t, tel que S(t)B C By, Vt > ty,. D’apres
(5.46) il existe t; tel que S(t)B C By, Vt > t;. L'ensemble | J,, S(¢)B est borné
dans H?*(Q) N B, (et dans B,), donc il est relativement compact dans B, (d’apres
I'injection compacte H?(Q) — H(Q)). |

Nous appliquons alors le Théoréme 3.5 et nous avons le résultat suivant.

Théoréme 5.4. Le semi-groupe S(t) associé au probléeme (5.1), (5.2) et (5.4) pos-
sede un attracteur global A, = w(By) sur By, n >0 (pour la topologie de H*()).
De plus, A, C H*(2) N B, et A, C H*(Q) N B,).
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5.7 Un attracteur exponentiel

Nous avons déja trouvé que By est le borné absorbant dans H%(Q) N B, et qu'il
existe t1 tel que
S(t)By — By, pourt > t;. (5.54)

Afin de construire un attracteur exponentiel pour le probléme (5.1), (5.2) et (5.4)
dans H?(Q) N B,, nous procédons comme suit. Nous supposons que S(t?) satisfait
a la propriété de régularisation pour un certain t¢ > 0, t? > ¢;. Nous avons alors
I'existence d'un attracteur exponentiel M? pour le systéme discret engendré par
S(t?) (voir [26] et [60]). Ensuite, nous posons

M = U S(t)M-.
]

teftd,2td

Enfin, si (¢, uo) — S(t)ug est lipschitzienne (ou Holder continue) sur [0, t4] x (H2(Q2)N
Bn), nous trouvons que M est un attracteur exponentiel pour S(t) dans H*(Q)N B,
cf. [25].

Tout d’abord nous allons vérifier la propriété de régularisation entre H?(Q) et
H=1(Q). Pour cela, nous commengons par le résultat suivant.

Théoréme 5.5. Soient ui(t) et us(t) deuz solutions telles que ||u;(0)||a < R, i =
1,2. Alors
[l (8) = w2 ()25 < Cre®™[|ur (0) — u2(0)]12, (5.55)

ot les constantes C'r et ag > 0 sont indépendantes de € > 0.
Démonstration.

Posons w(t) := uy(t) — us(t), w(0) := uy(0) — uz(0), et nous prenons < uy(0) >=<
u2(0) >, i.e. <w >= 0. La différence w vérifie

9

5 ((—A) w + 5w) = Aw — {(t)w, (5.56)
((t) est donnée par (5.49). Posons A; := (—A)~!+el. Ce qui donne —AA; = [ —¢cA,
et ATt = —A(I —A)"'. D’aprés (5.56)

A10pw = Aw — L(t)w.
Donc
Ow = —A*(I —eA)'w+ AT — eA) " H(t)w.

Et
(—=A) 0w = AT —eA)'w — (I —eA) " H(t)w. (5.57)
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En multipliant (5.57) par w

Sllwl?y + A P < c\((l—sA)—lz(t)w,w)‘

< I = 8) 3wl (1 - ea) Hu]
1 1, _1

< el = =) Rl + 514, Pl

d _1

w2+ A0l < clew]2,, (5.58)
Pour trouver ||¢(t)w||_1, nous avons

(L(w,v) = (w, £(t)v) < |w| 1| VL(t)v], ve HY(Q). (5.59)
Nous estimons |V{(t)v] :
Ve(t)el < el 9] + [V alolze).

Nous avons H' C L*, donc

eyl < eIl + [V ) o] (5.60)
Pour u;(0) € H?*(€), i = 1,2, nous avons par (5.46) ||u;(t)|l2 < cg, ce qui donne

10| o < c(J|uill2) < e(R), pour n=1,2, et pour p=2 lorsque n = 3.

Nous estimons ensuite || V|| 4.

Vi = /0 f"(sur 4+ (1 = s)us) (sVuy + (1 — s)Vus)ds

1
< o1+ w7 4 |ug[P7?) / (sVuy + (1 — s)Vug)ds.
0

4
Ve < c/ <1—|—\u1]2p_3+|uQ\2p_3) (Vs |* + [Vus|*) dz
Q

< (1 Tl 4 el ) IV + Vs ).
Pour n = 1,2 et p quelconque, et pour n = 3 et p = 2, nous avons l'inégalité
198022 < € (mag sl ) (mas [ Vi) < ¢(R).
On a utilise H'(Q) C L* et H*(2) € W% Donc par (5.60)

Vet < aB)|v], e (). (5.61)
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Par (5.59) et (5.61)
[e()wll -1 < cx(R)Jw]| -1 (5.62)

Nous avons par (5.58), en particulier,

—lwl2y < agllw];.
dt
En intégrant nous trouvons l'estimation (5.55). |
De plus, nous avons )
||(I - gA)_§||L2HL2 < O, (563)

ot C' ne dépend pas de €. Parce que, si on prend u € L*(Q) et v = (I — sA)_%u,
alors

lul> = ((I —eA)v,v) = [v]* +¢|Vo|?
> vl
ie. |(I —eA)~2u| < |ul, et nous avons (5.63).
Nous notons que, pour Al_% = ( — A(I — 5A)_1>§, A,
H'(2), ce qui donne en intégrant (5.58)

[
N

- | est une norme dans

t+1
/ w?ds < e(R)e|w(0)],. (5.64)
t

et
t+1
/ Jw]|*ds < ¢(R)e*|Jw(0)]12,. (5.65)
t

Lemme 5.6. St w vérifie les hypothéses du théoreme précédent, nous avons [’esti-
mation swivante :

O+ @+ [ olPds < oD Oy >0 660
Démonstration.
En multipliant (5.55) par tw nous avons
s (el + el + Vel < o
< ct|Vul[w] -
< S IVul + eatull,
Donc
%(t(”w”z_l n 5|w|2)) | Vw)? < ct(||w||2_1 + 5|w|2> + ¢ |w]?. (5.67)
En intégrant entre 0 et ¢, et par (5.64), nous trouvons (5.66). |
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Lemme 5.7. Pour w comme précédemment nous avons

t+1
)+ [ (10a(6) I+ eloal))ds < Ge(Re [wO) ., > 0. (568)

Démonstration.
Multiplions (5.56) par t0,w

(0], + elaul?) + £ & |

5 —(l(t)w, toyw)

|(£(t)w, tOyw)]
HV L wl]|w]| -
t

NN N

< §||8tw||2_1 + ct|Vw|?, par (5.61).
Donc
d
t<||8tw||2_1 n 5|0tw|2) n £<t|Vw|2> < ct|Vwl? + [V,
Intégrons sur [0, ¢], pour ¢ > 0, et par (5.65) nous trouvons (5.68). [

Afin de démontrer "Smoothing Property” nous avons besoin d’examiner le terme non
linéaire ¢'(t)w, ce qui est utile dans la démonstration du prochain lemme.

Estimation pour |¢/(t)w| :

/f” sup + (1 — s)us) (s 881; —i—(l—s)aau;)ds

% 8u2>

< ot fuPrt ) (G +

Pour n=1,2

/ _ a a
1w < c/ﬂ(1+|uﬂ4p 64 Jug|*~0) (| 61;1‘ | u2|>

8u1 8u2
< e(ma fus(t) o) (| Sl + 525 ) el

CR(IGH7 + 15217 el

Nous avons

0
5" <R, [V < GuR),
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ou les constantes ne dépendent pas de ¢, (voir les estimations trouvées dans ce qui
suit ; (5.87)-(5.99)).

Nous avons alors dans ce cas
10 (t)w|* < C(R)|wlf.

De méme, pour n =3 et p=2

COuf < e [ (P l) (G + 52 ek
Q

0 0
< e(magutt) ) (1 e + | “2HL4>|wHL4
ou ou
< o (IGH" + 1521 ) Il
< C(R)[lw]*

Dans les deux cas nous avons
¢ twl* < C(R)|lw]|*. (5.69)

La constante C' ne dépend pas de €.

Lemme 5.8. Soit w comme précédemment. Alors
t+1
1
1Bsw(B)[|2y + €|0w(t)|? +/ 19rw(s)[PPds < Ze(R)e*[lw(0)]2y, > 0. (5.70)
t

Démonstration.
Nous dérivons (5.56) et posons 6 := Jyw

8t((—A)‘19 + 59) A= (D)0 — (D). (5.71)

En multipliant la derniére équation par t6 et en intégrant sur {2, nous avons, par
interpolation et (5.69),

2dt<||6||2 +eld) )+t\V9|2 < et + t|0(t)wl|6)

< YO+ ct||w)?

< V][9] + ct|w]?

< %\V9]2+01t\|9||21+ct|!w”2
d

= (#1012, +2101) ) + V812 < ot (1112, + l61) + 10112, + o] + et

162



5.7 Un attracteur exponentiel

Intégrons la derniére relation entre 0 et ¢ et par (5.65) et (5.68) nous trouvons (5.70).

[
Nous interprétons (5.56) comme une équation elliptique, et nous I’écrivons
Aw — ((t)w = 8, ((—A)—lw + €w> = h(t). (5.72)
Par les estimations précédentes nous avons, pour ¢ fixé,
|R()]? = [(=A) ow +edw* < O], + g|ow|?
< lOww||? | + gldaw]?, t > 0.
Donc 1
RO < Zere™ w(0)]I2y. (5.73)
Ensuite, nous multiplions (5.72) par Aw, pour ¢ fixé,
D < (ht), Aw) + (ew, Aw)
1
§|Aw|2 +c|h(t)]* + |VL()w||Vw(t)).
Donc
Jwl < [Awf < e(Ih@)F + [Twl?)
1 at 2
< CRe lw(0)||Z,, t>0, (5.74)

par (5.68) et (5.73). Alors S(t) vérifie la propriété de régularisation.

Afin de montrer la continuité lipschitzienne (ou la continuité de Holder) de S(¢),
nous démontrons le résultat suivant.

Lemme 5.9. Soit u(t) une solution de (5.6). Nous avons alors, pour tout ug €

(),

t+1

/ 1242 s < (5.75)
t

ou C' est positif et ne dépend pas de ¢.

Démonstration.

La fonction u vérifie
2((—A)—lu + eﬂ) — A+ f(u) =< f(u) >
ot

ou  Ou ou
et notons que —

w _Ou _0u
ot’ ot ot ot

1d
2 24 Vu2+2/gudx = 0.
151+ el P+ 55 (190 +2 [ gtuyaa)

Nous la multiplions par — >= 0,
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Intégrons la derniére équation entre 0 et ¢ et entre t et ¢ + 1, nous avons respective-
ment

|Vu(t)|2+2/ dx+2/ ||—||2 ds < |Vu(0 )|2+2/g(u(0))d:r, (5.76)

Q

\vmp+nﬁ+2/gw@+nmx+2[+H_wQ@ \vm)ﬁ+;éymwmm

Q
(5.77)
Nous avons par les deux derniéres inégalités
t+
2 [ 1% < 1VuR +2 [ glaw)as
t Q
< VuOF +2 [ g(u(0)ds
Q
< Vu(O)P + elluol| 7o + ¢ < oo,
pour ug € H'(Q) et par (5.20). ]

Lemme 5.10. Le semi-groupe St, défini par (5.54), est uniformément Holder continu,
pour la topologie de H (), dans [0,T] x Bg, ot Br :={u € H*(Q)NB,, |ull2 <
R}, i.e.,

1
ISty — Sl < Crl(T) (Il = wdllr + 12 — al?), (5.78)
pour ul € Br,t; < T et la constante Cr(T) est indépendante de €.

Démonstration.
D’aprés (5.55) nous avons la continuité lipschitzienne par rapport aux données ini-
tiales. Pour démontrer que S’ est Holder continu par rapport a ¢ € [0, 7], nous avons

par (5.75)

t+1 Ouls
/ I 8(25 )||31ds < C(R), pour uy € Bg.
t

Par conséquent,

fute) ~ el = [ 20 < [T 12D s

to

1 t 8’&(8) % 1
<t—t2/ —22ds )" < Cr(T)|t — to]2. (5.79
=l ([ 175 ds) < CaTlt o )
Enfin, par (5.55) et (5.79)

1S ug — S2ud|| -

1528 up = SPug + SPug — SPug) -
152 ug — St ugl 1 + (152415 — S2Pugll—1

Cr(T) (Il = w1 + 12 = ta]#).

NN
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5.8 Etude de la limite ¢ — 0

5.8 Etude de la limite ¢ — 0

Dans cette section nous allons d’abord chercher une famille robuste d’attracteurs
exponentiels M. Pour cela, nous allons vérifier le théoréme suivant.

Théoréme 5.11. ( [28])

Soient Hy et H deux espaces de Banach, tels que l'injection Hy C H soit compacte,
et soit B un ensemble borné de H. Supposons qu’il existe une famille d’opérateurs
S.: B — B, e €0,e0], vérifiant les hypothéses suivantes :

1. pour tout ui,us € B, nous avons [’estimation suivante
1S2us — Stus||a, < Lijuy — usl|m, (5.80)

ou L est une constante indépendante de ¢,

2. pour tout € € [0,e0], pour tout i € N et pour tout u € B, nous avons
|Siu — Shul| i < K'e. (5.81)

Alors, pour tout e € [0,¢e0], il existe un attracteur exponentiel M. pour S. dans B.
De plus, les attracteurs exponentiels M. peuvent étre choisi de telle sorte que l’es-
timation suivante soit satisfaite

diStsym (Ma MO) < C(15167

ot la constante Cy et 0 < k < 1 peuvent étre calculées explicitement.
Enfin, la dimension fractale des attracteurs exponentiels M. est uniformément bor-
née respectivement de ¢ € [0, gg] :

dimp(M., H) < C = C(L),

ot la constante C' est indépendante de €.

Nous avons par (5.43), (5.46)
i|Au|2 < c|Aul?
dt = '
Ce qui donne grace au lemme de Gronwall
|Au(t)]* < cre®|Au(0)[?, (5.82)

pour uy € B,. Nous avons aussi, B, est le borné absorbant dans H?(2) N B, pour le
semi-groupe S(t) := SL, € € [0,1]. Nous posons

By :={ue H*(Q)NB,, |ul.< R}, (5.83)
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pour R assez grand (R est donné par (5.82)). Par définition de By, nous avons que,
pour tout borné B € H?(2) N B,, il existe ¢1, indépendant de ¢, tel que

SﬁB C By, pourt > t.

Par conséquent, il suffit de construire des attracteurs exponentiels sur Bs.
Notons par (5.83)
S;BQ C By, Vt>ty, c€ [0, 1]

Ensuite, nous définissons le semi-groupe S : By — By, pour € € [0,1]. Nous allons
d’abord construire des attracteurs exponentiels M? pour les semi-groupes discrets
engendrés par SI et puis construire des attracteurs exponentiels M¢ pour le systéme
dynamique continu. Pour cela, nous appliquons le Théoréme 5.11. Posons H :=
H=1(Q) et H, := H*(Q). Nous avons trouvé par (5.55) et (5.74)

1Sty — Stus||3 < Ce™|luy — usl? 4,

et donc Pestimation uniforme (5.80) est satisfaite pour L = Ce* indépendante de
e. Pour trouver (5.81) nous démontrons le résultat suivant.

Théoréme 5.12. Soient ug(t) : Shug(0) et u.(t) :== Stu.(0) deux solutions de (5.6).
Supposons que les données initiales ug(0), u:(0) € By, i.e, ||ug(0)]|2 < R, ||u(0)]2 <
R. Alors

Jue(8) ~ wa(t) 2, < Cne™ (Juf0) —wo(O)[2, +€2). (589

ou, t > 0 et Cr et ar sont indépendantes de c.

Démonstration.
Posons v (t) := u.(t) —u(t). Supposons que < uy(t) >=< u.(t) >, i.e, < v.(t) >= 0.
Alors, v, vérifie

0

S((=8)00) = Ao, + ) = fluo) =< f(u) = fluo) > 5

ot

En multipliant la derniére équation par v,

ou,
ot’ ve)

Y

ol + 10 <~ (2t ve) e (T

th

:/1 Flsue + (1 — s)uo)ds, () > —c.
Ou, ||2

1
vaHz + |V ? < 01v5|2+ 5¢ H §WUE|2'

2 dt
Donc

(9u€

d
EHUEHL + Ve |? < 2c|v.|? + €2 (5.85)
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5.8 Etude de la limite ¢ — 0

Nous trouvons le dernier terme de cette inégalité en multipliant I’équation

O (=) e + et ) — Aue + flus) =< f(uz) >, (5.86)
e not <%y,
par —— TR notons que 5
ou 8u ou
2 € € € o
v | +(flu), 55) = 0
qu5|2+2Ha“5 P ‘8“6 di/ w)de = 0
Ou, ||2 8u€
Vot F+2/ﬁw ym+/ﬁ(( Nz <

IV (0)2 + /Q g(ue(0))dz < oo, (5.87)

g est la fonction primitive de f. Par conséquent,

/ H 8% H2 < Ck. (5.88)

D’apres (5.85) et I'inégalité d’interpolation |v|* < ¢|Vul||v]|_1,
d Oue |2

1
Sl + 51V < el +

En intégrant cette relation et d’aprés I'estimation (5.88), nous avons

1

t+1
oI+ 5 [ Vel < Cren (o), +22). (589
t

Théoréme 5.13. Pour les solutions u.(t) et ug(t), données dans le Théoreme 5.12,

nous avons
lue() = uo(®)13 < Cr(Ilu=(0) = wo(0)]2, + &%), (5.90)
Cr indépendante de €.

Avant de commencer a démontrer ce théoréme (la démonstration ressemble a celles
des Lemme 5.6, Lemme 5.7 et Lemme 5.8) on va trouver quelques estimations a
priori pour la solution ..

Lemme 5.14. Soit u. une solution du probléme (5.6), poure > 0, telle que ||u-(0)]]2 <
R. Alors

t
lue(B)12y + elus(t)]* +/0 [Vue(s)|*ds < Cr, (5.91)

Cr ne dépend pas de ¢.
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Démonstration.
On multiplie (5.86) par wu.,

1d
2dt

(Naeli2, + faef?) + Ve +c/ wde < Cr.
Q

En intégrant entre 0 et ¢ nous avons l'estimation (5.91).

Lemme 5.15. Nous avons l’estimation suivante

t
s (8) + el V()P + / |Au(s)Pds < Cr.,
0

Cr ne dépend pas de €.

Démonstration.
Multiplions I’équation

ou.
ot

+e(—A)

par tu., pour obtenir

td
2dt

dt

ou,

ot

(luel® + £ 9ucl?) + tlAu <
<

+ Au, — Af(u.) =0,

ct|Vu|?,

d
—(t(|u€|2 +€|Vu5|2)> F A < Juel + | Va2 + er| V.

Par le lemme de Gronwall et (5.91) nous avons (5.92).

Lemme 5.16. Nous avons

o Q.
sl + [ (1%

Démonstration.

On multiplie (5.93) par ta;:
Ouy |2 ou,
t
(‘ ot “’v ot

),

2

td
2dt

+5‘V

ou.
ot

2) <Oy

| Aucl? < ct|Af(ue)|*.

—t(f’(ua)Vug, Vua)

(5.92)

(5.93)

(5.94)

Le terme |Af(u.)|?* est déja trouvé par (5.45), |Af(u:)|? < c|Au.|?, ce qui donne

alors
2

%(HA%F) + t(’aaf

+€‘V

ou,
ot

On intégre entre 0 et ¢ et par (5.92) on obtient (5.94).
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5.8 Etude de la limite ¢ — 0

Lemme 5.17. Soit u. solution du probléme (5.6), pour € > 0, et supposons que la
donnée initiale vérifie ||uc(0)||2 < R. Alors

auE aua au&‘ 2
< .
H 5|+ o ()| ds < Cur, (5.95)
Crr ne dépend pas de €.
Démonstration.
Nous dérivons ’équation
ou ou
. -1 5 5 _
(~8)7 T 4 T A+ () =< fue) >,
ou,
nous avons alors, pour § = —,
ot
0 0
(—A)~ % + % — A0 = —f'(u)0+ < f'(u:)0 > . (5.96)

Multiplions par t6, notons que < 6 >= 0,

td ,
S (1012, + 2167 ) +#1VoP = —t(£(1)6,6)
< ctlff
t
< VO etllo]?y.

d 2 2 2 2 2 2 2
< .
p <15(||9||_1 + €| )) +tVO|* < ct<||0||_1 + €6 ) + 10117, + ||

On intégre entre 0 et t et grace au lemme de Gronwall et Iestimation (5.87) nous
avons

t
16|12, +elo()2 + / V0(s)|2ds < C

[ |
Lemme 5.18. si u. vérifie les hypotheses du lemme précédent, nous avons
Ou, |2 Ju, |2 boou 2
: v 2 ALt ‘ ds < Cpr, 5.97
ot +8‘ ol " /0 gt 9| s < Cra (5:97)

la constante ne dépend pas de €.
Démonstration.
Multiplions I’équation (5.96) par (—A)t6
td o 2 2 /
5 gz 01 + el VOP) + H{A0F < 8 f(ue)0]| A0
169



CHAPITRE 5 : Probléme de Cahn-Hilliard visqueux

t
< 5|Ae|2 + ct| f'(u:)0]?. (5.98)
On a

t t
/|f’(u5)0|2dt < c/ <|u5|4p_4+1>|9|2dt
0

ou
< o sup fuc] /|v Pds, p—2,

s€[0,t]

d
%(t(\eﬁ +g|ve|2)) A < opl f(u)02 + |02 + | VO

Intégrons entre 0 et ¢ et d’apres (5.94) et (5.95), nous avons

t
0()|* + | VO? +/ |AG(s)|?ds < C.
0

[ |

Lemme 5.19. L’estimation suivante est satisfaite

D, (|2 b10%u(s) 2 Juc(s) |2

Pl g [ |2ele) Py 4 |2 .

e /0 pe s v ey, (599
Crr ne dépend pas de €.
Démonstration. 99
Multiplions (5.96) par ta

il =5l +sqvor < avreonl|g],
et 2[ L OIVOP < V)]
< U2 +etvrpr

Nous trouvons le dernier terme de cette inégalité.

VEE < [ 1P @IPIVORdn+ [ 1) PV PloPds

< c/ (1+|u€]4p4)|V9\2+c/ (14 ua|5) |V 6.
Q Q

Comme auparavant, nous avons, pour n = 1, 2 et p quelconque, et pour p = 2 lorsque
n =3,

Vf ()0 < ellluellze) 1017 + e(lluellzo ) [ Vue [ 19117

< (lluellz ) 101 + e(lluellzoe) lue 1101
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Nous avons par (5.87), (5.92) et (5.94)
|luc|l2 < C, (C indépendante de ¢).

Cecl donne

IV (u)o] < Clof*
< CIVO)?, (<6>=0).

Nous avons alors
tH H - t‘ ‘ + = t|V9|) ct|VO|* + | VO

Grace au lemme de Gronwall et (5.95) on obtient (5.99). [

5.8.1 Démonstration du Théoréme 5.13

On divise la preuve de ce théoréme en plusieurs lemmes.

Lemme 5.20. Pour u. et ug les solutions données dans le Théoreme 5.12, nous
avons l’estimation suivante

et~ + [ (|2 - 2]

_1>d8 < CReat<||u5(0) —u(0)]|2, + 52)7

(5.100)
les constantes ne dépendent pas de ¢.
Démonstration.
Nous avons pour v.(t) = uc(t) — ug(t)
_ avs aug
(—A)7! i Ave + f(ue) — flug) =< fue) — f(ug) > —¢ 5 (5.101)
Multiplions (5.101) par t%, nous avons par (5.61)
ov, |12 td 9 ov, Ou, Ov,
el < i) Ze T
t‘ ot |1t g Vel < (e o) =t ()
Ove Ju. || 0v
S\AG et 52| 5
Vel >
< ctlv’UE’ 81) t‘aus % ’
ot
v |12 d 9 5 5 o U |2
- < Z7e
H + <t|Vv£| ) < ct|Vo|* + | Vo [* + ¢ t‘v 5
En intégrant entre O et t et d’aprés (5.89) et (5.95)
ov, 2
()| ds+ Vo) < Crre™ (Iue(0) = uo(0) 2, + ).
|
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Lemme 5.21. Nous avons [’estimation suivante

H 0u5 8u0

t)H < C’Reo‘t<||u5(0) —up(0)2, + 52), (5.102)

-1

ou les constantes ne dépendent pas de €.

Démonstration. 9
On dérive ’équation (5.101), nous avons alors, pour 0. = %,
100, 0%u
—A)t —0.(1)0. — 0. (t)v. 0.0, — (v, > —e——,
(-85 (1) — et < (0B — D). >~

en multipliant par t6,

2 2 < 2 / ‘( >
Lo 4 90 <t + ()| + ot (Sl 6.

0%u, |2
< ctlf.]? + ct|Vu.|? 2t‘ :
ct|b.|* + ct| Vo] + ¢ 5

0%, |2
ot?
Intégrons entre 0 et ¢ et d’aprés (5.89), (5.100) et (5.99) nous obtenons (5.102). W

d
Z(H0:112,) + HVOL < 012, + 1612, + et Voul? + <]

Lemme 5.22. Nous avons
Jue = woll3 < Cre™ (Ju=(0) = uo (02, + &%) (5.103)

Démonstration.
Multiplions I’équation (5.101) par (—A)wv., nous avons, pour ¢ fixé,

B < (=872 a0 | = (v + ] (2, a0,)
ave 2 1 9 9 aue 2 1 5
< 2|+ 180+ Ve [V + s +lanp

Nous avons alors, pour ¢ fixé et par les estimations (5.97), (5.100) et (5.102),

sl < <50l

Ju 2
2 2 €
Ve +e g (t)‘ )

< 0 (e +2°).
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D’apreés les résultats précédents on termine la démonstration du Théoréme 5.13.

Alinsi, toutes les hypothéses du Théoréme 5.11 sont satisfaites et, par conséquence,
nous avons des attracteurs exponentiels M? pour S’ tels que

N

dimy (Mg, H‘1(9)> Ch,
distgym, z-1 (Mg, /\/lg) < Oy,
disty 1 (S4B, ME) < Cye

ou les constantes C7, Cs, C5, [ et k sont indépendantes de . Maintenant, nous
définissons les attracteurs exponentiels M¢ par

M= | sm

te[t1,2t1]

En effet, d’aprés le Lemme 5.10, le semi-groupe S’ est uniformément Holder continu
par rapport a (¢,ug) € [0,¢1] X By, donc M¢ est un attracteur exponentiel pour S*
(pour la topologie de H~1(£2)), et nous avons

dimp (Mg, H—l(Q)) < C
distyy 1 (S;BQ,Mg) < Clemat,
De plus, grace au Théoréme 5.12, nous avons

diStsmeq—l <M§, M8> < (distsynLH—l (Mg, Mg) + 5) < C//€k.

5.9 Etude pour des moyennes de paramétres d’ordres
différents

Considérons le probléme suivant

%(u +e(=A)u) + A%u — Af(u) =0, (5.104)
ou  O0Au

a—n = a—n = 0 sur F,

U|t:0 = Uy,

f est comme auparavant. Nous avons aussi

d<u>_

0 5.105
==, (5.105)
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i.e., < u(t) >=const. Dans ce qui suit nous posons
| <up>|<M ou |<u(t)>|<M, M=0.

Nous allons dans cette section démontrer I'unicité d'une solution du probléme (5.104)
et 'existence d'une famille d’attracteurs exponentiels pour deux solutions de moyennes
différentes, i.e., si u; et uy sont deux solutions, wug; ,uge sont les données initiales,
nous considérons ici que < ug; >#< ugy > (voir [51]).

5.9.1 Estimations a priori

(5.104) équivaut a

() Hutea) = Aut fu) =< f(u) > (5.106)

Multiplions (5.106) par u, intégrons sur €2 et intégrons par parties, nous avons

1d

2dt(”“”2 +ela?) + [Vul® + (f(u),a) = 0.

Comme auparavant

(F(w), @) = (f(u),u)— < u> / flu

1

(f(u)> ) pb?pu P —C et |f( )| S M(p - é)bgpu P + Co.
Donc
Gl <laP) + 217uP 4 by [ e < e
Q
of. (5.28), (5.29).
< u>2 , - oL

Nous avons = 0. Notons aussi que (||@|?;+ < u >?)? est une norme dans
H Q).

d 2, 2 2

dt(HuH Ltelaf+ (T+e) <u>?) +2[Vul’ + bnguHsz < dy- (5.107)

HY(Q) — L?(Q) — H~1(Q) injections continues, alors
d e 12 2
—(lal?y +elalf + (1 +e) <u>?)+

c(llal2, +elal® + (1 +e) <u>*) + by lulls, <
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d
dt
pour 0 < € < 1, et ¢j; ne dépend pas de . En intégrant
[a()]12:+ < u(t) >* +e(la(t)+ < u(t) >*)
/

< e ([Jaol]” 1+ < uo > +elto] +e <ug >*) + ¢,

(a2 +elaf+(14e) < u > ) +c(al® +elal?+2 < u > ) +bay||lull 72, < cr,

ou
lu@®)lz-+ +elu(®)]* < e (lluollF- + eluol*) + ¢,
ou ¢ et ¢ ne dépendent pas de ¢ (dépendent de M).
Cela donne 'existence d'un borné absorbant dans E(e) ; 'espace E(e) est défini par

1
la norme [[v]|p = ([|v]|3-1 +elv]?)?, ie.,
VR >0, |uog| < R, |luoll3-1 < cR? alors il existe to = to(R) = 0 tel que

lu@pe <e V2,

ou ¢ ne dépend pas de R.
Nous avons aussi par (5.107)

t+1
/ Vul*ds < ¢, t=tg, 7>0, (5.108)
t
t+1
/t Jul|7,ds < ¢, t =1, 7> 0. (5.109)
Multiplions (5.104) par u
1d
o (ul? + < VuP) + 18w — (Af(w),w) = 0,
1d
5%(\11]2 +e|Vul?) + |Aul* + (f'(u)Vu,Vu) = 0

d
a(lu\z +e|Vul) +2|Au* < Vuf’, f'=—c

Gréace au lemme de Gronwall et d’aprés (5.108), nous avons 'existence d’un borné ab-

1
sorbant dans E (¢) ; l'espace Ej(¢) est défini par la norme ||v| g, = (Jv]* +¢|Vv]?)2,
ie.,

It =t (R) >0 tel que |[|u(t)|pie) <c, VE=t.

Nous avons aussi

t+1
/ |Aulds < c,, Yt =t. (5.110)
t

o)
Multiplions (5.104) par 8—?, cf. (5.44) et (5.45), nous avons, en particulier

%|Au|2 < clAul?.

Grace au lemme de Gronwall uniforme et (5.110), nous avons 'existence d’'un borné
absorbant By dans H?().
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5.9.2 Estimations pour la différence entre deux solutions

Tout d’abord nous trouvons les estimations qui donnent I'unicité d’une solution
du probléme (5.104). Soient u; et uy deux solutions, ug; et ugy les données initiales.
Posons u := u; — ug et ug := ugy — uge. La différence u est une solution du probléme

suivant : 5
E(u + 5(—A)u) + APy — A(f(ul) - f(uZ)) =0,
% = _8Au = sur I
on  On 7
U(O) = Uyg.

Comme auparavant, (5.111) équivaut a

9 (0 = A)8) + A%~ A(f(r) — Flu)) = 0.

Multiplions (5.112) par (—A)~'u

S (lal?y +elal®) + [Vul* + (f (w1) = f(ug),a) = 0.
Nous avons

() — flus), @) > —cluf— < u > / () — flup))de,

Q

et u = u+ < u >, donc
ul> <2(|af+ <u>*) <c(||a]|-1|Vul+ < u>?)

<AVul +c(l|al?+ <u>*), Vy>0.

Nous traitons le terme | < u > [, (f(w1) — f(us))dz|.
Pour n = 1,2 et p quelconque, nous avons

(5.111)

(5.112)

(5.113)

(5.114)

\<u>/§2(f(u1)—f(u2))dx] < | <u>| |/Q(/0 f'(ur + (1= s)us)ds)udz|

< J<u> |/ (Jua P + s 2 + 1) | dz
Q

2p—2

< o <u (B2 + lul o+ 1)l

< e(jul + (ul =+ o 1) < u>? ),

Ceci donne aussi par (5.114) et par ||u;|| < const.,

<u> [ (flw) = fu)ds] < IV (ot <us?).
Q
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Pour n =3 et p = 2,

<us [ (fl) = fa)del < d<us] [ (uf o+ fusf o+ Dl
Q Q
< oJul + (lunliga + el + 1) <w>*).

De méme, nous trouvons (5.115) dans ce cas. D’aprés (5.107)

d
—(\|a||31+ <u>? +e(luf+ <u>? ))+yvu|2 < c(HﬂH%ﬁ <u>?te(|uf+ < u>? ))

dt
(5.116)
Ceci donne grace au lemme de Gronwall

[u() |3 + elu®)]® < e ([luollz— + eluol®),

ol ¢, ¢ dépendent de M et pas de e.
Nous avons par cette estimation 1'unicité.

Ensuite, nous démontrons 'existence d’un attracteur exponentiel, et pour cela nous
prouvons la H%(Q)) € H~1(2) propriété de régularisation sur la différence entre deux
solutions.

Lemme 5.23. Pour u; et uy deux solutions, ||u;(0)||g2 < R, i = 1,2, nous avons
[l (8) = w2 () |51 < ere™|lua(0) — uz(0)I71,
cr et a ne dépendent pas de €.

Démonstration.
Supposons les mémes notations précédentes et

flur) — flug) = /0 f(sur 4+ (1 = s)us)ds u == €(t)u.

(5.112) équivaut a

%((—A)—la +e) = Au— ((t)ut < ((t)u >,
% = —A’(I —eA) Ma+ A —eA) T (U(t)u— < L(t)u > ).
Donc -
(—A)_l% =A(I —eA)'a— (I —eA) " (L(tyu— < (t)u > ).
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Posons A; := (—A)~! + &I (cf. avant). Multiplions par @, notons que < 4 >= 0,

1d

SR+ AR < (T - 2A) et @)

< (I —eA)"2(t)u, (I — eA)~2a)|
1 1, -t
< (T —eA)2UB)ullZ, + 514, al’,
d o ~3.12 2 2
gplllZ + Ay Al < ellet)ullZy < e(R)lullZy.
1 1
Ici, [A; 2 - | est une norme dans H'(Q); c||ul|?,, < |A; ul*. Nous avons alors
d i 2 2 2
— (a2 + <w>*) +eflul® < ellulf-.

En intégrant

a7 < ce™[lu(0)]F -, (5.117)
t+1
/ lu(s)|*ds < ce||u(0)|[3-1- (5.118)
t
u

Lemme 5.24. Pour u est comme dans le lemme précédent, nous avons [’estimation
sutvante

t+1 1 t
s+ +ela®P + [ thuts)Pds < e u@) s, >0, (5129
t
Démonstration.
Multiplions
0
a((—A)—%ﬂga) — Au+ () =< {(t)u >, (5.120)

par tu, notons que < u >= 0,

(laly +elal®) + t{vul> < —t(f(w) = f(us), @)

N |
S

S U (w) = flug),u) +Hf <u> I/Q|f(u1) — [(ug)|de.

D’apres les estimations précédentes

| =

t t
577 (a2 +elal’) + tvul* < etul® + 2 [Vul* + et (flaf 2+ < u >*)

QU

t
t
< §|Vu|2 +ct(f|al>+ <u>*) (par (5.114)).
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Par (5.117)

i( t(llal?y +elal® + (1 +¢e) <u>? )) + a(|Vul+ <u>?)

< cl+t)(lal’ i+ <u>?) + |, 0<e<

< C(l + t)eatHu(O)H%Fl + cl\Vu|2.
Nous intégrons entre 0 et t et par (5.118)

1+1¢

lu@)E- + elu@®)]® < e——eu(0)[[}-,

' 1+t
| thulPds < e (o) -
0

[ |
Lemme 5.25. Nous avons
bt 0 1+t
()2 + / (12002, + el TP )ds < L e fuf0) s, 0. (5121)
; ot t
Démonstration.
. ou ou
Multiplions (5.120) par t—, notons que < — >= 0,
ot ot
ou |2 ou |2 ou
t||— t|— ——|Vul? —((t)u, t—
Hat - E‘@t +2dt| Y (e, 6t)
< w2,
Pour t > 0,
td(|V|+< >2 +t(” H g( ) H H +t|V|+< > )
——(|Vu U — c U U
2dt H-1 2

G(t0var <ust)) e S a5 ]) <+ ol

En intégrant entre 0 et ¢ et grace aux estimations (5.118) et (5.119), on termine la
démonstration. |

Lemme 5.26. St u est comme précédemment, nous avons

|5 [

(9u (9u 1+t

—e u(0)||3-1, t>0. (5.122)
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Démonstration.

0
Dérivons (5.120), posons 6 := a—:: et notons que < 6 >= 0, donc

0
a((

Multiplions par t0, et par (5.119)

—A)T'O+ef) — AG = —L(t)0 — U (t)ut < %( (t)u) > .

d
%(Henz_l +¢l0)?) +t|Vo|? ct|0]* + t|¢' (t)ul|d)

N |+

<
< ct|f + ct|ul?
< et|VOl[0]] -1 + Cre||u(0)[[7-+,

pour 0 <t < T < o0.
d
dt( ([1617,-1 + <16 )) +t|VO]* < ct||0)|F-1 + 1|0]15-1 + €]0]* + Cre®||u(0)]|5-1.

Gréace au lemme de Gronwall et l'estimation (5.121) nous trouvons (5.122). |

Maintenant, nous interprétons 1'équation(5.120) comme une équation elliptique

9 (=) "a + ea) == h(t). (5.123)

Au — L(t)ut < l(t)u >= T

Nous avons
o =12 G +egit <25+l )

D’aprés les estimations précédentes

1+1¢
eat

(B < e u(0) 7+

Multiplions (5.123) par Aw, nous avons, pour ¢ fixé,
[Au(t)]* < |(h(t), Aw)| + |(€(t)u, Au)| < [A(O)]|Au| + [VE(E)u|[ V.
Par (5.61), on a
[Au(t)* < e(J(O) + [Vu®)* + u®)]]?),
[Au(t)*+ < u(t) >*< < ([h@)]* + [[u@®)]),

et donc 14t
e!|w(0) |51 (5.124)

lu(@®)[lZ < c
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5.9.3 Etude de la limite ¢ — 0

Soient u® et u° deux solutions de (5.104), pour 0 < e < let e = 0 respectivement,
et pour la méme donnée initiale ; u*(0) = u°(0). Posons u := u® — u’. Donc u(0) = 0
et < u >= 0. u est une solution du probléme suivant :

ou ou ou’

— A)— + A%u— A £ — M) =eA— 12
b e(—A) S A% — A(f() - () = AT (5125)
Ju  0Au
= = r
m - o =0 surl,
u|t:0 =y = u(0) — u’(0).
Nous avons p p o
<uf > <u’ >
= =0. 5.126
dt dt ( )
Nous déduisons par (5.125) et (5.126)
ou ou ou®
— +e(=A)=— + A%u — A(f(u) — f(u°)) = eA—. 12
L e(—A) S+ A= A(f() — () = A (5127)
En multipliant (5.127) par (—A)"'u
1d . -~ ou®
5 2 (2, + lul?) + [V + (£(u7) = (60, 8) = —(S5- ),
1d
5 (el + eluf?) + [Vul?
0 1
<cul? +cg?|—| + Z—l|Vu|2. (5.128)
oud 1|2
Nous trouvons Hﬁ‘ en multipliant I’équation
-1
9 170 0 0 0
a(—A) u? — Au” + f(u') =< f(u’) >
u? u?
par — BT , notons que < 2 >= 0,
|v 01 + H H g(u®Ydr =0 (5.129)

Intégrons entre sur [0, ] et sur [¢,¢ 4 1], nous avons respectivement
t 0,2
V) + 2/ SN s+ 2/ g0 (B)dr < |[V(0)2 + / 9(u°(0))dz
0 8t —1 QO Q
< ) + ¢l|u’(0) 74 + ¢,
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ou®

ot

D’aprés les deux derniére relations

/t+1 8u0
t

ot
D’apres les estimations (5.114) et (5.128)

o
ot

|vu0(1t+1>\2+2/tH i ds—|—2/gg(u0(t—i—1))dx < \Vuo(t)]2+/g(u0(t))dac.

-1 Q

2
ds < const. (5.130)

-1

2

+e(lluly + elul?).

d
Sl +elp) < e=?| S|

dt

En intégrant entre 0 et ¢, ¢ > 0, nous avons par (5.130)
()31 + elu(t)? < ce?et, ou [Ju(t)]|}-1 < c?eft, (5.131)

¢, dépendent de M et pas de ¢.

5.9.4 Famille robuste d’attracteurs exponentiels M,

Nous avons déja trouvé un borné absorbant By dans H?(Q), i.e., il existe t; tel
que
S(t)B C By, VYt>t; et VB borné.

Posons
S? . Bg — 82, 9 E]O, 1]

Considérons Br := {u € H*(Q), |lullgz < R, | <u > | < M}. Nous avons alors
par (5.124) et (5.131)

1+t

c—+ 1e‘““Hul
131

< Lrlluy —usllf-1, 0 <T < oo,

1S uy — SHusl| 3

N\

— tg[3

pour tout uq, uy € By et pour Lt ne dépend pas de ¢, et
HS;U/ — Sé||H—1 S Kig,
pour tout u € Br et i € N.

Il reste & démontrer la continuité de Holder pour montrer 'existence de la famille
M., soit le lemme suivant.

Lemme 5.27. S! est Holder continu sur [0,¢] x Bg pour la topologie de H™(Q) ;
1
182 g — S2uglla-1 < Cr(T) (llug — uglla—1 + [t — t2]2),

ot uy € B, t; < T, Cr(T) ne dépend pas de .
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Démonstration.
Nous avons [/ (ds < c(R), pour ug € Bg. Alors
.
152 ug = SPuglla-1 = 152 ug — S'ug + Stug — SPug|l-
" ou
< ot st el
to
1 t 8U 2 %
< el =+ -t ([ |50]] )
1
< or(R)(llug = wgll—1 + [t — t22).

Gréce aux estimations (5.124) et (5.131), toutes les hypothéses du Théoréme
5.11 sont satisfaites, pour H; = H?*(Q) et H = H~'(Q), ce qui donne Dexistence
d’une famille robuste d’attracteurs exponentiels M4 pour le systéme dynamique
discret.

Pour le cas continu nous définissons les attracteurs exponentiels par

U S MMd

tE[tl,Qtl}
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Chapitre 6

Probléme de Cahn-Hilliard visqueux
non autonome

6.1 Position du probléme

Dans ce chapitre nous allons chercher les attracteurs exponentiels, rétrograde,
uniforme et exponentiel rétrograde du probléme suivant :

%(u +e(=A)u) + A%u— Af(u) =m, dans €, (6.1)

associé aux conditions aux bords de Neumann

ou  0Au
= o = 0 sur 09, (6.2)

et la condition initiale
w(t) =u,, VY7 €ER. (6.3)

Comme dans le chapitre précédent, nous prenons les produits scalaires et les normes
associées suivants : ((-, ), |-]) dans espace H, (((-,-)),]|-]|) dans I'espace V et |- ||
est la norme dans V7, ou les espaces H, V' et V; sont définis comme dans le chapitre
précédent.

[ul|_y = |(—=A)"2u| définit la norme de u dans espace H~1(2) si u est & moyenne
nulle.

La fonction f dans I’équation (6.1) est un polynoéme de degré 2p — 1 (donné dans
le chapitre précédent) et m appartient a L>®(R, L*(Q2)) (et a L>®(R, H*(Q))) et
satisfait

detgc, et m%dth,
1

o0 o0

ol les constantes ¢ et M sont suffisamment grandes.
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En intégrant (6.1) sur {2 nous avons

d
pr Qudx:/ﬂmdx. (6.4)

Alors, si
/Qm(x)dx =0, (6.5)
(6.4) donne

/uda::/qux, Vit > T (6.6)
0 0

Donc a partir de maintenant, nous supposons que (6.5) est satisfaite.
Nous prenons les espaces H, V et V'’ du chapitre précédent et nous considérons la
formulation variationnelle

d d
%(u, v) + 5£(Vu, Vo) 4+ (Au, Av) + (V f(u), Vo) = (m,v), YveVi. (6.7)

L’équation (6.1) équivaut a

0

() er) (= < u>) = A= < u>)+f(u) =< fu) > +(=2)"'m. (68)

Posons @ := u— < u >, et en multipliant (6.8) par v € V, nous avons

%((—A)_l(u,v) + e(u, v)) — (Au,v) + (f(u),v) = ((—A)_lm,v), Yo e V. (6.9)
6.2 Théoréme d’existence et d’unicité

Nous allons démontrer le théoréme 5.1 pour le probléme (6.1), (6.2) et (6.3), et
nous commencons par 'unicité de la solution.

6.2.1 L’unicité

Soient u; et uy deux solutions de (6.1) (ou de (6.8)), ot w1 (7) = us(7). Posons

u = uy; — ug, et m correspondant aux deux solutions. Alors, u vérifie I’équation
suivante, notons que < u >= 0,
)

1 <(_A)7lu + 5“) — Au+ f(ur) — f(ug) =< f(ur) — f(uz) > . (6.10)

Multiplions (6.10) par u

d
(I, +elul?) + [Vl + (f().u) = 0.

DN | —
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d
(2, + elul?) + 21V < cluf?

< VUl + ol + efuf?),
on a utilisé I'inégalité d’interpolation |ul? < |Vul| ||ul|_;. Il vient alors en intégrant,

lu@)2; +elu(®)]* <0,

ot u(7) = 0, d’out I'unicité.

6.2.2 L’existence

Nous procédons comme dans le chapitre précédent et nous obtenons, par (5.16),

d
Wd—(z‘+Ma+F M, (6.11)
(mv wl)
telle que W, M et F sont comme auparavant et M; := :
(m, wy)

Par (6.11), nous avons une solution locale. Pour montrer que la solution est globale
nous écrivons (6.1) sous la forme suivante :

ou
i = AK(u), (6.12)
K(u) = —Au+ ea— + f(u) — (=A) 'm. (6.13)

ot

Nous prenons la fonction de Lyapunov

1
J(u) = =|Vul? + / g(u)dz,
2 Q
ou g est la fonction primitive de f. D’aprés (6.12)
(K (u), dpu) + VK (u)]* =0, (6.14)

(K(u),0m) = /Au—dx+/f —dx+€|8tu|2 (=A)"'m, Ou)

d _
= dtJ( u) + £l dpul® — ((—A)~'m, dyu).

Par (6.14)
L)+ ol + VK@) < Sl + Sl
Et en intégrant sur |7, ]
J(u(t)) < e M? + J(u(r)) < 00,
et la solution est globale.
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6.2.3 Estimations a priori

(6.1) équivaut a

9 (a+e(—A)a) + A%u — Af(u) =m.

ot
On multiplie par @, pour u, € V', nous avons
1d, _ _
5 (1P + <l VuP) + Al (Af(w), 1) < |(m, ),
Ld 2 2 2 / 2
§E(|u| + e|Vul ) +|Au)® < —(Vf(u),Vu) + ¢||ml|?; + ¢ |Vu|

N

a1 |Vul? + cl|m|?,
< elu| [Au— <u> |+ c||mH2_1

1
< c'(|ﬂ|2 + 5|Vu]2) + 5\Au|2 +cl|m|®+ < u >,

les constantes ne dépendent pas de . Grace au lemme de Gronwall nous avons, en
particulier,

[a(t)? + | Vut))? < |a(r))? + | Vu(r) e + " <00, 7 <t < 00,
nous avons donc u € L>®(7,¢; V) N L*(1,t; V}).
Si u, € H*(Q) alors, en multipliant (6.1) par —Au, et d’aprés (5.25) et I'estimation
|Vu(t)| < const., Vt > 7 (J est décroissante), nous avons

1d
5 (17Ul + el Auf?) + VA < |(f/(w)Vu, VA)| + [|ml|1|V Aul,
d 2 2 2 2 2 / 2
a('w +€|Au!)+lmul < e(1+ [l full? + ¢Jlm]?,

< o|Vul +elAul) + ¢ fm]2,.
Nous intégrons entre 7 et ¢ et nous avons u € L>®(7,t; H*(Q)) N L*(7,t; H3()).

Multiplions maintenant (6.1) par A?u, pour u, € H3(Q),

1d
S (18 + £ VAP ) + A% < |AF@)[A%] + [m]|A%|

02

1
_AQ 2

1 1
< A%+ S| A f(u)|* +
4 4
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et par (5.30)
d 2 2 Line, 2 /
= - <
o (\Au! +¢|VAuy| > + 2\A ul <
1 t
|Au(t)|]? + e| VAu(t)]* + 5/ |A%u(s)Pds < d(t—7)+ |Au > + |[VAu, |* < oo,
et w € L=®(7,t; H3(Q)) N L (7, t; H3(QQ)), t > T et t < 00,

De plus, en multipliant (6.8) par @ et nous procédons comme dans le chapitre pré-
cédent, cf. (5.27) et (5.29), nous avons

1d
2dt

N

1
(Nl -+ fal?) +9af + Sty [ wde < il o+ b

Q

N

cllml|_1|Vu| + Kk

N\

1
SIVaP + clmll, + ka,

d
(a2, +<laf?) + |vaf +b2p/ WPda < 2k + 2¢|m],.
Q

En intégrant entre 7 et t, t > 7, et t < oo, nous avons u € L?(7,t; L*()) N
L3(1,t; V).

6.3 Borné absorbant

Posons By, := U, ,{u € H'(Q), <u>=a}.
Nous avons trouvé en multipliant (6.8) par @

1d

1
5 (a2 + efaf?) + IVu|2+bzp/“2”dx < ki fmll il (6.15)
2dt Q 2

D’apreés la relation
al?; < clul* < ¢|Val?,
nous obtenons

d
%(szl‘%l + 8’6‘2) + Cl(HIaH%]_ + 8"&‘2> < k1<77) + Co = k2_

Il vient alors
k
I, + ela(®)? < (a2, + el f?)ee207 4 22 (1 emertt-n)
C1

ks

< <|Iﬂ7|!31 +6la7\2)e*q(t*7) o (6.16)

189



CHAPITRE 6 : Probléeme de Cahn-Hilliard visqueux non autonome

Cela donne l'existence de ty tel que, pour tout t — 7 > t,

i - _ k
tim _sup (Jat) 2, + <la)) < o = 2

(t—7)—o0

Vi>T1, T €eR.

Cette relation donne 'existence d'un borné absorbant dans B, N H. D’aprés (6.15)

il existe t; tel que

t+r
/ Vul <E(n), V-1 >t 1> 0.
t

6.3.1 Borné absorbant dans B, NV

Multiplions (6.1) par u

1 d
5o (1 + <l + |Au|2+2b2p/u2p_2|Vu|2dx < 1|Vl + |(m, ),
t Q

d 2 2 2 2 2 1 2
< — .
_dt<|u| + ¢|Vu| ) + |Aul® < c<|u| + ¢|Vu| ) + - |m|

Et grace au lemme de Gronwall nous obtenons un borné absorbant By dans B, NV

De plus, il existe t, tel que

t+r
/ |Aul?dt < ks, pourt—7 >ty 7> 0.
t

6.3.2 Borné absorbant dans B, NV,
ou

Prenons le produit scalaire de (6.1) par yn

Mm ul* + } Z|" e \V— — (Af(w), )

Nous avons, par (5.45), |Af(u)| < ¢|Aul|, donc

2 < elAu + ¢ m?,

d 2
Liau + |24 ey 2

et par le lemme de Gronwall nous trouvons un borné absorbant By dans B, N'V;
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6.4 Un attracteur exponentiel

Bi et By étant les bornés absorbants dans B, NV et B, N V;. Nous considérons
le semi-groupe

S:B,NnvVcV — BnvVc}V
ur, = u(t).
Pour 4, k > 0, nous définissons la classe Sy (B;) d’opérateurs S par :

S € S5r(Bs) si S : Os(By) — Ba, ot Os(Bs) est un voisinage de By pour la topologie
de H71(Q). Nous avons le résultat suivant.

Lemme 6.1. Les opérateurs S(t) définis auparavant sont continus pour la topologie
de H'(Q).

Démonstration.
Afin de montrer que l'opérateur S : (u,,m) — u(t) est continu, nous prenons deux
solutions wuy(t), ua(t) € B, NV correspondant aux données initiales uq(7), uz(7) et
aux fonctions my, mg. Posons u := uy — ug, u(7) := uy(7) — ua(7) et m := my — meo.
u vérifie 5

a(u + 5(—A)u> + Ay — A(f(ul) - f(u2)> =m,

multiplions par u

2 (1uf? + £1VuP) 1Al = () ~ Fu), Au) + [(m, )]

D’aprés (5.50) et (5.51)

1d
Sz ([uf? + el Vul?) + | Auf? <

1 1 1
h($)2 2 0 Z1Aul? 4+ Zlml? + Zlul?
- (Yl + Sl Auf + Slmf? + Su

1
2
d 2 2 2 2 2
(10l + 2 Vuf?) < e(ful? + el Vul?) + eifjml .

En intégrant
t

lu(t)]* + e|Vau(t))? < et <|u(7)]2 + €|V’LL(T)|2> + cl/ |m(s)|?e~ds. (6.17)

Par cette inégalité nous avons
t
[u@®)* < e u(r)|* + 01/ [m(s)|[*e” =) ds,
d’ou la continuité. [ |
Nous introduisons l'espace E(e), € € [0, 1], défini par la norme
lull% = [lullF-2 +elul?, Ve € [0,1].

Ensuite nous définissons la famille {U,,(t,7), 7 € R, t > 7} dans E(e), telle que
Un(t,7) := u(t), ot u(t) est la solution du probléme (6.1).
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Théoréme 6.2. La famille {U,,(t,7)} est continue pour la topologie de H~()
et pour la topologie de E(c), (ou les donnée initiales vérifient ||u(7)||2 < R), i.e,
soient uy(t) = Upy (t, T)ur(T) et ug(t) = Upy(t, T)ua(T) deuz solutions telles que
|lui(T)|l2 < R, i = 1,2, alors

t
Uy (¢, 7)1 (7) = Uiy (8, TIua () 12y < CRG“R“_T)IIU1(T)—U2(T)II31+/ X |m(s)]|2,ds,

(6.18)
et

t
| Unmy (&, 7)1 (7)=Uny (&, 7)uta (7) |7 < CReK(tT)Hul(T)—W(T)H%Jr/ U= |lm(s)|[7ds,
’ (6.19)

ot les constantes sont positives et indépendantes de t, T et €.

Démonstration.
La démonstration de ce théoréme ressemble a celle du Théoréme 5.5. Posons u :=
Uy — U, u(7) = u (1) — ua(7) et < up(7) >=< ug(7r) >. u vérifie

%((—A)_lu + 5u> = Au—((B)ut < flu) > — < fug) > +(—A)"lm,  (6.20)
Ou = —A*(T—eA) Tut+ A(T—eA) M u— < flug) > + < flug) >)+(IT—eA) 'm.
(=A)'ou = A(T—eA) Tu—(T—eA) () u— < flur) > + < flug) >)+H(=A)"HI—eA)'m.

Multiplions par u

1d -1 _ _1 _1
Sl AT ul? < el (T=e8) ey, )|+ ((~A)(T=28)) " bm, (~2)(T—-=8))Hu) |
(6.21)
Afin de trouver le dernier terme de cette inégalité, nous posons v = ((—=A)([ —
eA))"2m, ie, m = ((=A)(I —eA))2v, donc
(=2)72m)? = [m]?, = (I = eA)v,v) = [v]? + | Vul* > [v]”.
Nous avons alors, par (6.21) et (5.62),
d, o ~3,12 2
g [ullZe + Ay P ul” < elle)ul[Zy + lml-aflull-
< arlul®y + [[m]2,. (6.22)

En intégrant, nous avons

t
lu()]121 < cre™™ 7 u(r)]12, +/ ™ [m(s)||2 ds.
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Pour montrer (6.19), nous multiplions (6.20) par u

1d
5 llulls +1Vul® < eul® +[((m, v))|
< Klullf +eallm|2, < Kllull + cllm|f.
En intégrant la derniére inégalité nous trouvons (6.19). [ |

D’aprés ce théoréme nous trouvons, pour m correspondant aux deux solutions u; et
Uz,
lur () = ua (0)]2 < cre®™ 7 ur (1) — ua(7) |12,

De méme, nous avons, d’aprés (6.19), les deux estimations

llur (7 +t) — ua(7 + t)||2E < ceKtHul(T) — u2(7)||2E, teRY, 7 €R, (6.23)

T+t
| Uny (7 4, 7)ttr = Upia (7 + £, )t |5 < ce“/ [ (s) — ma(s)|[pds,  (6.24)

c et K ne dépend pas de €.

6.4.1 Propriété de régularisation

Nous allons ici montrer cette propriété entre H%(Q2) et E(¢). Nous avons trouveé
par (6.16)

|u(t)]|3 + /t IVu(s)Pds < ce™ D ||u(1)||% + Chy. (6.25)
Et nous avons la continuité Lipschitzienne
U (t, 7)un (7) = Una (8, T)ua (1) |3 < ce™ 7 fJun (1) — ua(7) |-
Nous avons les résultats suivants.

Lemme 6.3. Soient uy et us deux solutions de (6.1), de moyenne conservé (i.e.,
< uy >=< ug >), nous avons alors

/ 10; (U (t, T)ur (1) = Upa (£, 7)ua (7)) || 5ds + |V (Up (8, ) ur (7) = Upa (t, 7)ua (7)) |* <

C

< e~ lu (1) — us(7) |3 (6.26)

t—T1
Démonstration.
Posons u := u; — uy. u satisfait, pour mq; = mo,
) ((—A)—lu + 6u> ~ Aut flu) — flus) = 0. (6.27)
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Multiplions (6.27) par (t — T)ZQ;
ou —7,0u,32
=)+ el ) + 5T S wup < ST T+ et — ) Tl

d ou
p ((t —7)|Vu| > +c(t—T1 (H 5 H . 5|E|2>+ <t —7)|Vul* + |Vul?

En intégrant entre 7 et ¢, pour ¢t > 7, nous obtenons, par (6.25), 'estimation (6.26).
[ |

Lemme 6.4. Pour u; et us les solutions données dans le lemme précédent, nous
avons

c —a(t—7

15 s —— 0 (Ju(r) 3). (6.28)

Démonstration. 5

Dérivons (6.27), posons 6 := 8_1;’

8t<(—A)*19 + 59) NG = (18 — (D). (6.29)

Multiplions (6.29) par (¢t — 7)8,
2 2 2 . 2 _ 2
ST 21012+ <102) + (- PIVOP < ST IV6 s (6= DB, el — DIVl

(=) U012 el61?) ) =) V02 < ea(t—r) (1612, +I0) +16]21 +210]+elt—7) [

Intégrons entre 7 et ¢, t > 7, et d’aprés (6.25) et (6.26) nous obtenons I’estimation
(6.28). N

Par (6.27), nous avons

_ 9 -1 ._
Bu—((tyu = = ((—A) u+t 5u> = h(t). (6.30)
Nous avons, pour t fixé, t > 7et 0 <e < 1,
10u 8u u
o = (- 2 2 iy 2y
Qu(t) 2 8u(t) 2 —a(t-7) 2
< < (0% T
< c(| el R ) <ce ()% (6.31)

Multiplions (6.30) par Au,
[Auf <

<

—~

h(t), Au)| + |(£(t)u, Au)|
|Aul? + c|h(t)|? + | VL(t)u||Vu(t))|

N[ —
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July = 18 < c(R)P + [Vu(t))

< et ()3, par (6.26) et (6.31)

Cette estimation donne la propriété de régularisation entre H?(Q) et E(e).

Ensuite, nous démontrons que la famille {U,, (¢, 7)} est Holder continue. Pour cela,
nous montrons les résultats suivants.

Lemme 6.5. Soit u(t) une solution de (6.1). Alors, pour |u(T)|2 < R, nous avons
lestimation suivante

t
/ |0u(s)||5ds < c|Vu(T)]* + ¢,

¢ dépend de R et ¢ dépend de la norme de m.

Démonstration.
Nous multiplions
0 I ~ B .
(o)t en) — A+ fu) =< f(u) > H(=A)"m, (6.5
r — Ju noton < @ >= 0,
par —, notons que < —
ou 2 9 9 ou ou
12402, + <152 4 2 v < (7). )+ 1(m, S)) -
1,0u,2 5
< alVf(u) —Hag}1+cﬂmm*y (6.33)

Nous trouvons une estimation de |Awu(t)|, pour tout ¢ > 7. Nous multiplions

%u = —A(I = eA) N+ A — eA)(f(u)— < flu) >) + (=A) "1 — eA)lm

par A?u, ce qui donne

L AP (T—en) 3 A2 < ’((I—eA)‘%Af(u),([—sA)‘%A2u>’+‘((I—5A)‘1m,Au>‘
(6.34)

2dt

Pour trouver |(I —eA)~'m/|, nous posons v := (I —eA)~'m, donc
ml? = ((1 A, (I — 5A)v> = 02 + 26|V + 2| Avf? = [v]?

o < [ml* < efmll2,,
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c est indépendante de €.
Et par (6.34) nous avons

0
5l Aul < c(IAf(W)P + |Auf® + [Im]12,).

D’aprés (5.45)
|Au|2 c|Aul* + [|m]%,.

En intégrant cette relation, notons que f: |m||*,ds < oo, nous trouvons
Au(t)]* < clAu(r)P+C <O, V=T (6.35)
Nous majorons maintenant |V f(u)].
VI@P < e [ (@ ) Vs
Q
< clullz=)|Vul?

c(llull flull2) [Vul

< c|Vul?,  par (6.35), (6.36)
ol p est quelconque lorsque n = 1,2 et p = 2 lorsque n = 3. D’aprés (6.33)

/H pn )|2ds < o Vu(n +C < C. (6.37)

Et, en particulier,

s) I* ds < e|Vu(r)]?+C < C.

Le lemme suivant donne la continuité de Holder pour la topologie de E(e).

Lemme 6.6. Pour u(t) = U,(t,7)u, solution de (6.1), ot u, € Br = {u €
B, N H*(), ||ull2 < R}, nous avons

[Un(t + 7 + 8, T)tr — Up(t + 7, 7) || 20 < crls|?, (6.38)

[Un(t +7 + 5,7 + )ty — Un(t +7,7)|| 2 < cre™|s|?, (6.39)
pour s = 0, et les constantes C' et o > 0 ne dépendent pas de e.
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Démonstration.
Nous avons par (6.37) et pour u, € By

t+7+s au
U7+ 57y = U+l = | [ 2 as

_ /t+7'+s } } au ‘ ‘
N t+7 at E

- ‘S|%/t+ +5||au H
h t+T7 at E
< Chls|2.

Nous avons aussi, par (6.38) et (6.19),

NUn(t + 7+ 8,7+ 8)uy — Up(t +7,7)||p <

< U@+ s+7t+7)(Un(t+ 7.7+ $)ur) — Un(t + 7,7 + s)ur |,

+ | Un(t+ 7,7+ $)ur — Un(t + 7,7 + 8) (Un(7 + 5,7)us) ||
< Cls|? 4+ XN, — Un( + 5, 7)ur ||
< C’eKt]3|%, 5>0, teR".
u

Corollaire 6.7. La famille {U,,(t,7)}, t > T, est uniformément Hélder continue
(pour la topologie de E(g), ou H '(Q2)) dans [0,T] x Bg, YT > 0, i.e.,

1Un(t1, 7)1 (7) = U{ta, 7)) < Cr(T) (I (7) = (7l + 11 = ]},

pour u;(1) € Bgr, t; < T et la constante Cr(T) dépend de la norme de m et de la
norme de u;(7) et ne dépend pas de ¢.

La preuve ressemble a celle du Lemme 5.10.

6.4.2 Théoréme d’existence d’un attracteur exponentiel

Nous allons maintenant montrer 'existence d'un attracteur exponentiel grace
aux estimations précédentes, soit le résultat suivant.

Théoréme 6.8. Le probleme (6.1), (6.2) et (6.3) posséde un attracteur exponentiel.
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Démonstration.
Nous avons par (6.16)

la()ll% < ce* D la()|E + Car. (6.40)

Ceci donne 'existence d'un borné absorbant dans F(e) pour la famille {U,,(t,7)}.
Posons B := {u € E(¢), ||ul]|g < R1}, pour R est suffisamment grand et donné par
(6.40).

Nous commengons a construire une famille d’attracteurs exponentiels pour le sys-
téme dynamique discret associé au probléme (6.1). B étant le borné absorbant alors,
il existe 7' = T'(M) tel que

Un(t+T,7)O01(B) C B, V1 €R, (6.41)

et nous construisons des attracteurs exponentiels pour des données initiales appar-
tenant a B.
Nous avons aussi, par la propriété de régularisation,

lur () = ua(t)ll2 < e (1) = ua(7)||, wi(r) € Be,
¢, K indépendantes de ¢, 7 et €. D’aprés cette estimation et (6.41)
Un(T+T,7) € 51 £(B).
Alors, la famille
U =Unp(t+nT,7+4T), nle€Z, n=/{

posséde des attracteurs exponentiels dans F(e), ¢ — M, ({,7), { € Z, pour le
systéme dynamique discret, qui sont compacts de dimension fractale finie,. . .(voir
[29]).

Par cette construction, nous avons
My (7)) = My (04T + 1), Mrp(6,7) = My (6, T + 5). (6.42)

Nous définissons les attracteurs exponentiels pour un temps continu par la relation
suivante :
M, (1) = U Un(t,7 =T — s)M,, (0,7 = T — s). (6.43)

s€[0,T]

Nous montrons maintenant que 7 — M., (7) est bien un attracteur exponentiel.
Semi-invariance : nous allons montrer

U (t, T) M (T) C M (). (6.44)

D’aprés la semi-invariance de M,,, (0, 7) pour la famille discréte {U,, (7 +¢T, 7+nT)}
(ie., Un(t+T, 7) M, (0,7) C M, (0, 7) = M, (0, 74€T)), il suffit de vérifier (6.44)
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6.4 Un attracteur exponentiel

pour t — 7 := « € [0, T] et nous obtenons U, (t + o, t) M,,(t) C M,,(t + «), cf. dans
le chapitre du probléme de Cahn-Hilliard non autonome.

M (t +s) = Mq,,(t) - Nous avons

Mrp(l,1) = My (1 +5), Urm(t,7) = Up(t + 5,7 + 5).

Alors
Mu(t+s) = | Unlt+st+s—T—k)Mu(0.t+s—T—k)
ke€[0,T]
= |J Unm(t.t =T = k)M, (0,t =T — k)
ke[0,T]
= Mrp,(t).

m — M,,(t) est Holder continue : prenons m; et ms différentes. Nous allons mon-
trer

t

dist3y™ (Mml(t),/\/lmz(t)) < c< / e[ (s) —m2(5)||%Eds)k. (6.45)

—0o0
m — M,,(0,7) est un attracteur exponentiel pour la famille discréte, alors il est
Holder continu, i.e.,

T kl

disty?™ (Mo, (0,7), Mins 0,7)) < e / e iy (5) — ma(s) 3

—0o0

Et d’aprés la définition de M,,(t); (6.43), et les estimations (6.23) et (6.24) nous
trouvons (6.45).

Ensuite nous montrons

dist Y™ (Mm(t + s),Mm(t)> < cels|. (6.46)
Puisque M,,, (0, 7) est un attracteur exponentiel, nous avons alors
dist ™ (Mm(o, T+ 5), Mo (0, 7)> < s, (6.47)
et
|Un(t + 7+ 5,7 + $)ur — Un(t + 7, 7)tir |5 < CreXt|s|z. (6.48)

Ce qui donne (6.46).

Propriété d’attraction exponentielle : i.e.,

distE<Um(T 7B, Mo (7 + t)) <Q(IBlp)et, VreR, t>0.  (6.49)
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M, (£, 7) est un attracteur exponentiel, donc il vérifie la propriété suivante :
distg (Um(T +nT, 7+ (T)B, M,,(n, T)) < cemon=0), (6.50)

Par (6.16)
lullf < llurl|Ze™ = + C, (6.51)
et puisque B est uniformément borné pour la famille {U,,(¢,7)} dans E(e) nous

trouvons (6.49).

M., (t) est compact de dimension fractale finie : Nous avons

M (t) = JUn(t,t = T = $)M,, (0,6 = T = 5),

M, (0,t—T —s) est compact et Uy, (t,t—T —s) est continu alors M,,(t) est compact.
D’autre part, M,,(¢,7) est de dimension fractale finie et nous avons

Hy(Ma(C,7), B(e)) < cllogQ% oo (6.52)

Nous avons par les estimations (6.47) et (6.48)
dist?™ (Um(t,t—T—Sl)Mm(O,t—T—sl), Um(t,t—T—Sg)Mm(O,t—T—SQ)) < c|si—so|®,

s1,82 € [0,T] et t € R. Alors, pour 8 > 0 donné, le nombre minimum de (-boules
nécessaire pour couvrir M,,(t) est estimé par

Np(Mn(t), E(e)) <

1"
)

<Y N(Ualtt — T M0 T o Dy e (659)
c c
=0
De plus, puisque la famille U,,(¢t,t — T — s) est uniformément lipschitzienne, nous
avons alors, par (6.52),

g g

B (U1, = T = (0 M0, =7 = (), i)
< Hy (Mn(0,¢ =T = 12(2%)1/’“"), E(e)) < %ng% +d. (6.54)

D’aprés (6.53) et (6.54) nous avons

C 1
L (Mo (1), E(E) < k08 + O
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6.5 L’attracteur uniforme

6.5.1 Orientation

Afin de trouver l'attracteur uniforme du probléme (6.1), (6.2) et (6.3) nous défi-
nissons des symboles et la famille {U,, (¢, 7)}. Pour cela, nous écrivons (6.1) sous la
forme

%(I +e(=A))u = —A%u+ Af(u) +m = Aypu. (6.55)

m est appelée le symbole de ’équation (6.55).
Nous définissons ensuite 1’ensemble {T'(h), h € R} par

T(h)m(s) :=m(s+h), s,heR,

et les symboles H(m) := ¥ par

S := {T(h)m, h € R},

2
loc

ou la fermeture est dans 'espace Lj (R, E(e)). Notons que par cette définition nous

avo1ns

T(h)S =%, VheR.

La fonction m(s) est translation bornée dans L2 (R, E(g)) car

t+1
Iy = Il e iy =00 [ ()]s < .
oc teR J¢

Ensuite, nous définissons la famille {U,,(t,7), t > 7, 7 € R} dans E(e) par

Un(t,7): E(e) — E(e)

ur — u(t),

ot u(t) est la solution du probléme (6.1). D’apres I'unicité et ce qui a précédé nous
avons
Ur(hym(t, 7) = Un(t +h, 7+ h), VA 20, t =71, T €R.

6.5.2 Estimations importantes

Multiplions (6.8) par u et d’apreés (5.26), (5.27) et (5.29) nous avons

1d 1
35 (112 elal?) 4 1V 4 b, [ 0o < b+l
2 dt 0 2
ce qui donne
d
Sl + claly < elml + ki,

dt
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ol les constantes ¢, ¢; et ky sont positives et ne dépendent pas de £. Grace au Lemme
2.15 nous obtenons 'estimation suivante

o)} < larlze 7+ (14 ) (ki +allmly) <oo. (656)

D’autre part, en multipliant (6.1) par u, nous procédons comme auparavant nous
trouvons 'estimation suivante

()2 + e|Vu(®)? < (\u7|2+5|VuT|> =1 | deeT, (6.57)

les constantes sont indépendantes de ¢.

Estimation pour la différence entre deux solutions

Posons u(t) := uy(t) — ug(t) = Upy (t, T)urr — Uy (E, T)Uor, m = myq — mqy et
u(T) = u1, — uy, et supposons < uy, >=< ug, >. u vérifie le probléme suivant
0 _ _
S ((0) M cu) = But f(ur) = Flu) =< flwn) = f(uz) > +(=2)"m,
En multipliant par u, notons que < u >= 0,
1d

5 el + 1Vul? < elul? +|((m, w) .

ceci donne, en particulier,

d
Sl < llullz + llml3

En intégrant nous avons
lur (£) = wa(B)II < llua(7) = wa(7) |5 + ey — mal|Z,, (6.58)

ol les constantes ne dépendent pas de €.

6.5.3 Théoréme d’existence d’attracteur uniforme

Afin d’appliquer Théoréme 4.23 nous allons démontrer le résultat suivant.

Proposition 6.9. La famille {U,,(t,7), t > 7, 7 € R, m € ¥}, associée au pro-
bleme (6.1), (6.2) et (6.3), est uniformément bornée, (E(e) x 3; E(e))-continue (i.e.,
(u,m) — U, (t,T) est continue pour tout t > 7) et elle posséde un ensemble compact
qui attire uniformément les bornés de E(g), i.e., il existe B un ensemble compact
dans E(e) tel que

VB C E(e) un borné, alors lim sup dist(U,,(t,7)B,B) = 0.

=00 mex
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Démonstration.
Nous définissons l'espace Fi () par la norme

lull, = [ul* + e[ Vul*.

Puisque les injections H*(Q2) C L*(Q) € H'(Q) sont compactes alors l'injection
E\(e) C E(e) est compacte.

D’aprés lestimation (6.56) nous trouvons que la famille {U,,(¢,7), m € X} est
uniformément bornée dans E(¢e). Cette estimation montre aussi que I'ensemble 5 :=
{u € E(e), ||u||% < R?}, ou R est donnée par R? = (1 + c_l)</<1 + cleHig» est
uniformément absorbant. L’ensemble B := | J,,c5; U, er Um(7 +1,7) By est également
uniformément absorbant. D’apreés (6.57), 'ensemble B est borné dans E) (¢) et, alors,
B est compact dans E(e), i.e., la famille {U,,(¢,7)} est uniformément compacte.
L’estimation (6.58) implique que la famille {U,,(t,7), m € ¥} est (E(e) x Z; E(e))-
continue. n

D’apres la derniére proposition et grace au Théoréeme 4.23, nous avons l'existence
d’un attracteur uniforme.

Ensuite, nous allons construire un attracteur compact pour le probléme (6.1) dans
E(e) x X. Pour cela, nous définissons une famille d’opérateurs {S(¢), ¢ > 0} dans
E(g) x ¥ comme suit :

S(t):E(e) x¥X — E(e) xX
(m) — (Un(t,0)u, T(t)m).
Alors S(t) est un semi-groupe dans F(g) x X (cf. chapitre de Cahn-Hilliard non-
autonome). Nous avons alors le résultat suivant.

Théoréme 6.10. ( [15]) Supposons que la famille {U,(t,7), t > 7, T € R, m € ¥}
est (E(e) x X; E(e))-continue et elle posséde un ensemble compact qui attire unifor-
mément tous les bornés de E(g). Alors le semi-groupe S(t) défini comme auparavant
posséde un attracteur compact A qui est invariant par rapport a S(t).
De plus, si 11} et 11y sont des projecteurs de E(g) x ¥ dans E(e) et dans ¥ respec-
tivemet, i.e., I (u,m) = u, Iy(u, m) = m, alors

1. I A= Ay = Ay, est Uattracteur uniforme pour {U,,(t,7), m € X},

2. b A=A, =%,

3. Uattracteur compact de ce probléme et [’attracteur uniforme vérifient respecti-

vement
A= U ’Cm(o) X {m}v As, = A = U Km(0)7
mex mex
ot K (0) est la section du noyau K., de la famille {U,,(t,7), m € X} au
temps t = 0.
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6.6 L’attracteur rétrograde

6.6.1 Préliminaires

Afin de trouver un attracteur rétrograde pour le probléme (6.1), (6.2) et (6.3)
nous appliquons les résultats trouvés dans [11] et [35]. Pour cela, nous définissons
une famille d’applications {¢; },cr+, telles que

R — R,
ot = 17+t teR, 72>0.

Nous définissons 'application ¢ par
¢:RT xR x E(e) — E(e),

o(r,t,uy) =u(r+t;t,u,), YLER, 720, u, € E(e). (6.59)
D’aprés (6.19), 'application ¢(7,t,-), pour t € R et 7 > 0, est continue. Et par
'existence et I'unicité de la solution du probléme (6.1), nous avons

O+ s, t,uy) = d(r, s +t,d(s,t,ur)), teR, 7,5>0, u, € Ee). (6.60)

Par conséquence 'application ¢(7,t,-), définie par (6.59), est un cocycle continu
dans E(e). Alors, ¢ est faiblement continu et nous avons le résultat suivant, la
démonstration peut étre consultée dans [48], ou 'auteur a montré ce résultat pour
une famille de processus de la forme {U,, (t,7)}.

Proposition 6.11. Soit {u,, } C E(e) une suite faiblemet convergente dans E(e)
vers un élément u, € E(e). Alors

o(r,t —1yu,,) — O(1,t — T,u;) faiblement dans E(e), pour tout 7 >0, t € R,

o(-—7,7,u,,) — ¢(-—7,7,u;) faiblement dans L*(t,T; H *(Q)), pour tout T < T.

Soit R, 'ensemble des fonctions r : R — (0, +00) telles que

lim e“r?(t) = 0, (6.61)

t——o00

et D la classe de toutes les familles D = {D(t); t € R} telles que D(t) C B(0,75(t)),
pour 75 € R, ot B(0,75(t)) est une boule fermée dans E(e) centrée en zéro avec
le rayon 74 (t).
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6.6 L’attracteur rétrograde

6.6.2 L’existence d’un attracteur rétrograde
Théoréme 6.12. Supposons que m € L} (R; F(g)) est telle que
¢
/ e“llm(Q)||% < 400, pour tout t € R. (6.62)

Alors, il existe un attracteur global rétrograde appartenant a D pour le cocycle ¢
définie par (6.59).

Démonstration.

L’idée de la preuve est de montrer que le cocycle ¢ est continu, asymptotiquement
compact et il existe un borné absorbant rétrograde, afin d’appliquer le Théoréme
2.25. Par ce qui a précédé ¢ est continu.

L’existence d’un borné absorbant rétrograde :
Soit t € R, 7 > 0 et u, € E(e) fixe, et posons

u(r) ==u(r;t —1,u;) = p(r —t+7,t —7,u,;) pourr >t—r. (6.63)

En multipliant (6.32) par @, nous procédons comme auparavant, nous avons

d. _
Zlalls + cllally < ki + eiflmllE,

ol les constantes ¢, c; et ky sont positives et ne dépendent pas de €. En 'intégrant
entret — 7 et t

1 t
eNa)n < e uln)|E + E/ e|lm(s)|Bds + kie. (6.64)
t—T1

Pour D € D donné, nous avons, par (6.63) et |lullz < ||a||g+ < u >,

B e—ct t B
ot = munlfy < et =)+ S [ S mOIpdC + ke, (669
pour tout u, € D(t —7), t € R, 7 > 0.
Soit R(t) le nombre non négatif donné, pour tout ¢ € R, par

(r0) = 2= [ e m© I (6.60

—0o0

et prenons la famille B dans E(¢) définie par

B(t) ={u € E(e), ||u||lg < R(t)}. (6.67)
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Notons que B € D, et en utilisant (6.61), nous avons

lim kje?™™ =0,

t—T—00

alors, il existe ty > 0 tel que

1
kie e(r=t) <§a, Vi —1 >1ty, « >0 assez petit.

De méme, il existe t; > 0 tel que
—C’T 2 1
e (t—7‘)<§a, Vi—T1 2> 1.

D’parés (6.65)

67, —ull3 < et ) + 5 (RW) + 5o <at 3 (R()” < (BEH)

pour t — 7 > max{fg, {1} et @ > 0 assez petit. Cela montre que B est absorbant
rétrograde dans E(e).

¢ est asymptotiquement compacte :

Fixons D € D, t € R, une suite (7,), 7, — 00, et une suite u,, € D(t — 7,).
Nous allons démontrer que la suite (¢(7,,,t — 7, u, )) contient une suite extraite qui
converge dans E(e).

B est absorbant rétrograde, cela implique que, pour tout k > 0, il existe 7(k) > 0
satisfait

o(ryit—17—k,D(t—71—k)) C B(t—k), V1 =71p(k).

Alors, pour 7 = 75(k) + k, ¢(r —k,t —71,D(t —71)) C B(t — k), i.e., il existe une
suite {wk, 0} C E(g), ot wy, € B(t — k), et une suite {(7,v,u-,)} C {(70, ur,)}
telles que

(T — k,t — Ty ur ) — wy, faible dans E(e).

D’aprés la Proposition 6.11, nous avons

wy = (faible) hm (Tt — Ty Ur )
— (faible) pm ¢kt =k, ¢(T — kot — Ty usr )
= ¢(k,t — k, (faible) lim @(7, — k,t — T, ur ),

e, wyg = ¢k, t —k,wy), Vk>=0. Alors

lwolle < hm mf (s t = Tors ur )| - (6.68)
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6.6 L’attracteur rétrograde

Nous démontrons ensuite

limsup [|6(7r, — 7,0, ) < 0] (6.69)

n/—oo
Pour cela, nous multiplions (6.32) par u, nous obtenons, en particulier,

d ., _ _
S lalls + cllally < kx+2((m, @) .

En intégrant entre t — 7 et ¢

lo(7,t =7, ur) I < ke + Jlug e

+2 / D (m(C), o(C — t+ 7.t —Toun)))adC.  (6.70)
Nous avons

¢(k7t_k7¢(7—n/ _kat_TnluuTn/)) = (b(k—i_Tn' _kut_TnluuTn/)

- ¢(7—n’a t— T, uTn/)v
alors par (6.70)

||¢<kat - k7 qb(Tn’ - kvt - Tns uTn’)) ||2E
< ke b e Mgy — kot = T, ur )|

||¢(Tn’a t— Tn', uTn/)HQE

+2/ eI ((m(Q), (¢ —t+ kot — Ky ¢(Tor — kit — T, 1 ,))))—1dC. (6.71)
t—k

Or,
AT — bt — T ur ) € B(t — k), V70 = 71(k)+k, k>0,
alors
timsup (& ¢(r — byt = 7, ur I3 ) < e R - K).
Nous avons

(T — byt — Ty, ur ) — wy, faiblement dans E(e),
alors, d’apres la Proposition 6.11,
O((-—t+k, t—k, (T —k, t—Tw, u, ) = ¢(-—t+k, t—k,wy) faible dans L*(t—k, t; H ().

Donc

t

lim eI ((m(Q), p(C—t+k, t—k, ST — kb, t =T,y ,)) ) —1dC

n/—oo —k
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= [ 000 4kt ) )

Par (6.71)

lim sup ||¢(Tn’7 L — Ty, uTn/)HQE < kleC(k_t) + e_Ck (R(t - k))2

n’—oo

t
+2/ e ((m(Q), p(C —t+k, t—k,wg) ))_1dC. (6.72)
t—k
D’autre part, nous avons par (6.70)

Jwol|% = [|p(k, t — k,wy)||% < ke

t
Hwklze™ " +2 / eI (m(Q), (¢ —ttk, t—k, wy) ). (6.73)
t—k
Nous déduisons par (6.72) et (6.73)

. —C 2 —Ci
lim sup [| (7, t =T, ur,, ) < e (R(E=K)) "+ |[woll — [lwil e ™"

n/—oo

< e (Rt — k) + [lwol %, (6.74)
ou

ek o Qe clttk)  pimk o 2
(R 1) =2 [ ()

C

—00

alors, par (6.74), nous obtenons (6.69). D’aprés (6.68) et (6.69)

i [[9(rt = 7o un, 3 = [lwoll3
Ceci implique, avec la convergence faible, la convergence forte dans E(e) de ¢(7,/,t—
Tt uTn,) vers wy, et donc ¢ est asymptotiquement compact.
En appliquant le Théoréme 2.25 nous avons 'existence d’une famille d’attracteurs
rétrogrades dans F(e) de la forme

A= {A(t), AB, 1) =) (U (T, gp_Tt,B(go_Tt))>, tER, T3 o}, (6.75)

s20 125

ol B est la famille d’ensembles absorbants rétrogrades définie par (6.67). Ceci n’as-
sure pas l'unicité. [ |
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6.6.3 L’unicité de ’attracteur

Nous démontrons que lattracteur global rétrograde défini par (6.75) est unique.
Pour cela il faut montrer que A est une famille bornée rétrograde, i.e., Ae D, voir
la remarque 4.12.

L’idée de la preuve est de montrer que 'application ¢(-, -, -) admet une décomposition
de la forme

o(,p_rt, B(t)) = P(7,t) + N(1,1), (6.76)
ou, Tlggo |P(7,t)||g = 0, et N(7,t) est un sous-ensemble compact dans E(e). Pour

notre probleme, B est une famille d’ensembles absorbants rétrogrades et ¢ admet la
décomposition (6.76), ou P(7,t) = 0 et N(7,t) est un sous-ensemble compact dans
E(e) (puisque ¢ est asymptotiquement compact dans F(¢)). De plus, si on montre
I’estimation suivante

IN(7, )|z = h < o0, (6.77)

alors A est une famille bornée rétrograde, et nous avons l'unicité de l'attracteur
d’aprés le Lemme 4.13 et le Lemme 4.14.

Pour cela, en multipliant (6.32) par @ nous obtenons (6.65) et par définition de
lattracteur rétrograde; (6.75), nous avons

IN(r, 0% = [|o(r,t — mun)||% < (R())* < o0,  (par (6.62))

pour u, € B, et t — 7 > max{to,?;}. Nous avons alors l'unicité de l'attracteur.

6.6.4 Dimension de 'attracteur

Nous allons montrer ici que la dimension de l'attracteur rétrograde global du
probléme de Cahn-Hilliard visqueux est finie dans l'espace E(e). Pour cela, nous
appilquons le résultat suivant.

Théoréme 6.13. ( [10] et Théoreme 4.16 pour le modéle de Cahn-Hilliard)
Supposons qu’il existe Ko, K1,0 > 0, telles que

AL = sup |lylle < Kolt|” + K1, VteR, (6.78)

yEA()

et, pour tout t € R il existe T* = T*(t), £ = L(t,T*) € [1,+00), § = (¢, T*) €
(0,1/4/2) et N = N(t), telles que
pour tout u,v € A(t), 7 <t—T%,

(T, 7,u) = (T, 7, 0)|l e < Lllu — o]z, (6.79)
QN (&(T", 7, u) = (T, 7,0)) |5 < Ollu — vlp, (6.80)
ot Qn est le projecteur de E(e) dans un sous espace E(g)% de la dimension N € N.

Alors, pour tout n = n(t) > 0, tel que 0 = o(t) = (6v/20)N(v/20)" < 1, nous
obtenons l'inégalité suivante

dpe)(A(t)) < df(At) < N+, (6.81)
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Dans ce qui suit nous supposons que m vérifie 'hypothése suivante :
Ir >0, [m@)|e<alt]”+c, vVt € R, (6.82)
ainsi que les hypothéses du Théoréme 6.12. Nous avons les résultats suivants.

Lemme 6.14. Pour m vérifie (6.82) nous avons, pour tout t € R, lexistence de
By(t), borné dans E(¢e), tel que

o(t —7,7,D(1)) C By(t), VD eD. (6.83)
Démonstration.
Multiplions
0 —1- _ _ -1
a((—A) U+ 5u) — Au+ f(u) =< f(u) > +(=A)""m,

par u, procédons comme précédemment, nous avons

d
%Haugﬂwubgp/ Pdr < 2+ e(erls]” + ), (6.84)
Q

d
_||a|y§+cy|a||§+bgp/ PPde < 2+ c(er]s]” + )’
Q

Gréce au lemme de Gronwall, ||u||p < ||u||g + mo,

t
lu()lE < e llacl|% +mg + / e (21 + clerls| + e2)?) ds,

donc la boule

Bo(t) :={y € E(¢), |lullz < VEK()+a};

t
K(t) ::/ e ™) (2K +c(cr|s"+e2)?)ds et a =mi+e T ||u. ||} >0, (6.85)

— 00

vérifie (6.83). |

Lemme 6.15. Pour tout t € R, ty < t, il existe By(to,t) borné dans E;(g) et
compact dans E(e) tel que,
VD € D, il existe T =T(D,tg) < to,

o(t — 71,7, D(1)) C By(to,t), Vr < T.

Démonstration.
Multiplions

0

§<u +e(=A)u) + A%u— Af(u) = m,
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par u

DN | —

d
G P+ <l9uR) | Auf 4 by, [ w2 9udn < clulf, +lm
Q

d
—lulls, < lm)lls + ellulz, (6.86)

Posons a = ai(t) = ﬁi Im(r)2dr, ay = ay(t) = =), supposons que t; < s <
r < t et multiplions (6.86) par e~¢" %)

d
dr

Intégrons entre s et ¢

(676(T?t0)||u||2E1) < C/|m(r>|2670(r7to) < c/|m<7,)|2‘

t
lu(®)l1E, < e lu(s)]E, +6C(H°)/ [m(r)|*dr,

< 2(|af+ <u>?) +elVul?
< (c+e)|Vul* +2m2.

Ce qui donne
lu®lE, < ((c+2)IVul + 2m8 + a1 ) az

Enfin, intégrons par rapport a s sur (g, t)
¢
(t —to)|lu(t)||z, < ((c + e)/ [Vu(s)*ds + (a1 + 2m§) (t — t0)>a2.
to
Le terme fti |Vu(s)|?ds est majoré par (6.84) comme suit ;

t t
/ |Vu(s)|?ds < R(to,t), R(to,t) = 2k1(t—t0)+c/ (clys|’“+c2)2ds+K(t)+a.
to

to

Alors, I'ensemble

]{(t07t)

Bito,t) = {ue Bi(e), [lul, < ((c+) 52" +ar +2m3)as |

— 1o
est I’ensemble recherché. [ |

Théoréme 6.16. Le cocycle ¢ posséde un attracteur global rétrograde A = { A(t) }er.
De plus, AKy, Ky, 0 > 0 telles que

IA®IE < Kolt” + K1, VteR, (6.87)

~

i.e., A€ D.
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Démonstration.

Nous avons déja montré 'existence d’une famille d’attracteurs rétrogrades, et par
Punicité, i.e., la famille {A(t)}er est bornée rétrograde, nous avons A € D. Nous
trouvons (6.87).

Puisque A(t) C By(t) (par (6.83)), nous avons

[Bo)lI == sup llylle < VE(t) +a,

y€Bo(t)

ou K(t) et a sont donnés par (6.85). Nous obtenons de ce calcul, I'existence de
r1 > 0, Ry et Ry tels que
1Boll; < Rult|™ + R,

ce qui donne (6.87). |

Théoréme 6.17. L’attracteur global rétrograde du probléme de Cahn-Hilliard vis-
queuz est de dimension finie,

de(A(t)) < dp(A(t)) < oo.
De plus, il existe Ly > 0, dépend de €2, de ¢ et de n, telle que
de(A(t)) < di (A1) < Li(C)%, (6.88)
ot C' est la constante donnée par f'(s) > —C.

Démonstration.

Pour montrer que I'attracteur rétrograde est de dimension finie nous appliquons le
Théoréme 6.13. D’aprés (6.87) nous trouvons la premiére inégalité de ce théoréme.
Soient u; et us deux solutions différentes correspondant & m. Pour simplifier on
prend < u; >=< wug >, sinon on fait exactement comme dans la section 5.9.2 et
nous obtenons le méme résultat. Posons w := u; — uy. Alors

0

E((—A)_lw +ew) — Aw + f(ur) — f(uz) = 0. (6.89)
Multiplions par w, notons que < w >= 0 et que
lwll = lwlZy + elw* > w2y,
1d
Sl + VP < Ol
< OVl flw]|
1 2 2
< §|Vw| + w2,
1 2 2
< §|Vw| + 1 ||w||%, ¢ = cC.
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ol les constantes ne dépendent pas de €. Nous avons, en particulier,

d
ol = 2e|wlz <0

lw®)1% < e w(r)||Z, (6.90)

ou
lun (7 +T7) = us(7 + T < €7 [lun (1) — ua(7) |-

Nous avons alors la deuxiéme inégalité du Théoréme 6.13, out £(t, T*) = e 7",

Soit w est comme précédemment et soit Qy le projecteur de E(e) dans un sous
espace E(g)%. Multiplions (6.89) par Qyw(s)

1d
5 7@V (s)E + VQnw(s)* < Cluw(s))”

D’apres (6.90)

d
Zlonw(s)E +2/VQxuw(s)® < 21y (1) — ua (7) |3,

lOxw(s)IE = lQnw(s)|Z) +el@yw(s)* < (c+e)lQnw(s)|?

< A (et 8)[VQuu(s)P.

Il vient alors
d
d—SIIQNUJ(S)II% + 2Avsi(c+ &) HQvw(s)| < 2¢e* ) lug (1) — ua(7)]| 3.

Multiplions par e?*V+1(5=7) ¢ .= (c 4 )71 > 0

d
(e Quu(s) ) < 2N (1) (1) 3
S

Intégrons sur (7,7 + T%),
/
| Quw( + T[T < fua(r) = ua(m) [ (14 g (20T 1) ),
c1+ cAni1

Ce qui donne

lQnw(r +T7)II%
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/ /

. c . c .
< Mulr) — w ()12 (e—QC)\N+1T n 2T _ e—QCAN+1T>
< Junl) - w(r) T

Cl+C>\N+1_CI —2¢\ T* Cl 2¢1T*
< u7—u72< e N e )
< fhua(r) = ) (S o

/
< _ 2 < 720)\N+1T* c 201T*> o / > 0
< llea(r) — wa(r) e b T powr

= 8(t, T, N)|lua(7) — ua(7) |2

Pour vérifier (6.80) du Théoréme 6.13, il faut bien choisir 7% et N = N(¢) pour

avoir 6 = §(t,T*,N) < \/Li Et alors nous obtenons d¢(A(t)) < N + 1, (d’aprés le

Théoréme 6.13), ot 1 est donné par la condition suivante
(6v20(t))™ (V26(t))" = o(t) < 1.
Pour démontrer (6.88), nous avons

AN

dD >0 telleque — > D, VN eN.
Posons n = N, donc
o(t) = (126(t)e(t))*"
_ 192N <€—2CAN+1T*+QC1T* ¢ 64C1T*>N
c1+ ANt

Posons v = 12. Nous devons choisir 7% et Ayy1 tels que

* ].
—2(eA —c)T*
] (6.91)
d derT* 1
—e" , > 0. 6.92
1+ ANt So2ra (6.92)
Ce qui donne
log 272

2(C>\N+1 — Cl)’
et I'inégalité (6.92) sera satisfaite si nous avons

1+ ANt

(C)\NJrl — Cl> IOg (m

) > 4eylog (V27).

En utilisant Ay41 = D(N + 1)+, nous obtenons

c1+ ANt
(272 + )

¢4+ eD(N + 1)=
(A1 — 1) log ( (27?2 + ) )
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6.7 L’attracteur exponentiel rétrograde

En choisissant N = N (t) telle que

2 cl—l—cD(N—l—l)%
D(N +1)% >5¢, et > V72 4,
¢D(N +1) cp e 0297 o) V2

et donc l'inégalité (6.92) est satisfaite si

2 9 5¢,C
(N+1)n > c—g = CC;) , otc=(c+e) .
Donc o
Ca 2
N> ( ) —1.
cD
5 O3
Alors, en choisissant N telle que N < <%> ? hous avons
n 5 N
dp(A(t)) <2N < Li(C)3, Ly = (#)2 0

6.7 L’attracteur exponentiel rétrograde

6.7.1 Généralités

Nous allons chercher un attracteur exponentiel rétrograde du probléme de Cahn-
Hilliard visqueux suivant :

%(u +e(=A)u) + A%u — Af(u) = m(t), (6.93)
% = % =0 sur I,

u(T, x) = up(x).

f est un polynoéme de degree (2p—1), défini comme auparavant, et m est une fonction
dépendant de t et vérifiant les hypothéses suivantes :
(A1) me L} (R, E(e)) et [, mdz =0,
(A2)
M,,(t) := sup/ lm(s)||5ds < oo, pour tout t € R,

r<t —1
(A3) il existe tp € R et ¢ > 2 tels que
M, 4(to) == sup/ lm(s)||5ds < .
r<to Jr—1
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u est la solution du probléme (6.93), de moyenne constante. Supposons ici que
| <ug>|<Moul|<u>|<M.

Nous définissons, pour tout 6 > 0, K > 0 et B C E(¢c), 'ensemble S; i (B) d’appli-
cations S : E(e) — E(¢) telles que S(Os(B)) C B et

|Suy — Sus||lp < K||luy — usl|g,  pour tout wuy,us € Os(B),

ou Os(B) :={u € E(e) : ing |lu—wl||g < 0}. Et la métrique dans Ss x(B) est définie
we
par

||Sl - 52||55,K(B) ‘= Ssup ||Slu - S2u||E
u€Os(B)

Nous définissons pour le probléme (6.93) une famille d’applications U, , telle que
Ut == {Un(t,7): 7 <t < to},

Un(t, Tug := u(t; 7,up), 7 <t < to,up € Ee).

Pour ty € R, nous notons par U(E(e),ty) la classe de toutes les familles U =
{U(t,s): s,t e R;s <t < ty} dapplications U(t,s) : E(e) — E(e), tels que

1. U(s,s) = Id, pour tout s € R.
2. U(t,r)U(r,s) =Ul(t,s), pourtout s <r <t
Par cette définition, U, ., € U(E(e),ty), pour ty € R.

6.7.2 Estimation a priori
Estimation de ||u(t)||%
Soit u(t) = u(t; T, up) une solution. Alors

%((—A)_lu—i—eu) — Au+ f(u) = (=A) " 'm(t)+ < f(u) > .

Multiplions par u, © = u— < u > donc < u >= 0,

1d, _ _
5 e+ Vel + (f(w),u) <] <u> I/Qlf(U)ldﬂf+ [[m] @]l -

Nous avons

a2, < alVul?,
a? < clVul
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6.7 L’attracteur exponentiel rétrograde

Donc
1d ., B 1 1 c, 1
QEHUH% + cl|al|% + §pb2p/ﬂu2pdx < §k1 + §HUH2-1 + Q—CHmHz—l
1 c, 1
< §k1+§HUH%E+2—CHmH%-

En particulier,

d, ~ 1
Sl + el < b+~ mlf

d<u>?
27 )
dt ’

Nous avons

d 1
Zlallz + (1 +e) <u>?) +e(lalz+2 <u>") <k + - [mllz,
k) dépend de M et de €.

d 1

%(Ha“% +(14e)<u>?)+e(flalz+(1+e) <u>*) <k + E||m||2E, (6.94)
les constantes k} et ¢ sont positives et indépendantes de . Multipliant par e et
intégrant sur [7,t], ¢ > 7, nous avons

1 t
e R ) e A O 2

1 t
lu®)1% < e |uol[3 + ks + 26_“/ e [lm(s)[zds, (6.95)

pour tout ¢t > 7.
Nous estimons le dernier terme.

t t
e [ e mo)lpds < e [ el lpds
:

— 00

00 t—n

= et [ s s
t

< (1- e_Ct)_le(t)

< (L+cHMy(t).
Ce qui donne d’aprés (6.95)

lu() 1% < e uollh + ¢ M1+ ) Mi(t) + K, (6.96)
217



CHAPITRE 6 : Probléeme de Cahn-Hilliard visqueux non autonome

pour tout ¢t = 1
Soit D un borné de E(g), ou || D := max (1, sup ||v|| ). Nous avons alors par (6.96)
veD

lu(t; 7, uo)l|% < 1T+ H(1+c ) Mu(to), (6.97)

pour tout t < to, 7 < t — 2log(C1||D||£), et pour ug € D.
7 dans la relation précédente est trouvé par

e UIDIE + k2 <1

et donc 5
T<t— Elog(CHHDHE), C1 = ko.

Nous avons alors le résultat suivant.
Proposition 6.18. Soit D C E(g) un borné. Alors

2
U (t, 7)ol < C(to), pour toutt < tg, 7 < t—zlog(C'lHDHE), ug € D. (6.98)

Estimation pour la différence entre deux solutions

Proposition 6.19. [I existe une fonction positive L = L(t, ), indépendante de m
et de €, telle que

U (t, T)uor — Uni(t, T)uozl| e < Lluor — uo2| & (6.99)
Démonstration
Soient uy(t) = Uy, (t, T)ugr et ug(t) = Upn, (L, T)uge deux solutions de (6.93). Posons
u(t) = wy(t) — Uz( ), m(t) = mq(t) — ma(t) et < u; >=< uy >. Nous avons

a - -

5 (FA) b eu) = Aut f(ur) = fluz) = (=8)'m,

U(T> = Ug1 — Up2-

Multiplions par u, par interpolation et f' > —c,

1d
5 (2 + elal) + [Vult < cluf? + ml]full -+
1 2 2 2
< SIVul + el + eilml,
d
Slully < ellully + exllmil,
t
s < o3 + 1 [ e m(s) s (6.100)

Pour m correspond les deux solutions, nous trouvons (6.99) ot L(t,7) = 27,
t>T.

Pour < u; >#< uy > nous faisons comme dans la section 5.9.2, ou f(s) = s* — s,
et nous obtenons par (5.116) l'estimation (6.99), ou L(t,7) = 62( -, |
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6.7 L’attracteur exponentiel rétrograde

Estimation de ||U,,(t, T)up — wo||p

Posons w(t) := u(t) —up = Upn(t, T)ug — up. w vérifie, notons que < w >= 0,

%((—A)—lw —i—éw) — Au+ flu) = (=A)'m+ < fu) >
Multiplions par w
;CZ(HWH | +elwl ) = (Au,w) — (f(u),w) + ((=A)'m,w)

= VUl ~ (Vuo, Vi) — (), )+ (F0), ) + (~2) ).
ol + 209 wl? + 2 () )
< e[ Vuol? 4+ 21(F(u) wo)| — 21(F ), wo)| + 2((~) " m,w) + 21/ (o), wo)l,
||w||E+2|Vw|2+c1||u||L2p k1 + ¢ Vuo[*+
21 () wo)] = 20 (o) )]+ (=) 0) + 21(F ) wo),

|(f (), uo)| = |(f (uo), wo)| < |(f(w) = f(uo), uo)l

< clf(u) = f(uo)l* + [uol”

N

2
(/ (Jul* =2 + Juo|*% + 1) |w|d5‘7> + [uol?
Q

(/ (|u|4p—4 + uo[*P™* + 1)d:v> lw|? + |uo)?.
Q

N

Nous avons alors, pour p = 2,

|(f (), uo)| = [(f (o), uo)|

N

clw]* + Juo[*
1
< IVl +cfwllZy + fuol”

En particulier, et par |f(uo)| < c1|ug|* + c2,

d

—lwle <k + el Vuol* + ¢lugl” + [uo* + ¢7Himlg + cfjwllz.
En intégrant entre T et ¢, t > 7, et notons que w(7) =0,

|Unn (£, 7)o — uo |5

< (Kt =)+ alVuoP (= 7) + ¢ (ol + [uof®) (¢~ 7) /Hm )[ds) e

(6. 101)
pour tout 7 < t et ug € H'(Q).
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6.7.3 Théoréme d’existence d’attracteur exponentiel rétro-
grade
Pour trouver un attracteur exponentiel rétrograde du probléme de Cahn-Hilliard
visqueux nous appliquons [43], Théoréme 2.3, et pour cela, il faut vérifier les condi-
tions suivantes (déja vu au chapitre 4) :
(HO) Nous fixons 75 > 0. Alors, pour tout B C E(e), ensemble borné et fermé

dans E(e),
Um(t,t — ’7'0) € S(S,K(B), Vvt < tp. (6102)

(H1) Tl existe Cp > 0, 0 < g9 < 719 et v > 0 tels que
pour tout t < ty, 79 < 7 < 27,0 < s < gg et v € Os(B),

U (t,t — 7)o — Up(t — s,t —r — s)v||g < Cyls|”.
(H2) Il existe une constante C'z > 0 telle que
|Un(t,t —s)v — Up(t —s,t — 1 — s)w||g < Cpllv —w|g,

pour tout v,w € B, pour t < ty, 0 < 5 < 27.
existe C), > 0 et v > 0 telles que

H3) Il existe C) > 0 et 7' > 0 tell

pour tout t < ty, 70 <7 < 27,0 < s < gg et v E B,

U (t,t — )0 — Up(t — 5,6 — )05 < Chls|”.

(H4) Pour tout t > ty et Dy, Dy deux bornés de F(e), il existe une constante
L(t, Dy, Dy) > 0 telle que

U (t, to)v—Upn(t, to)w|| g < L(t, Dy, Do) ||lv—w||g, pour toutv € Dy,w € Ds.

Considérons l'ensemble B := {u € E(¢) : |jullg < Cy(to)}, et posons 15 := 1 +
2¢7! log(Ch max{1,1 4 Cp,(to)}).

Nous avons, pour § =1, Oy(B) := {u € E(e) : l%f( : |lu—w|g <1}
we (3
D’aprés la Proposition 6.18, nous avons

U (t,t — To)uol|z < Chn(to),

pour tout ¢ < to, t—79 < t—c ' log(C1]|O1(B)||k), uo € O1(B). Posons ||O1(B) || :=
max 1, C1 (1 + Cy,(to))-
D’aprés la Proposition 6.19

U (t,t —To)uor — U (t, t — To)uoz|| p < K|Juor — uoz2|| e,

oit K = e2™. Alors U,,(t,t — 1) € S1.x(B) pour tout t < to.
La continuité de l'opérateur U,,(t,s) : E(e) — E(e), pour tout s < ¢, se déduit de
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'estimation (6.100).

Uy, satisfait (H2) et (H4)

Nous avons par la Proposition 6.19

U (t, t — $)upr — Up(t,t — s)ups|| g < e Nuor — w2l &,

pour tout t < tg, s € [0, 270, w1, ug2 € B.
Alors U, satisfait (H2) avec Cp = e“™. U, satisfait également (H4) grace a esti-
mation (6.100) out L(t, Dy, Dy) = ez(t=t0),

U, satisfait (H1) et (H3)
Posons u(t) = U,,(t, T)ug. Pour s > 0, t — s > 7, nous avons

t
9 9y,

u(t) —u(t —s) = T

boou
Ut 7o = Unt = 5. ol < [ 570t
t—s

1 t (9u %
< s2 — (0]
<s </t_s”8t (9)HEd9> . (6.103)

du
ot

Pour estimer le terme ftis | ==(0)||%df nous multiplions 1'équation

%((—A)lfa +eu) — Au+ f(u) =< f(u) > +(=A)"'m

ou ou

—, < =>=0
ot’ ot ’

par

1d 1, 0u
15715 + 535 (Val+2 [ twda) < elimliy + 3151,

5 1 0u
< cmlz + 5151z

En intégrant sur [t — s, ] et sur [0, — s] nous avons
t
[ 15+ 1vuor +2 [ gtutnds < e [ lm@)l3d0+ 9o +2 [ guords
0
< const. (par (A2)).

Nous déduisons par (6.103)

U (t, 7)o — Un(t — 5, T)uo || < é152, (6.104)
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pour tout ¢ <tp, 0 < s <1, 7 <t — 27! log(Ch]|O1(B)||), uo € O1(B).
Soit r > 7. Alors
t—r<t—1-2c"1og(C1]|O1(B)]g). (6.105)
Par (6.104) et (6.105)
[Up(t, t =)o — U (t— s, t —1)ug || 2 < é152, (6.106)

pour tout t <tp, 0 < s < 1, 1> 719, ug € O1(B).
Donc Uy, satisfait (H3) avec 7/ = 1. De plus

U (t,t — r)ug — Up(t — s, — s — 1)ugl| &

< |Un(t,t —r)ug — Up(t — s, — 1)ugl| g

+ | Un(t — s, t —1)ug — Up(t — 5,6 — s — 1)ug|| . (6.107)

D’aprés (6.100), nous avons

Ui (t — s, t — r)ug — Up(t — s,t — s — r)ug|| g
= || Un(t —s,t —r)ug — Un(t — s,t —r)Upn(t —r,t — 1 — s)uo||lg

eg(r_s)Huo —Upn(t —rt —1r — 8)uglle

N

< e™ug = Un(t =1t =7 — s)ugllp, 70 <7 <2m,0<s< L. (6.108)
D’apreés (6.101)

t—r 1
o = Un(t =1t =7 = SJuolls < Cust e 3 ([ mi@)Ias)”,  (.109)
t

~ 1
ou Cl = (k?i + CﬂVUo‘Q -+ Cl(|UQ|2 + ‘UQ’8)> 2,

Pour 0 < s <1 et t < ty, nous avons par l'inégalité de Holder

[ o< ([ (]

—r—s —r—s —r—s

t—r =2

q—2
1d9) *, pour q > 2,

donc

q—2

/tH 1m(0)|5d6 < (Mm,qao))isq. (6.110)

—r—s
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Pour 0 < s < 1, 52 < s et par (6.109) et (6.110)

~ 1 1 q—
o — Up(t — 1.t — 17 — 8)uo| 5 < (cl+c*a(Mm,q(t0))q) s (6.111)
pour tout t < 1p,0 < s < 1,79 < 270,u0 € E(e).
Nous déduisons par (6.106), (6.10 7) (6.111)
U (8, t—1)tsg— Upn (t— 5, t—s—1)ug|| 5 < Cy % (6.112)

pour tout t <tp, 0 < s <1, 79 <7 < 27, up € O1(B).
Alors U, satisfait (Hl), avec 0 = 1 e=1,Cy=C,.

Nous avons alors, en appliquant [43|, Théoréme 2.3 et Corollaire 1, le résultat suivant.

Théoréme 6.20. Supposons que m dans le probleme (6. 93) vérifie les hypothéses
(A1), (A2) et (A3). Alors il existe une famille My, = {My, (t) : t € R} d’en-

sembles non vides de E(g) vérifiant
1. Up(t, 7)My, (7) C My, (t), pour tout T < t,

2. MVT,TUm (t) = My, (t —7), pour tout 7 >0 et t <ty et
My _y (1) C My, (t — 1), pour tout 7 > 0 et t > to,

ou T Uy (t,s) :=Upy(t — 1,8 —7)
3. Pour D C E(¢g) borné,

disti ey (Un(t,t — 7)D, My, (1)) < Cye®*Pe=07,

pour tout T = sp et pourt < ty

et
distge (Un(t, t — 7)D, My, () < Lin(t, D, My, (to))Cre®pti=to) =07

pour tout t > tg et pour T = sp +t — ty, ou é’l et a sont deux constantes
positives dépendantes de Q) et M,,(to).

4. Pour tout t € R, .//Vlva (t) est compact dans E(e) de dimension fractale finie
et, plus précisément,
i, si t < to,
dimF(MUm(t), E(é)) < OI
Lin(t, My, (to), Mu,, (t0))

telle que Cy > 0 et dépend de Q0 et M, (to),

, st >y,
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5. il existe Uattracteur global rétrograde de U,,, {A(t) }er, qui satisfait

A(t) € My, (t),  pour tout t € R.
Et sa dimension fractale est finie et estimée par

le’ sit < to,
dimp(A(t), B(2)) < &
L (t, My, (to), Mu,, (to))

, sit >,

0. pour tout 0 < r <1 et pourt < iy,

disty"™ (Mo, (8), Mus, (¢ = 1)) < Colr 407,

tels que v = q- et Cy et k sont deuzr constantes positives dépendantes de

q
Q, q, Mm(t0> et Mmﬂ(t(]).
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Conclusion

Ce travail a été porté sur les attracteurs pour des systémes dissipatifs non auto-
nome.
Trois modeéles d’équations aux dérivées partielles ont été étudiés :
i) I'équation de Navier-Stokes. Celle-ci a été étudiée en dimension deux sur un
domaine borné avec des conditions aux limites de Dirichlet homogéne et des
conditions aux limites périodiques,

ii) I’équation de Cahn-Hilliard en petite dimension d’espace (1,2 et 3), avec des
conditions aux limites de Neumann,

iii) I’équation de Cahn-Hilliard visqueuse en petite dimension d’espace (1,2 et
3), avec des conditions aux limites de Neumann.

Ces modéle ont été étudiés dans le cas autonome et non autonome.

Pour des équations autonomes, nous avons démontré 1’existence des attracteurs glo-
baux et d’attracteurs exponentiels. Les attracteurs exponentiels ont été démontrés
pour le probléme de Navier-Stokes autonome en utilisant la prpriété de laminage.
Ainsi, 'existence d’attracteurs exponentiels, uniforme, rétrograde et exponentiels
rétrogrades pour des équations non autonomes. L’existence d’attracteurs exponen-
tiels a été prouvée en utilisant la propriété de régularisation dans ce cas. Nous avons
également construit une famille robuste d’attracteurs exponentiels, uniforme par
rapport a la perturbation, pour le modele de Cahn-Hilliard visqueux.

Les résultats obtenus montrent qu’il serait intéressant d’ :
— Etudier d’autres équations, notamment pour les attracteurs exponentiels ré-
trogrades. Nous pensons notamment a des équations hyperboliques amorties
(typyquement 'equation d’onde amortie) et a des perturbations hyperboliques

de Cahn-Hilliard.

— Etudier la Continuité/robustesse par rapport a un parameétre.
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Attracteurs pour des systémes dissipatifs non autonomes

Résumé L’objectif de notre recherche est d’étudier I'existence d’attracteurs de di-
mension finie pour trois modéles d’équations aux dérivées partielles non linéaires :
Navier-Stokes, Cahn-Hilliard et Cahn-Hilliard visqueux. En outre, nous étudions
ces modeles dans les cas autonome et non autonome. Dans le but de définir les
attracteurs pour chaque modéle nous avons démontré 'existence et I'unicité de la
solution, puis I'existence d’un ensemble borné absorbant. Nous avons démontré éga-
lement l'existence d'un attracteur global et d’attracteurs exponentiels dans le cas
autonome, ainsi que les attracteurs exponentiels, uniforme, rétrograde et exponen-
tiels rétrogrades dans le cas non autonome. Par ailleurs, nous avons démontré que
pour les deux derniers modéles, 'attracteur pullback est unique et de dimension
finie.

L’existence d’un paramétre e, dans le modéle de Cahn-Hilliard visqueux, nous a
conduit a construire une famille robuste d’attracteurs exponentiels en étudiant la
limite € tend vers zéro.

Mot-clefs

Equations de Navier-Stokes, équation de Cahn-Hilliard, équation de Cahn-Hilliard
visqueux, attracteur global, attracteur exponentiel, attracteur rétrograde, attracteur
uniforme, attracteur exponentiel rétrograde, attracteurs exponentiels robustes.

Attractors for some non-autonomous dissipative systems

Abstract The aim of our research is to study the existence of finite-dimensional
attractors associated with three nonlinear models of partial differential equations :
Navier-Stokes, Cahn-Hilliard and viscous Cahn-Hilliard. Furthermore, we study these
models both in the autonomous and non-autonomous cases. In order to define the at-
tractors for each model we have proved the existence and uniqueness of the solution
and then the existence of a bounded absorbing set. We have also proved the existence
of global and exponentials attractors in the autonomous case, as well as exponential,
uniform, pullback and pullback exponential attractors in the non-autonomous one.
In addition we have shown that for the last two models, the pullback attractor is
unique and with finite dimension.

The existence of a parameter € in the viscous Cahn-Hilliard model has led us to
define a robust family of exponential attractors by studying the limit € goes to zero.

Keywords

Navier-Stokes equations, Cahn-Hilliard equation, viscous Cahn-Hilliard equation,
global attractor, exponential attractor, pullback attractor, uniform attractor, pull-
back exponential attractor, robust exponential attractors.




