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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

1.1 Contexte

Les travaux de cette these s’inscrivent dans le contexte du traitement du signal et des images.
[’augmentation de la puissance de calcul des ordinateurs ainsi que des capacités de stockage ont
permis d’étendre ces méthodes a un grand nombre de domaines tels que le traitement de vidéos.
Il est maintenant possible de réaliser des acquisitions vidéos a une cadence de quelques mil-
liers d’images par seconde. Ces avancées scientifiques et technologiques ont considérablement
augmenté les possibilités expérimentales dans des domaines tels que celui de I’analyse des mou-
vements fluides. Dans le méme temps, les quantités de données a manipuler ont considérable-
ment augmenté, introduisant ainsi de nouvelles problématiques dans le domaine de 1’analyse
automatique des données numériques. Des recherches sont alors menées afin de répondre a ces
problémes, en réduisant la quantité d’informations utiles ou en détectant les structures princi-
pales des écoulements. Dans le domaine du grand public, la vidéo numérique a suivi le chemin
de la photographie numérique. Le cofit des caméras vidéo numériques est devenu tres faible. 11
est maintenant possible de réaliser des films avec un téléphone portable. Les réseaux sociaux
et autres sites de visionnage de vidéos en direct fleurissent sur internet. De nouvelles théma-
tiques de recherche voient alors le jour, notamment pour 1’indexation automatique de vidéos
par le contenu. Parallelement, le domaine de la vidéo surveillance a explosé, en raison du faible
colit des caméras, de la qualité et de la miniaturisation des dispositifs... La ville de Londres,
par exemple, est actuellement équipée de plus de 10000 caméras de surveillance. Cependant,
de si grands réseaux de caméras, ne peuvent pas tous étre surveillés en permanance par des
opérateurs humains. Il y a donc 1a aussi de grands enjeux pour la recherche en reconnaissance
d’actions humaines. On peut encore citer 1’analyse du geste sportif, I’aide a la personne pour
des applications telles que la détection de chute dans les douches ou les escaliers, etc. Il y a au
moins un point commun 2 toutes les thématiques que nous venons de citer, puisqu’elles font
toutes intervenir la notion de mouvement.
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1.2 Motivation

C’est justement sur ce point commun, le mouvement, que nous avons travaillé pendant cette
these. Le mouvement, qu’il s’agit de modéliser, peut étre représenté par un champ de vecteurs.
Ce dernier peut étre dense ou épars selon la nature du mouvement ou la méthode d’estimation.
L’objet de ce travail concerne I’étude et le développement d’un outil générique de modélisation
du mouvement, pouvant s’adapter aux différents domaines évoqués ci-dessus. Ces applications
faisant intervenir différents domaines de la science expérimentale, il nous a semblé intéressant
d’avoir recours a un modele reposant sur des fondements mathématiques solides. Nous avons
ainsi a disposition un formalisme pouvant ére appliqué a différents contextes. Nous avons étudié
les bases de polyndmes orthogonaux pour la modélisation du mouvement.

Ce travail a été effectué au département SIC (Signal Image et Communication) du labora-
toire Xlim, a I’Université de Poitiers. Le premier objectif est d’étendre les travaux de MARTIN
DRUON [Druon 09] concernant I’utilisation des bases de polyndmes orthogonaux pour I’anal-
yse de mouvements issue de séquences vidéo expérimentales de la mécanique des fluides. Au
cours de ses travaux, MARTIN DRUON a comparé cette méthode de modélisation globale du
mouvement a une autre méthode couramment utilis€ée dans ce domaine ayant recours a une dé-
composition en valeurs singulieres de la séquence. Encouragés par la qualité des résultats, nous
avons souhaité poursuivre les recherches concernant I’utilisation des bases de polyndmes pour
la modélisation du mouvement suivant trois axes principaux. Le premier concerne 1’étude des
modélisations hiérarchiques permettant d’aboutir a différents niveaux d’analyses d’un méme
mouvement, le second, la modélisation des champs épars et le troisieme, 1’utilisation de cette
méthode de modélisation a d’autres mouvements que les mouvements fluides.

1.3 Contributions

Modélisation hiérarchique d’un champ de déplacements

Dans un premier temps, nous nous sommes intéressés a la modélisation hiérarchique d’un
champ de déplacements. Nous avons donc étudié différentes méthodes classiques de subdivi-
sions du domaine spatial. En utilisant des méthodes arborescentes telles que le quadtree, nous
avons constaté qu’il est possible d’obtenir, a partir d’une subdivision irréguliere, une modélisa-
tion d’un champ de déplacements de qualité comparable a celle obtenue avec la plus petite grille
réguliere correspondant a plus petite subdivision utilisée dans le quadtree. Ces méthodes perme-
ttent de garantir une qualité de reconstruction d’un champ de déplacements complexe avec des
bases de polyndmes de degrés faibles tout en obtenant des gains de compression relativement
élevés. De plus, il est aussi possible de modéliser les champs épars en subdivisant le champ en
fonction de sa densité.

Modélisation des champs épars

La modélisation hiérarchique d’un champ de déplacements permet d’obtenir une approx-
imation des champs épars de meilleure qualité que les modélisations globales méme avec un
degré élevé. Cependant, en reconsidérant la méthode de génération des bases de polyndmes or-
thogonaux, nous avons proposé une méthode de génération des bases de polyndmes s’adaptant
a la densité du champ. Ainsi, a condition de connaitre la densité des champs pour générer la
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base qui convient, nous pouvons modéliser les champs épars avec la méme qualité que celle
des champs denses. Pour pouvoir comparer deux champs épars, il est nécessaires de réaliser un
changement de base des coeffcients d’une base épars vers une base dense. Nous proposons une
solution pour réaliser cette transformation. Il est alors possible de comparer deux champs épars
en comparant leur coefficients dans une base dense.

Base de polynomes pour I’approximation a erreur nulle

I1 est possible d’obtenir une approximation a erreur nulle a partir de projections sur des bases
de polyndmes orthogonaux, comme cela peut étre effectué avec la transformée de Fourier ou
avec les transformées en ondelettes. En nous appuyant sur le polyndme d’interpolation de L A-
GRANGE, nous présentons les conditions pour rendre cela possible et la procédure pour générer
une telle base. Nous pouvons alors réaliser une modélisation a erreur nulle de tout champ de dé-
placement a conditions d’avoir une base composée d’autant de polyndomes qu’il y a de vecteurs
dans le champ. Cela étant, pour des raison calculatoire, cette méthode n’est applicable dans la
pratique, que sur de petites images ou par subdivision avec une grille réguliere sur des blocs de
petites dimensions. A partir de 13, nous présentons une méthode permettant d’ obtenir une trans-
formée multi-résolutions d’un champ de déplacements utilisant les bases de polyndmes. Cette
méthode consiste a regrouper les coefficients d’'un méme polyndme sur une méme imagette. I1
est alors possible de reconstruire une image avec un nombre limité de polyndmes afin d’obtenir
une image défini sur une dimension spatiale réduite. Les bases de polyndomes pour 1’approxi-
mation a erreur nulle offre de nombreux avantages, elle permettent de calculer des dérivées sur
un domaine donné, offre un gain de compression comparable a celui de la DCT et nous per-
mettent d’obtenir un schéma multi-résolutions. La décomposition multi-résolutions a partir de
bases de polyndmes est utilisée pour I'un des algorithmes de détection de singularités que nous
proposons.

Détection et classification de points singuliers

Dans un certain nombre de domaines d’applications tels que la mécanique expérimentale des
fluides, la météorologie, etc, il est commun d’analyser les champs de déplacements a partir de
certains points du champ présentant des propriétés intéressantes. Ces points sont appelés points
singuliers. Nous utilisons notre méthode de modélisation du mouvement par projection sur une
base de polyndmes afin de détecter ces points singuliers et de les classifier. Nous présentons
trois schémas multi-résolutions s’appuyant sur les modélisations présentées dans nos premieres
contributions.

Modélisation des mouvements humains

Nous avons appliqué notre modele poynomial a deux applications nécessitant la modélisa-
tion du mouvement humain. La premiere concerne la détection et reconnaissance d’actions pour
un application de type contrdle de jeu vidéo par webcam. Le seconde concerne la classification
de la base de vidéo de WEIZMANN [], composée de dix mouvements humains différents. Le
modele polyomial permet d’obtenir des résultats proches de la littérature avec un nombre de
références tres faible. En appliquant une procédure qui consiste a utiliser toutes les vidéos de
la base comme référence, mise a part celle que 1’on cherche a classifier (Leave one out), nous
avons obtenu 100 % de classification correcte sur cette base.
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1.4 Organisation du document

Ce document est organisé en trois parties.

Premiere partie

La premiere partie donne des précisions sur le contexte de nos travaux. Nous présentons
les principales méthodes d’estimation du mouvement apparent dans une séquence d’images.
Ensuite, nous décrivons quelques exemples d’applications qui utilisent le mouvement. Enfin,
nous insistons sur la nécessité d’utiliser un modele, puis nous justifions le choix des bases de
polyndmes orthogonaux.

Seconde partie

La seconde partie concerne 1’étude des bases de polyndmes orthogonaux pour la modéli-
sation du mouvement. Dans le chapitre 3, nous fixons le cadre mathématique de I’approx-
imation de fonctions. Nous présentons une méthode de génération des bases de polyndmes
orthogonaux. Ensuite, nous présentons la modélisation globale d’un champ dense avec les
bases de polyndmes. Nous rappelons aussi quelques résultats de la these de MARTIN DRUON
[Druon 09]. Apres avoir mis en évidence quelques limites de la modélisation globale, nous
traitons au chapitre 4, la modélisation hiérarchique d’un champ de déplacements. Nous util-
isons les bases de polyndmes avec un certain nombre d’algorithmes classsiques de subdivision
tels que le quadtree ou le kd-tree. Apres avoir constaté que ces différentes méthodes classiques
permettent d’obtenir une modélisation hiérarchique de qualité, nous abordons, au chapitre 5,
la modélisation des champs épars. Bien que les méthodes hiérarchiques permettent d’améliorer
les résultats d’approximation par rapport a une modélisation globale, les résultats restent insuff-
isants. Nous proposons alors de revenir sur la génération des bases de polyndmes orthogonaux
en générant une base en fonction du support spatial du champ. On peut alors a nouveau utiliser
tous les algorithmes hiérarchiques étudiés aux chapitres précédents. Finalement, apres avoir
étudié différentes méthodes d’approximation des champs de déplacements, nous proposons,au
chapitre 6, de générer des bases de polyndmes d’approximation a erreur nulle. A partir de ces
bases, nous proposons un algorithme de décomposition multi-résolutions des champs de dé-
placements.

Troisiéme partie

La troisieme partie concerne deux applications développées a partir des travaux théoriques
précédents. Ces deux applications portent sur des contextes completement différents, ce qui
témoigne de la généricité de notre modele.

Au chapitre 7, nous traitons de la détection des points singuliers dans un champ de dé-
placements. Apres avoir donné le cadre mathématique permettant de mieux comprendre ce que
sont ces points, nous en rappelons les propriétés. Ces dernieres nous permettent de comprendre
pourquoi ces points sont essentiels a 1’analyse d’un champ de déplacements. Nous présentons
ensuite un état de 1’art des méthodes de détection de singularités. Enfin, nous présentons trois
algorithmes reposant sur notre modélisation du mouvement par un modele affine obtenu par pro-
jection sur une base de polyndmes orthogonaux. Nous comparons celui-ci a d’autres approches
de la littérature.
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Au chapitre 8, nous nous placons dans le contexte de I’analyse de mouvements humains.
Dans un premier temps, nous présentons un état de 1’art des méthodes de reconnaissance du
mouvement humain qui utilisent I’'information du mouvement. Puis, nous présentons un algo-
rithme de détection et reconnaissance d’actions humaines dans un contexte de commande de jeu
vidéo par webcam. Nous présentons nos résultats pour une application dans laquelle un joueur
effectue une série de mouvements devant une caméra. Cette série de mouvements est composée
de cinqg mouvements types. L’objectif de I’application est de reconnaitre tous les mouvements
effectués par le joueur. Enfin, nous présentons une derniere application. Cette fois, nous cher-
chons a classifier la base de vidéos de Weizmann [Blank 05].






CHAPITRE 2

CONTEXTE GENERAL

2.1 Des séquences d’images aux champs de déplacements

L’ensemble des travaux présentés dans ce manuscrit s’applique a tout champ de déplace-
ments, mais ici, afin de présenter les méthodes d’estimation du mouvement, on se restreint a
ceux issus de séquences vidéos numériques.

Durant le processus d’acquisition, le mouvement réel en trois dimensions est projeté sur un
plan en deux dimensions (cf. FIG 2.1). Ce déplacement 3D projeté sur un plan 2D est alors
appelé mouvement apparent. Dans la suite de ce document, le terme mouvement correspond
toujours au mouvement apparent.

Objet 3D

Mouvement
réel
Source lumineuse

Caméra Mouvement

apparent

Observateur

FIGURE 2.1 — Correspondance entre le mouvement réel et le mouvement apparent.

Ce mouvement peut tre représenté par un champ de déplacements bidimentionnel C, défini
comme une application d’un ouvert §2 de R?, représentant le domaine spatial sur lequel le champ
est défini, dans R? :

C: QCcR? — R?

(x1,22) +— (u,v) .1
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Ce champ peut étre décomposé en deux applications U/ et V, définies par 1’équation (2.2), corre-
spondant respectivement aux déplacements horizontaux et verticaux aux points de coordonnées
(I‘l, 132) c Q.

U: QCcR?> - R et V: QCcR> —» R

(361,96’2) = U(l’la@) (351,96’2) = V(l“l,xz) 2

Ces champs sont calculés a partir d’une séquence d’images S(z1, x9,t) composée des images
I(x1,x5) atous les instants ¢, ou ¢ représente la variable temporelle.

Ci apres, nous présentons les grandes lignes des principales approches utilisées pour es-
timer le mouvement dans une séquence d’images. Le lecteur désireux de trouver des présen-
tations plus exhaustives sur le sujet pourra se reporter aux références suivantes [Barron 94],
[Weickert 06], [Heitz 10], [Fleet 05], [Ben-Ari 09], [Black 96a], [Nir 08]. Ces approches sont
communément regroupées en deux familles, les méthodes d’estimation par mise en correspo-
dance de blocs et les méthodes dites d’estimation par flot optique.

2.1.1 Méthode de mise en correspondance de blocs

Le principe des méthodes fondées sur la mise en correspondance de blocs est simple. 11
consiste a identifier un motif dans une image / et le retrouver dans I'image suivante /(¢ + At)
ou At est le pas d’échantillonnage temporel. La différence entre la position de ce bloc dans
I'image () et sa position dans I'image I (¢ + At) représente le mouvement de ce bloc au cours
de I'intervalle de temps At. Ce motif peut étre un pixel ou un groupe de pixels. En général,
ce groupe de pixels est une fenétre de forme rectangulaire qui est appelée bloc. Ces méthodes
portent le nom de “block matching” en anglais.

Il est tres rare de pouvoir retrouver un bloc identique dans I’image suivante en raison de la
déformation des objets, de leur occultation (partielle ou totale) par un autre ou du changement
de I’illumination globale de la scéne. On va alors chercher dans 1’image /(¢ + At), le bloc qui
ressemble le plus au bloc de I'image (). Afin de mesurer le niveau de ressemblance d’un bloc
de I'image /(t) dans I'image /(¢ + At), plusieurs mesures peuvent étre utilisées.

Le plus souvent, on utilise la mesure de la corrélation normalisée. Soit F est un bloc de
I’image /() de dimension M lignes et NV colonnes. Les dimensions M et N doivent étre im-
paires. La corrélation normalisée entre ce bloc et un bloc F; centré sur le pixel (i, j) de I'image
I(t + At) est calculée par 1’équation (2.3)

M N
M 2 2
Cg(laj) - N ~ i ~
2 2 M N . 2 2 . . _
Z Z(E(m—l—?,n—l—?)—]ﬂ). Z Z(Fg(z+m,j+n)—F2)
e = n=y

(2.3)
ol F} et F, désignent les moyennes des blocs respectifs F et F5. En calculant cette mesure pour
toutes les positions 7, j de I’'image, il est possible de créer une carte de corrélation telle que celle
présentée en figure FIG 2.2. Sur cette carte de corrélation, le pic le plus important représente le
centre du bloc ressemblant le plus au bloc F, sur I'image /(¢ + At). Le vecteur permettant de
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passer de la position centrale du bloc F; dans I’image (t) a la position de ce pic représente le
mouvement associé au bloc F entre I’instant ¢ et I’instant ¢ + At.

FIGURE 2.2 — Représentation d’une carte de corrélation ; (a) image a I’instant ¢, le rectangle
rouge localise le bloc a rechercher ; (b) image a I’instant ¢t + At dans laquelle le bloc est recher-
ché; (c) Carte de corrélation obtenue par corrélation du bloc de de I'image (a) avec I’'image

(b)

Cependant la complexité algorithmique de cette mesure est exprimée en O((M x N)?) pour
le calcul sur un bloc et en O((M x N)? x C' x R) pour le calcul de la carte complete sur une
image de dimension C' lignes et R colonnes. Cela peut engendrer des temps de calculs longs
selon les dimensions des fenétres utilisées et sur des images de grandes dimensions. A cause
de cela, la zone de recherche du maximum de corrélation est souvent limitée a une zone autour
de la position centrale de la fenétre F} dans /. Cette zone de recherche est dépendante de la
dynamique du mouvement étudié ainsi que de la résolution temporelle (At).

Afin d’accélérer les calculs, il est possible d’utiliser la transformée de Fourier rapide. En
effet, la corrélation de F} et F5 peut se calculer par la formule suivante :

¢ = FFT Y (FFT(F) ® FFT(F)) (2.4)

, ou & est la carte de convolution, F'F'T', pour Fast Fourier Transform, est la transformée de
Fourier rapide d’un signal, FF'T~! sa transformée de Fourier rapide inverse et ® représente le
produit terme a terme des valeurs (complexes) des deux matrices. De cette maniere, la complex-
ité de la méthode est de © (N M log,(NM)).

D’autres mesures sont couramment utilisées telle que la différence absolue moyenne (MAD
pour “Mean Absolute Difference”) présentée en équation (2.5) et I’erreur quadratique moyenne
(EQM) présentée par 1’équation (2.6).

1 N—-1M-1

MAD = 537 2 ; IFi(i..9) = Fa(i. j)| (2.5)
1 N—-1M-1 o

EQM = NM i (F1(4, ) — F2(i, 7)) (2.6)

Les méthodes d’estimation du mouvement par mise en correspondance de blocs sont prin-
cipalement utilisées dans deux domaines d’applications. Le premier concerne 1’estimation du
mouvement permettant la compensation de mouvement des vidéos. Le second est 1’estimation
du mouvement par vélocimétrie d’image de particules (PIV pour “Particle Image Velocimetry”).
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Dans chaque domaine, certains ajustements ont été appliqué a la méthode afin de répondre a la
problématique particuliere du domaine.

2.1.1.1 La Compensation du mouvement pour la compression de vidéos

La compensation en mouvement est une étape de la compression vidéo que 1’on retrouve
dans toutes les spécifications de la norme mpeg ainsi que dans la norme H.264 qui sont les
formats de compression les plus utilisés. Cette technique consiste a estimer le mouvement qui
permet de passer d’une image ¢ a I’image ¢ + At. Une fois ce mouvement estimé, il est codé de
maniere efficace et stocké dans le flux de la vidéo a la place de I'image ¢t + At. La qualité du
champ estimé est évaluée indirectement en mesurant la qualité des images prédites a partir du
mouvement et de I’image précédente. Tres souvent, cette qualité est mesurée par le PSNR entre
I’image originale et I'image prédite.

d représente la dynamique du signal, c’est-a-dire la valeur maximale que peut prendre un pixel.
Le résidu entre I’'image prédite a partir de I’image ¢ et I’image ¢+ At originale est lui aussi stocké
afin de conserver une bonne qualité d’image. Dans le cas de la compensation du mouvement,
la principale contrainte est liée au temps. En effet, il est souhaitable que cette étape ne soit pas
trop longue afin que le codeur puisse compresser des vidéos en temps réel. Les mesures utilisées
pour comparer deux blocs dans les applications de compensation du mouvement sont la MAD
(cf. (2.5)) ou ’EQM (cf. (2.6)). De méme, afin d’accélérer les calculs, une zone de recherche
dans I'image t + At est définie autour de la position centrale du bloc F; de I'image ¢. Cette
zone est souvent carrée. Un parametre de recherche p (exprimée en pixels) défini la zone de
recherche de part et d’autre du centre du bloc Fi. De plus, de nombreux algorithmes ont été
proposés afin d’obtenir une estimation du mouvement de qualité tout en limitant le nombre de
blocs a comparer.

BARJATYA [Barjatya 07] proposent une comparaison de plusieurs algorithmes de mise en
correspondance de blocs (MCB) dont ceux que nous présentons ci-dessous.

Le premier algorithme proposé se révélant plus efficace en temps de calcul que la méthode
exhaustive est 1’algorithme de recherche en trois étapes ("Three Step Search (TSS)”). Il date
du milieu des années 80 [Koga 85]. Nous illustrons cet algorithme en figure FIG 2.3. Pour un
parametre de recherche p donné, on fait évoluer a chaque étape un parametre de recherche
par étape S. Si par exemple I’initalisation est effectuée avec p = 7, alors 1’algorithme défini
S = [£] pour la premiere étape, avec [£] la partie entiére de £. On cherche alors dans les huit
directions autour du centre, a la distance S, le bloc qui minimise 1’erreur (M SE ou M AD).
Puis, on place le nouveau centre a cette position. On effectue une nouvelle recherche cette fois-
ci avec S = S/2. Enfin, dans une troisiéme étape, on cherche le minimum pour S = 1. Cet
algorithme permet de réduire d’un facteur 9 les temps de calcul par rapport a I’algorithme de
recherche exhaustive.

Cet algorithme a été¢ amélioré (“New Three Step Search (NTSS)”) [Li 94] afin de permettre
la détection des mouvements de faible amplitude. Plusieurs autres algorithmes ont été proposés
[Po 96],[Lu 97],[Zhu 97] pour étre plus efficaces en temps de calcul.

Dans [Nie 02], le mouvement global entre deux images est considéré comme cohérent. Cela
signifie que statistiquement, un bloc est animé du méme mouvement que ceux qui I’entourent.
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FIGURE 2.3 — Illustration de I’algorithme de recherche a 3 étapes.
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FIGURE 2.4 — Illustration de 1’algorithme adaptatif de recherche en croix.

Cela permet de déterminer une zone de recherche en fonction du vecteur directement a gauche
du bloc courant. Ce vecteur est appelé vecteur prédictif (cf. figure FIG 2.4). La zone de mou-
vement est représentée par le maximum des directions du vecteur prédictif. Ensuite, autour de
la position donnant le M/ AD minimum, on effectue une recherche avec un motif en diamant de
petite taille, S = 1, comme pour I’algorithme de recherche en diamant [Zhu 97]. L’ utilisation
de cet algorithme dans le contexte de la compensation du mouvement pour la compression de
vidéo permet d’obtenir, avec un coflit calculatoire tres faible, des images prédites ayant un taux
de PSNR équivalent a celles obtenues avec 1’algorithme de recherche exhaustive.

2.1.1.2 La vélocimétrie par imagerie de particules

La vélocimétrie par imagerie de particules est une méthode utilisée pour 1’acquisition de
champs de déplacements en analyse des mouvements fluides.

Le principe est d’ajouter a un écoulement de fines particules qui vont étre éclairées avec
un laser. Ces particules vont renvoyer de la lumiere vers un systeme d’acquisition d’images
ayant une fréquence d’acquisition suffisamment élevée pour capter le mouvement du fluide
entre deux images. Ensuite, par des méthodes de mise en correspondance de blocs, on extrait le
déplacement. Actuellement, la majorité des techniques PIV utilise des méthodes de corrélation,
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nous nous limitons donc a cet aspect. Un état de 1’ art tres complet des méthodes PIV est présenté
dans [David 05].

La mesure de vraissemblance utilisée est souvent la mesure de corrélation normalisée
présentée en équation (2.2). Dans certains cas, les fenétres utilisées pour la mesure de cor-
rélation sont déformées afin de retrouver plus précisement le mouvement.

Une autre approche a été proposée en 2002 dans [Susset 02]. L’ objectif est d’accélérer les
calculs de corrélation. Cette méthode repose sur 1’utilisation d’une structure de données parti-
culiere pour le stockage. Cette structure de données est organisée comme suit : on ordonne les
niveaux de gris du plus faible au plus élevé, a chaque case de ce tableau est associée une liste
des positions en 7 et j ou cette valeur est prise. Ensuite une mesure de corrélation directe est
utilisée directement sur cette structure. Cela permet d’obtenir un gain en temps de calcul.

La mesure du mouvement par PIV ayant pour objectif I’analyse de phénomenes physiques
réels et souvent complexes, le mouvement se doit d’étre estimé avec précision. Les mesures de
corrélation étant effectuées sur des données discretes, la localisation d’un pic dans la carte de
corrélation a donc une précision de 0.5 pixels. Pour résoudre ce probleme, une solution est
d’envelopper la zone entourant le pic de corrélation par une fonction continue [David 05] et de
détecter le maximum de cette fonction (barycentre, Gaussienne ou parabolique).

2.1.2 Méthodes fondées sur I’équation du flot optique

Les méthodes fondées sur I’équation du flot optique s’appuient sur I’hypothese que la lumi-
nance est conservée entre une image et celle qui la suit. Il est alors possible de poser 1’eq.2.8
appelée “équation du flot optique”.

dS(l’l, T, t) . dS(f, t)

gt dt P (2.8)

© 00, 8(7,1) - —= + 05, 5(7,1) - —=

dt

dy

Or Z+ et %2 correspondent respectivement au déplacement dans le temps selon la pre-

miere et la deuxieme composante. On peut alors écrire :

0, S(T, 1) - U(F) + 0,,S(7,1) - V(T) + 0,S(T,t) = 0 (2.9)

On peut aussi I’écrire sous forme vectorielle :

— —

VoS (Z,t) - C(Z) + 0,S(Z,t) =0 avec C(7) = (U(Z) V(Z)) (2.10)

ou Vg, représente 1’opérateur gradlent spatial.
On peut montrer que trouver C qui annule (2.10) revient a trouver C qui minimise la fonction-
nelle :

—

/ (VoS(F 1) - C(F) + 0:S(. )2 d2 = 0 @11
Q
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Malheureusement, cette équation ne suffit pas a résoudre le probleme posé, puisque I’on
cherche a déterminer deux inconnues U/ () et V(Z) a partir d’une seule équation. A un point cor-
respond alors une droite représentative de 1’ensemble des solutions dans ’espace (U (%), V(Z)).

Un autre probleme est celui connu sous le nom de probleme d’ouverture. Un exemple en
est donné figure FIG 2.5 ot I’on illustre les trois cas qui peuvent se présenter dans un voisinage
donné. Dans le premier cas (a), il n’y a pas d’information. On ne peut donc pas extraire de champ
de déplacements. Dans le second cas (b), nous sommes confrontés au probleme d’ouverture et
on ne peut donc calculer que le flot normal au contour. Le troisieme cas (c) ou nous avons
suffisamment d’informations pour calculer le flot.

Lorsque le probleme d’ouverture est présent, seule la composante normale au contour peut

étre extraite : ~ ~
- 0 S(Z,1) VaoS(Z,t)

C(@) = — LAJ A, =

IVaS(@ D) [VaS(Z, )]
La plupart des algorithmes d’extraction de flot optique essaient de résoudre ce probleme en
introduisant de nouvelles contraintes.

(2.12)

objet a l’instant t+1 _________

' (c) !
objet a l’instant t .

M
1

////;ouvement
réel

FIGURE 2.5 — Les trois cas possibles lors de I’extraction du flot. (a) aucune information
disponible : pas de flot. (b) probleme d’ouverture : on ne peut calculer que le flot normal au
contour. (¢) suffisamment d’informations : le flot calculé est correct.

HORN et SCHUNCK [Horn 81] ont été les premiers a proposer une solution permettant de
résoudre le probleme du nombre d’inconnues issues de I’équation du flot optique. Pour cela,
ils ont introduit une contrainte concernant la cohérence spatiale du champ de déplacements qui
permet de choisir le déplacement le plus faible. Le but est alors de minimiser la fonctionnelle :

/(v95-5+5t)2+v<||vz/1||2+ IVV[?) - a2 2.13)
Q

avec A un coefficient qui permet de faire un compromis entre les deux contraintes.
L’algorithme proposé est itératif et simple a mettre en ceuvre. De plus, HORN et SCHUNCK
ont démontré qu’il converge uniformément vers la solution. A tout moment, on peut donc ar-
réter 1’algorithme et affirmer que la derniere solution obtenue est au moins équivalente (sinon
meilleure) aux solutions déja calculées. Depuis, on trouve dans la littérature de nombreux autres
travaux issues de ce travail fondateur [Black 96a], [Weickert 06], [Ben-Ari 09].

LucAs et KANADE [Lucas 81a] ont proposé€ une technique consistant a2 augmenter le nom-
bre d’équations pour un pixel en considérant son voisinage V. Cela revient a considérer que
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les pixels d’'un méme voisinage ont le méme vecteur déplacement. Si le probleme d’ouverture
est toujours présent, LUCAS et KANADE proposent de recommencer le processus en prenant
un voisinage plus important. L’algorithme offre 1’avantage d’€tre rapide [Galvin 98]. C’est
pourquoi certains travaux exploitent cette méthode en temps réel grace a une programmation
parallele sur processeurs graphiques [Le Besnerais 05].

D’autres auteurs se sont intéressés au choix de I’estimateur utilisé. BLACK et ANANDAN
[Black 96a] ont démontré que lorsque plusieurs mouvements sont présents, I’estimation au sens
des moindres carrés n’est pas satisfaisante. Ils ont alors proposé I’utilisation d’estimateurs ro-
bustes en utilisant des normes différentes de la norme quadratique. Ils proposent d’utiliser pour
le calcul du flot optique des fonctions robustes (p-functions), telles que les fonctions de GE-
MAN et MCCLURE ou les fonctions de LORENTZ. L’utilisation des fonctions robustes permet
d’utiliser les mémes méthodes d’estimation qu’avec la méthode des moindres carrés et d’étre
moins sensible aux valeurs aberrantes du champ. Les estimateurs robustes ont été utilisés dans
[Mémin 02]. Les auteurs réalisent conjointement I’estimation du mouvement et la segmentation
du mouvement par une méthode hiérarchique.

Pour rajouter des contraintes a 1’équation du flot optique, certains auteurs imposent des
contraintes sur le champ de déplacements recherché. Ils peuvent alors utiliser une approche
plus globale en utilisant un modele paramétrique du champ de déplacements [Odobez 95],
[Bruno 00], [Bruno 01], [Nir 08]. Le modele utilisé est souvent un modele affine de degré 1.

Une autre méthode d’extraction du mouvement est fondée sur I’étude des tenseurs de struc-
ture [Bigun 91] et [Jahne 93], [Augereau 05], [Druon 06]. Un tenseur de structure correspond
simplement au produit du vecteur-gradient par son vecteur transposé. Aussi, si I’on se place
dans un espace a trois dimensions alors le tenseur de structure correspondant est une matrice
3x3 réelle symétrique.

Soit VS(7,t) = (0,,S(7,t),0,,S(Z,1),0,,S(Z,1))T, alors le tenseur de structure T est
obtenu par :
T(S(#,t)) = VS(Z,t) - VS(7, )" (2.14)

Pour simplifier I’écriture, dans 1’équation (2.15) S signifie S(Z, t).

(05,8 0:,80,,S 0,80, 8
T(S(E, ) = | 0:,805,8  (04,S)? 01,80, (2.15)
00,801, S 00,805, S (0, S)?

Au final, on a donc, pour chaque image, un tenseur par pixel. Comme cette méthode est basée
sur des éléments différentiels, elle est tres sensible au bruit. Afin de limiter les effets du bruit,
on réalise un moyennage des tenseurs de structure sur un voisinage. A partir de ce tenseur,
on calcule ses valeurs propres Aj, A2, A3 et ses vecteurs propres associés v; = (z1,y1, zl)T,
U5 = (12,12, 22)T, U3 = (3, Y3, 23)7 . L’ étude de ces valeurs propres triées par ordre décroissant
(A1 > A2 > A3) permet de déterminer le mouvement de ce pixel. Il est possible d’identifier
les situations suivantes : soit il n’y a pas de mouvement apparent, soit on se trouve devant le
probleme d’ouverture, soit il est possible d’identifier un mouvement cohérent, soit il n’y a pas
de mouvement cohérent. En ne calculant les vecteurs du champ que lorsque le mouvement est
cohérent, cette méthode fournie des champs épars. Le mouvement est cohérent sur les contours
les plus importants de I’image.

Suivant la technique d’estimation du mouvement choisie, il est possible d’obtenir des
champs de déplacements de densités différentes a partir des mémes images originales. Les
méthodes par mise en correspondance de blocs fournissent des champs denses, mais trés sou-
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vent le champ de déplacements est sous échantillonné par rapport aux images. Les méthodes
de flot optique permettent d’obtenir des champs denses de mémes dimensions que les images,
a I’exception des méthodes reposant sur le tenseur de structure pour lesquelles, en général, on
ne calcule le champ que lorsque le mouvement est cohérent. On obtient alors des champs épars.
Dans tous les cas, un seuillage peut aussi étre appliqué au champ de déplacements afin d’annuler
tous les vecteurs de trop faible amplitude. Il est alors possible d’envisager différentes méthodes
de modélisation en fonction de la densité du champ a modéliser.

2.2 Utilisation des champs de déplacements

Apres avoir présenté quelques algorithmes de référence permettant d’obtenir un champ
de déplacements a partir d’'une séquence d’images, nous présentons ici des applications qui
utilisent ces champs de déplacements.

2.2.1 La compensation du mouvement

La compensation du mouvement est une étape importante des formats de compression mpeg,
H.263 ou H.264. L’ objectif est d’utiliser la redondance temporelle des vidéos pour ne pas coder
intégralement toutes les images. En effet, entre une image a I’instant ¢ et la suivante a I’instant
t + 1, les éléments présents dans I’image sont souvent les mémes. La différence est souvent due
au déplacement d’un objet de I’'image. Le principe est donc d’estimer le mouvement entre deux
images successives. En appliquant ce mouvement a la premiere image, on obtient une image
tres proche de la seconde. Il suffit alors de coder la premiere image et le mouvement entre les
images suivantes ou précédentes. Les images obtenues par compensation peuvent étre calculées
a partir de I’image précédente (image P) ou a partir de I’image précédente et de I’'image suivante
(image B). Les images B sont les plus efficaces du point de vue de la redondance temporelle.
En effet, un objet de I'image B peut ne pas encore se trouver dans I’'image précédente, mais étre
présent dans ’'image suivante. Cependant, ces images obligent a réorganiser le flux vidéo afin
que le décodage soit possible. Finalement, de maniere a ce que la qualité des images prédites ne
soit pas trop dégradée, le résidu entre une image prédite et ’'image originale (que I’on cherche
a prédire) est aussi codé.

Les codeurs vidéo n’imposent aucune méthode d’estimation du mouvement. Cependant, ce
sont presque toujours des méthodes de mise en correspondance de blocs qui sont utilisées. La
taille des blocs varie de 8 x 8 a 16 x 16 pixels. Il est possible de représenter le mouvement
de compensation sous la forme d’un champ de vecteurs épars. La figure FIG 2.6 présente deux
images en (a) et (b) ainsi que le champ de déplacements en (c) permettant d’obtenir I’image (b)
par compensation du mouvement de I’image (a). Le champ est superposé a I’image prédite.

Le mouvement estimé pour la compensation du mouvement a vocation a permettre une
compression de I’'information en réduisant la redondance temporelle des vidéos. Pour les appli-
cations a la compression de vidéos, le champ de déplacements n’est pas modélisé. Il est trans-
mis directement dans le flux vidéo. Cependant, cette information de mouvement peut ensuite
étre utilisée par d’autres applications, par exemple, pour la segmentation ou la classification de
vidéo. Dans ce cas, il est nécessaire d’utiliser un outil de modélisation afin d’analyser 1’infor-
mation contenue dans le champ de déplacements.
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(a) (b) (©)

FIGURE 2.6 — Compensation du mouvement sur deux images d’un flux mpeg issu de la base de
Weizmann [Blank 05] : (a) Image a ¢ = 42; (b) Image a ¢ = 43 estimée a partir de (a) et du
mouvement ; (c) Mouvement entre (a) et (b) superposé avec (a) ;

2.2.2 DL’étude des mouvements de caméra

Lorsqu’une scene est filmée avec une caméra vidéo, il est possible que la caméra ne soit
pas fixe pour des raisons techniques ou par souci de composition artistique. Ces mouvements
de la caméra ainsi que les zooms, font apparaitre dans la séquence vidéo ce que I’on qualifie
de “mouvement de caméra”. Il s’agit de tous les mouvements qui ne sont pas produits par les
sujets ou les objets de la sceéne filmée, c’est-a-dire, les “travelling” (horizontaux ou verticaux),
le zoom (positif ou négatif) ou la rotation.

Apres extraction des champs de déplacements entre les images de la séquence vidéo, il est
possible de reconnaitre les mouvements de caméra. Ce domaine a fait I’objet d’un grand nombre
de publications [Odobez 95], [Bouthemy 99], [Durik 01], [Ngo 02], [Park 04], [Smeaton 08].
Les mouvements de caméra sont souvent modélisés par des modeles paramétriques. Les prin-
cipaux modeles paramétriques utilisés sont les modeles Constant, Affine, Bilinéaire, Pseudo-
perceptif et Biquadratique.

Les mouvements de caméra peuvent étre utilisés dans une chaine d’indexation vidéo. L’in-
formation portée par ce mouvement peut servir notamment lors de la phase de séparation des
plans d’une vidéo. Par exemple, dans [Durik 01] le champ de déplacements issu du flux mpeg
est utilisé afin de caractériser le mouvement de caméra. Cette information est ensuite utilisée
pour segmenter la vidéo.

Le mouvement de caméra est parfois appelé mouvement dominant puisque ce mouvement
peut couvrir le mouvement des sujets de la scene. C’est pourquoi il est parfois utile d’annuler
le mouvement de caméra afin de stabiliser une vidéo. Cela est particulierement utile lorsque
I’on cherche a détecter des objets en mouvement dans des séquences filmées avec une caméra
mobile. En effet, dans ce cas, le mouvement de la caméra rend la détection des mouvements
des objets plus difficile. Dans [Odobez 95] deux algorithmes multirésolutions d’estimation du
mouvement de caméra (par un modele paramétrique) sont proposés. Ces deux algorithmes sont
intégrés dans le logiciel Motion2D [Inria ]. Ce logiciel permet I’estimation et la compensation
du mouvement dominant dans les vidéos. La figure FIG 2.7 représente deux images, en (a) et
(b), issues d’une vidéo a deux instants différents. Dans cette vidéo, une personne effectue des
mouvements sur place. Pendant 1’acquisition, la caméra effectue un zoom. Le mouvement de
caméra (zoom) est annulé avec le logiciel Motion2D. On obtient alors les images (c) et (d)
correspondant respectivement aux images (a) et (b) aprés suppression du mouvement.
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(a) (b)
(© (d)
FIGURE 2.7 — Compensation du mouvement : (a) Image de la vidéo originale a t = 0; (b)

Image de la vidéo originale a ¢ = 20; (c) Image de la vidéo apres suppression du mouvement
de caméraat = 0; (d) Image de la vidéo apres suppression du mouvement de caméra a ¢ = 20.

2.2.3 La segmentation d’images basée mouvement

La segmentation d’images au sens du mouvement consiste a partitionner une image en
régions représentant chacune un mouvement différent. C’est une étape importante dans un
grand nombre d’applications telles que 1’analyse de sceénes vidéo, la détection d’obstacles
[Demonceaux 04] ou la vidéo-surveillance automatique. Il existe principalement trois familles
de méthodes pour effectuer la segmentation au sens du mouvement. La premiere famille,
dite séquentielle, consiste a estimer le mouvement dominant sur 1’image globale [Irani 92]
[Ayer 94]. Les pixels ou le mouvement correspond au mouvement dominant forment une ré-
gion. Ensuite, I’estimation du mouvement dominant est effectuée sur chaque région n’appar-
tenant pas a cette premicre région. Le procédé se répete jusqu’a ce que tous les pixels soient
associés a une région. La deuxieme famille, dite par regroupement de régions, commence par
segmenter I’image par une segmentation spatiale [Wang 94], [Altunbasak 98], [Moscheni 98] et
[Gelgon 00]. Les criteres sont définis a partir de 1’intensité lumineuse, la couleur ou la texture
des pixels ou des groupes de pixels. Ensuite, le mouvement de chaque région est estimé avec
un modele (souvent paramétrique 2D). Les régions ayant un mouvement similaire sont alors
regroupées. La troisieme famille réalise conjointement la segmentation au sens du mouvement
et I’estimation du mouvement lui méme [Odobez 98], [Mémin 98], [Cremers 03].

2.2.4 La reconnaissance de mouvements

Une étude menée dans les années 70 par JOHANSSON [JOHANSSON 73] a montré qu’il est
possible pour un humain de reconnaitre une action a partir de I’information dynamique du mou-
vement. Cette expérience montre donc I’'importance d’utiliser le mouvement d’une séquence
d’image afin de reconnaitre une action humaine.
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La reconnaissance d’action humaine telle que “marcher” ou “courir” est d’une grande im-
portante pour les systémes de vidéo surveillance automatiques. A notre connaissance, les plus
anciens travaux dans ce domaine ont été effectués par POLONA et NELSON [Polana 94]. Ils
utilisent des champs obtenus par flot optique pour reconnaitre des activités relatives a des mou-
vements répétitifs tels que la marche ou la course. Pour cela, ils modélisent le champ de dé-
placements par I’amplitude du mouvement dans chaque case d’une grille découpant le domaine
spatial de maniere grossiere. Ensuite, un mouvement est reconnu par une méthode statistique
utilisant la technique des k plus proches voisins. Plus récemment, en 2009, CHAUDHRY et AL.
[Chaudhry 09] utilisent des histogrammes de 1’orientation du flot optique pour classifier 10

99 ¢

types d’actions humaines comme “marcher”, “courir” ...

La reconnaissance d’action humaine peut aussi intervenir pour des applications d’aide a la
personne. Par exemple, dans [Snoek 09], le mouvement est utilisé pour détecter des éveénements
inhabituels dans les escaliers. Le mouvement est calculé apres une segmentation de 1I’image par
une méthode de soustraction d’arriere plan. Sur cette image segmentée, le mouvement de la
personne utilisant les escaliers est estimé par un modele affine. L’analyse du mouvement est
effectué en modélisant I’évolution des mouvements affines avec un modele de Markov caché.
Les mouvements inabituels tels que les chutes sont alors détectés.

Nous présentons au chapitre 8, un état de I’art des méthodes d’analyse du mouvement
dédiées a la reconnaissance d’actions humaines. Une attention particuliere est portée aux méth-
odes qui utilisent les champs de déplacements. Nous y présentons aussi une nouvelle méthode
de reconnaissance d’actions humaines.

2.2.5 DP’analyse des champs de déplacements en analyse de mouvement
fluide

En analyse expérimentale des mouvements fluides, de nombreux phénomenes physiques
peuvent étre analysés a partir des champs de déplacements représentant le mouvement instan-
tané d’un fluide. L’importance de I’information portée par les champs de déplacements a poussé
les chercheurs a développer des méthodes de mise en correspondance de blocs (PIV) dédiées
aux écoulements fluides. L’analyse des champs de déplacements permet de comprendre ou de
détecter certains phénomenes physiques. L’intérét est, par exemple, de proposer des techniques
de contrdles ou d’asservissement sur des écoulements.

Dans ce but, les champs peuvent &tre modélisés par une méthode de décomposition en
valeurs singulieres [Cordier 02] appelée POD pour Proper Orthogonal Decomposition. A partir
des coefficients de ce modele, il est possible d’identifier certaines propriétés d’un écoulement.
Par exemple, en tragant I’évolution temporelle des deuxieme et troisieme coefficients de ce
modele, il est possible de savoir si un écoulement est périodique. Cette analyse est appelée por-
trait de phase. La figure FIG 3.4 rerésente deux exemples. Le premier graphique représente un
écoulement périodique, tandis que le second graphique représente un écoulement de type cycle
limite !.

Il peut aussi étre tres utile de pouvoir détecter certaines particularités locales du champ
telles que des tourbillons, des sources, des puits... Plusieurs méthodes permettent de détecter
ces points. Par exemple, RAO et JAIN [Rao 92a] proposent d’utiliser un modele affine afin de

1. En mathématiques, dans 1’étude des systeémes dynamiques, on appelle cycle limite, ou cycle-limite sur un
plan ou une variété bidimensionnelle, une trajectoire fermée dans 1’espace des phases, telle qu’au moins une autre
trajectoire spirale a I’intérieur lorsque le temps tend vers + inf
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FIGURE 2.8 — Analyse d’écoulement a partir de coefficients POD ; (a) portrait de phase entre
les deuxieme et troisieme coefficients temporels POD d’un écoulement périodique ; (b) portrait
de phase entre les deuxieme et troisieme coefficients temporels POD d’un écoulement de type
cycle limite. Figures extraites de [Druon 09]

détecter et de classifier les singularités d’un champ de déplacements. La figure 2.9 présente un
exemple de champ dans lequel les singularités ont été identifiées. Nous présentons au chapitre 7
un état de I’art des méthodes de détection de singularités. Nous présentons aussi trois nouveaux
algorithmes multi-résolutions pour la détection de singularités.
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FIGURE 2.9 — Détection de singularités dans un champ de déplacements ; Méthode de détec-
tion présentée au chapitre 7; les A représentent les tourbillons ; les 4 représentent les points
de selles; les o représentent les noeuds impropres et étoilés; Ces différentes structures sont
détaillées sur la figure FIG 7.1 au chapitre 7

2.3 Outils de modélisation en traitement d’image

L’information dynamique contenue dans les champs de déplacements est donc utilisée dans
un grand nombre d’applications. Dans tous les cas, un modele est utilisé pour permettre d’en
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analyser le mouvement. Nous présentons maintenant les principaux outils de modélisation util-
isés en traitement d’images.

2.3.1 Décomposition en valeurs singulieres

La décomposition en valeurs singulieres (SVD pour Singular Value Decomposition) est une
méthode de factorisation de matrices rectangulaires. La SVD a été découverte indépendamment
par EUGENIO BELTRAMI en 1873 et CAMILLE JORDAN en 1874. La premicere preuve de la
SVD pour les matrices rectangulaires complexes a été publiée en 1936 dans [Eckart 36].

Soit A une matrice rectangulaire de dimension m x n et de rang r, alors il existe U, V et 3

telles que
A=UxVT (2.16)

ou U est une matrice orthogonale d’ordre m x m, V' une matrice orthogonale d’ordre n x n et
Y une matrice pseudo-diagonale > de dimension m x n.

La matrice U est obtenue en calculant les valeurs et vecteurs propres de la matrice AA”.
Ces vecteurs propres sont ordonnés dans 1’ordre décroissant des valeurs propres. La matrice
V est obtenue en calculant les vecteurs propres de la matrice A7 A. Ces vecteurs propres sont
ordonnés en fonction du classement dans I’ordre décroissant de leur valeur propre associée. La
diagonale de la matrice 3 est composée des valeurs propres de la matrice AT A ordonnées dans
I’ordre décroissant. Les autres éléments de la matrice sont tous nuls.

Il est alors possible d’obtenir une modélisation a 1I’ordre p en ne conservant que les p pre-
miers vecteurs propres de U et de V.

FIGURE 2.10 — Illustration de la modélisation d’une image par SVD ; (a) Image lena originale
512*512 pixels; (b) SVD de lena avec les 5 premiers vecteurs propres conservés ; (¢c) SVD de
lena avec les 50 premiers vecteurs propres conserves.

Nous donnons, en figure FIG 2.10, une illustration de la décomposition d’une image par
SVD sur I'image Lena de dimensions 512 x 512 pixels. Nous présentons trois exemples avec
respectivement 5 et 50 vecteurs propres conservés pour la reconstruction. Cependant bien que
I’on puisse constater que la représentation de I’image est bonne, la représentation d’une image
par SVD pour des applications de compression se révele inefficace. La raison est qu’il faut

2. Le terme “pseudo-diagonale” signifie que tous les éléments hors de la diagonale sont nuls, mais que la
matrice n’est pas carrée.
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conserver aussi les vecteurs propres pour décompresser I’image. Comme ces vecteurs dépendent
des données, il faut donc les stocker, ce qui implique un faible gain en compression.

La SVD est utilisée dans [Poelman 94] afin d’extraire conjointement les contours et le mou-
vement d’objets dans des séquences d’images.

Plus récemment, dans [Vasilescu 02], une SVD particuliere appelée dans I’article “N-mode
SVD” est utilisée pour extraire des signatures de mouvements humains. Ces signatures sont
utilisées pour analyser et reconnaitre des personnes et des actions. L’acquisition du mouvement
est effectuée par 4 caméras et 18 marqueurs placés sur les personnes.

Dans le domaine de 1’analyse d’écoulement, la SVD est trés couramment utilisée dans
toutes les techniques de Décomposition Orthogonale aux valeurs Propres (“Proper Orthogonal
Decomposition” - POD). Un état de I’art sur I’ utilisation de la POD dans le domaine de 1’analyse
d’écoulements fluides est présenté dans [Cordier 02].

Notons que la transformée de Karhunen-Loeve et 1’Analyse en Composantes Principales
(ACP) sont tres proches de la SVD.

2.3.2 Séries et transformée de Fourier

Les séries de Fourier sont utilisées pour analyser un signal périodique tandis que la trans-
formée de Fourier permet une analyse similaire mais généralisée au cas de signaux non néces-
sairement périodiques.

Soit f(z) un signal périodique, de période fondamentale 7Ty (7 = 1/1p, ol vy est la
fréquence de la fondamentale), continu par morceau et monotone sur [—7;/2, Ty/2]. Si pour
tous les points de discontinuité, les limites de part et d’autre de la singularité existent, alors la
série de Fourier modélisant ce signal est définie par :

+oo

fla)= 3" calf)e > i® (2.17)
ou les coefficients c,, sont calculés par :
1 +Tv/2 o 1
en(f) = —/ flx)e """ dx (2.18)
To J -1

La transformée de Fourier est définie pour un signal 1D par I’équation suivante :
+o0

TF{f(x)} = F(v) = f(z)e ™ dx (2.19)

ou v est la fréquence.
La transformée de Fourier est inversible par la formule :
1 [t

TFYHFWv)} = Fv)et™dy (2.20)

=5 .

Ces définitions peuvent étre étendues au cas nD.
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Les algorithmes rapides de transformée de Fourier ont permis de rendre cette transformée
utilisable dans un grand nombre d’applications de traitement du signal et des images.

Notons que la transformée en cosinus discret (DCT pour “Discret Cosine Transform™) est
tres proche de la transformée de Fourier. La grande différence entre ces deux transformées
est que les coefficients issus d’une DCT sont réels tandis que ceux fournis par transformée de
Fourier sont des complexes. La DCT est la transformée utilisée dans le format de compression
JPEG.

2.3.2.1 Applications en analyse du mouvement

Les séries de Fourier sont utilisées dans [Bruno 00] pour estimer le mouvement. Chaque
composante du champ de déplacement est modélisée a I’harmonique M, N par une série de
Fourier sous la forme :

R M/2 N/2 l
Z/[M’N 5171,332 Z Z Ckl 227r +ﬁ)
k=—M/21=—N/2
e (2.21)

. By
VN (24, 25) g E cra(V)e?martw)

k=—M/21=—N/2

Les modeles UM (1, x5) et VYN (11, x5) sont alors injectés dans 1’équation du flot optique
(cf. équation (2.9)) pour obtenir :

0p, S - UMN (21, 29) + 05, S - VN (1, 19) + 0,8 = 0 (2.22)

Une fois posée sous forme matricielle, on constate que I’équation est surdimensionnée. Ce
systeme est alors résolu en cherchant a minimiser la fonctionnelle définie en équation (2.23) ou
p(—, o) est un M-estimateur robuste.

E= Y pl(x1+Uxs, ), 20+ V(21,22), £+ 1) = I(21, 32, ),0) (2.23)

z1,72€

Les parametres permettant de minimiser cette fonctionnelle sont obtenus par une estimation
robuste incrémentale qui peut étre résolue par une méthode des moindres carrés itérés.

Le modele de mouvement obtenu a [2 x (M + 1) x (N + 1)] parametres. Le modele est
ensuite utilis€ pour reconnaitre des activités humaines a I’aide d’une classification ascendante
hiérarchique. Cependant, 1I’auteur montre que cette méthode n’est pas adaptée a I’estimation des
mouvements affines. Il propose alors une nouvelle méthode dans [Bruno 01] fondée sur I’ utili-
sation des ondelettes. La modélisation par ondelettes est introduite dans la section suivante.

2.3.3 La transformée en ondelettes

Si la transformée de Fourier analyse et détecte dans un signal la redondance et la périodicité,
la transformée en ondelettes cherche a détecter les discontinuités. La transformée en ondelettes
est un complément a 1I’analyse par séries ou transformée de Fourier.

Des présentations plus completes et précises sont fournies dans des ouvrages de référence
tels que [Meyer 90], [Daubechies 92], [Truchetet 98], [Mallat 99] ou [Mallat 09].
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La transformée en ondelette continue d’un signal réel en une dimension est donnée par
I’équation (2.24)

1 [o¢]
w b)) = — )hgp(t)dt 2.24
(at) == [ 50w @.24)
ou v, ; est une fonction d’ondelette, a est le facteur d’échelle et b est le parametre de translation.

Les fonctions d’ondelettes 1), ;, forment une famille de fonctions analysantes et sont construites
a partir d’une ondelette mere décrite par :

Vap(t) = %w (t ; b) (2.25)

Afin de pouvoir €tre une ondelette, une fonction doit étre oscillante et satisfaire la propriété
suivante

+o00 ) dw
Co= [ ITP@wPES <o (2.26)
0 w
Dans la pratique, cette condition est simplifiée par :
“+oo
Y(t)dt =0 (2.27)

Si cette conditions est vérifiée, alors le signal f(t) peut étre parfaitement reconstruit par

+00 “+o00
r0=g [ ] WUy (228)

Le facteur d’échelle a et le parametre de translation b étant des réels, la transformée en on-
delettes continue est redondante. Pour limiter ou supprimer cette redondance, il est possible de
réaliser une discrétisation de la transformation en ondelettes, appelée transformée en ondelettes
discretes pour laquelle le facteur d’échelle a et le parametre de translation b sont des entiers.

Les ondelettes sont principalement utilisées dans le cadre de 1’analyse multi-résolutions. De
plus, ces analyses sont généralement effectuées dans le domaine discret. Nous nous placons
donc dans le cas des ondelettes discretes. Une analyse multi-résolutions est une suite de sous-
espaces vectoriels V;, j € Z de L*(R) telle que les propriétés (2.29) a (2.32) soit vérifiées.

Vi€ Z,V, C Vi (2.29)
li = 2.
Jlim V= {0} (2.30)
lim V; = L*(R) (2.31)
j——00
3 o(t — n),n € Z une base orthonormale de V; telle que ¢(t) € L*(R) (2.32)

La fonction () est appelée fonction d’échelle mere et elle permet de construire, par translation
de n, une base de fonctions du sous espace V;

Yin(T) = 2’%@(2’% —n)avecn € Z (2.33)

A chaque résolution est associée un espace vectoriel Vj; et ces sous-espaces sont emboités les uns
dans les autres (V; C V; ou ¢ et j sont des entiers positifs tel que 7 > j). La base des fonctions
d’échelles a la résolution j est obtenue par dilatation de 1’ondelette a la résolution 5 — 1 puis
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par translation. L’approximation a la résolution j de la fonction f(z) est donnée par la suite

numérique @’ suivante
+o00

al = f(x)pjn(x)ds (2.34)

Cette approximation devient de plus en plus grossiere lorsque la résolution j augmente.

A ces espaces vectoriels d’approximation V; s’ajoutent des espaces vectoriels de détail W
tels que
Vi =V; @ W, 235

Les coefficents ¢/ de détails (cf. équation (2.37)) qui constituent ces espaces vectoriels W; sont
obtenus par projection sur une fonction d’ondelette discrete définie par 1I’équation (2.36)

Yin(x) = 27327 —n),n € Z (2.36)
+oo
@ = f(@)0;n(z)dx (2.37)

Si fJ représente I"approximation “grossiere” d’une fonction f° a la résolution j et fj les
détails de fO, alors fi~1 = fi + fJ.

Il a été démontré qu’il est possible d’effectuer une décomposition en ondelette a partir d’un
banc de filtres [Mallat 09]. Ces filtres sont définis en fonction des séries numériques h et g
correspondant aux réponses impulsionnelles de filtres numériques obtenus a partir de p(z) :

p(x) =2, hinlp1n(z)  ¥(z) =32, g9ln)p-1n(z) (2.38)

Le filtre g[n| peut étre construit a partir de h[n).

Le schéma présenté en figure FIG 2.11(a) représente 1’analyse en ondelette d’un signal qui
correspond a sa décomposition en ondelettes. En figure FIG 2.11(b), le schéma représente la
reconstruction du signal a partir des coefficients issus de 1’analyse.

Les coefficients d’échelle a?, sont obtenus a I’échelle j par filtrage des coefficients a’~! par
le filtre de réponse impulsionnelle & (h[n] est la séquence numérique h[n] retournée) suivi d’une
décimation de rapport 2. Les coefficients d’ondelettes ¢/, sont obtenus a I’échelle j par filtrage
des coefficients a’~! par le filtre de réponse impulsionnelle § suivi d’une décimation de rapport
2.

On peut trouver un grand nombre de familles d’ondelettes dans la littérature. Chaque famille
correspond a une construction particuliere des filtres h et g. Les plus utilisées sont les on-
delettes B-Spline et les ondelettes a support compact. L’ objectif des bases d’ondelettes B-Spline
est d’améliorer la localisation fréquentielle. Les fonctions B-Spline sont orthogonalisées afin
de former une base orthogonale. Les filtres associés aux ondelettes B-Splines sont des fil-
tres a réponse impulsionnelle infinie (RII). Dans la pratique, il faut tronquer ces filtres a un
nombre limité de coefficients. La précision de 1’analyse dépend alors du nombre de coeffi-
cients conservés. Cela implique que les filtres soit trés grands pour avoir une approximation
de bonne qualité. Les ondelettes a support compact proposées par INGRID DAUBECHIES dans
[Daubechies 88] répondent a ce probleme en proposant des filtres a réponse impulsionnelle
finie (RIF). La contrepartie de ces filtres est la perte de linéarité en phase. Ces ondelettes sont
utilisées dans le format de compression JPEG2000 [Taubman 00].

Les ondelettes B-Splines sont utilisées par BRUNO et PELLERIN [Bruno O1] pour estimer
le mouvement global. Précédemment, dans [Bruno 00] les équations permettant d’approximer
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FIGURE 2.11 — Schéma d’un banc de filtre d’analyse et de synthese ; (a) Schéma d’analyse en
ondelettes ; (b) Schéma de synthese en ondelettes.

chaque composante du mouvement étaient modélisées par des séries de Fourier. Ici, les com-
posantes U et }V sont modélisées par projection dans une base d’ondelettes B-Spline. Ces équa-
tions sont alors injectées dans I’équation du flot optique. Le systeéme obtenu est creux et il est
résolu par la méthode du gradient conjugué. Le schéma multi-résolutions consiste a estimer
un modele du mouvement global simple a la plus basse résolution, prenant en compte les plus
grands déplacements. Cette estimation sert ensuite d’initialisation du systeme a la résolution
suivante. Cela est répété jusqu’a la résolution la plus fine.

Une méthode tres proche de celle-ci a été développée par WU et al. [Wu 00]. Ils utilisent
les ondelettes de CAI-WANG [Cai 96] qui sont construites a partir de B-Spline pour représenter
le champ de déplacements. Ce modele multi-résolution du champ de déplacements est alors
injecté dans 1’équation du flot optique. Le systeme est résolu en cherchant & minimiser 1’erreur
quadratique entre 1’image a I'instant (¢ + 1) et I’image a I’instant ¢ ayant subie le déplacement
cherché. La minimisation de cette erreur est effectuée par 1’algorithme itératif de Levenberg-
Marquardt.

2.3.4 Les fonctions polynomiales

Les modeles polynomiaux trouvent un grand nombre d’applications liées a I’étude du mou-
vement dans les s€quences d’images. Un modele polynomial de degré N peut €tre écrit comme :

(i+j)<N

C=UV)= D (abiy)z"y (2.39)

ihj
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FIGURE 2.12 — Exemples de champs de déplacements extraits d’une base composée des
polynomes de Zernicke. Image extraite de [Hoey 00].

Un tel modele utilisé avec un degré N = 1 pemet de représenter toutes les transformations
affines du plan. Cela peut étre tres utile en analyse du mouvement puisque les mouvements
de caméra tels que les zoom, les translations sont des transformations affines. De méme, dans
le contexte de I’étude des mouvements fluides, la détection de singularités (qui fait 1’objet du
chapitre 7) a recours au modele affine. Ce choix est fortement influencé par le théoreme de
Grossman-Hartman qui précise que dans le voisinage proche d’une singularité, il est possible
d’utiliser un modele linéaire pour représenter le mouvement.

Par ailleurs, ce modele a été utilisé dans I’estimation du mouvement global par flot optique
[Black 96b], la segmentation du mouvement [Chang 97], [Odobez 98], [Cremers 05] et I’index-
ation de vidéo [Gelgon 98]. Ce modele peut étre utilisé a des degrés supérieurs a 1. Cependant
ces modeles ne sont généralement pas tres robustes. Ils sont donc tres souvent utilisés en degré
1 ou 2.

Les fonctions polynomiales sont aussi utilisées par HOEY et LITTLE, mais sous un formal-
isme différent [Hoey 00], [Hoey 02]. Ici les fonctions polynomiales sont obtenues par projec-
tion dans une base de polyndomes de Zernike. La figure FIG 2.12 extraite de [Hoey 00] présente
quelques exemples de champs de déplacements extraits d’une base composée des polyndomes de
Zernike. 1l s’agit de polyndomes complexes définis sur le cercle unité. Ces polynomes forment
une base orthogonale compleéte. IIs sont définis pour les coordonnées polaires p = /2% + 23
(p € [0;1]) et @ = arctan(2) (0 € [0; 2[) par

Z3(p,0) = Ry (p)e™ (2.40)

ol m et n sont deux entiers tels que n > m > 0 et R"(p) est une fonction radiale définie par :

n—m

RN~ (=1 (n=1)! 21
CAOEDS X +m) = DIEn —m) — )" 24D

=0

si m — m est pair et par R"(p) = 0 si (n — m) est impair.
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Il est possible d’exprimer une fonction F par une combinaison linéaire de ces polyndomes :

Flp.0) =Y (Ar cos(mb) + By sin(mf)) R (p) (2.42)

m=0 n=0

avec M et N permettant de définir le nombre de polyndmes utilisés et les coefficients A et B
définis par

Q
Ar = @ Z F(x1,29)R"(p) cos(mb)

=182 avec €, = Lsim =0 (2.43)
. 2 sinon
By = DN " F(wy, w0) Ry (p) sin(mé)

En projetant chacune des composantes U/ et }V d’un champ de déplacements sur cette base de
polyndme, on obtient une approximation du champ de déplacement. Cette méthode est utilisée
pour modéliser les mouvements du visage afin d’interpréter les différentes émotions d’une per-
sonne comme le dégofit, la peur, la joie, la tristesse ou la surprise. Les auteurs estiment qu’'une
base composée de 11 polyndmes de Zernike permet de modéliser les cinq expressions du visage
étudiées.

Dans ces travaux de these, DRUON a présenté une méthode de modélisation polynomiale
par projection sur une base de polyndmes bivariables orthogonaux [Druon 09]. Les polynomes
ne sont pas définis sur le cercle unité comme c’est le cas dans [Hoey 00], mais bien sur le
domaine complet du champ. De plus, la famille de polyndmes est laissée libre par le choix
d’une fonction de pondération. Les coefficients polynomiaux sont obtenus par projection sur la
base de polyndmes. Les travaux que nous présentons dans ce manuscrit sont fondés sur cette
approche. Nous reviendrons plus en détails sur celle-ci au chapitre 3.

2.3.5 Conclusion

Ce chapire nous a permis d’introduire le vocabulaire, le contexte et certains enjeux de nos
travaux. Nous avons présenté les grandes lignes des méthodes d’estimation du mouvement.
Bien que nos travaux de modélisation soient indépendants de la méthode d’estimation du mou-
vement, lorsque dans la suite du document, nous présenterons un champ de déplacements pour
la premiere fois, nous donnerons des informations sur la méthode d’estimation utilisée.

Ensuite, nous avons présenté différentes applications faisant intervenir des méthodes d’-
analyse du mouvement. Dans la suite, nous présenterons dans la partie III deux applications.
L’une se place dans le contexte de 1’analyse de mouvement fluide et 1’autre dans le contexte de
I’analyse de mouvement humain.

Finalement, nous avons présenté quelques méthodes de modélisations. Notre objectif est de
proposer un modele permettant d’analyser le mouvement, qui dans notre cas, est représenté par
un champ de déplacements. Le modele polynomial proposé par DRUON [Druon 09] est partic-
ulierement bien adapté a la modélisation du mouvement. Ce modele offre 1’avantage d’étre in-
dépendant des données a modéliser, ce qui permet d’avoir un méme modele quelque soit le type
de mouvements étudiés. Les modeles fondés sur la SVD tels que la POD ne permettent pas cela.
En effet, les fonctions polynomiales offre la possibilité de représenter des mouvements simples
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avec peu de coefficients. Les mouvements de caméra, par exemple, peuvent tre représentés
avec 6 coefficients. De plus, les mouvements plus complexes sont aussi modélisables a condi-
tion d’augmenter le degré polynomial. De plus, les poynomes utilisés sont orthogonaux. Cette
orthogonalité est importante puisqu’elle nous permet de s’affranchir de 1’estimation au sens des
moindres carrés et d’obtenir les coefficients par projection sur la base.

Cependant, si dans le cas de mouvements simples, I’analyse des coefficients est aisée,
elle devient délicate lorsque la complexité du champ augmente. De plus, nous avons vu que
selon la méthode utilisée pour estimer le mouvement, les champs de déplacements peuvent €tre
denses, épars ou sous-échantillonnés. La méthode proposée par DRUON, s’attache a 1’analyse
de champs de déplacements denses dans leur globalité et nécessite parfois d’utiliser des bases
de degré élevé pour analyser les mouvements complexes. Nous proposons donc dans la partie
suivante des solutions pour agir sur ces deux points.
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INTRODUCTION

L’objet de cette partie concerne I’étude et le développement d’un outil générique de modéli-
sation du mouvement, pouvant s’adapter aux différents domaines de la science expérimentale
ayant recours a 1’analyse du mouvement. Nous cherchons a étendre les travaux de MARTIN
DRUON [Druon 09] concernant I’utilisation des bases de polyndmes orthogonaux. Au cours de
ses travaux, MARTIN DRUON a comparé cette méthode de modélisation globale du mouve-
ment a une autre méthode couramment utilisée dans ce domaine ayant recours a une décom-
position en valeurs singulieres de la séquence. Encouragés par la qualité des résultats, nous
avons souhaité poursuivre les recherches concernant 1’utilisation des bases de polyndomes pour
la modélisation du mouvement suivant trois axes principaux. Le premier concerne 1’étude des
modélisations hiérarchiques permettant d’aboutir a différents niveaux d’analyses d’un méme
mouvement, le second, la modélisation des champs €pars et le troisieme, 1’utilisation de cette
méthode de modélisation a d’autres mouvements que les mouvements fluides. Cette partie est
organisée en quatre chapitres.

Dans le chapitre 3, nous fixons le cadre mathématique de I’approximation de fonctions et
nous présentons une méthode de génération des bases de polyndmes orthogonaux. Ensuite,
nous présentons la modélisation globale d’un champ dense avec les bases de polyndmes. Nous
rappelons aussi quelques résultats de la these de MARTIN DRUON [Druon 09].

Apres avoir mis en évidence quelques limites de la modélisation globale, nous traitons
au chapitre 4, la modélisation hiérarchique d’un champ de déplacements. Nous utilisons les
bases de polyndmes avec un certain nombre d’algorithmes classiques de subdivision tels que
le quadtree ou le kd-tree. Ces différentes méthodes de subdivisions permettent d’obtenir une
modélisation hiérarchique de qualité, sans utiliser des bases de degré élevé.

Au chapitre 5, nous abordons la modélisation des champs épars. Bien que les méthodes
hiérarchiques permettent d’améliorer les résultats d’approximation d’un champ épars par rap-
port 2 une modélisation globale, les résultats restent insuffisants. Nous proposons alors de
revenir sur la génération des bases de polyndmes orthogonaux en générant une base en fonction
du support spatial du champ. On peut alors a nouveau utiliser tous les algorithmes hiérarchiques
étudiés aux chapitres précédents.

Finalement, apres avoir étudié différentes méthodes d’approximation des champs de dé-
placements, nous proposons,au chapitre 6, de générer des bases de polyndmes d’approximation
a erreur nulle. A partir de ces bases, nous proposons un algorithme de décomposition multi-
résolutions des champs de déplacements.






CHAPITRE 3

APPROXIMATION GLOBALE DES CHAMPS
DENSES

3.1 Introduction et définitions

Nous cherchons a obtenir une représentation analytique de chacune des composantes d’un
champ de déplacements. Pour cela, nous proposons d’approximer les fonctions ¢/ et )V comme
étant des combinaisons linéaires de fonctions polynomiales.

Dans un premier temps, nous présentons le cadre théorique général de 1’approximation de
fonctions dans un espace préhilbertien. Puis, dans un deuxieme temps, nous appliquons ce cadre
au cas particulier de I’approximation de fonctions par combinaisons linéaires de fonctions poly-
nomiales a deux variables. Finalement, nous donnons quelques exemples d’approximation de
champs de déplacements dans le cas particulier des polyndmes de Legendre.

Pour les développements qui suivent nous supposons que {/ et ) appartiennent a 1’espace
vectoriel préhilbertien de fonctions €. Etant donné que ces fonctions possédent les mémes car-
actéristiques et afin de simplifier les développements mathématiques, nous proposons d’étudier
plus particulidrement I”approximation de la fonction /. Nous cherchons  trouver la fonction I/
qui approche le mieux (/. Par conséquent, nous devons dans un premier temps préciser comment
mesurer la distance entre deux fonctions de I’espace £.

Dans le cadre des espaces préhilbertiens, le produit scalaire de deux fonctions f; et f5 noté
(f1| fo) permet de définir une norme ||.||¢ sur cet espace. Le produit scalaire est défini par

(fil f2) = /Qf1($17$2)f2<xlax2)w($17x2)d9 (3.1

ol w(xy,zy) est une fonction de pondération et €2 le domaine de définition des variables x; et
To.

La norme ||.||¢ est alors définie par la relation || f||e = /([ | f)-
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Ainsi I’écart entre deux fonctions f; et f, de £ est défini par la distance :

d(f1, f2) = |lfi = folle 3.2)

Soit £}, un sous espace vectoriel complet de £ et de dimension n+1. Nous cherchons donc a
construire I appartenant a F,, de dimension n, engendré par une base de fonctions {g, - -+ , ¥, }
qui approxime au mieux . Ces fonctions pourront €tre suivant les cas, soit des polynémes, soit
des fonctions trigonométriques, soit des fonctions polynomiales par morceaux (splines), soit des
ondelettes... Dans notre cas, nous utilisons une base orthogonale de fonctions polynomiales.

Soit {¢g, Y2, - -+ , ©n} notre base dans F,,, alors nous pouvons exprimer U par une combi-
naison linéaire des éléments de cette base :

U= Z aipi (3.3)
=0

Il est possible de démontrer que si U/ est une fonction continue sur €2 et ; un ensemble de
fonctions linéairement indépendantes, la fonction I/ telle que définie en équation (3.3) est une
fonction approchée de U/ unique au sens de la norme L.

A partir des fonctions approximantes et de la fonction de distance, nous cherchons la
meilleure approximation de /. Cela revient a déterminer les paramétres @; tels que ||[U — U.||¢
soit minimal. Il faut donc résoudre le systeéme linéaire d’équations suivant [Rice 69] :

Vi€ {0, ,n} ) e lpn)di = U | @) (3.4)
=0

qui peut s’écrire sous la forme matricielle :

PA=1DB (3.5)

(o |wo) -+ (ol en) i Qg U | o)
: : A= et B— :

¢ = : : :
(Pn lwo) - (on]en) an, U | on)

® est inversible car { est unique donc Aest unique et vaut :
A=07'B (3.6)

La résolution du systeme est alors un probleme d’inversion de matrice. Cependant ce probleéme
peut étre couteux en temps de calcul et numériquement instable. En effet, I’inversion d’une
matrice de dimension n X n par la méthode d’élimination de Gauss-Jordan nécessite §n3 opéra-
tions.

L’erreur d’approximation de U/ par U= Y or o Qi est égale a:

U —Ulle = (llwlz—Zdinm) (3.7)
=0
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Cependant sous certaines conditions, il est possible de résoudre ce probleme sans avoir a in-
verser cette matrice. En effet, si la base {¢g, - , ¢, } est orthogonale, la matrice ® est diago-
nale et le systeme (3.5) est par conséquent facilement inversible. Les coefficients «; sont alors
donnés par :

di:M,Vie{O,--~ ,n} (3.8)

(i | @i)

et correspondent aux projections orthogonales de U sur les éléments de la base. Ceci met en
exergue I'intérét de travailler avec une base de fonctions orthogonales. Dans ce cas, 1’erreur
d’approximation de U/ par U est égale a:

U —Ulle = QW%—}Z@%%|%O (3.9)
=0

Nous présentons dans la section suivante une technique permettant de générer une base de
polyndmes orthogonaux.

3.2 Construction de la base polynomiale

Nous définissons d’abord la famille de fonctions polynomiales a deux variables réelles suiv-
ante :

Pcp(w,m2) = > ) agy (21)" (22)] (3.10)

L
k=0 1=0
out K € Nt et L € N sont respectivement les degrés maximaux des variables z; et 5 et
les {ar, b re(o. 1 ief0.ry € REFTD*EFD sont les coefficients du polyndme. Le degré global du

polyndme est alors K + L.

Soit B = {Pk,l}ke{o.. K}.1e{o0..z} une base orthogonale de polyndmes de F, classé€s par ordre
lexicographique croissant des exposants des degrés de x; et xo. Nous appelons degré D de
cette base le degré le plus élevé des polyndmes qui la constituent, c’est-a-dire, I’ensemble des
polynémes P,; / k-1 < D. Ainsi, une base de degré D est composée de n polyndmes avec
n=(D+1)(D+2)/2:

B = {PO,()?PO,la“' 7P0,L7P1,U7"' 7P1,L—17"' 7PK—1707PK—l,1aPK,O} (311)

Nous choisissons ici de caractériser 1’écart entre deux fonctions de £ par la norme quadra-
tique classiquement utilisée dans le cadre de I’étude des fonctions polynomiales. Pour cela, nous
faisons intervenir le produit scalaire de deux fonctions f; et f; de £ défini par I’équation (3.1).
Ce dernier fait intervenir w(z1, ) une fonction de poids positive permettant de pondérer la
qualité de I’approximation aux points de coordonnées (1, x2). Notons aussi que celle-ci condi-
tionne la famille de polyndmes utilisée. Plusieurs fonctions de pondération sont présentées dans
le tableau TAB 3.1. Comme nous travaillons dans le domaine discret, nous nous intéressons a la
maniere de discrétiser le domaine. LLe domaine discret est ramené a une grille d’échantillonage
du domaine continu, par exemple [—1; 1]2. Nous présentons deux méthodes de collocation, la
premicere, la plus classique, est la collocation uniforme en équation (3.12) et la seconde est la
collocation de Gauss-Tchébichev en équation (3.13). La collocation de Gauss-Tchébichev cor-
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Famille Q w(zy, xs)
Legendre [—1;1]? 1
Tchebychev 1 | [—1;1]? S S—
(1—21)?(1—=2)?
Tchebychev2 | [—1;1]2 | /(1 — 21)2(1 — 22)?
Laguerre [0; 0o]? e~(@1Fe2)
2 2
Hermite [—00; 00]? e~

TABLEAU 3.1 — Quelques fonctions de pondération w permettant d’obtenir différentes familles
de polynomes

respond aux zéros des polyndomes de Tchebychev et est optimale au sens de la quadrature de
Gauss.

2
- 2k+1
x;(k) = — cos( 5N ) (3.13)

De méme, le produit scalaire doit étre calculé par une approximation numérique d’intégrale.
Plusieurs solutions existent : trapezes, NEWTON, intégration de GAUSS, transposition élémen-
taire. Nous avons choisi la transposition élémentaire. Cela nous permet d’obtenir des résultats
satisfaisants tout en conservant une grande efficacité au niveau des cofits calculatoires.

En se basant sur un produit scalaire, on peut générer une base en appliquant la procédure
de récurrence a trois termes (aussi appelée procédure de STIELJES dans le cas discret lorsque
I’intégrale est calculée par transposition élémentaire) :

Pfl,j(xla 332) =0
P, _i(z1,22) =0
Poo(r1,m2) =1 (3.14)
Pirj(z1,02) = (01 — Nig1 ) Pij(®) — piv1,1Pi-1,5(2)
Bijia(wy, w2) = (22 = Aija) Pij(@) — pija Pija (v)
avec les coefficients A et ;1 donnés par
N <Pi,j ‘ Pz,) N <Pi7j | Pi7j> (3.15)

i = (P | Py) i = (P | Pij)
T (P | Py (Pij1| Pij-1)

Notons qu’il est aussi possible de générer une base de polyndmes orthogonaux par orthogonal-
isation d’une base de polyndmes quelconque avec la procédure de GRAMM-SCHMIDT.

Des informations concernant la complexité algorithmique et 1’occupation mémoire des
bases de polyndmes orthogonaux sont présentées ANNEXE B. La section suivante montre com-
ment il est possible d’utiliser une base de polyndomes pour réaliser 1’approximation d’un champ
dense par projection sur la base.
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3.3 Approximation globale des champs denses

L approximation C = (U, V) d’un champ de vecteurs bidimensionnels C = (U, V) s’ex-
prime a partir de la projection de chacune des composantes sur les polynomes de la base. Nous
présentons en équation 3.16 comment une composante, ici U4, est projetée sur un polyndme de
la base.

o WIPy)
Y Py | Pig)
A partir de 13, en projetant chaque composante sur I’ensemble des polynémes de la base, on
obtient les approximations { et } des composantes { et } d’un champ de déplacements. II est
alors possible de reconstruire le champ a patir de cette approximation.

(3.16)

D D—i
N ulr
= SI3 S wghy e = U1 Py)

= (Pij | Pij)

-0 =0 e (3.17)
V = 0; i P;; avec viy-:—”

Z R T (P | Piy)

o

)

Il
o
<

La reconstruction du champ se fait simplement en réévaluant, a partir des coefficients u; ; et v; ;
et de la base B, I’équation (3.17) pour tous les sites (1, x2) du domaine €2 du champ. Ainsi, un
champ de résolutions NV x M est entierement caractérisé par (D + 1)(D + 2) coefficients et
leurs polyndmes associés. Ceci met en évidence la capacité de cette approche a compresser les
données initiales.

3.3.1 Utilisation des bases de degré 1

Les coefficients issus de la projection dans une base de degré 1 permettent de représenter
I’ensemble des mouvements affines sans erreur. On peut ainsi modéliser 1’ensemble des mou-
vements élémentaires présentés en figure FIG 3.1 par les combinaisons de polyndmes suivantes.
Mouvement de translation horizontale (cf. FIG 3.1a)

Pu:tr$1P07o—|—0P071+0P170 (3 18)
Py=0PFPo+0R;+0P, '

— Mouvement de translation verticale (cf. FIG 3.1b)
PMZOP()’()"‘OPOJ‘FOPLO (319)
Py =tryp Pyo+0F,+0Py '

— Mouvement divergent (cf. FIG 3.1c¢)
PU :OP070+0P071 —|—di’le Pl’() (3 20)
PVZOPO’O—FCZZ.U:EZPOJ—FOPLO ' '

— Mouvement de rotation affine (cf. FIG 3.1d)
PM:OP07Q—TOZ€$1 PO,1+OP1,0 (3 21)
Py, =0PFP0+0F+roty, Pig '
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— Mouvement hyperbolique de type 1 (cf. FIG 3.1e)

Py =0PF,0+0Fy; + hypx; P g (3.22)
Py =0 Ry — hypry Pox +0 Pig '

— Mouvement hyperbolique de type 2 (cf. FIG 3.1f)
Pu:0P07()+hyp2x1 P071+0P170 (323)
Py =0PFy0+0 Fo1+ hyp2,, Pig '

outry,, div,,, rot,,, hypxy, hyp2,, (resp.tr,,, div,,, rot,,, hypxrs, hyp2,,) sont les parametres
horizontaux (resp. verticaux) du mouvement affine.

La modélisation affine (polynomiale de degré 1) est utilisée dans de nombreux domaines.
Les mouvements de caméra sont souvent représentés ainsi. Dans sa these, DRUON [Druon 09],
a étudié I’analyse des mouvements de caméra a partir des coefficients polynomiaux obtenus par
projection sur une base de polyndmes orthogonaux bi-variables. Il est donc tres intéressant que
notre modele permette d’avoir une bonne représentation de ces mouvements.

Pour analyser des écoulements fluides, il est usuel de chercher a détecter des structures sin-
gulieres du champ de déplacements. Ces structures sont détectables entre autres par les méth-
odes de portrait de phase [Rao 92a]. Les méthodes de portraits de phase utilisent une mod-
élisation affine du champ de déplacements. De plus, le théoreme de GROBMAN-HARTMAN
[Palis 82a] établit que, dans le voisinage de ces singularités, une approximation par un mod-
¢le linéaire correspond a des solutions asymptotiquement exactes des équations de NAVIER-
STOKES.

AN
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o

P

o
N
o

P === ===

(b) Equation 3.19

(d) Equation 3.21 (e) Equation 3.22 (f) Equation 3.23

FIGURE 3.1 — Mouvements affines élémentaires
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FIGURE 3.2 — Exemple de détection de singularités dans un champ de déplacements; les A
représentent les tourbillons ; les 4 représentent les points de selles ; les e représentent les noeuds
impropres et étoilés ; Ces différentes structures ainsi que les méthodes de détection sont détail-
lées au chapitre 7 ; Le champ de déplacements est le champ 100 de la séquence cylindre-Carré
presenté dans ANNEXE A

La détection d’une singularité par portrait de phase consiste a détecter une singularité a
partir d’une représentation affine du mouvement de la forme :

U(l’) = 111 + 199 + b11

4 (3.24)
V(.T) = 2171 + 99T -+ le
qui peut étre écrite sous forme matricielle par
C=Ax+0b (3.25)
La détection de la position d’une singularité est obtenue par :
i=—-A" (3.26)

Il est alors possible de classifier ces singularités en fonction des valeurs propres de la matrice
A. La figure FIG 3.2 présente une illustration de singularités détectées dans un champ de dé-
placement. Nous reviendrons plus en détails sur ce genre d’application au chapitre 7.

Les bases de polyndomes de degré 1 permettent une approximation sans erreur de 1’ensem-
ble des mouvements affines. En fait, notre modele permet d’obtenir une approximation a erreur
nulle de tous les mouvements polynomiaux, a condition d’utiliser une base de degré appropriée.
De plus, il est possible de projeter n’importe quel champ non polynomial sur une base polyno-
miale. Cependant la qualité de I’approximation dépendra de la complexité du mouvement et du
degré de la base.

3.3.2 Utilisation de bases de degré supérieur a 1

Ainsi, nous présentons quelques exemples de champs afin de mettre en évidence le liens
entre la complexité du mouvement et le degré de la base.
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FIGURE 3.3 — Exemple de projections d’un champ complexe ; (a) Champ original (cf. ANNEXE
A); (b) Champ projeté sur une base de degré 16 ; (c) Champ projeté sur une base de degré 24.

La figure FIG 3.3 montre un extrait d’'un champ de déplacements d’un mouvement fluide
obtenu par PIV. Ce champ est d’abord approximé par projection dans une base de Legendre de
degré 16 puis 24. Cet exemple met en évidence la nécessité d’utiliser une base de degré élevé
pour représenter un champ de déplacement complexe.

Nous avons présenté en section 2.2 un exemple d’une méthode usuelle d’analyse des écoule-
ments en mécanique expérimentale des fluides. Il s’agit de I’analyse par portrait de phase des
coefficients temporels d’'une modélisation par décomposition orthogonale aux valeurs propres
(POD). Dans sa these, DRUON [Druon 09] réalise une étude similaire a partir des coefficients
polynomiaux. Nous en présentons deux résulats en figure FIG 3.4. On peut constater qu’il est
possible d’interpréter 1’évolution temporelle des coefficients polynomiaux de maniere similaire
aux coefficients POD. Sur les figures FIG 3.4a et FIG 3.4c, on peut constater qu’un seul anneau
apparait. Cela est significatif d’un écoulement périodique. Sur les figures FIG 3.4b et FIG 3.4d,
on peut voir plusieurs anneaux tres proches les uns des autres, on peut en déduire que certains
phénomenes vont se reproduire mais pas de maniere parfaitement périodique. Cela est signifi-
catif d’un écoulement de type cycle limite. La modélisation globale par base de polynomes peut
donc se substituer a I’analyse POD dans ce contexte. DRUON propose une étude plus poussée de
cette modélisation en la comparant a une modélisation par POD sur trois séquences d’écoule-
ment fluide [Druon 09].

Lorsque I’on utilise une base de degré supérieur a 1, le choix de la qualité d’approximation
(donc du degré de la base) va dépendre de 1’application. Ce choix sera contraint par le temps de
calcul nécessaire a la génération de la base, I’espace mémoire disponible pour stocker les coef-
ficients polynomiaux ou encore la rapidité des traitements (Projection, reconstruction, analyse)
des coefficients polynomiaux.

3.3.3 Gain de compression des bases de polynomes

Nous étudions maintenant la faculté de notre modele a regrouper une grande quantité d’in-
formations en peu de coefficients par la mesure du gain de compression exprimé par :

Nombre de coefficients conservés
T=1-— - . (3.27)
Nombre total de pixels dans I’image
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FIGURE 3.4 — Analyse d’écoulement a partir de coefficients POD ; (a) portrait de phase entre
les deuxieme et troisieme coefficients temporels POD d’un écoulement périodique ; (b) portrait
de phase entre les deuxieéme et troisieme coefficients temporels POD d’un écoulement de type
cycle limite ; (c) portrait de phase entre le coefficient polynomial 0 et le coefficient poly-
nomial 04 d’un écoulement périodique ; (d) portrait de phase entre le coefficient polynomial
0y et le coefficient polynomial 7 ¢ d’un écoulement de type cycle limite ; Figures extraites de
[Druon 09]

Afin d’estimer le gain de compression de notre modele, nous le comparons a une modélisation
par décomposition en valeurs singulieres (SVD). Il est a noter que les vecteurs propres de la
SVD doivent étre conservés pour la reconstruction tandis que les bases polynomiales peuvent
étre générées indépendamment des données. La SVD est effectuée sur chaque composante du
champ. Pour cet exemple, nous utilisons le champ 131 de la séquence cylindre-Carré (cf. AN-
NEXE A) présenté sur la figure FIG 3.5. Nous avons calculé la SVD de ce champ. Nous avons
reconstruit les 8 premieres approximations issues de la SVD. Dans chaque cas, nous avons
cherché le degré de la base de polyndmes permettant d’obtenir une erreur d’approximation
équivalente.

L’erreur de modélisation est calculée par I’erreur quadratique moyenne (cf. équation (2.6))
entre les composantes I/ et V du champ original et leur approximation respective I et V. Cela
nous permet d’obtenir une estimation du gain de compression de chacun des modeles pour une
erreur d’approximation équivalente.

Les résultats sont présentés dans le tableau TAB 3.2. On peut constater que pour des approx-
imations correspondantes aux premiers vecteurs propres de la SVD, la projection dans une base
de polyndmes a un gain de compression plus important. De plus, une approximation de degré
24 produit une treés bonne approximation du champ, puisque 1I’ensemble des structures présentes
dans le champ sont représentées.



42 CHAP 3 - APPROXIMATION GLOBALE DES CHAMPS DENSES
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FIGURE 3.5 — Champ 131 de la séquence Cylindre-Carré (cf. ANNEXE A)

| Méthode | EQM | nombre de coefficients | Gain de compression |
SVD (1 vecteur propre) 1.357 249 0.984
MBP (degre 4) 1.272 15 0.999
SVD (2 vecteurs propres) | 0.885 497 0.968
MBP (degre 7) 0.852 36 0.998
SVD (3 vecteurs propres) | 0.439 745 0.952
MBP (degre 15) 0.426 136 0.991
SVD (4 vecteurs propres) | 0.329 993 0.935
MBP (degre 19) 0.329 210 0.986
SVD (5 vecteurs propres) | 0.264 1241 0.919
MBP (degre 24) 0.265 325 0.979
SVD (6 vecteurs propres) | 0.218 1489 0.903
MBP (degre 27) 0.220 406 0.974
SVD (7 vecteurs propres) | 0.186 1737 0.887
MBP (degre 29) 0.192 465 0.970
SVD (8 vecteurs propres) | 0.144 1985 0.871
MBP (degre 35) 0.148 666 0.957

TABLEAU 3.2 —Illustration du gain de compression des bases de polynomes orthogonaux bivari-
ables comparées a des approximations par SVD pour plusieurs mesures d’erreurs quadratiques
globales équivalentes a partir du champ Mouvement fluide.

Nous présentons une étude similaire a partir d’un autre champ de déplacements. Ici le mou-
vement est un mouvement humain. Le sujet est filmé pendant un exercice de marche sur une
plateforme de mesure de pression. Les images ont une résolution de 512 x 512 pixels. Le champ
de vecteurs est calculé par une méthode de flot optique avec 1’algorithme de HORN et SHUNK.
La figure FIG 3.6 présente ce champ ainsi que les deux images a partir desquelles il est calculé.
Le tableau TAB 3.3 présente les résultats du gain de compression obtenus sur ce champ et la
figure FIG 3.7 présente les champs correspondant aux différentes approximations présentées
dans ce tableau.
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FIGURE 3.6 — Exemple de mouvement humain ; (a) et (b) deux images successives d’un homme
qui marche sur une plateforme de mesure de pression; (c) champ de vecteur représentant le
mouvement entre ces deux images (champ Marche).

| Méthode | EQM | nombre de coefficients | Gain de compression
SVD (1 vecteur propre) 0.219108 1025 0.933
MBP (degre 24) 0.218003 325 0.979
SVD (2 vecteurs propres) | 0.205627 2049 0.867
MBP (degre 30) 0.200956 496 0.968
SVD (3 vecteurs propres) | 0.181046 3073 0.800
MBP (degre 35) 0.186685 666 0.957

TABLEAU 3.3 —Illustration du gain de compression des bases de polyndmes orthogonaux bivari-
ables comparées a des approximations par SVD pour plusieurs mesures d’erreurs quadratiques
gobales équivalentes sur le champ Marche.

On peut remarquer que la silhouette humaine est clairement reconnaissable a partir d’une
modélisation de degré 24 tandis que par SVD, elle commence seulement a étre identifiable a
partir de la modélisation qui conserve les trois premiers vecteurs propres. Sur ces deux exemples
on peut en conclure que notre méthode de modélisation globale permet d’obtenir une bonne
approximation d’un champ de déplacements. De plus, le gain de compression est meilleur que
celui d’'une modélisation par SVD de qualité globale équivalente.

3.4 Conclusion sur la modélisation globale

Dans ce chapitre, nous avons approximé des champs de déplacements a partir de projections
sur une base de polyndmes. Dans un premier temps, nous avons utilisé des bases de degré 1. A
partir de ces bases, il est possible d’obtenir une modélisation de tous les mouvements affines.
Les mouvements affines sont tres intéressants car ils permettent une analyse tres simple. Il est
aisé de donner un sens physique aux coefficients polynomiaux dans une base de degré 1.

Cependant, pour modéliser des mouvements plus complexes, il est essentiel d’utiliser des
bases de degrés plus élevés. Nous avons présenté des résultats d’approximation avec des bases
de degrés 16 et 24. Il est alors intéressant de constater que notre outil de modélisation permet
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une approximation des champs de déplacements avec un gain de compression supérieur a la
SVD a qualité équivalente (approximation a partir des premiers vecteurs propres de la SVD).

Le gain de compression est un atout trés important de la modélisation par base de
polyndmes. Cependant, il ne doit pas nous faire oublier que le choix de fonctions polynomiales
est justifié, entre autre, par la facilité a donner un sens physique aux coefficients polynomiaux
en degré 1. Cet avantage est moins évident lorsque 1’on utilise des degrés élevés.

Nous proposons au chapitre suivant d’approximer plus localement le champ de déplace-
ments afin de bénéficier des avantages d’une modélisation en degré faible pour analyser les
champs complexes.
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FIGURE 3.7 — Résultats d’approximation par SVD et Projection dans une base de polyndmes bi-
variables ; (a) Approximation avec le premier vecteur propre de la SVD ; (b) Approximation par
projection sur une base de polyndomes de degré 24 ; (c) Approximation avec les deux premiers
vecteurs propres de la SVD ; (d) Approximation par projection sur une base de polyndomes de
degré 30 ; (e) Approximation avec les trois premiers vecteurs propres de la SVD ; (f) Approxi-
mation par projection sur une base de polyndmes de degré 35 ;






CHAPITRE 4

APPROXIMATION HIERARCHISEE DES
CHAMPS DENSES

4.1 Subdiviser le champ de déplacements

L’idée de ce chapitre est de démontrer qu’une approximation de qualité d’un champ com-
plexe est possible a obtenir méme avec une base de degré faible. Partons du constat qu’un champ
aussi complexe soit-il, est toujours modélisable localement a partir de translations. Il est alors
possible de modéliser une partie d’un champ de déplacements avec une base de degré faible.
Pour illustrer cette idée, nous proposons 1’étude du cas d’école présenté sur la figure FIG 4.1(a).
Il s’agit d’un champ de déplacements composé de 4 champs de déplacements affines juxtaposés.
Chacune des 4 parties de ce champ peut étre modélisée avec une base de degré 1. L’ approxima-
tion globale de ce champ, présentée sur la figure FIG 4.1(b), fournit un résultat tres imprécis.
Cependant, en utilisant une subdivision judicieuse de ce champ, il est possible de 1’approximer
sans erreur.

L’ objectif de ce chapitre est d’approximer un champ de déplacements avec précision tout en
permettant d’analyser les coefficients polynomiaux plus simplement. En effet, nous avons vu au
chapitre précédent que les coefficients d’une base de degré 1 peuvent étre analysés en terme de
translation, rotation, homothétie... Nous étudions ici différentes méthodes de subdivisions pour
I’approximation de champs denses : subdivision par grille réguliere, quadtree, Kd-tree, boites
englobantes, Diagramme de Voronoi. Il est important de noter que quelle que soit la méthode
de subdivision utilisée, le degré D de la base de polyndmes ne doit jamais étre supérieur au
nombre de vecteurs constituant la plus petite dimension de la fenétre d’approximation. Si la
fenétre d’approximation est de dimension M x N vecteurs et que N est la plus petite dimension,
alors D > N.
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FIGURE 4.1 — Subdiviser pour mieux régner : un cas d’école; (a) Champ de déplacements
composé de 4 champs affines juxtaposés; (b) Approximation globale du champ (a) avec une
base de degré 1.

4.2 Subdivision en grille réguliere

Nous commengons par 1’étude de la subdivision par grille réguliere. Cette méthode consiste
a décomposer le domaine spatial du champ en blocs de mémes dimensions juxtaposés les uns
a coté des autres. Chaque subdivision est associée a un niveau de subdivision du domaine. Ce
niveau de subdivision n représente un champ découpé en blocs de dimension QMn X Qﬂn vecteurs
si M x N est la dimension du champ initial. Lorsque les dimensions du champ ou du bloc ne
sont pas paires, alors nous avons choisi, pour les subdivisions horizontales, d’arrondir a I’entier
inférieur a droite et a I’entier supérieur a gauche et pour les subdivisions verticales, d’arrondir

a ’entier inférieur en haut et a I’entier supérieur en bas.

Une illustration de cette méthode est donnée en figure FIG 4.3(a). Nous étudions I’erreur
de modélisation par I’Erreur Quadratique Moyenne (EQM) défini en équation (2.6). La figure
FI1G 4.2 représente ’EQM associée a des modélisations par grille, pour des bases de degré 1,
5 et 9, en fonction du niveau de subdivision. Cette courbe nous permet de constater que 1’¢é-
cart de I’erreur d’approximation entre les bases de différents degrés diminue quand le niveau
de subdivision augmente. Sur la figure FIG 4.3, nous illustrons I'intérét d’une approximation
par subdivision avec une grille réguliere par rapport a une approximation globale. Le champ
présenté en FIG 4.3(a) est modélisé par une approximation globale avec une base de degré 16
puis 24. Les cartes des erreurs quadratiques issues de ces deux modélisations sont présentées en
figures F1G 4.3(b) et F1G 4.3(c). Les figures FIG 4.3(d) et FIG 4.3(e) représentent les cartes d’er-
reurs quadratiques obtenues par subdivision de niveau 2 (31 x 31 vecteurs) et 4 (8 X 8 vecteurs).
Nous constatons que I’approximation est de meilleure qualité en utilisant une subdivision par
grille réguliere tout en utilisant une base de degré moins élevé. Le tableau TAB 4.1 regroupe les
résultats obtenus par les différentes méthodes de subdivision étudiées dans ce chapitre.

L’inconvénient majeur de la subdivision par grille réguliere est la difficulté a définir un
niveau de subdivision adéquat pour tout type de champ. De plus, ce type de modélisation ne
prend pas en compte 1’aspect global qui est pourtant tres utile pour 1’analyse. Nous proposons
donc plusieurs solutions permettant de conserver les avantages de la modélisation globale, c’est-
a-dire sa simplicité d’analyse, et la qualité d’approximation avec une base de degré faible que
permet la subdivision par grille réguliere.
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FIGURE 4.2 — EQM en fonction du niveau de subdivision et du degré de la base ; en rouge la
base de degré 1; en vert la base de degré 5 ; en bleu la base de degré 9.

4.3 Modélisation par quadtree

La structure que nous utilisons est un arbre quaternaire, plus couramment appelé Quadtree.
Le principe du quadtree est de découper récursivement le domaine en quatre sous domaines.
Ce découpage est associé a un arbre, dont les fils d’un noeud sont souvent appelés Nord-ouest
(NW), Nord-est (NE), Sud-ouest (SW), Sud-est (SE).

Il a été utilisé pour la premiere fois par Finkel R.A. et Bentley J.L. dans [R. A. Finkel 74],
puis approfondi par H. Samet dans [Samet 07]. Depuis, cette structure a été utilisée dans tous
les domaines de la vision par ordinateur et du traitement d’images. Cette structure peut étre
utilisée pour aider a résoudre localement des problemes physiques nécessitant des modélisations
complexes. C’est le cas dans [Popinet 03] ou cette structure de données est utilisée sous sa forme
3D (appelée octree) afin de résoudre localement les équations d’Euler.

Nous présentons en figure FIG 4.4 un exemple trés classique d’utilisation du quadtree pour
la représentation d’une image binaire. Nous partons de I’image enticre et on cherche a ce qu'un
noeud représente uniquement une seule couleur (noir ou blanc). Si ce n’est pas le cas, on dé-
coupe récursivement I’image jusqu’a ce que cela soit le cas. Si un noeud ne représente pas
une seule couleur alors on dira que le noeud est gris. S’il représente une seule couleur alors
nous n’aurons plus besoin de découper I’image. On appelle alors ce noeud une feuille. Sur cette
représentation, les feuilles (ou noeuds feuilles) de I’arbre sont : 1, 21, 22, 23, 24, 321, 322, 323,
324,411,412, 413,414, 42, 43, 44. Le noeud I est appelé racine de I’arbre.

Dans notre cas, nous utilisons cette structure afin de modéliser un champ de déplacements
en associant a chaque noeud les coefficients issus de la projection de la zone qu’ils représen-
tent dans une base de degré donné. Le champ est subdivisé tant que I’erreur d’approximation
est supérieure a un seuil fixé. Nous choisissons I’erreur quadratique moyenne comme mesure
d’erreur.
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FIGURE 4.3 — Représentation de la carte d’erreurs quadratiques d’un champ pour différentes
modélisations globales et par subdivision par grilles régulieres ; (a) Champ 131 extrait de la
séquence Cylindre-carré de 124 x 124 vecteurs (cf. ANNEXE A); (b) Modélisation globale du
champ test avec une base de polyndmes de degré 16; (c) Modélisation globale du champ test
avec une base de polyndmes de degré 24 ; (d) Modélisation du champ test par subdivision de
niveau 2 (31 x 31 vecteurs) avec une base de polyndmes de degré 5 ; (e) Modélisation du champ
test par subdivision de niveau 4 (8 x 8 vecteurs) avec une base de polynomes de degré 5
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FIGURE 4.4 — Représentation d’une image binaire par un quadtree

[algorithme est le suivant :
1. Calculer I’approximation du champ par projection sur la base ;
2. Reconstruire le champ a partir du champ approximé ;
3. Calculer la EQM entre le champ initial et le champ approximé ;
4

. Comparer la EQM au seuil fixé
— Si la EQM est inférieure au seuil fixé alors arréter le processus ;
— Sinon découper le champ en quatre parties et reproduire le processus sur chaque partie.

On peut ainsi garantir une certaine qualité de reconstruction au niveau de décomposition
correspondant aux feuilles du quadtree tout en permettant d’avoir une représentation plus glob-
ale en remontant dans I’arbre.

Nous présentons en figure FIG 4.5, I’erreur quadratique locale associée a trois exemples de
modélisation d’un champ avec un quadtree et des bases de degré 9, 5 et 1. Le quadtree permet
donc d’obtenir une grille adaptative en fonction du degré de la base utilisée. Nous constatons
que pour de nombreuses zones, la subdivision n’est pas au niveau de subdivision le plus élevé,
ce qui signifie que ces zones sont modélisées de maniere assez précise. Dans ce cas, le seuil est
fixéa FQM = 0.1.

Cependant, la subdivision récursive en 4 parties peut aboutir a une sur-segmentation. Afin de
limiter un peu cette sur-segmentation, nous étudions un autre algorithme de subdivision utilisant
cette fois un arbre binaire.

4.4 Subdivision par kd-tree

Le Kd-tree est une structure de données inventée par J.L. BENTLEY [Bentley 75]. Cette
structure permet de stocker, dans un arbre binaire, un ensemble de points dans un espace de
dimension k. Contrairement au quadtree, le kd-tree permet de diviser I’espace de maniere ir-
réguliere. Dans le cas d’un domaine spatial en 2D, on découpe par une droite parallele a I’un des
axes du domaine (axe x ou axe y). En général, on choisit une droite médiane au domaine. Dans
le cas 3D, le domaine est découpé par un plan et en dimension supérieure par un hyperplan. La
figure FIG 4.6 nous permet d’introduire par un exemple cet algorithme. Il s’agit de séparer un
ensemble de six points d’un domaine spatial en dimension 2. Ce domaine peut étre séparé soit
horizontalement soit verticalement.
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FIGURE 4.5 — Représentation de la carte d’erreurs quadratiques associée a la modélisation du
champ test a I’aide d’un quadtree avec 3 bases de degrés différents ; (a) Quadtree avec une base
de degré 1; (b) Quadtree avec une base de degré 5 ; (c) Quadtree avec une base de degré 9.

[algorithme est le suivant :

1. Trier les points du domaine par leur position suivant [’axe horizontal (resp. vertical) si le
noeud est pair (resp. impair) ;

2. Choisir le point médian ;

3. Découper le domaine spatial en deux sous domaines selon I’axe vertical (resp. horizontal)
si le noeud est pair (resp. impair) et stocker I’ensemble des points a gauche (resp. au
dessus) dans le noeud fils de droite et I’ensemble des points a droite (resp. en dessous)
dans le noeud fils de gauche ;

4. Recommencer le processus a partir de 1 sur chaque noeud fils tant que I’ensemble des
point n’est pas nul. Si [’ensemble est nul, alors il n’y a plus de points dans cette région
du domaine spatial initial ;

On peut citer [Wald 06] pour un exemple d’utilisation du kd-tree dans le contexte du lancer
de rayon ainsi qu’une étude sur la complexité de certains algorithmes.
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FIGURE 4.6 — Exemple de Kd-tree et son arbre associé ; les p; représentent les points du domaine
et les Ry, les régions ne contenant plus de points

Dans notre cas, nous utilisons cette structure pour décomposer le champ. Dans un premier
temps, nous proposons d’utiliser 1’algorithme kd-tree médian suivant :

1. Calculer la projection du champ sur la base ;

2. Reconstruire le champ a partir des coefficients issus de la projection ;
3. Calculer I’erreur entre le champ original et le champ approximé ;
4

. Comparer la mesure de I’erreur au seuil fixé :
— Si la mesure d’erreur est inférieure au seuil alors arréter le processus ;
— Sinon découper le domaine en deux parties égales par une droite horizontale (resp. ver-
ticale) si la profondeur du noeud est impaire (resp. paire). Recommencer le processus
sur les deux sous-domaines.

Nous présentons sur la figure FIG 4.7, la carte d’erreurs quadratiques associée a trois exem-
ples de modélisation d’un champ avec un kd-tree et des bases de degré 9, 5 et 1.

L’avantage de cet algorithme est sa rapidité de calcul. Cependant, comme pour le quadtree,
le découpage est effectué systématiquement par rapport a un axe médian au domaine dans
I’une ou I'autre des directions. On peut donc facilement aboutir a des partitions de 1’espace
tres proches.

C’est pourquoi nous apportons une modification a cet algorithme. A I’étape 4, lorsque I’er-
reur de modélisation est supérieure au seuil fixé, le champ est subdivisé. Jusqu’alors, la sub-
division consistait a découper le champ par rapport au plan médian soit horizontalement, soit
verticalement selon la profondeur de I’arbre. Nous proposons de chercher une meilleure subdi-
vision. En effet, la recherche de la meilleure subdivision nécessite de tester toutes les possibil-
ités, ce qui est évidemment trop coliteux en temps de calcul. Nous avons donc choisi de tester
six combinaisons de subdivisions, trois horizontales et trois verticales, présentées en figure FIG
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FIGURE 4.7 — Représentation de la carte d’erreurs quadratiques associée a la modélisation du
champ test a I’aide d’un kd-tree médian avec 3 bases de degrés différents ; (a) kd-tree médian
avec une base de degré 1 ; (b) kd-tree médian avec une base de degré 5 ; (c) kd-tree médian avec
une base de degré 9

4.8. Dans chaque cas, les étapes 1, 2 et 3 sont appliquées a chacun des deux sous-domaines. La
subdivision dont la somme des erreurs est minimale est retenue. L’algorithme est alors :

1. Calculer la projection du champ sur la base ;
2. Reconstruire le champ a partir des coefficients issus de la projection ;
3. Calculer I’erreur entre le champ original et le champ approximé ;
4. Comparer la mesure de ’erreur au seuil fixé :
— Si la mesure d’erreur est inférieure au seuil alors arréter le processus ;
— Sinon, découper le champ avec chacune des six configurations sélectionnées et dans
chaque cas
(a) Projecter le champ sur une base de polynomes ;
(b) Reconstruire le champ a partir des coefficients issus de la projection ;
(c) Chercher la subdivision qui minimise la somme des erreurs et conserver les coef-
ficients associés ;
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cas | cas 2 cas 3
cas 4 cas 5 cas 6

FIGURE 4.8 — Illustration des six combinaisons possibles du kd-tree irrégulier

(d) Rejeter les autre subdivisions et recommencer le processus sur les deux sous do-
maines.

Dans ce cas, le choix de découper horizontalement ou verticalement n’est plus dicté par la
profondeur de I’arbre. Il faudra donc penser a stocker cette direction ainsi que la position de
la droite dans la structure de données. Nous présentons en figure FIG 4.9, la représentation de
I’erreur quadratique locale associée a la modélisation du champ test a I’aide d’un kd-tree de ce
type avec 3 bases de degré différent. On peut constater que la subdivision de 1’espace est tres
intéressante puisque 1’on obtient une grille irréguliere. Nous appelons cet algorithme kd-tree
irrégulier pour y faire référence. Cependant, dans le tableau TAB 4.2, on peut constater que
du point de vue de la précision de I’approximation, cet algorithme ne fournit pas de meilleurs
résultats que le kd-tree médian.

Nous présentons des résultats visuels de la qualité de reconstruction du quadtree et du kd-
tree sur un extrait du champ en figure FIG 4.10. La modélisation est bien effectuée sur le champ
entier, mais nous n’en présentons qu’un extrait afin de le rendre plus lisible.

Le tableau TAB 4.1 regroupe les résultats qualitatifs des différentes techniques de subdivi-
sion étudiées dans cette section. Ces différentes méthodes de subdivisions sont comparées en
fonction de I’erreur d’approximation globale obtenue en fonction du degré de la base utilisée.
Nous ajoutons aussi la mesure de 1’erreur angulaire (£g) définie par

1 -
Eo=)_ 5 | sin(0(w1, 72) — (w1, 2)) | (4.1)

Q

ol O(x1, x2) représente I’orientation entre [—7; 7] d’un vecteur C(z1, x2) du champ.

Dans le cas des grilles régulieres, afin de pouvoir étre facilement comparés aux résultats du
quadtree, les découpages utilisés sont des subdivisions de 1’espace par puissance de 2 que nous
appelons niveaux de subdivision. Nous rappelons que I’erreur globale est calculée par I’EQM.
Le gain de compression (exprimé en pourcentage) est donné par :

B (D+1)(D+2)
7_1_< D >><100 4.2)

On peut alors constater que les différentes méthodes de subdivisions étudiées nous permet-
tent d’obtenir une approximation de qualité tout en conservant un taux de compression impor-
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FIGURE 4.9 — Représentation de I’erreur quadratique locale associée a la modélisation du champ
test a ’aide d’un kd-tree irrégulier avec 3 bases de degré différent ; (a) kd-tree irrégulier avec
une base de degré 1 ; (b) kd-tree irrégulier avec une base de degré 5 ; (c) kd-tree irrégulier avec
une base de degré 9
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tant. Le quadtree et le kd-tree permettent d’obtenir une grille adaptative de maniere automatique.
Cela permet d’améliorer la compression de I’approximation par grille réguliere.

En effet, pour une base de degré 1, le gain de compression passe de 80% pour une grille
réguliere a environ 92% avec un quadtree ou un kd-tree médian. Le seul paramétre a régler est
le seuil de qualité permettant de décider si le champ doit étre subdivisé.

M¢éthode Degré | Niveau | Gain | EQM | Fg

globale 5 0 99.863 | 1.167 | 0.210
globale 9 0 99.642 | 0.631 | 0.112
globale 16 0 99.005 | 0.396 | 0.080
globale 20 0 98.498 | 0.308 | 0.069
grille réguliere 9 3 77.107 | 0.020 | 0.005
grille régulicre 5 4 65.036 | 0.014 | 0.004
grille régulicre 1 5 80.021 | 0.041 | 0.011
quadtree 9 3 87.838 | 0.034 | 0.007
quadtree 5 4 87.981 | 0.036 | 0.008
quadtree 1 5 92.254 1 0.072 | 0.015
kd-tree median 9 3 91.058 | 0.040 | 0.008
kd-tree median 5 4 91.669 | 0.045 | 0.009
kd-tree median 1 5 92.683 | 0.081 | 0.015
kd-tree irrégulier 9 3 92.488 | 0.053 | 0.009
kd-tree irrégulier 5 4 92.215 | 0.050 | 0.009
kd-tree irrégulier 1 5 96.449 | 0.135 | 0.032

TABLEAU 4.1 — Evaluation de I’erreur d’approximation et du gain de compression pour les
méthodes globales, de subdivision par grille réguliere, par quadtree et par kd-tree pour différents
degrés et différents niveaux de hiérarchiques

Nous avons constaté que la subdivision par quadtree est trop systématique puisqu’elle di-
vise en 4 le domaine méme si seulement une petite partie du domaine ne répond pas au critere
de subdivision. Cela permet d’aboutir rapidement a une solution répondant au probleme de
minimisation de I’erreur quadratique globale, au prix d’un sur-partitionnement de 1’image. Ce
sur-partitionnement peut étre limité par I’utilisation d’un kd-tree, au prix cette fois ci d’un sur-
colit calculatoire dii a la recherche de la meilleure droite de partitionnement de I’espace en deux.
Nous proposons une autre approche de la subdivision dans la section suivante.

4.5 Modélisation obtenue par subdivision a partir de points
singuliers du champ de déplacements

Les points singuliers présentent un grand intérét en analyse de mouvement fluide. En ef-
fet, le champ qui entoure ces points est tres intéressant et peut représenter des tourbillons ou
différentes autres structures tres informatives pour 1’analyse. Dans le domaine de 1’analyse des
mouvements humains, il existe des méthodes permettant de détecter certains points particuliers
du corps humain [Panagiotakis 04]. Ces points peuvent étre utilisés pour analyser une séquence
représentant un mouvement humain.
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Nous cherchons donc a subdiviser un champ de déplacements a partir d’une liste de points.
Il existe de nombreuses techniques permettant de subdiviser un domaine a partir d’un nombre
défini de points de ce domaine. On peut citer le kd-tree, présenté dans la section précédente ou
le diagramme de Voronoi que nous présentons dans la suite de ce chapitre.

Cependant, dans notre cas, la zone qui entoure chaque point est souvent tres importante
du point de vue de I’analyse. Nous appelons ces zones zones d’intérét. Il faudrait donc priv-
ilégier les solutions qui partitionnent le domaine en séparant ces zones d’intérét sans les sur-
partitionner. Le kd-tree qui a pourtant été inventé pour répondre au probleme de subdivision
d’un domaine en séparant un certain nombre de points, ne permettra pas de résoudre notre
probléme dans ce cas précis. L’exemple de partition présenté sur la figure FIG 4.11, montre que
dans certains cas il n’est pas possible de séparer les différentes zones d’intérét par un kd-tree
sans en obtenir un sur-partionnement. En effet, il n’existe aucune droite hortizontale ou verti-
cale qui permette de séparer les structures sans en intersecter une autre. C’est pourquoi, nous
nous tournons vers d’autres solutions. Notre objectif est de simplifier I’analyse d’un champ de
déplacements.

FIGURE 4.11 — Exemple de zones non séparables par une droite horizontale ou verticale ; Cela
implique une impossibilité de partitionner 1’espace en séparant les zones sans sur partitionner
les zones d’intérét

Nous présentons une premiere technique tres intuitive utilisant des boites englobantes. La
boite englobante d’une région est le domaine spatial de forme rectangulaire englobant toute
cette région. A I’intérieur de cette boite, la projection est effectuée de maniére globale. Aprés
avoir introduit cette méthode, nous 1’étendons au cas des boites englobantes orientées.

Ensuite, ces boites englobantes sont utilisées pour approximer les région issues d’une sub-
division obtenue par un diagramme de Voronoi.

4.5.1 Les boites englobantes

Nous proposons un modele simple basé sur I’utilisation de boites englobantes. Le champ
global est modélisé par projection dans une base de polyndmes. Les coefficients de projection
sont stockés a la racine d’un arbre. Cette arbre aura une profondeur de 2, et autant de fils qu’il
y a de points singuliers dans le champ. A chaque fils de la racine de I’arbre est associé un point
singulier du domaine et sa région. Ces régions sont modélisées par une boite englobante. Les
boites englobantes pourront étre de dimensions fixes (définies par un utilisateur) si aucune in-
formation n’est connue. Dans notre cas, les points singuliers sont associés a une région spatiale
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a I’intérieur de laquelle il est possible d’utiliser un modele linéaire. Les dimensions de ces ré-
gions définissent les boites englobantes associées aux points singuliers. De cette maniere, il est
possible de se ramener a une analyse globale du champ telle que cela a été fait au chapitre 3
pour analyser le mouvement principal du champ a partir des informations stockées a la racine
de I’arbre. Pour des informations plus locales, chaque fils de la racine de I’arbre apporte des

FIGURE 4.12 — Arbre associé a la modélisation de la figure FIG 4.12

précisions. La figure FIG 4.12 présente 1’ arbre associé a la modélisation de la partition proposée
en figure FIG 4.11. Une illustration des résultats d’approximation de ce type de méthode est
présentée en figure FIG 4.13. En figure FIG 4.13(a), nous présentons le champ a approximer
sur lequel on a représenté en noir les boites englobantes. En FIG 4.13(b), une approximation du
champ avec une base de degré 16 associée a la racine de I’arbre et une base de degré 1 pour
chacun de ces fils, en FIG 4.13(c), une approximation du champ avec une base base de degré 9
associée a la racine de 1’arbre et une base de degré 5 pour chacun de ces fils.

Nous proposons d’étendre cette modélisation avec des boites englobantes orientées. Le
champ synthétique en figure FIG 4.14a représente un exemple de structures que 1’on veut mod-
éliser par des boites englobantes indépendamment du reste du champ. Il s’agit d’'un champ
synthétique dédié a I’étude des boites orientées. Chaque stucture qui compose le champ est un
mouvement affine.

Nous commengons par modéliser chaque région avec une boite englobante non orientée. Le
résultat de cette modélisation est présenté en figure FIG 4.16(b), (e), (h), (k) et (n). On peut
constater que les mouvements sont globalement bien reconstruits. Du point de vue de I’analyse,
on peut reconnaitre s’il s’agit d’une rotation ou d’une homothétie par exemple. Cependant, la
norme des vecteurs n’est pas satisfaisante en raison de la répartition de I’énergie sur I’ensemble
du domaine.

Nous proposons d’améliorer la qualité d’approximation. Les difficultés de modélisation sont
dues a la présence de vecteurs nuls dans le champ et dans ce cas précis dans la boite englobante.
Nous cherchons a obtenir une boite englobante minimisant le nombre de points nuls. Nous
orientons donc chaque boite englobante (rectangulaire) dans la direction principale de la forme.
Pour trouver I’ orientation de la forme, nous utilisons une méthode basée sur les moments centrés
i d’ordre p, g calculés par la formule :

g = Y D1, 22) (21 — 1) (22 — )" (4.3)

x1,r2€82

ot I,(x1,22) = 0 si le mouvement est nul et 1 sinon. L’angle 6 qui représente I’orientation de
la forme se calcule par les formules suivantes :

)\maz -
0 — tan-! (—“20) (4.4)
H1,1
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FIGURE 4.13 — Représentation de la carte d’erreurs quadratiques associée a la modélisation
du champ test a 1’aide des boites englobantes ; (a) Champ test a approximer sur lequel on a
représenté en noir les boites englobantes ; (b) Modélisation globale avec une base de degré 16
et chaque boite avec une base de degré 1 ; (c) Modélisation globale avec une base de degré 9 et
chaque boite avec une base de degré 5 ;

avec

1 1
Amaz = B (p2,0 + fo2) + 5\/#%,0 + Upo — 2M0atta 0 + 40T (4.5)

Une fois cette phase de calcul de I’orientation de la forme effectuée, nous calculons la
rotation de chaque composante connexe afin d’en déduire une nouvelle boite englobante.

A ce stade, nous sommes confrontés au calcul d’une rotation discréte qui en utilisant une
simple matrice de rotation n’est pas bijective. Nous avons choisi d’utiliser la méthode des angles
pythagoriciens introduite par Eric Andres dans [Andres 91] et dont la bijectivité est prouvée
dans [Jacob 95] pour calculer la rotation discrete. Le principe est de découper une rotation d’un
angle © quelconque, en une succession de rotations d’angles pythagoriciens. © est un angle
pythagoricien si © = atan(a/b) avec a = 2k + 1 et b = 2k(k + 1), a, b, k des entiers, avec
k+#0.
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FIGURE 4.14 — ; (a) Champ synthétique composé de 5 mouvements affines séparés ; (b) a (f)
Mouvement affine de degré 1 dans I’ordre de lecture classique.
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Afin de trouver les différentes valeurs des angles pythagoriciens, nous utilisons la formule
suivante pour obtenir k, duquel nous déduisons a = 2k + 1 et b = 2k(k + 1), et donc I’angle.

1 —tan(©) + \/tan(©)? + 1 N 1
2tan(O) 2

k= [ (4.6)

avec | | la partie entiere.

Par cette méthode, nous pouvons obtenir uniquement les angles commencant par la série
suivante : 38.86, 22.62, 16.26, 12.68, ... qui est une suite qui tend vers 0 lorsque k tend vers
I’infini. Cette difficulté peut étre surmontée en composant plusieurs rotations pythagoriciennes.
Dans nos expériences, nous ne réalisons que trois rotations. Nous obtenons ainsi une rotation
bijective.

Apres avoir effectué la rotation du support de notre champ de déplacements, nous devons
appliquer la méme rotation aux vecteurs. En effet, on peut voir en figure FIG 4.15(a) et FIG
4.15(b) que lorsque le support du champ a été tourné, le mouvement apres rotation du domaine
ne représente plus le méme mouvement que le champ d’origine (ici une rotation affine). Il faut
alors appliquer a tous les vecteurs du champ la méme rotation que celle qui a été appliquée
au domaine spatial du champ. Ainsi, on obtient la figure FIG 4.15(c) qui représente bien une
rotation affine.

(b)

FIGURE 4.15 — Etape de la rotation d’un champ synthétique affine (rotation) ; (a) Champ origi-
nal ; (b) Rotation discrete du support du champ (ne ressemble plus a une rotation) ; (c) Rotation
discrete du support du champ ainsi que des vecteurs.

Cette méthode est a rapprocher de celle utilisée pour les bandelettes de premiere génération
[Le Pennec 00], [Pennec 02]. Les bandelettes de premiere génération s’appuient sur une détec-
tion préalable des contours (singularités) d’une image. Ces contours sont classés en contours
majoritairement horizontaux ou verticaux. L’algorithme de feu de prairie [Blum 73] est utilisé
afin d’obtenir des zones presque rectangulaires autour de ces contours. Ces formes suivant le
contour sont ensuite transformées afin de s’adapter au mieux a la transformée en ondelette 2D
séparable. Dans notre cas, nous n’utilisons pas une base d’ondelettes et la seule transformation
est une rotation discrete bijective, mais 1’idée générale reste la méme.

Nous appliquons cette rotation sur les composantes connexes du champ présenté sur la fig-
ure FIG 4.14 afin de supprimer un maximum de vecteurs nuls autour de chaque composante. La
figure FIG 4.16 présente pour chaque composante connexe, le mouvement original a gauche,
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I’approximation par boite englobante au milieu et I’approximation par boites englobantes ori-
entées a droite. Cette méthode permet d’améliorer sensiblement les résultats d’approximation,
mais ne permet toujours pas d’obtenir une modélisation parfaite des mouvements affines non-
denses.

De plus, a cause de la rotation des vecteurs, deux translations identiques ayant un domaine
de définition dont I’orientation est différente, donnent un modele différent. Cette solution rend
donc plus complexe 1’analyse des champs.

4.6 Le diagramme de Voronoi

Un diagramme de Voronoi est défini a partir d’un ensemble de n points ou sites py, pa, ..., Pp
de I’espace euclidien. On associe a chaque site p; la région V' (p;). Cette région est constituée
de tous les points p du domaine plus proche de p; que de n’importe quel autre site par rapport a
une distance d.

SiI’on utilise la distance L; (ou distance de Manhattan) d devient :
d(p,q) = P2 — @l + llpy — 4|l (4.7)

Dans les cas Euclidien, la distance L- est définie par :

d(p,q) = \/(px — 2)* + (py — qy)? (4.8)

En général, avec la distance L, :

d(p,q) = C/(pz — )"+ (py — )" (4.9)

On peut donc définir la région V (s;) par I’ensemble des points p vérifiant :
V(si) = pld(p, s;) < (d(p, s;), pour tout j # i (4.10)

On dit que V' (s;) est la région de Voronoi de centre s;. La région V' (s;) est I’intersection
d’un nombre fini de demi-espaces limités par les hyperplans médiateurs des segments [s;, s;],
j = 1,..n,j # 1. C’est donc un polytope convexe, éventuellement non borné. Les V'(s;)
constituent le diagramme de Voronoi. Dans un diagramme de Voronoi, on définit des arrétes
et des sommets.

Définition 1 Une arréte est définie par ’ensemble des points appartenant a la demi-droite
séparant deux régions.

Définition 2 Un sommet est défini comme un point a la frontiere entre trois (ou plus) régions.

Le diagramme de Voronoi est trés utilisé notamment en raison de sa dualité avec le dia-
gramme de Delaunay qui permet d’obtenir une triangulation du domaine. En effet, si deux sites
s; et s; ont une arréte commune dans le diagramme de Voronoi, alors ces deux sites sont reliés
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4.6. Le diagramme de Voronoi
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respective avec une boite englobante orientée( degré 1).
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(a) (b) (©)

FIGURE 4.17 — Illustration du diagramme de Voronoi et son dual la triangulation de Delaunay ;
(a) Diagramme de Voronoi (en rouge) ; (b) Triangulation de Delaunay (en bleu) ; (c) Triangula-
tion de Delaunay (en bleu) superposée au diagramme de Voronoi (en rouge).

par une arréte dans le diagramme de Delaunay (cf. figure FIG 4.17). On peut aussi extraire un
graphe d’adjacence des régions a partir du diagramme de Voronoi.

Dans notre cas, les sites sont définis par les points singuliers d’un champ de déplacements.
Pour le champ 131 de la séquence Cylindre-Carré, que nous avons utilisé pour nos tests, la
partition obtenue est présentée en figure FIG 4.18.

(a) (b)

FIGURE 4.18 — Partition obtenue par le diagramme de Voronoi a partir des points singuliers
du champ 131 extrait de la séquence Cylindre-Carré ; (a) avec une distance L1 ; (b) avec une
distance L2.

Chaque région de cette partition doit étre approximée par projection sur une base de
polyndmes. Les bases polynomiales sont définies sur un domaine rectangulaire. Chaque région
du diagramme de Voronoi est donc placée dans une boite englobante.

L’ objectif de I’approximation fondée sur les points singuliers est de pouvoir obtenir une
approximation de qualité des régions proches de ces points. On peut constater sur la figure
FIG 4.18 que le diagramme de Voronoi sépare bien les différentes régions les unes des autres.
Cependant, les régions s’étendent souvent jusqu’aux bords du domaine spatial du champ. L’ap-
proximation n’est donc pas de tres bonne qualité autour de la singularité. Nous proposons donc
d’ajouter des sites de maniere a ce que la partition obtenue par un diagramme de Voronoi four-
nisse des zones peu étendues autour des sites d’origine.
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Nous supposons que chaque site est entouré par une boite englobante a I’intérieur de laquelle
le mouvement entourant le site peut étre modélisé dans une base de degré donné. Les dimensions
de cette boite sont associées a la position du site. Sil’on se place dans le cas ot il n’y a qu’un site
donc une seule boite dans le champ, il faut ajouter 1 point dans chacune des directions cardinales
(Nord, Sud, Est et Ouest) a une distance égale au double du coté de la boite englobante. Si on
se place dans le cas général, c’est-a-dire qu’il peut y avoir plusieurs boites englobantes, il ne
faut pas qu’un site ajouté pour partitionner une boite ait de I’influence sur une autre zone. Pour
chaque site, nous définirons une zone dans laquelle il est impossible d’ajouter des sites. Ces
zones sont appelées zones de réserve et sont délimitées par une boite englobante aux dimensions
doubles de la zone d’intérét. La figure FIG 4.19a présente les zones de réserve associées au

(a) (b) (©

FIGURE 4.19 — Illustration de 1’ajout de site au diagramme de Voronoi ; (a) Zones de réserve
associées au diagramme de Voronoi présenté FIGURE.4.18 ; (b) Diagramme de Voronoi apres
I’ajout de nouveaux sites.

diagramme de Voronoi présenté figure FIG 4.18.

L’algorithme pour ajouter des sites est le suivant :
1. Définir les zones de réserve pour tous les sites ;

2. Pour chaque site, ajouter des nouveaux sites sur les directions cardinales a une distance
égale au double du coté de la boite englobante associée a ce site si le nouveau site n’est
pas dans une zone de réserve ;

3. Recalculer le diagramme de Voronoi.

A partir de cette partition, nous proposons une approximation par base de polynomes.
Chaque partition est associée a une boite englobante orientée ou non. Le champ a I’intérieur
de cette boite englobante est ensuite projeté sur la base de polyndmes.

La figure FIG 4.20 permet de comparer 1’approximation a partir d’une partition de Voronoi
avec une distance L1 et avec une distance L2. Cette figure présente les cartes d’erreurs quadra-
tiques obtenues pour différents degrés avec chacune des distances. La distance L1 permet
d’obtenir une partition qui correspond mieux a la forme rectangulaire des boites englobantes.
L’ approximation est donc meilleure pour les diagrammes obtenus avec la distance L1.

Afin d’améliorer les résultats obtenus avec la distance L2, nous utilisons les boftes orientées.
La figure F1G 4.21 présente la carte d’erreurs d’approximations obtenue avec une approximation
de chaque région avec une boite non orientée en FIG 4.21(a) , (c) et (e) et avec une boite orientée



68 CHAP 4 - APPROXIMATION HIERARCHISEE DES CHAMPS DENSES

en FIG 4.21(b), (d) et (f). Les résultats sont présentés pour des bases de polynomes de degré 1,
5 et 9. On peut constater que 1’approximation globale est meilleure avec les boites orientées,
bien que pour les degrés 5 et 9 I’erreur maximale est plus importante qu’avec les boites non-
orientées. Quelque soit le type de boites utilisées, 1’approximation avec une distance L2 est
moins bonne qu’avec la distance L1.

4.7 Conclusion

Le tableau TAB 4.2 rappelle les mesures d’erreur du tableau TAB 4.1 auquel nous avons
ajouté les résultats de 1I’approximation par boites hiérarchiques, et par subdivision issue du
diagramme de Voronoi par boites englobantes non orientées et par boites englobantes orientées.

Tous les résultats sont présentés pour le méme champ 131 de la séquence Cylindre-Carré (cf.
ANNEXE A). Nous pouvons constater que les méthodes de subdivision telles que les grilles
régulieres, le quadtree ou le kdtree permettent d’améliorer 1’approximation tout en conservant
des bases de degré faible.

La technique d’approximation par combinaison de la modélisation globale et des boites
englobantes locales ne permet pas d’obtenir une bonne qualité d’approximation mais reste in-
téressante du point de vue de I’analyse.

L utilisation du diagramme de Voronoi avec une distance L1 permet d’obtenir une qualité
d’approximation comparable a une modélisation globale pour un méme taux de compression.
La subdivision fournie par le diagramme de Voronoi permet d’utiliser des bases de degré plus
faible. Cependant, avec la distance L2 la subdivision par diagramme de Voronoi produit une er-
reur quadratique moyenne plus élevée que par modélisation globale, tout en fournissant malgré
tout, une erreur angulaire moins élevée. Les boites orientées ne présentent pas d’intérét avec la
distance L1 puisque I’amélioration obtenue pour la EQM est de 1’ordre 1073, Cette méthode
est donc intéressante du point de vue de I’analyse puisque les zones d’interét, situées autour
des sites de Voronoi, sont bien modélisées ce qui est I’objectif de cette méthode. La distance
L1 est a privilégier. L’erreur quadratique moyenne obtenue est élevée en raison de la répartition
de I’énergie des vecteurs connus sur les vecteurs inconnus lors de la reconstruction. C’est pour
cette raison que les résultats obtenus sont meilleurs avec la distance L1 qui fournie des régions
plus rectangulaires. Pour la distance L2, la technique des boites englobantes orientées permet
d’améliorer sensiblement les résultats.

Les difficultés d’approximation rencontrées avec la partition obtenue par diagramme de
Voronoi démontrent I’importance de la densité du champ lors de son approximation par projec-
tion sur une base de polyndomes. Nous consacrons donc le chapitre suivant a I’approximation
des champs épars.
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(a)
(©)
(e

FIGURE 4.20 — Carte d’erreurs quadratiques associée a 1’approximation du champ test obtenue
a partir du diagramme de Voronoi avec une distance L1 et avec une distance L2 pour des boites
englobantes non-orientées (a) distance L1 et degré 1; (b) distance L2 et degré 1; (c) distance
L1 et degré 5; (d) distance L2 et degré 5; (e) distance L1 et degré 9; (f) distance L2 et degré
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FIGURE 4.21 — Carte d’erreurs quadratiques associée a I’approximation du champ test obtenue a
partir du diagramme de Voronoi avec une distance L2 pour des boites englobantes non-orientées
(a), (c) et (e) ou orientées (b), (d) et (f); (a) boites non orientées (degré 1) ; (b) boites orientées
(degré 1); (c) boites non orientées (degré 5); (d) boites orientées (degré 5); (e) boites non
orientées (degré 9) ; (f) boites orientées (degré 9) ;
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Méthode Degré | Niveau | Gain | EQM | Eg

globale 5 0 99.863 | 1.167 | 0.210
globale 9 0 99.642 | 0.631 | 0.112
globale 16 0 99.005 | 0.396 | 0.080
globale 20 0 98.498 | 0.308 | 0.069
grille réguliere 9 3 77.107 | 0.020 | 0.005
grille réguliere 5 4 65.036 | 0.014 | 0.004
grille réguliere 1 5 80.021 | 0.041 | 0.011
quadtree 9 3 87.838 | 0.034 | 0.007
quadtree 5 4 87.981 | 0.036 | 0.008
quadtree 1 5 92.254 | 0.072 | 0.015
kd-tree median 9 3 91.058 | 0.040 | 0.008
kd-tree median 5 4 91.669 | 0.045 | 0.009
kd-tree median 1 5 92.683 | 0.081 | 0.015
kd-tree irrégulier 9 3 92.488 | 0.053 | 0.009
kd-tree irrégulier 5 4 92.215 | 0.050 | 0.009
kd-tree irrégulier 1 5 96.449 | 0.135 | 0.032
boite (global,boite) (16,1) 0 98.868 | 0.389 | 0.077
boite (global,boite) (9,5) 0 98.803 | 0.532 | 0.079
Voronoi L1 (boites non orientées) 9 14 sites | 94.992 | 0.305 | 0.043
Voronoi L1(boites non orientées) 5 14 sites | 98.088 | 0.517 | 0.065
Voronoi L1 (boites non orientées) 1 14 sites | 99.727 | 1.170 | 0.150
Voronoi L2(boites non orientées) 9 14 sites | 94.992 | 0.562 | 0.044
Voronoi L2 (boites non orientées) 5 14 sites | 98.088 | 0.824 | 0.071
Voronoi L2 (boites non orientées) 1 14 sites | 99.727 | 1.691 | 0.149
Voronoi L2 (boites orientées) 9 14 sites | 94.992 | 0.585 | 0.048
Voronoi L2 (boites orientées) 5 14 sites | 98.088 | 0.821 | 0.076
Voronoi L2 (boites orientées) 3 14 sites | 99.090 | 1.076 | 0.106
Voronoi L2 (boites orientées) 1 14 sites | 99.727 | 1.609 | 0.155

TABLEAU 4.2 — Evaluation de I’erreur de modélisation et du ration de compression pour les
méthodes globale, de subdivision par grille réguliere, par quadtree, par kd-tree, par boites en-
globantes et par diagramme de Voronoi






CHAPITRE 5

APPROXIMATION HIERARCHISEE DES
CHAMPS EPARS

5.1 Difficultés d’approximation des champs épars

Selon la méthode utilisée pour estimer le mouvement ou la nature méme du mouvement, le
champ de déplacements peut étre composé de vecteurs nuls. Les méthodes telles que le tenseur
de structure [Augereau 05], par exemple, ne fournissent pas des champs de vecteurs denses.

Lors de I’approximation (projection et reconstruction) d’un champ non dense avec une base
de polyndmes, les vecteurs ont la méme importance qu’ils soient nuls ou non. Lors de la recon-
struction, I’énergie des vecteurs non nuls est répartie sur I’ensemble du domaine de définition
du champ. Nous illustrons ce probleme avec la figure FIG 5.1. En FIG 5.1(a), nous présentons
un champ de déplacements épars. Ce champ ne comporte que 45 vecteurs non-nuls sur un do-
maine de 32 x 32 vecteurs. Ce champ a été obtenu a partir d’une rotation affine définie sur le
domaine de définition complet dont une partie des vecteurs a été annulée par la suite. En fig-
ure FIG 5.1(b), nous présentons 1’approximation du champ FIG 5.1(a) par projection sur une
base de polyndmes de degré 1. On peut constater sur cet exemple que le mouvement reconstruit
représente bien une rotation mais la norme est tres faible sur I’ensemble du domaine de déf-
inition. En fait, I’énergie des 45 vecteurs non nuls a été répartie sur le domaine de définition
complet.

L’objet de ce chapitre est de proposer des solutions permettant de modéliser un champ de
déplacements épars avec une approximation de qualité sans utiliser une base de degré élevé.
Apres avoir vérifié que les solutions étudiées dans les chapitres précédents ne permettent pas
de résoudre ce probleme, nous étudions, dans la section suivante, la génération des bases poly-
nomiales définies sur un support épars. A partir de cette nouvelle méthode de génération des
bases polynomiales, nous pouvons a nouveau utiliser les différentes méthodes de subdivisions
étudiées au chapitre précédent.

Nous illustrons sur la figure FIG 5.2 que I’augmentation du degré de la base ne suffit pas
pour régler ce probleme. Nous présentons, en FIG 5.2(b), une approximation du champ FIG
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FIGURE 5.1 — Illustration de 1’approximation globale d’une rotation affine éparse avec une
base de polyndmes dense de degré 1; (a) Exemple de rotation affine €parse ; (b) Résultat de
I’approximation globale du champ (a) avec une base de degré 1 (I’amplitude des vecteurs est
multipliée par 10) ;

5.2(a) par projection sur une base de polyndomes de degré 16. Le résultat n’est pas satisfaisant,
nous nous tournons donc vers 1’étude d’autres méthodes.
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FIGURE 5.2 — Illustration de I’approximation globale d’une rotation affine éparse avec une base
de polyndmes dense de degré 16; (a) Exemple de rotation affine éparse ; (b) Approximation
globale d’une rotation affine éparse avec une base de degré 16 (I’amplitude des vecteurs est
multipliée par 10).

Nous avons étudié au chapitre précédent différentes méthodes de subdivision qui ont permi
d’approximer avec une qualité acceptable des champs complexes sans utiliser des bases de degré
élevé. Nous étudions donc la méthode de subdivision par quadtree afin de vérifier si elle permet
de résoudre le probleme de I’approximation des champs denses.
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Il n’est pas intéressant de présenter cette méthode sur un champ de petite dimension comme
le champ de rotation affine défini sur 32 x 32 vecteurs. Nous définissons donc 2 champs de
déplacements épars a partir du champ 131 de la s€quence cylindre-carré utilisé pour les tests du
chapitre précédent (cf. figure FIG 5.3(a)).

Nous appelons le premier champ test Cylindre-carré épars 1. 11 est construit a partir du
champ cylindre-carré auquel des vecteurs ont été annulés sur une seule zone circulaire de taille
importante. Ce champ est présenté en figure FIG 5.3(b).

Nous appelons le deuxieme champ test Cylindre-carré épars 2. 1l est construit a partir du
champ cylindre-carré auquel des vecteurs ont €té annulés sur plusieurs zones de petite taille
réparties aléatoirement suivant une loi uniforme sur I’ensemble du domaine de définition. Ce
champ est présenté en figure FIG 5.3(c).
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FIGURE 5.3 — Champs tests épars pour les tests de subdivisions par quadtree ; (a) Champ 131
(dense) de la séquence Cylindre-Carré ; (b) Champ Cylindre-carré épars 1 construit a partir
du Cylindre-Carré dense auquel des vecteurs ont ét€ annulés sur une seule zone circulaire de
taille importante ; (c) Champ Cylindre-carré épars 2 construit a partir du Cylindre-Carré dense
auquel des vecteurs ont été annulés sur plusieurs zones de petite taille réparties aléatoirement
suivant une loi uniforme sur I’ensemble du domaine de définition.
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Ces 2 champs sont approximés avec un quadtree. L’algorithme est présenté en section 4.3.
Les résultats d’approximation obtenus avec un quadtree sur 5 niveaux et une base de degré 1
sont présentés en figure FIG 5.4(a) pour le champ Cylindre-carré épars 1 et figure FIG 5.4(b)
pour le champ Cylindre-carré épars 2. On peut constater que le quadtree permet d’obtenir une
bonne approximation du premier champ en limitant le nombre de vecteurs nuls a modéliser.
Cependant, les vecteurs du bord de la zone nulle sont entachés d’une erreur d’approximation
importante. L’ approximation du deuxieme champ n’est satisfaisante ni du point de vue de la
qualité d’approximation puisque 1’erreur locale reste importante sur I’ensemble du domaine de
définition, ni du point de vue de I’analyse car la subdivision obtenue correspond presque a une
grille réguliere. Nous proposons de revoir la génération des bases de polyndmes en y intégrant
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FIGURE 5.4 — Approximation de deux champs épars avec un quadtree de degré 1 sur 5 niveaux ;
(a) Approximation du champ Cylindre-carré épars 1; (b) Approximation du champ Cylindre-
carré épars 2
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la gestion du domaine de définition. Ainsi, nous ne prenons en compte que les vecteurs pour
lesquels le mouvement est défini. Nous verrons que cette solution ouvre des perspectives in-
téressantes, comme 1’identification du mouvement dans les champs épars. Enfin, nous intégrons
ces nouvelles bases dans les méthodes d’approximation par subdivision du domaine étudiées
au chapitre précédent. Nous revenons sur la génération des bases de polyndmes bi-variables en
prenant en compte la densité du champ lors de la génération de la base.

5.2 Bases de polynomes orthogonaux définies sur un support
épars

Comme nous avons pu constater dans la section précédente, la modélisation d’un champ
épars n’est pas simple. Méme en utilisant les techniques de subdivision, le résultat de la mod-
élisation ne permet pas une approximation précise d’'un champ de déplacements.

Dans cette section, nous revenons sur la génération des bases de polyndmes bi-variables.
Nous avons vu au chapitre 3 comment générer une base de polyndomes par la procédure dite de
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la récurrence a trois termes. Nous avons au préalable défini un produit scalaire dans lequel nous
faisons apparaitre une fonction de pondération w(z1, x5). Cette fonction de pondération permet
de définir le type de base générée. Ici nous assignons a cette fonction une notion d’appartenance
au sous domaine 2* sur lequel notre champ est défini. Ce nouveau domaine de définition w* est
défini comme suit :

w*(x1, T2) = dgrw (w1, T2) (5.1)
avec 0
1 six e
5”*_{ 0 siz¢Q (5.2)

Avec une telle fonction de pondération, nous ne pouvons pas garantir que la base B* produite par
la procédure de récurrence a trois termes soit orthogonale. C’est pourquoi nous orthogonalisons
la base obtenue en utilisant la procédure d’orthogonalisation de GRAMM-SCHMIDT. Pour cela,
nous devons définir un ordre sur les indices des polyndmes. Cet ordre est défini par la relation

suivante :
o i+ <kE+I
(WH(W)SI{¢>ksiz+j=k:+z 53)

Il est alors possible de définir la procédure de Gramm-Schmidt de fagcon générique par :

Cij(w1,29) = P21, 29) — Z (P | Pog)uwPpg(T1,22)

(pa)=(4,5)

(5.4)

Ci.j(x1,x2)

Bglanee) = Zrasics s

Nous pouvons alors maintenant obtenir une base dont le domaine est défini en fonction de la
densité du champ que I’on souhaite modéliser. Dans la suite du document, nous appellerons par
abus de langage ce type de base : base éparse, alors que les bases présentées jusqu’alors seront
appelées : bases denses. Nous insistons bien sur le fait que c’est bien le domaine de définition
du support de la base qui est dense ou épars.

Nous proposons en figure FIG 5.5 une approximation du mouvement de rotation affine
éparse (ce mouvement est présenté en figure FIG 5.1) avec une base éparse de degré 1. Dans ce
cas, I’erreur d’approximation obtenue est nulle. Il est en effet possible d’obtenir une approxi-
mation a erreur nulle des champs affines de degré 1 méme lorsque le champ est épars.

Nous avons vu qu’il est parfois nécessaire d’utiliser des bases de degré supérieur a 1. Nous
vérifions les résultats obtenus sur un champ épars de degré 16. A partir d’un champ polynomial
dense de degré 16 dont le domaine spatial est de 124 x 124 vecteurs, nous créons un champ épars
en annulant de maniere réguliere I’amplitude de deux vecteurs sur trois horizontalement et ver-
ticalement. Ce champ, présent€ en figure FIG 5.6, est appelé€ par la suite Champ polynomial, ;3.
Le champ n’est pas redimensionné, son domaine spatial est toujours de 124 x 124 vecteurs mais
certains vecteurs sont d’amplitude nulle. Comme pour les champs affines de degré 1, I’erreur
d’approximation par projection sur base polynomiale éparse produit une erreur nulle.

Dans la pratique, les champs ne sont pas toujours polynomiaux. Les champs Cylindre-carré
épars 1 et Cylindre-carré épars 2 sont des champs non polynomiaux. Les figures FIG 5.7 et
FIG 5.8 rappelent ces champs respectivement en (a), leur approximation globale avec une base
dense de degré 16 en (b) et avec une base éparse de méme degré (c). Les cartes d’erreur d’ap-
proximation obtenues avec la base dense et avec la base éparse sont présentées respectivement
en (d) et (e). On constate I’amélioration apportée par les bases éparses sur I’approximation de
tels champs.
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FIGURE 5.6 — Champ polynomial, 3 ; (a) Champ polynomial obtenu par projection du champ

131 de la séquence Cylindre-Carre (cf. ANNEXE A) sur une base de degré 16 (124 x 124

vecteurs) ; (b) Extrait du champ (a); (¢) Extrait du champ polynomial, ;3 obtenu en annulant

I’amplitude de deux vecteurs sur trois du champ (a) horizontalement et verticalement.
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(b)

(d) (e)

FIGURE 5.7 — Modélisation du mouvement Cylindre-carré épars 1 : comparaison entre une
base dense et une base non-dense ; (a) Champ Cylindre-carré épars 1 ; (b) Modélisation globale
du champ (a) avec une base dense de degré 16; (c) Modélisation globale du champ (a) avec
une base éparse de degré 16; (d) Carte d’erreurs quadratiques associée a la modélisation (b) du
champ (a) ; (e) Carte d’erreurs quadratiques associée a la modélisation (c) du champ (a).
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(d) (e)

FIGURE 5.8 — Modélisation du mouvement Cylindre-carré épars 2 : comparaison entre une
base dense et une base non-dense ; (a) Champ Cylindre-carré épars 2 ; (b) Modélisation globale
du champ (a) avec une base dense de degré 16; (c) Modélisation globale du champ (a) avec
une base éparse de degré 16; (d) Carte d’erreurs quadratiques associée a la modélisation (b) du
champ (a) ; (e) Carte d’erreurs quadratiques associée a la modélisation (c) du champ (a).
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5.3 Identification

Les bases éparses permettent d’approximer sans erreur les champs polynomiaux épars. La
capacité d’approximation est un des intéréts des bases de polyndmes. Cependant, il est aussi
important que les bases polynomiales permettent une analyse des mouvements a partir des co-
efficients polynomiaux. Cependant, les coefficients de deux bases éparses définies pour deux
densités spatiales différentes n’ont pas la méme signification. Nous illustrons cela par 1’exem-
ple suivant. A partir du champ de déplacements d’une rotation affine dense, présenté sur la figure
FIG 5.9(a), nous définissons deux rotations affines de densités spatiales différentes, présentées
sur les figures FIG 5.9(b) et FIG 5.9(c). Nous générons alors deux bases de polyndmes éparses,

puis chaque champ est projeté sur la base de densité spatiale correspondante. Les coefficients
obtenus par projection du champ FIG 5.9(b) sont :

Pu= 5651x 102 x Py — 6A58x Py + 2233x10°x Py oo
PV = 4.60 x 10_1 X PO,O + 0.413 x PO,I + 5.947 x PLO )

Les coefficients obtenus par projection du champ FIG 5.9(c) sont :

Py= —5330x107'x Py — 5.180x Py; + 1.868x107%x P (5.6)
PV = —5.933 x 10_1 X PO,O + 0.625 x PO,l + 4.930 x Pl,O '
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FIGURE 5.9 — Identification de deux rotations affines éparses extraites d’une rotation affine

dense ; (a) rotation affine dense ; (b) premier exemple de rotation affine éparse ; (c) deuxieme
exemple de rotation affine éparse.
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On constate que le méme mouvement est modélisé différemment en fonction de la densité du
champ. Cela peut donc rendre plus compliqué 1’analyse. En effet, la base est orthogonalisée
précisément en fonction de la densité spatiale. Pour deux densités différentes, on obtient donc
deux bases de polyndmes différentes. Nous aboutissons donc a des bases définies a posteriori
comme pour une décomposition en valeurs singulieres. Le choix de notre modele polynomial
s’est orienté vers les bases de polyndmes en partie pour éviter ce probleme.

En fait, il est possible apres projection sur une base de polyndmes éparse de retrouver la
valeur des coefficients dans toute autre base a partir du moment ou cette autre base est possible
a générer. Voici la procédure permettant de trouver la valeur des coefficients dans la base canon-
ique a partir des coefficients connus dans une base B*. Le raisonnement suivant étant similaire
pour U et )V, nous ne le présentons que pour .

La base canonique est la base constituée des polynomes Pf;(z) = xllsz Cette base n’est

pas orthogonale sauf pour les degrés 0 et 1. Dans un premier temps, nous supposons que le
degré D de la base polynomiale est égal au degré de la composante polynomiale, ici /. D’apres
I’équation (3.17), on peut écrire :

i (P | Pij) = U | Fij) (5.7)
Or en supposant que U/ soit de forme polynomiale, (U | P, ;) peut s’écrire :

k-+I<D

U Py)= > afalay| Py) (5-8)

(k,D€el0; D]

On peut écrire I’égalité matricielle suivante :

<1|P070> C. <I”1€J/’l2‘P0,g> RN <$(21|P0’0> '7070 <U|P070>
(1[Py) ... (ahaylPy) ... (28]Py) e | =] UIPy) (5.9)
<1|P07d> .. <$]1€[El2|P0’d> P <Ig|P07d> 70,d <U]P0,d)

Nous réécrivons cette équation sous la forme suivante :

Xgl'= Py (5.10)

A partir de 13, il est possible de retrouver les coefficients polynomiaux dans la base canonique :
I'=X; ' (5.11)

Cependant, il est nécessaire de se poser la question de I’inversibilité de la matrice X.Pour cela,
nous nous intéressons a I’expression des produits scalaires (zfz}|P; ;). Le terme {2} étant lui
méme un polyndme bi-variable, il peut s’écrire comme une combinaison linéaire des éléments
de la base :

p+q<D pH+q<k+l

xlfxé = Z O'/I;:épp,q(xla 1'2) - Pk;,l (xla 'IQ) + Z a];:(lzpp,q(xly ZUQ) (512)

(p,q)€l0; D)2 (p,q)€[0;D)?
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On peut en déduire que

p+q<k+l
(2hah|Pj) = (Pl Pij) + Y bl (ByylPiy) (5.13)

(p,q)€[0;D]?

Etudions les différents cas possibles. Si k + [ < i + j, alors par la propriété d’orthogonalité,
tous les produits scalaires (P ;| P; ;) et (P, ,|F; ;) vont étre nuls puisque aucun couple (i, j) ou
(p, q) n’est égal au couple 7, j. On obtient donc la relation

V(k,1),V(i,j) k—+1<i+ jalors (zjzh|P,;) =0 (5.14)

Sik+1=1i+javec (k1) # (i,7), alors pour les mémes raisons que dans le cas précédent on
obtient

V(k,1),V(i,j) k-+1=1i+ javec (k1) # (i,j)alors (zfzb|P;;) =0 (5.15)
Si (k,1) = (i, j), alors seul le produit scalaire (P | F; ;) sera non nul, on obtient
V(k,1),¥(,5) (k1) = (i, ) alors (73| P, ;) = (P;;|Pi;) (5.16)

Enfin, si k + > ¢+ j alors on peut affirmer que (P ;| P; ;) sera nul. De plus, la seule possibilité
pour que (P, ,|P; ;) soit non nul est que (p, ¢) soit égal a (i, j) d’ot la relation

V(k,0),¥(i,5) k+1>i+ jalors (z}2}|P;) = af (Pj|Piy) (5.17)

Ces différentes observations et I’ordonnancement choisi, nous permettent de conclure que la
matrice Xp est triangulaire supérieure et que les éléments de sa diagonale sont tous non nuls.
Dans ce cas, la matrice Xp est donc inversible.

A partir de I’équation (5.11), il est donc possible de trouver les coefficients polynomiaux
dans la base canonique dense a partir des coefficients d’une base éparse. Les coefficients ainsi
obtenus ne sont plus dépendants du domaine de définition de la base et il est alors possible de
comparer des champs ayant des supports différents. Nous revenons sur I’exemple présenté sur
la figure FIG 5.9, ou nous avons créé deux rotations éparses a partir d’une seule rotation dense.
Apres passage dans la base canonique des coefficients présentés en équation (5.5) et (5.6), nous
obtenons les coefficients polynomiaux suivants dans les deux cas.

Py= —3375x10%x Py — 1.679 X Py, + 6.360 x 1077 x Py (5.18)
Py= 3.002x 107" x Py — 4.713x107" x Py; + 1.679 x Py '

Nous étudions maintenant un exemple d’identification a partir un champ polynomial de de-
gré 16. On réalise alors une identification des coefficients polynomiaux du champ polynomial, /3
(cf. figure FIG 5.6). L’ écriture littérale des coefficients telle que nous 1’avons fait pour le champ
affine de degré 1 est trop lourde sous cette forme. Nous exprimons donc simplement 1’erreur
d’identification par une mesure relative a 1’énergie de chaque coefficient polynomial, définie
par :

kg — Yeal x 100
a |7k,z|

ol 7, est le coefficient connu et ~;,; son identification. L’'identification des coefficients du
champ polynomial, ;3 produit les résultats suivants :

E

Y

(5.19)
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®Fmin = 2.609 x 10~%% le coefficient obtenant I’erreur minimale

0L e = 1.757 X 1073% le coefficient obtenant I’erreur maximale

0L oy = 2.947 X 10~*% I’erreur moyenne des coefficients

L’erreur obtenue est relativement faible et permet bien de vérifier qu’il s’agit du méme mouve-
ment. Il existe donc un moyen a partir d’une base de polyndmes éparse (définie a posteriori) de
se ramener a une base dense (définie a priori). Cependant nous avons un moyen de vérifier qu’il
s’agit bien du méme mouvement. En effet, apres identification, nous obtenons I’expression d’un
mouvement épars dans une base dense. Il est alors possible de reconstruire le mouvement poly-
nomial dense. La figure FIG 5.10 présente les résultats obtenus pour la rotation affine éparse en
FIG 5.10(a) et pour le champ polynomial, ;3 en FIG 5.10(b). Les champs reconstruits par inter-
polation sont identiques aux champs denses originaux. On peut donc interpoler un mouvement
polynomial a partir d’une identification d’'un mouvement épars dans la base canonique.
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(a) b)

FIGURE 5.10 — Résultats d’interpolation obtenus a partir d’une identification dans la base
canonique ; (a) Interpolation d’une rotation affine éparse (cf. figure FIG 5.9) (b) Interpolation
du champ polynomial, ;3 (cf. figure FIG 5.6).

N

Comme il est possible d’effectuer une approximation a erreur nulle (ou presque) d’un
champ polynomial épars grace aux bases éparses, nous étudions une approximation par base
de polyndmes éparse sur un champ non polynomial. A partir d’'un champ expérimental dense
dont le domaine spatial est de 124 x 124 vecteurs (cf. figure FIG 5.11(a) et FIG 5.11(b)), nous
créons un champ épars en annulant de maniere réguliere I’amplitude de deux vecteurs sur trois
horizontalement et verticalement. Ce champ, présenté en figure FIG 5.11(c), est appelé par la
suite cylindre-carré C, 3. Le champ n’est pas redimensionné, son domaine spatial est toujours
de 124 x 124 vecteurs mais certains vecteurs sont d’amplitude nulle. Nous comparons alors
I’approximation globale avec une base dense du champ dense a 1’approximation obtenue par
identification des coefficients de la base canonique du champ épars correspondant. Les approx-
imations obtenues ainsi que la carte d’erreurs quadratiques entre ces deux approximations sont
présentées sur la figure FIG 5.12. On constate qu’une version éparse du champ ne conservant
que 11, 11% des vecteurs permet d’obtenir une approximation dense du champ de qualité com-
parable a celle obtenue sur le champ dense. Il est alors possible d’envisager d’utiliser cette
technique pour combler les champs lorsque certains vecteurs ne sont pas connus. En effet, cer-
taines techniques d’estimation du mouvement ne fournissent pas des champs denses. Il est alors
possible de combler les trous du champ de déplacements a partir d’interpolation effectuée par
projection sur une base de polynomes.
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N

N\

/

(b)

FIGURE 5.11 — Champ cylindre-carré C; /3 ; (a) Champ (dense de 124 x 124 vecteurs) 131 de
la séquence Cylindre-Carre (cf. ANNEXE A); (b) Extrait du champ (a) ; (c) Extrait du champ
cylindre-carré C, /3 obtenu en annulant I’amplitude de deux vecteurs sur trois du champ (a)
horizontalement et verticalement.
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(d)

FIGURE 5.12 — Comparaison entre 1’approximation globale d’un champ non polynomial dense
(en (a)) et I’approximation d’une version éparse du méme champ dont I’amplitude de deux
vecteurs sur trois a ét€é annulée horizontalement et verticalement; (a) Champ Cylindre-Carré
dense ; (b) Approximation obtenue par projection de (a) sur une base polynomiale dense de de-
gré 16 ; (c) Approximation obtenue par projection de cylindre-carré C, 3 sur une base polyno-
miale éparse de degré 16, apres identification et interpolation ; (d) Carte d’erreurs quadratiques
entre (b) et (¢).
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5.4 Approximation hiérarchique avec les bases éparses

Nous avons étudié au chapitre précédent des méthodes d’approximation par subdivision du
domaine spatial. Ces méthodes permettent d’obtenir une approximation des champs complexes
avec une erreur faible en utilisant des bases polynomiales de degré peu élevé. Nous ne réétu-
dions pas toutes les techniques proposées avec les bases denses. Parmi les techniques de subdi-
visions étudiées figure le quadtree qui permet d’obtenir une bonne qualité d’approximation tout
en étant tres simple a mettre en oeuvre. Nous présentons des résultats d’approximation pour une
modélisation par quadtree avec les bases éparses. Nous améliorons aussi les résultats obtenus
au chapitre précédent pour la méthode de subdivision relative a I’utilisation du diagramme de
Voronoi (distance L1 et L2) grace aux bases éparses.

5.4.1 Quadtree avec les bases éparses

Nous utilisons maintenant les bases éparses a I'intérieur de chaque bloc du quadtree. La
base doit alors étre générée séparément pour chaque bloc en fonction du domaine spatial qu’elle
couvre. Le colt calculatoire est donc supérieur a celui obtenu avec les bases denses. Cependant,
I"utilisation du quadtree est intéressante avec des bases de degré faible. La figure FIG 5.13
présente une comparaison entre une modélisation par quadtree avec des bases denses et avec
un quadtree utilisant des bases éparses sur le champ Cylindre-carré épars 1. La méme étude
est effectuée sur le champ Cylindre-carré épars 2 en figure FIG 5.14. On peut constater dans
les deux cas que nous obtenons une approximation du champ de déplacements épars de bien
meilleure qualité qu’avec les bases denses.

Nous présentons une illustration de I'utilisation du quadtree et des bases de polyndmes
éparses. Nous avons vu qu’il est possible a partir d’une identification des coefficients dans la
base canonique de combler les trous d’un champ épars. L’algorithme suivant basé sur 1’utilisa-
tion d’un quadtree et de base éparse permet de combler les trous d’un champ de déplacements
épars.

1. Modéliser le champ non-dense avec un quadtree et une base de degré D en utilisant le
domaine particulier correspondant aux vecteurs non nuls du champ ;

2. Pour chaque feuille du quadtree :

3. Vérifier si la densité n’est pas nulle :

— si elle n’est pas nulle, effectuer le passage des coefficients de la base éparse vers la base
canonique ET reconstruire le champ par interpolation uniquement la ot le mouvement
n’est pas connu ;

— sinon remonter au noeud pere de cette feuille et retourner a l’étape 3 ;

Nous présentons sur la figure FIG 5.15 une illustration de cet algorithme. Pour plus de clarté,
nous utilisons un champ de petites dimensions. Il s’agit d’un extrait du champ cylindre-carré,
présenté en (a) auquel nous retirons seulement quelques blocs de vecteurs afin d’obtenir le
champ présenté en (b). Le résultat d’interpolation de ce champ obtenu par 1’algorithme ci-dessus
est présenté en (d). Pour effectuer une comparaison, nous présentons aussi le résultat d’une in-
terpolation gloable de champ en (c). Nous comparons les résultats d’interpolation obtenus a
partir de I’erreur d’iterpolation calculé entre (a) et (c) en (e) et entre (a) et (d) en (f). L'utilisa-
tion du quadtree permet une meilleure interpolation du mouvement. De plus, il est plus rapide
de calculer I’interpolation avec un quadtree associé a une base de degré 1 que de réaliser I’in-
terpolation de maniere globale avec une base de degré 16.
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RN e

(b) ()

(d) (e)

FIGURE 5.13 — Modélisation d’un mouvement complexe non-dense (exemple 1) avec un
quadtree associé a une base éparse ; (a) Champ non-dense issu de la séquence Cylindre-carré
(exemple 1) ; (b) Modélisation du champ (a) avec un quadtree sur 5 niveaux et une base dense
de degré 1 ; (c) Modélisation du champ (a) avec un quadtree sur 5 niveaux et une base éparse de
degré 1; (d) Carte d’erreurs quadratiques associée a la modélisation (b) du champ (a) ; (e) Carte
d’erreurs quadratiques associée a la modélisation (c¢) du champ (a) ;



5.4. Approximation hiérarchique avec les bases éparses 89

(d) (e)

FIGURE 5.14 — Modélisation d’un mouvement complexe non-dense (exemple 1) avec un
quadtree associé a une base éparse ; (a) Champ non-dense issu de la séquence Cylindre-carré
(exemple 1) ; (b) Modélisation du champ (a) avec un quadtree sur 5 niveaux et une base dense
de degré 1 ; (c) Modélisation du champ (a) avec un quadtree sur 5 niveaux et une base éparse de
degré 1; (d) Carte d’erreurs quadratiques associée a la modélisation (b) du champ (a) ; (e) Carte
d’erreurs quadratiques associée a la modélisation (c) du champ (a) ;
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FIGURE 5.15 — Exemple d’interpolation sur un extrait du champ Cylindre
quelques blocs de vecteurs ; (¢) Résu

(a) Extrait du champ

li-

é

“interpolation du champ (b) a partir d’une mod

sation globale avec une base éparse de degré 16 ; (d) Résultat de I’interpolation du champ (b)

Itat de 1

ée a

.z

tion du champ (a) présentée en (c) ; (f) Carte d’erreurs quadratiques d’interpolation associ

tir de 1’algorithme d’interpolation utilisant le quadtree, ici sur 5 niveaux et avec une base
I’interpolation du champ (a) présentée en (d).

non-dense de degré 1; (e) Carte d’erreurs quadratiques d’interpolation associée a 1’interpola-
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5.4.2 Diagramme de Voronoi avec les bases éparses

Une autre technique de subdivision vue au chapitre précédent repose sur 1’utilisation d’un
diagramme de Voronoi. La subdivision est obtenue a partir de points particuliers du champ de
déplacements. Cela permet d’obtenir une approximation précise autour des points ayant un in-
térét pour 1’analyse. Pour la construction du diagramme de Voronoi, plusieurs distances peuvent
étre utilisées. Dans notre étude, nous avons présenté des résultats avec la distance L1 et avec la
distance L2.

Au chapitre précédent, la distance L1 nous a permis d’obtenir de meilleurs résultats d’ap-
proximation. Cependant, quelque soit la distance utilisée, 1’approximation de chaque région
du diagramme s’est avérée difficile. En effet, cette technique produit des régions non rectan-
gulaires, ce qui induit des difficultés d’approximation lorsque la région est modélisée sur une
base de polyndmes ayant un support dense rectangulaire. Les bases éparses n’ont pas de telles
limitations, nous revenons donc sur cette modélisation. En figure FIG 5.16, nous étudions I’ap-
proximation d’un champ dense avec une subdivision par diagramme de Voronoi. Sur la figure
FIG 5.16(a) et sur la figure FIG 5.16(b), nous présentons le champ a approximer en le super-
posant aux diagrammes de Voronoi avec les distances L1 et L2. Nous présentons en figure FIG
5.16(c) et FIG 5.16(d) les cartes d’erreurs obtenues au chapitre précédent avec des boites en-
globantes (non-orientées) et des bases denses de degré 1. Finalement, les figures FIG 5.16(e)
et FIG 5.16(f) présentent les cartes d’erreur obtenues avec des bases éparses de degré 1. Les
approximations avec les bases éparses sont meilleures que les précédentes. L'erreur quadra-
tique globale obtenue avec les bases éparses et la distance L1 est de EQM = 0.974042 et de
EQM = 0.816251 pour la distance L2. On peut remarquer que 1’erreur est plus faible avec
la distance L2. Cela montre donc que la distance L2 permet d’obtenir une subdivision qui a
plus de sens au niveau du mouvement. Le taux de compression obtenu est le méme que celui
des boites englobantes orientées ce qui donne une qualité d’approximation du méme ordre de
grandeur qu’une approximation globale de degré 9 avec la simplicité d’analyse liée a I’ utilisa-
tion de base de degré 1. On en déduit que dans le cadre de I’utilisation des bases de polyndmes
bi-variables denses, il faut privilégier la distance L1 puisqu’elle fournie des régions plus rectan-
gulaires, tandis que dans le cadre de 1’utilisation des bases de polyndmes bi-variables éparses,
il faut privilégier la distance L2.

5.5 Conclusion

Nous savons maintenant comment réaliser 1’approximation d’un champ de déplacements
épars. Lorsque 1’objectif est d’obtenir une approximation, la projection du champ sur une
base de polyndmes non dense permet de reconstruire les champs polynomiaux sans erreur et
d’obtenir une approximation intéressante des champs non-polynomiaux. Lorsqu’il s’agit de
permettre une analyse, il est alors intéressant de réaliser 1’identification des coefficients dans
la base canonique. Cela permet d’exprimer des champs de densités différentes dans une méme
base afin de les comparer. De plus, a partir des coefficients exprimés dans la base canonique,
il est possible de réaliser une interpolation des vecteurs manquants. Ces bases de polyndmes
peuvent étre utilisées avec les différentes techniques d’approximation par subdivision étudiées
au chapitre précédent. Elles permettent méme d’obtenir de meilleurs résultats pour la technique
utilisant le diagramme de Voronoi. Enfin, a partir de I’approximation par quadtree et des bases
de polyndmes éparses, nous avons proposé une technique d’interpolation des vecteurs nuls d’un
champ épars.
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(e) ®

FIGURE 5.16 — Utilisation des bases de polyndmes éparses pour une approximation basée sur
le diagramme de Voronoi ; (a) Champ test superposé a la subdivision obtenue par diagramme
de Voronoi avec une distance L1 ; (b) Champ test superposé a la subdivision obtenue par di-
agramme de Voronoi avec une distance L2 ; (c) Approximation de la subdivision (b) avec des
bases de polyndmes denses de degré 1; (d) Approximation de la subdivision (c) avec des bases
de polynomes denses de degré 1; (e) Approximation de la subdivision (b) avec des bases de
polyndmes éparses de degré 1; (f) Approximation de la subdivision (c) avec des bases de
polyndmes éparses de degré 1 ;



CHAPITRE 6

BASES DE POLYNOMES A-COMPLETES

6.1 Vers une approximation a erreur nulle

Nous avons proposé au cours des chapitres précédents différentes méthodes d’approxima-
tion utilisant les bases de polyndmes orthogonaux. Nous avons d’abord étudié la modélisation
globale d’un champ de déplacements en le projetant sur une base de polyndmes. Cette méthode
permet d’obtenir un tres bon taux de compression pour une qualité d’approximation compara-
ble a celle d’une approximation avec les premiers vecteurs d’une décomposition aux valeurs
propres. Cependant, il est souvent nécessaire d’utiliser des bases de degrés élevés. Dans ce cas,
les bases peuvent étre longues a générer et 1’analyse des coefficients devient complexe quand le
degré de la base augmente.

Afin d’obtenir une meilleure qualité d’approximation, tout en limitant 1’augmentation du
degré de la base, nous avons proposé différentes techniques de subdivision du champ. Parmi
ces méthodes, le quadtree permet d’obtenir une approximation de qualité du champ de déplace-
ments tout en conservant un fort taux de compression. Le quadtree est rapide et simple a mettre
en ceuvre. Une autre méthode de subdivision basée sur le diagramme de Voronoi est proposée.
[’avantage de cette technique est de permettre une approximation de qualité de certaines zones
d’intérét tout en simplifiant I’analyse du champ de déplacements.

Ces techniques d’approximation sont efficaces sur les champs denses, cependant 1’approxi-
mation des champs épars reste difficile méme avec ces méthodes. Nous avons donc proposé au
chapitre 5, une méthode pour générer des bases prenant en compte la densité du champ. A par-
tir de ces nouvelles bases, il a été possible d’approximer les champs épars avec les différentes
techniques de subdivision étudiées.

Cependant, dans tous ces cas, seuls les champs polynomiaux peuvent étre approximés avec
une erreur nulle. ’objet de ce chapitre est de montrer que les bases de polyndmes peuvent
permettre d’obtenir une erreur d’approximation nulle. En nous appuyant sur le polyndme d’in-
terpolation de Lagrange, nous proposons une méthode pour générer une nouvelle famille de
bases polynomiales. Nous comparons ensuite cette méthode d’approximation avec la Tranfor-
mée en Cosinus Discret (DCT) ainsi qu’avec la Décomposition en Valeurs Singulieres (SVD).
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Enfin, nous utilisons ces bases polynomiales pour réaliser une analyse multi-résolutions d’un
champ de déplacements.

6.2 Du Polynome d’interpolation de Lagrange aux bases de
polynomes A-completes

6.2.1 Polynome d’interpolation de Lagrange

Soit une fonction ¢/ définie sur un domaine discret 2 = {x(i) },—o.,, par

U : R —- R
. . 6.1
(2(0) = Ua() ©D
Nous cherchons s’il existe un polynome tel que :
L(z(i)) = U(x(i)),Vi € Q (6.2)

Ce polynome existe, c’est le polyndme d’interpolation de Lagrange défini par :
= x —x(k) ,
L(z) = — | U 6.3
=3 (I 5554 s 6

Ce polynome est I’unique polyndme de degré au plus n vérifiant I’équation (6.2).

On peut I’écrire sous la forme :

L(z) =Y Li(x)U(x(i) (6.4)
ot les polyndomes /;(x) sont définis par I’équation (6.5). Ces polyndmes forment une base.

() = x — x(k)
li() g x(1) — x(k) (6.5)

Il est alors possible d’obtenir une approximation a erreur nulle a partir d’'une autre base de
polyndmes bivariables. Nous démontrons dans la section suivante comment obtenir le polyndme
d’interpolation de Lagrange par projection sur une base de polyndmes.

6.2.2 Les Bases A-completes

Commengons par raisonner en dimension 1 sur le domaine discret Q2 = z(1) Dans ce

cas, le produit scalaire de deux fonctions I/ et )V est défini par

1=0...n"

U | V) = ZU ((0)) V((i))w(x (7)) (6.6)

ol apparait une fonction de pondération w vérifiant Vi, w(z(i)) > 0.
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Pour générer une base orthonormale, nous avons vu au chapitre 3 une méthode utilisant la
procédure de récurrence a trois termes. Dans le cas unidimensionnel, la récurence a trois termes
est obtenue par :

Ti(z) = (z — (@Pim1|Pim1)w) Pioa (2) — Pioa(2)
Pz) = T;(x) (6.7)
1T

Définition 3 Une base A-Compleéte, relative a un certain produit scalaire, est la base orthogo-
nale définie sur Q) par la famille P;(x)

1=0...n

En posant ;. = /w(a(R)), on peut former la matrice suivante :
roPy(2(0)) ... r;Po(@(5)) ... raPo(a(n))

Ro=| noP@0) .. nPEG) - rPia(m) (6:8)
PuE(0) . TPa(a()) . uPaa(n)

En posant \; et \; deux vecteurs ligne de cette matrice, tel qu’ils sont présentés en équation
(6.9), on peut montrer que la matrice Rp est orthogonale.

Xi = 1oL (x(0))...r;Py(x(j)) ... rnPi(z(n))

: (6.9)
A =roP;(x(0))...7;Pj(x(j)) ... rnPj(x(n))
En effet, leur produit scalaire au sens classique du terme donne :
Ny =Y P (k) Py(x(k)) (6.10)
k
soit, par définition
L’orthogonalité de Ry implique :
RgRY = RERp =1, (6.12)

ou I, est la matrice identité. Ces relations induisent les deux conséquences suivantes :

1. apartir de RgRE = T,,, 1, on retrouve la propriété initiale d’orthogonalité puisque chaque
élément de Ry RY peut s’écrire

> riPia(k)Py(x(k)) soit (P| ), = 6, (6.13)

2. apartir de RL Ry = I,,41, chaque élément de RL Ry peut s’écrire

n

> P (5)) P (k) = 65 (6.14)

=0
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on obtient alors la propriété

ZB(w(j))H(x(k)) = 7% (6.15)

approximation de la fonction I/ dans une base de polyndmes s’obtient par projection

n

Ulx) = S UIP)P, Z(Zu 2(j))w <x<j>>> PAx) (6.16)

=0
soit, en inversant les sommations
=> (Z H(x(j))l%(x)) U((5))w(z(5)) (6.17)
j=0 \i=0
Afin d’établir le lien avec I’interpolation de Lagrange, on calcule I/ (x(k)) pour k = 0...n, soit
Ua(k) = (Z B(fﬂ(ﬁ)ﬂ(ﬂ@)) U(x(j))w(x(5)) (6.18)
j=0 \i=0

D’apres la seconde conséquence de 1’orthogonalité de Rp, I’équation (6.18) devient :

. Sk . .
k))—; NOTCOIT (z()U((5)) (6.19)

On obtient finalement .
U(z(k)) = U(x(k)) (6.20)

Ceci montre que I/ est un polynome de degré au plus 7 vérifiant (w(i)) = U(x(i)) pour tout i.
Le degré de la base P;(x), , étant n, on peut alors en déduire que I/ n’est autre que le polynome
d’interpolation de Lagrange.

6.2.3 Bases A-completes en dimension 2

En dimension 2, le domaine discret est

Q= z(i,5) = (v:(7), xQ(j))ie[O,nl],je[O,nQ] (6.21)
Le produit scalaire devient

nl n2

UV =D Ui, 1)V (i, 5)w(x(, 5)) (6.22)

=0 7=0

ou {2 est toujours une fonction de pondération. Cette fonction de pondération permet de déter-
miner le type de base utilisée. Le tableau TAB 6.1 rappelle quelques familles de polyndomes en
donnant la fonction de pondération associée.

A partir de ce produit scalaire, une base A-compléte en dimension 2 peut étre générée soit
par I’extension de la récurrence a trois termes (cf. chapitre 3), soit par produit tensoriel de bases
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Famille Q w(zy, xs)
Legendre [—1;1]? 1
Tchebychev 1 | [—1;1]? S S—
(1—21)?(1—=2)?
Tchebychev2 | [—1;1]2 | /(1 —21)2(1 — 22)?
Laguerre [0; 0o]? e~(@1Fe2)
2 2
Hermite [—00; 00]? e

TABLEAU 6.1 — Quelques fonctions de pondération w permettant d’obtenir différentes familles
de polynomes

en dimension 1, soit par orthonormalisation de la base canonique K, ;(z) = z%x% en utilisant
comme ordre sur les couples d’indices, I’ordre lexicographique suivant

i< ={, st 62
Ici, nous utilisons la formule de récurrence a trois termes que nous avons utilisé dans les
chapitres précédents et que nous avons présenté en équations (3.14) et (3.15). Cependant, nous
générons maintenant tous les polyndmes P, ; tel que ¢ < N et 5 < N. Dans les chapitres
précédents, le degré D de la base définissait le nombre V,, de polynomes de cette base par la re-
lation Np = w. Maintenant c’est simplement le domaine qui détermine le nombre de
polyndmes de la base. Ces bases sont appelées dans la suite du document : bases polynomiales

A-completes.

Définition 4 Une base A-compléte en dimension 2, relative a un produit scalaire donné, est la
base orthonormale définie sur §) par la famille

Pivj(x)iz(]..‘nl,jzo...rﬂ (6.24)
De méme qu’en dimension 1, en posant 7, ; = +/w(z(4,j)) on obtient la représentation
matricielle de la famille P, ;(x)
7"070P070(.T(07 0)) ce TZ‘J‘PO’Q(J](@',].)) ce Tn17n2P0<I(n17 ng))
Rp = roolij(2(0,0)) ... ri;Pii(x(i 7)) ... ey Pi(x(ng,ng)) (6.25)
70,0Pn1ms (2(0,0)) ..o 7Py 0o (2(2,7)) oo Ty e Pol(x(n1,n2))
On retrouve les propriétés d’orthogonalité suivantes :
RyRE = R{Rp = I, 41)x(no+1) (6.26)

Comme en dimension 1, ces propriétés nous permettent de vérifier que 1’on obtient une approx-
imation a erreur nulle par projection sur une base A-complete.

Nous rappelons deux méthodes de collocation déja présentées au chapitre 3. La premicre, la
plus classique, est la collocation uniforme présentée en équation 6.27 et la seconde est la collo-
cation de Gauss-Tchebychev présentée en équation 6.28. La collocation de Gauss-Tchebychev
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correspond aux zéros des polyndmes de Tchebychev et est optimale au sens de la quadrature de
Gauss.

2
(i) = — 008(22 p L 6.28)

Afin de s’assurer qu’il est possible de reconstruire une image avec une erreur d’approxima-
tion nulle quelque soit I’image, nous projetons sur notre base A-complete une image en niveau
de gris représentant un bruit défini par une loi uniforme. La figure FIG 6.1 représente I’image
originale représentant ce bruit en FIG 6.1(a) et le résultat de sa reconstruction apreés projection
dans une base de polyndmes orthogonaux A-complete en FIG 6.1(b). L’erreur d’approximation
obtenue est nulle.

el wn wll n
(a) (b)

FIGURE 6.1 — Reconstruction parfaite d’une image apres projection dans une base de polyndmes
bi-variables A-complete ; (a) Image d’origine représentant un bruit généré par une loi uniforme ;
(b) Image reconstruite a partir de la projection dans une base A-complete de polyndomes orthog-
onaux (erreur d’approximation nulle)

6.3 Bases A-completes et approximation a erreur nulle

Dans I’exemple présenté en figure FIG 6.1, 'image est de 16 x 16 pixels. Il est donc simple et
rapide de générer une base ayant autant de polyndmes que de pixels dans I’image. Cependant,
générer une base polynomiale a la dimension d’un champ de déplacements ou d’une image
réelle est tres coliteux en temps de calcul. En effet, il n’est pas rare d’obtenir des champs de dé-
placements de plus de 1024 x 1024 vecteurs. Les images peuvent maintenant dépasser plusieurs
dizaines de mégapixels. Dans ce cas, il est nécessaire d’utiliser une méthode de subdivision telle
qu’une grille réguliere composée de blocs ayant une taille raisonnable. Cela permet d’obtenir
une approximation a erreur nulle par bloc en conservant des temps de calcul acceptables. Cette
technique a été utilisée avec succes dans le format de compression d’image fixe jpeg ou la
transformée en Cosinus Discret est appliquée sur des blocs de 8 x 8 pixels.

Nous présentons, sur la figure FIG 6.2, I’approximation d’une image a partir des bases A-
completes avec une grille de 2 x 2 pixels. Nous utilisons donc une base contenant 4 éléments
qui sont les éléments o, Py 1, P1o et P ;. Sur la figure FIG 6.2(a), nous présentons I’image
test et en FIG 6.2(b), le résultat de 1I’approximation. On constate que 1’erreur d’approximation
est nulle. Ce résultat est identique quelque soit la grille utilisée.
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(b)

FIGURE 6.2 — Approximation de I’image Lena (512 x 512 pixels) avec les bases A-completes
avec une grille réguliere de 2 x 2 pixels (a) image Lena originale ; (b) image reconstruite

6.3.1 Comparaison avec la Transformée en Cosinus Discrete (DCT)

Nous comparons les bases de polyndmes A-complétes avec la Transformée en Cosinus Dis-
crete (DCT). La DCT a été choisie comme transformée dans la norme JPEG. La norme JPEG
définie le format d’enregistrement et 1’algorithme de décodage pour la compression des images
numériques. C’est pour cette raison que nous souhaitons nous comparer a cette transformée.
Nous ne nous intéressons pas ici a la compression des données de la norme JPEG mais unique-
ment a la DCT. Nous n’étudions donc pas la quantification et les différents codages (RLE,
Huffman, etc).

Nous avons vu en figure FIG 6.2 qu’il est possible de reconstruire parfaitement une image a
partir des coefficients polynomiaux d’une base A-complete. Nous étudions maintenant la qualité
de reconstruction lorsque 1’on ne conserve que quelques coefficients. Nous effectuons nos tests
sur I’'image “bikes” présentée sur la figure FIG 6.3. Cette image est extraite de la base LIVE
Image Quality Database [Sheikh 03], [Sheikh 06], [Wang 04].

FIGURE 6.3 — Image "bikes" extraite de la base LIVE Image Quality Database [Sheikh 03],
[Sheikh 06], [Wang 04]

Nous comparons la qualité d’approximation obtenue avec une base A-complete et avec une
DCT lorsque la méme quantité d’énergie est conservée dans chaque bloc. Nous évaluons la
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qualité des images par le rapport signal maximum sur bruit (PSNR pour “Peak Signal to Noise
Ratio”) défini par I’équation (6.29) :

PSNR (6.29)

d

= 10 - log,, EQ—M
ou d est la dynamique du signal, pour une image sur 8 bits d = 256. Les images sont ap-
proximées avec une grille réguliere pour les deux transformées étudiées. Sur la figure FIG 6.4,
nous présentons les résultats obtenus avec une grille de 8 x 8 pixels en FIG 6.4(a) et avec une
grille de 16 x 16 pixels en FIG 6.4(b). Ici la base A-complete utilisée est générée avec une base
de Legendre et une fonction de collocation uniforme. Nous représentons la qualité de I’image
(PSNR) en fonction de la quantité d’énergie conservée pour chaque bloc. Pour chaque bloc, les
coefficients sont triés en fonction de leur énergie. On conserve alors les coefficients les plus én-
ergétiques jusqu’a obtenir par exemple 90% de 1’énergie totale du bloc. Les autres coefficients
sont alors annulés. Le bloc correspondant dans 1’image résultat est alors reconstruit a partir
des coefficients conservés. On constate que la qualité d’approximation obtenue par ces deux
transformées est tres proche.

Nous avons aussi effectué la comparaison entre une base A-complete de polyndmes de Leg-
endre pour une fonction de collocation de Gauss-Tchebychev (cf équation (6.28)) et une DCT.
Nous constatons que les résultats d’approximation sont identiques pour ces deux bases. De plus,
les coefficients obtenus par les deux bases sont tres proches en valeur absolue. Les tableaux
TAB 6.2 et TAB 6.3 présentent respectivement les coefficients de la base A-complete et de la
DCT pour un bloc de 4 x 4 pixels choisi au hasard dans I’image “bikes”.

Les liens entre la transformée en cosinus discret et les polyndmes de Tchebychev ont été
démontrés dans [Neagoe 90], [WANG 96], [Baszenski 97], [Chu 00]. Dans le cas 1D, les coef-
ficients polynomiaux sont obtenus a partir des coefficients DCT par la relation suivante :

iy = (—1)"DOT (k) (6.30)

ot DCT (k) est le k*™ coefficient obtenu par DCT.

La modification est un changement de signe. Dans notre cas, en 2D, il suffit alors de changer
le signe de certains coefficients par rapport a la reégle suivante. Pour les lignes impaires, on doit
changer le signe de tous les coefficients des colonnes paires et pour les lignes paires, on doit
changer le signe de tous les coefficients des colonnes impaires. Cela se traduit par la relation

iy = (—1D)*(=1)'DCT(k,1) (6.31)

ot DCT'(k,1) est le coefficient DCT de la ligne k et de la colonne .

Ainsi, les bases A-completes permettent d’obtenir une approximation de qualité compa-
rable, voire identique sous certaines conditions, a celle obtenue avec une DCT. Cela met en
exergue I’intérét d’une telle transformée pour des aspects de compression de données.

6.3.2 Comparaison avec la SVD

La SVD que nous avons présenté au chapitre 2.3 est une méthode de compression de don-
nées optimale au sens de I’énergie. Nous comparons donc 1’approximation d’une image avec
une SVD et par base A-complete avec une grille réguliere. Nous continuons a utiliser I’image
“bikes” (cf. figure FIG 6.3) pour présenter nos résultats.
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FIGURE 6.4 — Evolution du PSNR en fonction de la quantité d’énergie conservée pour les coef-
ficients DCT ou polynomiaux de chaque bloc ; Les courbes en trait continu rouge correspondent
aux bases de polyndmes A-compleétes et les traits discontinus vert correspondent aux DCT ; (a)
La grille est de 8 x 8 pixels; (b) La grille est de 16 x 16 pixels.

+1.461 +1.206 x 102 +3.922 x 1073 +3.494 x 1073
—2518 x 1072 | —9.061 x 1073 | —5.12378 x 1073 | —5.714 x 1073
+1.373 x 1072 | —5.435 x 1073 | +1.80411 x 1076 | +2.251 x 1073
—4.427 x 1073 | +1.682 x 1074 —-2.122 x 1073 —7.425 x 1074

TABLEAU 6.2 — Tableau représentant les coefficients polynomiaux d’un bloc de 4 x 4 pixels
choisi au hasard dans I’'image "bikes" ; Ce bloc est le méme que celui utilisé pour le tableau
TAB 6.3 ; Les coefficients en gras sont ceux dont le signe change par rapport au tableau TAB
6.3. Ici la base A-complete est une base de polyndomes de Legendre avec une collocation de
Gauss-Tchebycheyv.

+1.461 —1.206 x 102 +3.922 x 1073 —3.494 x 1073
+2518 x 1072 | —9.061 x 102 | +5.12378 x 1073 | —5.714 x 1073
+1.373 x 1072 | +5.435 x 1073 | +1.80411 x 10~¢ | —2.251 x 1073
+4.427 x 1073 | +1.682x 107* | +2.122 x 1073 —7.425 x 1074

TABLEAU 6.3 — Tableau représentant les coefficients DCT d’un bloc de 4 x 4 pixels choisi au
hasard dans I’image "bikes" ; Ce bloc est le méme que celui utilisé pour le tableau TAB.6.2 ;
Les coefficients en gras sont ceux dont le signe change par rapport au tableau TAB.6.2.
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Nous étudions, pour la SVD et pour les bases A-completes, 1’évolution du PSNR (cf. équa-
tion (6.29)) en fonction du gain de compression 7 de coefficients conservés. Ce gain de com-
pression est calculé par I’équation (6.32).

Nombre de coefficients conservés

(6.32)

"= 7 Nombre total de pixels dans I’image

T T
SVD globale —+—
Base A-complete (8x8) -
Base A-complete (16x16) ---*---
LRI TR K
¥

55 -
50 -
45 ¥ i

40 b X p

PSNR
\

35 - L - 1
30 b e o 1
25 K " g
20 ;/ ]
15 E
1 0.9 0.8 07 0.6 05 0.4 03 0.2 0.1

ratio

FIGURE 6.5 — Evolution du PSNR en fonction du gain de compression pour une SVD globale
et pour une approximation obtenue par projection sur une base A-complete avec une grille
réguliere ; La courbe en trait continu rouge représente le résultat obtenu par SVD ; La courbe en
trait discontinu vert représente la base A-complete avec une grille de 8 x 8 pixels ; La courbe
en pointillés bleu représente la base A-complete avec une grille de 16 x 16 pixels ;

Dans un premier temps, sur le graphique de la figure FIG 6.5, nous comparons 1’approx-
imation obtenue avec une SVD appliquée a 1’'image entiere et I’approximation obtenue par
projection sur une base A-complete avec une grille réguliere de 8 x 8 pixels et pour une grille
réguliere de 16 x 16 pixels.

Afin de comparer les deux méthodes dans le méme contexte, nous appliquons la SVD sur
une grille réguliere. Pour chaque bloc, on ne conserve qu’un nombre réduit de vecteurs afin de
ne pas avoir un gain de compression supérieur a 1. En effet, dans le cas de la SVD, les vecteurs
propres dépendent des données, il est donc important de les conserver pour pouvoir reconstruire
le signal. La figure FIG 6.6 présente 1’évolution du PSNR en fonction du gain de compression.
Nous présentons en FIG 6.6(a), les résultats sur une grille de 8 x 8 pixels et en FIG 6.6(b) pour
une grille de 16 x 16 pixels.

Pour ces différents résultats, on peut constater que les bases de polyndmes A-completes
donnent des résultats plus intéressants que la SVD en terme de qualité d’approximation. On
peut donc en conclure que 1’approximation par grille réguliere permet d’obtenir une bonne
approximation d’une image. Cependant, nous avions vu au chapitre 4 que la grille réguliere est
une technique trés limitée pour I’analyse du domaine. Nous souhaitons donc obtenir dans la
section suivante une modélisation hiérarchique du domaine spatial.
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FIGURE 6.6 — Evolution du PSNR en fonction du gain de compression pour une base A-
complete et une SVD toutes les deux appliquées sur une grille réguliere ; (a) Résultats obtenus
avec une grille composée de blocs de 8 x 8 pixels ; (b) Résultats obtenus avec une grille com-
posée de blocs de 16 x 16 pixels

6.3.3 Multi-résolutions

Nous proposons de construire une analyse multi-résolutions fondée sur les coefficients poly-
nomiaux obtenus par projection des blocs de pixels sur une base A-complete.

6.3.3.1 Réorganisation des coefficients en imagettes

Afin d’obtenir une modélisation multi-résolutions, nous réorganisons les coefficients issus
de I’approximation. Une fois que tous les blocs ont été projetés sur la base A-complete de
dimension choisie, nous obtenons un nombre de blocs dépendants des dimensions de I’image et
des blocs choisis.

Pour un polynéme donné de la base, par exemple le polyndme F; (), nous regroupons
tous les coefficients associés a ce polyndome dans les différents blocs obtenus apres projec-
tion. En répétant cette étape pour tous les polyndomes de la base A-complete, on obtient alors
une représentation des différents coefficients de chaque polyndome de la base que 1’on appelle
imagette. Pour des blocs de n X n pixels, nous obtenons 7 X n imagettes correspondantes aux
n x n polyndomes de la base. La figure FIG 6.7 illustre cette technique avec une image synthé-
tique composée de 4 x 4 pixels. La grille utilisée est composée de blocs de 2 x 2 pixels, il y a
donc 4 blocs. Ces blocs sont notés b%° pour le bloc en haut a gauche, b°! pour le bloc en haut a
droite,b"? pour le bloc en bas & gauche, b''! pour le bloc en bas a droite. La base de polyndmes
A-complete est constituée des 4 polyndmes suivants : [ o, Fo 1, P et P 1. Nous notons donc
Z/{&Ol le coefficient obtenu par projection du bloc b%! sur le polyndme Py . Il est & noter que les
coefficients /% ; et P, o permettent de “calculer” les dérivées selon x; et x2 du bloc concerné.

La figure FIG 6.8 présente le résultat de la réorganisation des coefficients polynomiaux
obtenus par projection des blocs de ’'image sur une base polynomiale A-complete. En FIG
6.8(a), se trouve I’image Lena, en FIG 6.8(b), le résultat avec des blocs de 2 x 2 pixels et en FIG
6.8(c), avec des blocs de 8 x 8 pixels. On constate que la décomposition d’une image avec une
base de polyndmes A-complete et une grille de 2 x 2 pixels est équivalente a une décomposition
avec I’ondelette de Haar. En effet, en étudiant les filtres utilisés pour 1’ondelette de Haar et les
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coefficients polynomiaux obtenus pour une base A-complete sur un domaine 2 X 2 pixels, on
obtient les mémes filtres a un facteur de normalisation pres.

Il est possible de recommencer le processus sur I’imagette de chaque polyndme de la base
pour effectuer une analyse multi-résolutions. Cependant, en fonction de la taille des blocs util-
isés, le nombre de décompositions est limité. En effet, pour une image de NV x N pixels, si les
blocs sont de dimension n x n pixels, les imagettes obtenues par regroupement des coefficients
sont de dimension % X % pixels.

9 10 | 11 | 12

13 | 14 | 15 | 16

(@)

L 0,0 7,0,0
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FIGURE 6.7 — Construction du premier niveau de I’analyse d’une image en niveau de gris avec
une base polynomiale A-complete ; (a) petite image synthétique de 4 x 4 pixels ; (b) Projection
de chaque bloc sur la base de polyndmes A-complete de 2 x 2 polyndmes ; (¢) Regroupement
des coefficients polynomiaux en imagettes.



6.3. Bases A-complétes et approximation a erreur nulle 105

() (b)

FIGURE 6.8 — (a) Exemple de regroupement des coefficients issus de la projection dans un
méme élément de la base pour des bases A-completes de 4 €léments (bloc de 2 x 2 pixels). (b)
Exemple de regroupement des coefficients polynomiaux en imagettes avec une base A-complete
de 64 éléments (bloc de 8 x 8 pixels) ; Pour I’affichage, les images (a) et (b) ont été égalisées.

6.3.3.2 Décomposition dyadique

Nous proposons donc un schéma permettant d’obtenir une décomposition dyadique de I’im-
age. D’une échelle a I’autre, les dimensions de I’image sont divisées par 2 selon 1’horizontale
et la verticale. A partir des imagettes obtenues par regroupement des coefficients polynomi-
aux, on reconstruit une image de plus faible résolution. Pour cela, nous utilisons uniquement
les (5 + 1) x (5 + 1) imagettes correspondantes aux coefficients de plus faible degré. Afin
de construire cette image de dimension % X %, il faut générer une deuxieme base A-complete
composée de 7 X 5 polyndmes, ayant pour support spatial des blocs de 5 X 7 pixels. Cette base
est appelée base de niveau 2. Afin de faciliter les explications, la base de polyndomes A-complete
composée de n X n polyndmes est maintenant appelée base de niveau 1 lorsque cela est néces-
saire. Cette décomposition dyadique nous permet d’obtenir une image plus petite, sur laquelle
on peut alors appliquer a nouveau la décomposition. Cela permet d’obtenir une décomposition
multi-résolutions d’une image a partir des bases de polyndomes A-completes. Nous illustrons
cette méthode avec la figure FI1G 6.9.

1] 2] 3| 4 Upy | Uss | Uy | U
567 |8 Uy | Uni | Uor' | Uo
9 [10 |11 | 12 Poo| Pos uye | uds fudy | uy 3.5 | 5.5
13 | 14 | 15 | 16 Pio| Pia upe | U |udy | ufy Py 115|135

(a) b)

—~
o
~

(d) (e)

FIGURE 6.9 — Représentation des coefficients conservés d’une échelle a la suivante ; (a) Image
synthétique de 4 x 4 pixels; (b) Base polynomiale A-complete de niveau 1; (c) Représenta-
tion des coefficients polynomiaux regroupés en imagettes ; (d) Base polynomiale A-complete
de niveau 2 ; (e) Image obtenue par décomposition dyadique a la résolution 1 a partir des coef-
ficients de (c) et de la base A-complete de niveau 2.
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Nous présentons un exemple de décomposition dyadique sur deux échelles, appliquée a
I’image “bikes” sur la figure FIG 6.10.

(b) (©)

(d) (e)

FIGURE 6.10 — Décomposition dyadique de I’'image "bikes" par base de polyndomes A-complete
de 8 x 8 polyndmes ; (a) Image "bikes" originale (échelle 0) ; (b) Regroupement en imagettes
des coefficients polynomiaux ; (¢) Décomposition a I’échelle 1 ; (d) Regroupement en imagettes
des coefficients polynomiaux a partir de I’'image a 1’échelle 1 ; (e) Décomposition a I’échelle 2 ;

6.3.3.3 Reconstruction a I’échelle supérieure

A partir de la décomposition dyadique a une résolution donnée, il est alors possible de re-
construire I’image a la résolution supérieure. Pour la reconstruction, les blocs de I’image sont

n n

alors projetés sur la base A-compléte de niveau 2. A partir des 5 X 3 coefficients obtenus,
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nous souhaitons reconstruire les blocs avec la base de niveau 1. Si I’'image est reconstruite
uniquement a partir de ces coefficients, I’'image obtenue ne contient pas tous les détails. Nous
devons ajouter les coefficients polynomiaux manquants. Ces coefficients ont été stockés dans
les imagettes lors de la décomposition. Pour chaque bloc, il est donc possible de retrouver
les coefficients polynomiaux manquants dans les imagettes. De cette maniere, il est possible
d’obtenir une reconstruction parfaite de I’image originale. Sur la figure FIG 6.11, nous présen-
tons la reconstruction de 1’image “bikes” a partir du résultat de la décomposition dyadique sur
deux échelles de I’'image “bike” (cf. figure FIG 6.10(c)). La base A-complete de niveau 1 est
une base composée de 8 x 8 polyndmes.

(a) (b)

FIGURE 6.11 — Reconstruction dyadique de I’image "bikes" par base de polyndmes A-complete
a partir du résultat obtenu en 6.10; (a) Décomposition dyadique a 1’échelle 2 de I’image
"bikes" par base polynomiale A-complete; (b) Reconstruction a 1’échelle 1; (c) Reconstruc-
tion a I’échelle 0.

Nous constatons donc que nous pouvons obtenir une analyse multi-résolutions dyadique
fondée sur I’utilisation des bases de polyndmes A-completes. Nous souhaitons utiliser les bases
polynomiales A-complétes pour compresser 1’information. Nous proposons de reconstruire
I’image a partir de la résolution la plus élevée (image de plus petite dimension) sans utiliser
les coefficients de degrés supérieurs a 5 x 7. On peut considérer qu’il s’agit d’interpoler les
pixels de I'image obtenue a la plus haute résolution jusqu’a obtenir I’image a la résolution
d’origine. Pour ces tests, nous utilisons trois images de la base de test “LIVE”. Ces trois im-
ages sont présentées sur la figure FIG 6.12. Pour chacune de ces images, nous calculons I’erreur
quadratique moyenne et le gain de compression 7 (cf. équation (6.32)). Les graphiques de la fig-

ure FIG 6.13 présentent les résultats obtenus. Ces graphiques représentent 1’évolution du gain
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de compression 7 sur les axes des abscisses et 1’erreur quadratique moyenne sur les axes des
ordonnées. Pour chaque image, les tests sont effectués pour des bases de niveau 1 de 4 x 4,
8 x 8,16 x 16, 32 x 32 polynomes. Les bases de niveau 2 sont alors respectivement de 2 x 2,
4 x 4,8 x 8,16 x 16 polyndmes.

FIGURE 6.12 — Images tests issues de la base LIVE; (a) Image "bikes"; (b) Image "light-
house2" ; (c) Image "parrots".

Afin d’avoir une représentation visuelle des défauts générés par cette méthode, nous présen-
tons sur la figure FIG 6.14 les images obtenues a partir de la décomposition dyadique de I’image
“parrots”. Pour cet exemple, chacune des résolutions (de 1 a 4) est décomposée avec une grille
composée de blocs de 8 x 8 pixels. On constate qu’un effet de bloc apparait en raison de la
suppression des polyndmes de plus haut degré qui modélisent les détails. La taille des blocs
de ce défaut augmente avec la résolution. Si la base de niveau 1 est de n x n polyndmes, a la
résolution r (pour 7 > 0), les blocs visibles sont de (n x 2"71) x (n x 2"1) pixels.

6.3.3.4 Décomposition multi-résolutions non-dyadique

Le cas dyadique n’est qu’un cas particulier. Sur le méme principe, on peut décider de recon-
struire une image en conservant d’une €chelle a I’autre un nombre de polynémes compris entre
1 et n X n. En effet, les dimensions de 1’'image de faible résolution que I’on souhaite obtenir
d’une échelle a I’autre dépendent du nombre de points de collocation et donc du nombre de
polyndmes utilisés.
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FIGURE 6.13 — Evolution du PSNR en fonction du gain de compression pour une décomposition
multi-résolutions dyadique par base de polyndmes A-complete. Les bases de niveau 1 sont de
4 x 4,8 x 8,16 x 16, 32 x 32 polyndmes. Les bases de niveau 2 sont alors respectivement
de 2 x 2,4 x 4,8 x &8, 16 x 16 polyndmes. (a) Graphique obtenu pour 1’image "bikes" ; (b)
Graphique obtenu pour I’image "lighthouse2" ; (c) Graphique obtenu pour I’image "parrots".
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(b) (c)

(d)

FIGURE 6.14 — Visualisation de la qualité de I’image parrots en fonction de la résolution de
I’approximation par décomposition dyadique ; (a) Image "parrots" originale ; (b) Image obtenue
a la résolution 1; (c) Image obtenue a la résolution 2 ; (d) Image obtenue a la résolution 3 ; (e)
Image obtenue a la résolution 4 ;
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Il est possible d’obtenir une décomposition non-dyadique a partir du nombre de polyndmes
qui composent la base de niveau 2. C’est en effet cela qui détermine la dimension des blocs et
donc de I’image d’une échelle a I’autre. En reconstruisant une image a partir des (n—1) x (n—1)
coefficients de plus faible degré, il est possible d’obtenir une décomposition avec plus d’échelles
que la décomposition dyadique. Les dimensions d’une image ne sont pas nécessairement des
multiples de n et de n — 1. Dans ce cas, il faut gérer les conditions aux bords d’une échelle
a 'autre. La figure FIG 6.15 présente un exemple de ’utilisation de la reconstruction d’une
échelle a I’autre avec les 7 x 7 polynomes de plus faible degré pour des blocs de dimension
8 x 8, sur I’'image “bikes”. Nous présentons les résultats obtenus a I’échelle 1 et 2.

(b)

(d) (e)

FIGURE 6.15 — Décomposition de I’'image "bikes" avec une base de niveau 1 de 8 x 8 polyndmes
et une base de niveau 2 de 7x 7 polyndmes ; (a) Image "bikes" originale ; (b) Imagette a 1I’échelle
1; (c) Décomposition a I’échelle 1 ; (d) Imagette a 1’échelle 2 ; (c) Décomposition a I’échelle 2.
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FIGURE 6.16 — Comparaison de I’évolution du PSNR en fonction du gain de compression en-
tre une décomposition multi-résolutions dyadique et une décomposition multi-résolutions non-
dyadique a partir de I’image “parrots”. (a) Graphique obtenu pour des bases de niveau 1 de 4 x 4
polyndmes ; (b) Graphique obtenu pour des bases de niveau 1 de 8 x 8 polynomes ;

Afin de visualiser I’apport de la décomposition non-dyadique, nous comparons sur la figure
FIG 6.16, les résultats obtenus avec une décomposition dyadique a ceux obtenus avec une dé-
composition non dyadique. Nous effectuons cette comparaison pour des blocs de 4 x 4 pixels
en FIG 6.16(a) et de 8 x 8 pixels en FIG 6.16(b). On constate que pour un gain de compres-
sion donné, il est plus intéressant d’utiliser la décomposition non-dyadique afin d’obtenir une
meilleure qualité d’approximation.

Nous présentons sur la figure FIG 6.17, pour chaque image, I’évolution du PSNR en fonc-
tion du gain de compression 7 pour le cas non dyadique. Le graphique présenté en FIG 6.17(a)
présente les résultats obtenus sur I’image “bikes”, en FIG 6.17(b) les résultats obtenus sur I’im-
age “lighthouse” et en FIG 6.17(c) les résultats obtenus sur I’'image “parrots”. Nous consta-
tons qu’il est possible d’obtenir beaucoup plus de décompositions qu’avec la décomposition
dyadique. Cela permet d’ajouter plus de scalabilité au gain de compression du modele. Nous
constatons aussi que le choix de la dimension des blocs a une influence sur la qualité de 1’ap-
proximation. Cependant, pour des gains de compression proches de 1, ce choix semble étre
moins important. Plus les dimensions des blocs sont grandes, plus il est possible d’obtenir
de résolutions. De plus, pour un gain de compression donné, la qualité d’approximation est
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FIGURE 6.17 — Evolution du PSNR en fonction du gain de compression pour une décomposition
multi-résolutions dyadique par base de polyndmes A-complete. Les bases de niveau 1 sont de
4 x 4,8 x 8,16 x 16, 32 x 32 polyndmes. Les bases de niveau 2 sont alors respectivement
de 2 x 2,4 x 4,8 x &8, 16 x 16 polyndmes. (a) Graphique obtenu pour 1’image "bikes" ; (b)
Graphique obtenu pour I’image "lighthouse2" ; (c) Graphique obtenu pour I’image "parrots".
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meilleure avec des grand blocs. Cependant, il est important de noter que le surcodt calculatoire
entre une grille composée de blocs de 8 x 8 et une grille composée de blocs de 16 x 16 est non
négligeable.

6.4 Application aux champs de déplacements

(b)

FIGURE 6.18 — Présentation des champs tests ; (a) Champ 131 de la séquence Cylindre-carré
(cf. ANNEXE A ;(b) Champ Marche.

Nous avons étudié les bases de polyndmes A-completes sur des images en niveau de gris
afin de comparer ces bases avec la DCT et la SVD sur des exemples plus visuels que les champs
de déplacements. Nous utilisons maintenant les bases A-complétes sur des champs de déplace-
ments comme nous 1’avons fait dans les chapitres précédents. Pour les différents tests, nous
utilisons deux champs tests de nature différente. Le premier champ est le champ 131 de la
séquence “cylindre-carré” qui, nous le rappelons, est issu d’une expérience de mécanique des
fluides expérimentale. Il est présenté sur la figure FIG 6.18(a). Ce champ est obtenu par PIV
(vélocimétrie par imagerie de particules cf. chapitre 2.1). Le deuxieme champ est un champ
destiné a I’étude du mouvement humain. Il s’agit du mouvement d’une personne qui marche.
Le champ est obtenu par flot optique avec 1’algorithme de HORN et SHUNCK. Nous appelons
ce champ “Marche”. Il est présenté sur la figure FIG 6.18(b).

Comme pour les images, il est possible d’obtenir une approximation a erreur nulle d’un
champ de déplacements grace aux bases A-completes utilisées avec 1’'une des méthodes
proposées. Nous nous intéressons a la qualité d’approximation en fonction du nombre de
polyndmes conservés. Nous présentons I’erreur d’approximation par la mesure de I’erreur
quadratique moyenne telle qu’elle est présentée aux chapitre 3, 4 et 5. Nous nous intéressons au
cas d’une approximation dyadique. Pour une grille composée de blocs de n X n vecteurs, soit
une base A-complete de n X n polyndmes, a chaque résolution, nous ne conservons donc que les
5 X 5 polyndmes de plus faible degré. Le graphique de la figure FIG 6.19 présente les résultats
obtenus. Ce graphique représente 1’évolution de I’erreur quadratique moyenne en fonction du
gain de compression. Ici la base A-complete de niveau 1 est composée de 8 x 8 polyndmes et
la base de niveau 2 est composée de 4 x 4 polyndomes. Nous présentons sur la FIG 6.19(a), les
résultats obtenus sur le champ 131 de la séquence cylindre-carré" et sur la figure FIG 6.19(b), les
résultats obtenus sur le champ “Marche". En raison des dimensions du champ “cylindre-carré"
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(124 x 124 vecteurs), il n’est pas intéressant de calculer plus de 3 résolutions. On constate que
le gain de compression correspond a 0.757° ou res est la résolution. L’ évolution trop rapide du
gain de compression d’une résolution a I’autre produit une dégradation importante de la qualité
d’approximation, comme nous 1’avions constaté sur les images dans la section précédente.
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FIGURE 6.19 — Evolution de I’erreur quadratique moyenne en fonction du gain de compression
pour la décomposition dyadique d’un champ de déplacements ; (a) Résultats pour le champ 131
de la séquence cylindre-carré ; (b) Résultats pour le champ “Marche"

Afin de pouvoir obtenir plus de résolutions, nous utilisons la version non-dyadique de la
méthode multi-résolutions. Nous présentons les résultats obtenus sur la FIGURE.6.20 avec
en (a) les résultats avec le champ 131 de la séquence cylindre-carré et en (b) avec le champ
“Marche". Nous utilisons des bases A-completes de niveau 1 composées de 4 x 4, 8 x 8, 16 x 16
polynomes. Les bases de niveau 2 sont alors composées de 3 x 3, 7 x 7, 15 x 15 polyndmes.

Nous pouvons ainsi montrer I’intérét de la décomposion multi-résolutions dans le cas non-
dyadique, puisque celle-ci permet un plus grand nombre de résolutions. Cela nous permet de
mieux gérer le rapport entre le gain de compression et 1’erreur quadratique moyenne. Dans la
section suivante, nous comparons ces résulats a ceux obtenus aux chapitres précédents.
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FIGURE 6.20 — Evolution de I’erreur quadratique moyenne en fonction du gain de compression
pour la décomposition dyadique d’un champ de déplacements ; (a) Résultats pour le champ 131
de la séquence cylindre-carré ; (b) Résultats pour le champ “Marche"

6.5 Comparaison de I’approximation par base A-compléte
aux méthodes précédentes

Nous proposons dans le tableau TAB.6.4, une synthese des différents résultats d’approxima-
tion obtenus au cours des chapitres précédents sur le champ 131 de la séquence cylindre-carré.
Ce tableau regroupe les résultats du tableau TAB.4.2 auxquels nous ajoutons un exemple de
décomposition dyadique et deux exemples de décompositions non-dyadiques. Pour la décom-
position dyadique, nous arrétons la décomposition a la résolution 3 en raison des dimensions du
champ. La base de polyndmes A-complete de niveau 1 utilisée est composée de 8 x 8 polyndmes
et la base de niveau 2 de 4 x 4 polyndmes. Pour les décompositions non-dyadiques, utilisons
d’abord, une base de polyndomes A-complete de niveau 1 composée de 8 x 8 polyndmes et la
base de niveau 2 de 7 x 7 polyndmes. Dans ce cas, nous arrétons la décomposition a la résolution
11 puisque le résultat obtenu est comparable, au niveau du gain de compression et de 1’erreur
quadratique moyenne, a celui avec un quadtree ou un kd-tree et une base de polyndomes dense
de degré 1. Ensuite, nous utilisons une base de polyndmes A-complete de niveau 1 composée de
16 x 16 polyndmes et la base de niveau 2 de 15 x 15 polyndmes. En arrétant la décomposition
a la résolution 23, le résultat est a nouveau comparable, au niveau du gain de compression et de
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I’erreur quadratique moyenne, a celui avec un quadtree ou un kd-tree et une base de polyndmes
dense de degré 1.

Méthode Degré | Niveau | Gain | EQM Ey
globale 5 0 99.863 | 1.167 0.210
globale 9 0 99.642 | 0.631 0.112
globale 16 0 99.005 | 0.396 0.080
globale 20 0 98.498 | 0.308 0.069
grille réguliere 9 3 77.107 | 0.020 0.005
grille réguliere 5 4 65.036 | 0.014 0.004
grille réguliere 1 5 80.021 | 0.041 0.011
quadtree 9 3 87.838 | 0.034 0.007
quadtree 5 4 87.981 | 0.036 0.008
quadtree 1 5 92.254 | 0.072 0.015
kd-tree median 9 3 91.058 | 0.040 0.008
kd-tree median 5 4 91.669 | 0.045 0.009
kd-tree median 1 5 92.683 | 0.081 0.015
kd-tree irrégulier 9 3 92.488 | 0.053 0.009
kd-tree irrégulier 5 4 92.215 | 0.050 0.009
kd-tree irrégulier 1 5 96.449 | 0.135 0.032
boite (global,boite) (16,1) 0 98.868 | 0.389 0.077
boite (global,boite) 9,5) 0 98.803 | 0.532 0.079
Voronoi L1 (boites non orientées) 9 14 sites | 94.992 | 0.305 0.043
Voronoi L1(boites non orientées) 5 14 sites | 98.088 | 0.517 0.065
Voronoi L1 (boites non orientées) 1 14 sites | 99.727 | 1.170 0.151
Voronoi L2(boites non orientées) 9 14 sites | 94.992 | 0.562 0.044
Voronoi L2 (boites non orientées) 5 14 sites | 98.088 | 0.824 0.071
Voronoi L2 (boites non orientées) 1 14 sites | 99.727 | 1.692 0.149
Voronoi L2 (boites orientées) 9 14 sites | 94.992 | 0.585 | 0.0475376
Voronoi L2 (boites orientées) 5 14 sites | 98.088 | 0.821 0.076
Voronoi L2 (boites orientées) 3 14 sites | 99.090 | 1.076 0.106
Voronoi L2 (boites orientées) 1 14 sites | 99.727 | 1.609 0.155
Décomposition dyadique 8 x 8 rés=3 | 98.335 | 0.217 0.059
Décomposition non-dyadique 8 x8 |rés=11192.482 | 0.064 0.017
Décomposition non-dyadique 16 x 16 | rés =23 | 94.147 | 0.078 0.021

TABLEAU 6.4 — Evaluation de I’erreur de modélisation et du gain de compression pour les
méthodes globale, de subdivision par grille réguliere, par quadtree, par kd-tree, par boites en-
globantes, par diagramme de Voronoi, par décomposition dyadique avec une base polynomiale
A-complete et par décomposition non-dyadique avec une base polynomiale A-complete

Nous utilisons la méthode de décomposition non-dyadique dans le chapitre 7 pour la détec-
tion de points singuliers dans un champ de déplacements. Il est important de signaler qu’il est
possible d’étendre les bases de polynomes A-completes aux dimensions supérieures a 2.
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6.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié une méthode d’approximation a erreur nulle a partir des
base de polyndmes. Pour cela, nous avons utilisé une famille particuliere de polynomes. Cette
méthode de modélisation permet par décimation de réaliser une compression d’images compa-
rable a une DCT. De plus, cette méthode fournit des images de meilleure qualité (mesurée par le
PSNR) que la SVD pour un méme gain de compression. Finalement, nous avons proposé deux
algorithmes multi-résolutions I’un dyadique I’autre non. L’algorithme dyadique est comparable
a une décomposition en ondelette avec une ondelette de Haar dans le cas ou 1’on utilise une
base de 2 x 2 polyndmes. L’algorithme non-dyadique permet d’obtenir plus de résolutions et
fournit donc une meilleure scalabilité. En ce qui concerne 1’approximation d’un champ de dé-
placements, 1’algorithme non-dyadique fournit des résultats comparables en terme de qualité et
de gain de compression a ceux obtenus avec 1’algorithme par quadtree ou par kd-tree.
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CHAPITRE 7

DETECTION ET CLASSIFICATION DES
POINTS SINGULIERS

7.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions la détection de points singuliers dans les champs de
vecteurs. La détection de structures singulieres concerne un grand nombre de domaines
de recherche : la localisation de phénomenes météorologiques [Memin 99], [Rougon 00],
[Yang 00], la mécanique des fluides expérimentale pour analyser et comprendre les écoule-
ments [Rao 92a], [Shu 93], [Ford 94], I'imagerie médicale pour 1’analyse des flux san-
guins [Nogawa 97], et I'industrie pour I’analyse de textures de bois ou de semi-conducteurs
[Rao 92a].

La section 7.2 introduit le cadre mathématique dans lequel les points singuliers sont définis.
La section 7.3 présente les principales méthodes de la littérature, étudie les liens entre ces méth-
odes ainsi que leurs spécificités et le contexte dans lequel elles ont été développées. Ensuite,
dans la section 7.4, nous proposons de détecter et de classifier les singularités par une méthode
de portrait de phase. Cette méthode a ét€ introduite par RAO et JAIN en 1992 [Rao 92a]. Notre
contribution consiste a utiliser une base orthogonale de polyndmes bivariables pour estimer le
modele de mouvement affine dont dépendent la détection et la classification des structures.

A partir de ces travaux, nous proposons en section 7.4.2, trois algorithmes multi-échelles.
Le premier repose sur I’utilisation d’un algorithme a fenétre adaptative (fenétre de dimensions
variables). Le second utilise une fenétre mobile non adaptative (fenétre de dimensions fixes).
Cette fenétre est appliquée aux différentes résolutions du champ. Le troisieme utilise la structure
et I’algorithme du quadtree introduits au chapitre 4. Dans la section 7.4.3, nous présentons un
algorithme qui permet de définir une zone autour d’une singularité dans laquelle un modele
polynomial est valide. Enfin, dans la section 7.5, nous présentons des résultats de ces travaux
sur des champs de déplacements synthétiques et expérimentaux.
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7.2 Caractérisation mathématique des points singuliers

Dans cette section, nous présentons le cadre mathématique des points singuliers d’un champ
de déplacements. Le lecteur désirant plus de détails pourra se référer au manuscrit de these
MARIE-ANGE DENIS-BROSSARD [Denis-Brossard 00].

7.2.1 Définitions

Soit M une variété compacte de 1’espace euclidien R

Définition 5 Un point ¥ du champ C et un point singulier si ¥ € M et C(Z) = 0.

Définition 6 Un point non singulier est dit régulier.

Définition 7 Un point singulier ¥ € M du champ C est dit simple si la différentielle du champ
en X est non singuliere (n’admet aucune valeur propre nulle).

L’étude du spectre du Laplacien du champ C permet de classifier les points singuliers en

deux catégories :
— les singularités hyperboliques ;

— les singularités non hyperboliques.

Définition 8 Un point singulier ¥ € M du champ C est dit hyperbolique, si la différentielle du
champ en ¥ n’admet aucune valeur propre imaginaire pure.

Le théoreme de GROBMAN-HARTMAN [Anosov 88], [Palis 82b] permet de déterminer le com-
portement d’un champ C au voisinage de points singuliers hyperboliques. On note X" (M) est
I’espace des champs de vecteurs de classe C".

Théoreme 1 [Théoréeme de GROBMAN-HARTMAN] Soient C € X" (M), un champ possédant
uniquement des points singuliers hyperboliques, et £ € M un tel point singulier. Au voisinage
de T, le champ C est topologiquement équivalent (i.e. homéomorphe) a sa partie linéaire.

Un deuxieme théoreme permet quant a lui de définir le comportement d’un champ au voisi-
nage des points réguliers [Anosov 88].

Théoréme 2 [Aspect local au voisinage d’un point régulier] Soient C € X7 (M) un champ de
vecteurs et ¥ € M un point régulier de V. Soit C.. le champ de vecteurs constant sur M défini
par C, = (1,0,...,0)T, & € M. Il existe un difféomorphisme ¢ sur un voisinage de T tel que

¢poC =C..

Les théoremes 1 et 2 nous permettent de mettre en évidence I’importance des points sin-
guliers dans I’étude d’un champ de déplacements. En effet, ces théorémes nous assurent que la
topologie d’un champ de vecteurs régulier est entierement déterminée par ses points singuliers.
De plus, ils affirment qu’au voisinage d’un point singulier £ € M, un champ régulier C est
localement homéomorphe a un champ affine, correspondant au champ tangent a C en 7. Cela
signifie que la structure locale d’un champ régulier peut étre completement spécifiée a partir
d’une caractérisation topologique exhaustive des champs affines.

En s’appuyant sur des résultats classiques de topologie algébrique [Anosov 88], on peut
affirmer qu’au voisinage d’un point singulier, tout champ affine est localement homéomorphe a
un représentant canonique parmi un nombre fini de prototypes appelés portraits de phase.
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7.2.2 Portraits de phase

T

Soit C(Z) ou & = (x1, %3, ...,24)" un champ de déplacements a d composantes tel que :

C(Z) = AT +b (7.1)

ou b représente la translation pure et A le tenseur de déformation linéaire associé au champ.
Dans le cas ou A est inversible, ce champ admet un unique point singulier défini en 7, par

T.=—A""b (7.2)
Il est important de noter que le point Z, peut se trouver en dehors du support §2.

Le théoreme de GROBMAN-HARTMAN assure que la structure autour de 7. est complete-
ment déterminée par A. Il existe deux approches algébriques équivalentes permettant d’obtenir
une caractérisation exhaustive de cette structure locale : la jordanisation de la matrice A et la
décomposition canonique tensorielle de A. Nous présentons ces deux approches.

7.2.2.1 Approche par jordanisation de la matrice A

La forme de Jordan de la matrice A est obtenue en étudiant les racines <>\i>ie[1..d} € C (sup-
posées étre des nombres réels et vérifier que \; > --- > )\;) de son polyndme caractéristique
P 4, défini par

Pa(N) = det(A—Alg) = Y piX' (7.3)

0<i<d

ou I; est la matrice identité de dimension d X d.

Ces racines sont les valeurs propres de la matrice A et sont reliées aux coefficients (pi)ieu..d]
du polynéme P4 via les polyndmes symétriques élémentaires de degré d [Ramis 83]

e = L YD VP v (7.4)

pd 1<j1 <--<ji <d

Les racines \; et les coefficients de P4 sont des invariants algébriques. Il est possible de déter-
miner le caractere réel ou complexe d’une matrice a partir d’un invariant algébrique de A, le
discriminant. Ce discriminant peut se définir a partir de la notion de résultant algébrique.

Définition 9 Soient P(X) défini en équation (7.5) et Q(X) défini en équation (7.6) des
polynomes a coefficients réels ou complexes de degrés respectifs m et n.

PX)= ) pX' (7.5)

o<i<m

QX)= ) aX' (7.6)

0<i<n
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On appelle résultant de P et Q, I’élément R(P, Q) défini par

[ P O 0 ¢ 0 0
Pm—-1  Pm ' dn—1  Gn '
. Pm—1 0 . n—1
: ' Pm 0 : 0

R(P,Q) =det | p, Pm—1 Qo ¢ In (7.7

Po P1 : 0 q0 Gn-1
0 Po - :
5 ' Po D1 : q1

0 0 Do 0 qo |

Soit P(X) un polyndme de degré m > 2. On appelle discriminant de P le résultant de P et
de son polynéme dérivé P’ défini par
A(P) =R(P,P") (7.8)

Le discriminant d’une matrice carrée A est le discriminant de son polyndme caractéristique :

A(4) = A(Py) (7.9)
L’étude du signe du discriminant de la matrice A nous permet de déterminer le caractere réel ou
complexe des racines de A. En effet, analysons les trois cas possibles :

— A(A) > 0: les valeurs propres de A sont réelles et distinctes ;
— A(A) = 0: la matrice A admet des valeurs propres réelles, dont 2 au moins sont égales ;
— A(A) < 0:la matrice A admet au moins 2 valeurs propres conjuguées.

Nous détaillons la jordanisation de la matrice A dans le cas d’un champ affine de dimension
2. Une description semblable pour le cas d’un champ affine en dimension 3 est présentée dans
[Denis-Brossard 00].

En dimension 2, le polyndme caractéristique de A s’exprime sous la forme

Pa=\+PA+Q (7.10)
ou P est exprimé par la trace de A :
P =—tr(A) = —(ay1 + ag) (7.11)
et () par le déterminant de A :
Q = det(A) = aj1a99 — ag1a19 (7.12)
Le discriminant de A est alors défini par
A(A) = P? — 4Q (7.13)
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Les racines de P4 peuvent s’écrire sous la forme analytique suivante

Ao = )+ /A (7.14)

L’ énumération exhaustive des formes de Jordan canoniques associées aboutit aux portraits de
phase affines 2D présentés dans le tableau TAB 7.1.

7.2.2.2 Approche par décomposition tensorielle canonique

Tout tenseur d’ordre 2 peut étre décomposé en la somme d’un tenseur symétrique D de trace
non nulle, d’un tenseur symétrique A" de trace nulle et d’un tenseur antisymétrique A~

A=D+ AT+ A" (7.15)
avec 1
D = ~tr(A)l, (7.16)
AT = %(A + ATy =D (7.17)
A” = %(A — AT) (7.18)

Le tenseur D décrit la composante irrotationnelle de dilatation isotrope du tenseur A, A™ la
composante de cisaillement et A~ la composante rotationnelle de vorticité.

Pour simplifier I’écriture des équations suivantes, nous définissons quelques notations. Nous
utilisons C; pour indiquer la composante du champ C, par exemple C; représente la composante
U et C, représente la composante V. Nous introduisons le symbole de Kronecker ¢; ; défini par

[ 1sii=j
5 _{ 0siit) (7.19)

Nous utilisons aussi le symbole de Levi-Civita ¢; j, défini par

_ 0i1 O
€, = det l S 6y ] (7.20)

Dans le cas d’un champ affine en dimension 2, I’équation (7.15) prend la forme

A= % (dz’v(A)Id +def(A)ST { (1) _01 ] S+ rot(A) [ ? _01 D (7.21)

ot div(A), def(A) et rot(A) sont appelés respectivement divergence, déformation et rotation-
nel du tenseur A et définis respectivement par les équations (7.22), (7.23) et (7.24) et la matrice
S est donnée par 1’équation (7.25)

d
div(C Z 5 = div(A) =tr(A) (7.22)
€T
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Sid = 2 alors div(A) = ay; + ag.

2 2
def(C) =def(A)= \/Zi,je[O..d]Q (ei,jg_%> + 22 jep.ap ((1 - 5@]‘)3%) (7.23)

Sid = 2 alors d@f(A) = \/((111 — a22)2 + (CL12 + a21)2.

rot(C) = rot(A) = Z ei,ja—@' (7.24)
1,j€[0..d]?
Sid = 2 alors ’T‘Ot(A) = 921 — QA19.
1 19 + Q21 def(A) — (CLH — a22)
S=— 7.25
K | def(A) = (a1 — az) —(a12 + az1) (7:29)
avec K défini par
K= (CL12 —+ CL21)2 + (def(A) — (CLH — a22))2 (726)

De nombreux auteurs utilisent I’identité définie en équation (7.21) pour caractériser la struc-
ture des champs de vecteurs en dimension 2 [Shu 93], [C.-F. Shu 94], [Maurizot 97].

En dimension 2, la jordanisation de la matrice A et 1’approche par décomposition tensorielle
sont équivalentes. En effet, il existe des relations fondamentales entre invariants différentiels et
algébriques exprimés par les équations 7.27 a (7.29)

tr(A) = div(A) (7.27)
det(A) — :11 [div(A)® + rot(A) — def(A)] (7.28)
A(A) = def(A)* — rot(A)? (7.29)

A partir de ces relations, il est possible de reformuler la classification des portraits de phases
affines en dimension 2 par rapport aux valeurs relatives des invariants différentiels plutdt
qu’avec les signes des invariants algébriques. Ces différents résultats sont rapportés dans le
tableau TAB 7.1.

7.2.3 Indice de Poincaré

Nous venons de voir dans les sections précédentes que la topologie d’un champ de vecteurs
C peut étre completement déterminée a partir de ses singularités. Un champ affine n’admet
au maximum qu’un seul point singulier qui peut étre calculé analytiquement. Dans la pra-
tique, pour un champ quelconque, une telle détermination analytique est impossible. Il est donc
nécessaire de disposer d’un critere permettant de mesurer la régularité ou une singularité lo-
cale d’un champ. Lorsque le champ est défini sur une variété continue, ce critere est trivial et
C(Z) = 0. Dans le cas ou le support du champ est discret, donc observable en un nombre fini de
points, cette définition n’est pas opérationnelle. Nous devons alors utiliser une caractérisation
plus faible pour quantifier la présence d’une singularité au voisinage du point de mesure. Il est
alors possible de s’appuyer sur la notion d’indice du champ.
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Définition 10 Soir C un champ de vecteurs sur une surface orientée M C R®. Etant donné
T € M, soit i = (u1,us) — Z(@) une paramétrisation de M sur un voisinage ouvert U C R?
de ¥. Considérons une courbe de Jordan o tracée sur M, réguliere par morceaux, orientée
positivement et munie d’une paramétrisation & a support compact W. On suppose que a(W) C
Z(u) et que M M o(W) contient au plus un point singulier de C. En désignant par C, la
restriction de C a a(W), soit ¢(§) une détermination différentiable de I’angle entre T, () et
Cia(§). Le réel noté I(C, ) et défini par

7(C,7) = % f{ do (7.30)

est indépendant de la courbe « et des paramétrisations £ et u. Il est appelé indice du champ C
au point T.

Cette définition se généralise en dimension arbitraire [Denis-Brossard 00]. Dans le cas d’un
champ de dimension 2, I’angle ¢ peut étre déterminé par la fonction arc tangente. Dans ce cas,
I’équation (7.30) s’exprime sous la forme

1

. V
Z(C, %) = o j{yd(arctanu)

T on U(T)? + V(T)?

Ici U et V sont la premiere et la deuxieme composantes du champ de vecteurs. Le théoreme de
GAUSS-BONNET local [Do Carmo 76] implique que I’indice est un invariant topologique local
d’un champ de vecteurs. Il constitue alors un descripteur local plus faible que les portraits de
phase affines. Soit un champ C sur un ouvert U C R%et .J(C, ¥) son jacobien en un point 7 € U,
on peut démontrer que :

1. si Z est un point régulier de V alors Z(C,Z) = 0
2. si & est un point singulier non dégénéré de C, alors

L[ 1siJ(CF) >0,
I(C’@—{ 1siJ(C.T) <0

Cela peut aussi étre étendu aux points singuliers dégénérés [Spivak 79]. Dans le tableau TAB
7.1, nous présentons la valeur de I’indice pour les différents portraits de phase d’'un champ de
vecteurs en dimension 2. Il est important de noter que I’indice permet de séparer les points de
selles de tous les autres types de singularités.

L’indice est un descripteur purement local. Le théoreme suivant, qui est dérivé du théoreme
de GAUSS-BONNET global [Do Carmo 76], établit que I'intégrale de I’indice d’un champ de
vecteurs sur une variété compacte est fonction de la seule topologie globale de la variété, in-
dépendamment de celle du champ considéré :

Théoreéme 3 Soit C un champ de vecteurs sur une variété compacte M, n’admettant que des
points singuliers (Z.,, ..., Z., ) non dégénérés. Alors

> 1(C.7.,) = (M) (7.32)
=1

ou xX(M) est la caractéristique de Euler-Poincaré de la variété M.



128 CHAP 7 - DETECTION ET CLASSIFICATION DES POINTS SINGULIERS

En conséquence, il n’existe pas de champ de vecteurs non singulier sur des variétés compactes
de caractéristique non nulle. L’indice est communément appelé indice de Poincaré. Il a été
utilisé pour caractériser la structure des champs de déplacements en dimension 2 dans [Ford 94],
[Cohen 96] et [Nogawa 97].

Les principaux résultats de cette section concernant la définition mathématique d’une sin-
gularité sont résumés dans le tableau TAB 7.1. Le formalisme mathématique nous permet d’é-
tudier les méthodes d’extraction des points singuliers d’'un champ de déplacements en analysant
ces derniers comme des champs de vecteurs au sens mathématique du terme.

7.3 Etat de Part sur la détection de points singuliers

7.3.1 Meéthodes fondées sur I’utilisation du portrait de phase

La méthode des portraits de phase pour la détection de structures singulieres dans les champs
de déplacements ou dans les champs de gradients a été introduite en 1992 par RAO et JAIN
[Rao 92a]. La méthode que nous proposons se base sur ces travaux, c’est pourquoi nous la
détaillons ci-apres.

Leur idée est d’approximer localement un mouvement fluide par une équation différentielle
linéaire 2-D. .
7(t) = dz = L7 (7.33)
dt
En s’appuyant sur les propriétés mathématiques que nous avons détaillé dans la section précé-
dente, et sur le théoreéme de GROBMAN-HARTMAN (cf. théoréme 1 et 2) la matrice L est
représentée localement par la matrice A d’un modele affine. Ils proposent d’estimer ce modele
affine du mouvement par minimisation de la déviation angulaire par une méthode des moindres
carrés non linéaires dans un schéma de LEVENBERG-MARQUARDT. A partir de ce modele,
si elle existe, ils déterminent la position d’une singularité. Pour classifier les singularités, ils
utilisent la forme de Jordan de A tel que nous 1’avons présenté précédemment. Ces valeurs pro-
pres permettent de déterminer le portrait de phase de 1’équation différentielle linéaire comme
indiqué sur la figure FIG 7.1.

A la suite de ces travaux, plusieurs auteurs ont proposé des méthodes utilisant 1’analyse des
portraits de phase. Dans [Shu 93], les auteurs ont proposé de changer 1’étape d’estimation du
mouvement affine. IIs utilisent alors un estimateur des moindres carrés pondérés et ajoutent une
contrainte sur la norme des parametres tel que :

. ( a1 A12 > et /a2, + a2 +a} +ad =1 (7.34)
Q21 Q22

De plus, ils n’utilisent plus les valeurs propres de la matrice de Jordan du mouvement affine
pour discriminer les différentes structures. IIs utilisent les propriétés du champ de déplacements
telles que le rotationnel, la divergence et la déformation, qui, rappelons le, sont équivalentes
dans le cas d’un champ de vecteurs en dimension 2. Leur méthode est testée sur des images de
mouvements fluides et pour de la détection de défauts dans les semi-conducteurs. Ces travaux
sont étendus dans [C.-F. Shu 94] de maniere a rendre la détection plus robuste au bruit. Ils
présentent plusieurs résultats sur des champs synthétiques bruités et sur des textures orientées
réelles.
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Portrait Racines Forme Invariants Invariants
de phase de P4 de Jordan algébriques différentiels
(Indice)
noeud
( nY ) A(A) > 0 def(A)] > [rot(A)]
réelles 2
A S 0 det(A) >0 |div(A)|>+/def(A)2—rot(A)>
A0
I 1 A t(A
0 (%) awso [def (A)] > [rot(A)
N7 >\2 > /\1
W det(A) <0 \0liv(A)|<\/def(A)Z—rozf(A)2
A2 <0
(Z=-1)
noeud étoilé
A(4) =0 def(4)] = [rot(4)] =0
. A 0
réelles 0
AR ! a1~ a1 =0 div(A) # 0
(Z=1)
noeud
impropre
ooy AAW=0 | (def(A)] = frot(A)] £0
v 4 A=A ( 01 \ )
/;//:/,/7 ! ! a12—a91 7£0 dl’U(A) §£ 0
(Z=1)
centre
?2\-(\\ complexes 0 -3 A(A) <0 |def(A)| < |rot(A)]
(©))R s 5
= La=esk b0 )y =0 div(A) = 0
(Z=1)
spirale
_ir(a) (5 ) AMA) <0 | |def(A)] < [rot(A)] #0
1
f=a/AA) |\ B o tr(A) £ 0 div(A) £ 0

TABLEAU 7.1 — Classification de différents portraits de phase affine d’un champ de vecteurs 2D

7.3.2 Estimation du champ de déplacements et détection de structures
singulieres simultanées

MAURIZOT et al. [Maurizot 95] fondent leurs travaux sur le principe que les modeles
linéaires donnent une approximation de qualité du champ de déplacements au voisinage d’une
singularité (cf. théoréeme de GROBMAN-HARTMAN). Ces approximations linéaires correspon-
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dent localement a des solutions asymptotiquement exactes des équations de NAVIER-STOKES.
Ils proposent alors une méthode permettant de réaliser conjointement la localisation de points
singuliers, d’en délimiter le voisinage et d’estimer le modele paramétrique de mouvement.

Au début, I’'image est découpée en blocs carrés de dimension suffisamment grande pour
avoir un support de calcul assez grand mais relativement petit pour que le modele linéaire soit
valable. Notons que I’algorithme fait évoluer de maniere optimale la taille de la fenétre. Par con-
séquent, le choix de la taille du support n’est pas critique. A I’étape d’initialisation, on choisit
un bloc. Le modele linéaire du mouvement est calculé a I’intérieur de ce bloc par une méthode
d’estimation robuste multi-résolutions [Odobez 95]. Grace a 1’équation (7.2), on calcule la po-
sition  d’un point singulier 7. S’il n’existe pas, on recommence avec un autre bloc. Lorsqu’il
existe, plusieurs cas peuvent se présenter :

— la position z; se trouve a I'intérieur de la fenétre d’estimation alors le prochain centre

Cj41 sera a la position 7; ;

— la position z; se trouve a I’extérieur de la fenétre d’estimation, alors C;; correspondra a
I’intersection du segment reliant le centre C; a C; 11 avec le bord de la fenétre d’estima-
tion.

I1 faut alors décider de la modification de la taille 7; de la fenétre d’estimation. Ils proposent

une méthode statistique qui s’appuie sur une fonction de risque prenant en compte le biais et la
variance sur I’estimation de ;.

En fonction de ce risque, pour un centre C; donné, on calcule pour différentes tailles de

fenétres la position du point singulier. Si la position reste statistiquement proche alors 1’aug-
mentation de la taille de la fenétre permet d’améliorer 1’estimation du modele, sinon cela signi-
fie que la fenétre est trop grande pour que le modele linéaire soit valable.
La convergence globale est obtenue lorsque la fenétre d’estimation n’évolue plus, ni en taille,
ni en position. Ils proposent alors de classifier les singularités suivant I’arbre des invariants
algébriques de la matrice A, présenté sur la figure FIG 7.1. Cela permet d’accélérer la classi-
fication des structures. Leur méthode est testée sur des séquences d’images météorologiques
synthétiques et réelles.

7.3.3 L’indice de Poincaré

L’indice de Poincaré peut étre appliqué a des champs non-denses. Les méthodes utilisées
dans [Ford 94] et [Cohen 96] sont basées sur le calcul de I'indice de Poincaré du champ de
déplacements.

Cet indice est calculé le long d’une courbe de Jordan fermée « par I’intégrale suivante :

16,9 =5 /a UGS T V(D) 735

Dans [Cohen 96], la méthode est appliquée a des champs de déplacements calculés au préal-
able par une méthode de flot optique. Ensuite, I’indice de Poincaré est calculé localement sur
tout le champ. Lorsque le résultat de I'indice est +1, cela signifie qu’il y a soit un tourbillon,
soit un puits, soit une source. Lorsque le résultat est —1, il s’agit d’une selle.

Cette technique est utilisée dans [Memin 99] conjointement a I’estimation du mouvement.
En effet, la détection de singularités fournissant des informations essentielles puisque dans son
voisinage le mouvement peut étre localement approximé par un modele linéaire. Ces informa-
tions sont réinjectées dans le schéma d’estimation du mouvement.
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— al-a2#0 noeud impropre
A(A)=0
A(A)<0 al-a2=0 noeud étoilé
——— tr(A)£0 spirale
AA)EO
— tr(A)=0 centre
det(A)#0 det(A)<0
selle
A(A)=>0
noeud
det(A)=0 det(A)=>0

Pas de point singulier

FIGURE 7.1 — Arbre binaire de représentation des invariants algébriques de la matrice A pour
la classification des singularités proposé dans [Maurizot 95]

Cette méthode permet de détecter si une singularité existe a I’intérieur d’un chemin fermé,
mais ne donne pas sa localisation précise. C’est par applications successives que la localisation
est rendue possible. De plus, ce modele ne permet pas de classifier les structures parmi les
tourbillons (I(C, %) = +1) et les sources ou les puits (/(C, Z) = —1).

7.3.4 Les fonctions de potentiels

Les fonctions de potentiels peuvent étre utilisées pour détecter les singularités d’un champ
de déplacements [Corpetti 03]. Ces fonctions de potentiels sont la fonction de potentiel de
vitesse, que nous notons ¢, et la fonction de courant, que nous notons 7). Ces fonctions sont
liées a la décomposition de Helmholtz-Hodge qui permet de décomposer un champ C en un
champ irrotationnel (C;,..), un champ solénoidal (C,,;) et un champ laminaire (C,,y, ).

C= Cirr + Csol + Clam (736)

On peut obtenir les champs irrotationnels et solénoidaux a partir des équations (7.37) a (7.39),
avec Cirr = (uirru Virr>’ Csol = (Z/{solu Vsol)’ Clam = (ulam7 Vlam) :

1 R e )
Cirr (21, 22) = %/ / Vh(zy — p, xe — q)div(C(p, q))dpdg (7.37)

1 o oo
Csot(T1,m0) = %/ / VLh(xl —p, o — q)curl(C(p, q))dpdg (7.38)
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T

ouV = (8%1, %)T, Vi = (—ai27 %)T et h est le noyau de Green défini par :

1
h(zy, ) = §ln(xf + z3) (7.39)

Les équations (7.40) et (7.41) permettent de lier les champs irrotationnels et solénoidaux
aux fonctions de potentiels :

et
Coor = V11 (7.41)

Ces fonctions de potentiels sont obtenues par I’équation (7.42) et (7.43) :

1 x1 T2 x1 2
0 0 0 0

et

1 x1 x2 x1 x2
9(@) = 5 / Vi (b, )t — / Unos (0, 1)t + / Vit 0)dt — / Unos(0,1)dE) (7.43)
0 0 0 0

Les extrema locaux de ces fonctions de potentiels indiquent des points ou les vitesses C..
ou C,,; sont nulles. Ces points peuvent étre des points singuliers. Le champ peut étre représenté
par un modele du type v = Ax. Dans le cas irrotationnel, la matrice A;,, est donnée par :

9% 02
2
Aigr = [ TR v ] (7.44)
Jx1x2 83:%

Dans le cas solénoidal, la matrice A, est donnée par :

_ Py %
2

Agol = [ (89230;332 8952 ] (7.45)
830% Ox1x2

La matrice A;,, est symétrique. Etant associée 4 un extremum, elle est définie positive (ou
négative), ses valeurs propres sont donc non nulles et de méme signe. On en déduit a 1’aide du
tableau TAB 7.1 que les extrema locaux de la fonction ¢ correspondent aux centres de noeuds
ou de noeuds étoilés (structures de puits ou de sources en fonction du signe). La trace de la
matrice Ay, est nulle par construction. On en déduit alors (cf. TAB 7.1) que les extrema locaux
de la fonction v correspondent aux centres des tourbillons.

Cette méthode permet d’identifier séparément les structures du champ irrationnel et celles
du champ solénoidal. Ces structures pouvant se superposer, ¢’est un avantage important de pou-
voir traiter les deux composantes séparément. On peut cependant remarquer que cette méthode
ne permet pas de détecter les points de selle et les noeuds impropres. Dans [Corpetti 03], cette
technique est utilisée pour localiser la position des singularités dans les champs de déplace-
ments. Pour chaque singularité détectée, la structure qui entoure cette position est modélisée
par un modele de RANKINE. Nous décrivons ce modele dans la section suivante.
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7.3.5 Meéthodes de détection des tourbillons
7.3.5.1 Le modeéle de RANKINE

Le modele de RANKINE a été défini dans [Nogawa 97] pour modéliser les écoulements
incompressibles. Ces champs ne sont pas composés de structures divergentes telles que des
sources et des puits. Ce modele ne peut donc détecter que des tourbillons. Cette détection est
fondée sur une modélisation analytique du champ de déplacements. Les auteurs utilisent une
fonction complexe pour décrire le mouvement autour du centre du tourbillon dans un plan com-
plexe.

Le tourbillon est décrit par un mouvement linéaire a vorticité constante a I’intérieur d’une
zone circulaire centrée sur le point singulier. A I’extérieur de cette zone, le mouvement est décrit
par une fonction décroissante inversement au carré de la distance au point singulier. Notons
2z = x + 1y un point du domaine dans le plan complexe C et z;, = z; + 1y, le centre d’un
tourbillon. Alors le modele de RANKINE d’un tourbillon peut étre exprimé par I’équation (7.46)

_ Bzl
a ) 9u(2) st |zl =
(2) & 7 7.46
f (Z) hv(z) - 1/61‘22” st HZH <r ( )

ou 3 exprime la force du vortex, r le rayon d’un disque centré en z; a 'intérieur duquel ce
modele est applicable et ||z|| la distance entre z et zy.

La détection de tourbillon par le modele de RANKINE s’appuie sur le théoreme des résidus
de Cauchy.

Théoreme 4 (Théoréeme des résidus de Cauchy) Soit C un contour fermé sur lequel la fonction
f(2) est holomorphe, sauf en un nombre fini de points singuliers au sein de C' pour lesquels les
résidus sont r1, v, ... T, On peut alors écrire

f(z)dz = 2mi(ry + 1o + ... +1p). (7.47)
©)

La détection de tourbillons est effectuée par le calcul de I’intégrale sur tout le champ. Cela
permet de déterminer s’il y a une singularité sur le domaine complet. Ensuite, en reproduisant
cela sur des sous-domaines du champ de déplacements par un processus récursif, il est possible
de localiser une singularité.

Ce modele est étendu dans [Corpetti 03] pour caractériser les sources et les puits détectés
par les maxima des fonctions de potentiel, que nous avons introduit en section 7.3.4. Dans ce
cas, le modele est défini par I’équation (7.48)

£.(2) A gp(z) = si |zl =7

2 7.48
hy(z) = B si ||z < r (7.48)

ou « est la force de la source.

Le modele de RANKINE peut donc étre utilisé pour localiser les tourbillons [Nogawa 97] ou
pour paramétrer les structures qui y sont attachées [Corpetti 03].
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7.3.5.2 Le critere \,

Le critere A\, ne permet de détecter que les structures tourbillonnaires. Ce modele est dédié a
I’analyse des écoulements fluides incompressibles. Plusieurs criteres sont couramment utilisés
pour caractériser la vorticité. Parmi ces indicateurs, trois quantités topologiques sont utilisées :
le facteur Q [Chong 90], le critere A\, [Jeong 95] et [Jardin 08], et le critere dy [Vollmers 0O1].
L’ utilisation de ces trois indicateurs est équivalente dans le cas d’un écoulement incompressible
en deux dimensions. Nous présentons, ici, le critére A, tel qu’il est utilisé dans [Jardin 08]. Dans
le cas d’un champ de déplacements bidimensionnel, la distribution \y s’écrit :

B oudv  Ouodv

= e T Gady (7.49)

Une valeur de )\, négative est significative d’un minimum de pression qui indique une forte
probabiblité de la présence d’un tourbillon. De plus le critere Ay permet de séparer le cisaille-
ment de la vorticité.

Dans [Jardin 08], le critere A\, est utilisé pour paramétriser un modele de tourbillon de Lamb-
Oseen. Ce modele de tourbillon s’exprime en coordonnée polaire par

F 2 /.2
Co(r) = —<1—e_” /T0>.
o(r) 2mr
ou 7y est le rayon du noyau du tourbillon, I" est la circulation. La distribution A, associée a un
champ de cette nature est de la forme

(1 (1 2\ .. o
LO —ro/m T
MOW) = oy [72 - (ﬁ + 73) e/ } (1—e) (7.50)

La distribution A5 d’un tourbillon de Lamb-Oseen est a moyenne nulle et est de carré intégrable.

Cette distribution satisfait donc les premieres définitions d’une fonction d’ondelettes. Dans la
pratique, cette distribution est donc directement utilisée pour réaliser un filtrage par ondelettes
avec une famille de filtres W, caractérisées par un parametre d’échelle o de la forme :

2 2

r2 | r2

Cela permet une paramétrisation directe de la circulation du tourbillon qui est proportion-
nelle a la racine carrée des coefficients d’ondelettes quand un maximum local de la fonction
d’ondelettes est détecté. Les rayons des tourbillons sont alors connus puisqu’ils dépendent di-
rectement de I’échelle. Cette méthode est modulaire puisqu’elle peut aussi permettre de prendre
en compte plus de parametres tels que ’ellipticité ou I’orientation des structures observées. Le
critere )\, est un invariant galiléen, cela rend donc possible la détection de structures se déplacant
avec le flux.

Notons que si I’on considere localement un modele affine du mouvement tel que

> | Q11 a2 T by
= [ o[ 2] [] as»
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alors on peut constater que

Oudv  Oudv
o= —— — 22 — _det(A 7.53
2 Oy dx  Ox 0y et(4) (7.53)
Cela nous permet d’établir un lien entre les portraits de phase et I’indicateur \. Cet indicateur

est comparé a notre méthode dans [Kihl 08b] ainsi que dans la section 7.5.

7.3.6 Synthese

Nous présentons dans le tableau TAB 7.2, une synthese des différentes approches présen-
tées dans cet état de 1’art. Nous précisons pour chacune d’elles, le type de structures qu’elle
est susceptible de détecter et de classifier. Nous constatons rapidement que les méthodes par
portraits de phase sont celles qui permettent de détecter et de classifier le plus grand nombre
de singularités. Ces méthodes sont inhérentes a 1’utilisation d’un modele de mouvement affine,
elles sont donc particulierement bien adaptées a notre modele polynomial. C’est pourquoi nous
proposons une approche de cette famille.

Approche détection classification
Portrait de phase 6 portraits de phase 6 portraits de phase
nos méthodes, noeuds, selles, noeuds €toilés, | noeuds, selles, noeuds étoilés,
[Rao 92a], noeuds impropres, centres noeuds impropres, centres
[Shu 93] et [C.-F. Shu 94] et spirales et spirales

Indice de Poincaré tourbillons, sources +1 — tourbillons sources
[Ford 94], (ou puits) (ou puits)

[Cohen 96] et [Memin 99] et selles —1 — selles
Fonctions de potentiels tourbillons et sources tourbillons et sources
[Corpetti 03]

Modéele de RANKINE tourbillons tourbillons
[Nogawa 97]

Modéele de RANKINE tourbillons et sources
[Corpetti 03] (ou puits)
facteur () tourbillons tourbillons
[Chong 90]

critere A\ tourbillons tourbillons

[Jeong 95] et [Jardin 08]

critere ds tourbillons tourbillons
[Vollmers 01]

TABLEAU 7.2 — Tableau de synthese des différentes approches de détection de singularités
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7.4 Polynomes orthogonaux multi-variables pour la détec-
tion de points singuliers

Nous souhaitons proposer une méthode permettant de détecter et de classifier les points sin-
guliers indépendamment de I’application. Il s’agit donc d’€étre capable de détecter tous les types
de singularités qui peuvent apparaitre dans un champ de déplacements 2D. Nous supposons ici
que le champ de déplacements a été obtenu au préalable par une méthode quelconque d’estima-
tion du mouvement. Notre méthode de détection et de classification peut s’adapter a tous types
de champs qu’ils soient denses ou non, en utilisant soit des bases denses (cf. chapitre 3 a 4),
soit des bases éparses (cf. chapitre 5) en fonction de la nature du champ. La méthode fondée sur
I’utilisation du portrait de phase affine est adaptée a notre modele polynomial.

7.4.1 Approximation du modele affine

Nous présentons rapidement comment nous obtenons notre modele de mouvement affine
par projection sur une base de polynomes. La présentation des bases ayant fait I’objet de la
partie II, nous ne rappelons ici que quelques points clef.

La premiere étape consiste a générer une base de polyndmes denses ou non en fonction
de la densité du champ a analyser. Ce choix n’influe pas sur la qualité de la détection, mais
uniquement sur la complexité algorithmique de la méthode. En cas d’incertitude sur la nature
du champ (dense ou épars), il est possible d’utiliser les bases éparses. Le fait de générer une
base dense par la méthode de génération des bases éparses n’aura pas d’effet sur la qualité de la
détection.

La projection d’une composante du champ sur un polynéme £ ; de la base est effectuée par

. U\ Py
u”i7 . = 4 (7.54)
T (P | Piy)
Le champ de déplacements est donc approximé par une base de degré D par la formule :
D D—i
U=>Y P, (7.55)
=0 7=0

La projection de la composante verticale du champ de déplacements )V est effectuée de maniere
similaire. Ici D vaut toujours 1.

Afin de déterminer le modele de mouvement affine tel qu’il est utilisé dans [Rao 92b], nous
devons transposer nos coefficients dans la base canonique tel que cela est expliqué au chapitre.S
en section.5.3. Nous devons donc transformer les coefficients «; ; et 0; ; obtenus par projection
en 7;; et ;. ;- Cette transformation est calculée par

Xpl =Cp (7.56)
ou la matrice de passage X p est, pour une base de degré 1,

(1| Poo) (w1| Foo) (z2] FPoo)
Xp = <1 | P170> <x1 ‘ P170> <£B2 ‘ P170> (757)

(1| Po) (z1| Poq) (2| Poq)
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La matrice des coefficients dans la base canonique est

70,0 76,0
['= |70 7o (7.58)
70,1 76,1

A partir des coefficients de projection, on peut obtenir C'p tel que

. Uo,0(LPoo| Poo) P0.0(Fo0|Foo)
Cp =|t10(Pro| Pro) D1,0(PiolPro) (7.59)
Uo,1(Fo1 | Por) Toa(FPon|Po1)

Finalement, les coefficients dans la base canonique sont obtenus par
I'=X,'Cp (7.60)

D’ou A et b dans I’expression (3.25), deviennent :

A — [7},0 7(/)71 ]etb: [%/),0 }
Y10 Y01 70,0

Notons, qu’a partir de ce modele, il n’est possible d’extraire qu’une singularité sur le do-
maine spatial. Afin d’extraire plusieurs singularités dans un champ de déplacements, nous util-
isons I'un des trois schémas multi-résolutions présentés dans la section suivante.

7.4.2 Schémas multi-résolutions

L’estimateur présenté ci-dessus est tres efficace sur un support spatial donné, tant au niveau
de la précision de détection d’une singularité qu’en terme de temps de calcul. Nous pouvons
donc I'inclure dans un schéma multi-résolutions afin de détecter plusieurs singularités dans
un champ de déplacements complet. Nous souhaitons détecter les singularités a différentes
échelles. Nous proposons ici trois algorithmes.

7.4.2.1 Algorithme a fenétre adaptative

Les singularités que 1’on peut détecter dépendent a la fois de la taille de la structure qui
leur est attachée et de la taille de la fenétre dans laquelle le modele affine du mouvement est
calculé. Afin de pouvoir prendre en compte ces deux parametres, nous proposons de réaliser la
détection sur I’ensemble du champ avec une fenétre dont la dimension varie entre N x N et
n X n vecteurs.

L’algorithme est initialisé pour une fenétre de N x NN vecteurs. Cette fenétre parcourt le
champ entier en réalisant une détection pour chaque vecteur du champ. Lorsque tout le champ a
été scruté, la taille de la fenétre est décrémentée de deux vecteurs, puis le processus recommence
jusqu’a ce que la fenétre mobile soit de dimension n x n vecteurs. Le choix des parametres N
(N > n) et n dépend de I’application.

La figure FIG 7.2 illustre cette méthode. Parfois une singularité peut étre détectée plusieurs
fois a quelques pixels de différence. Nous proposons une stratégie pour trouver la meilleure po-
sition. Quelque soit la taille de la fenétre, lorsqu’une singularité est détectée, la partie du champ
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Estimation du Détection 7 >——=

Classificati E
modele affine assification 0

FIGURE 7.2 — Synthese de I’algorithme a fenétre adaptative présenté dans [Kihl 08a].

couverte par la fenétre est reconstruite a partir du modele affine. Ensuite, I’erreur angulaire est
calculée entre cette partie du champ original et sa version reconstruite a partir du modele affine
par la formule :

1 .
Ey = Xw: 5 | sin(6(7) — 6(2)) | (7.61)
ot O(xy,r2) représente 1’orientation entre [—7; 7] d’un vecteur C(Z) du champ. Finalement,

pour déterminer la meilleure position de la singularité, il suffit de chercher dans un voisinage
donné de la singularité la position a laquelle est associée 1’erreur angulaire minimale.

Bien que le choix des dimensions de la fenétre d’approximation ainsi que la nécessité de
choisir dans un voisinage la meilleure position des singularités soit contraignant, ce schéma
peut étre utilisé pour détecter les structures se déplacant avec le flux En effet, certaines méthodes
spécialement dédiées a 1’étude des structures tourbillonnaires (cf. section 7.3.5.2), permettent
de détecter ce type de structures. Pour cela, ces méthodes utilisent un critere qui est un invariant
galiléen. Notre modele n’en est pas un, mais il est tout de méme possible d’obtenir une détection
de ces structures. Pour cela, il est alors nécessaire d’ajouter une étape avant 1’estimation du
modele affine. Pour chaque position de la fenétre adaptative, nous retirons a 1’ensemble des
vecteurs de la fenétre, la valeur du vecteur central. Ensuite, le schéma multi-résolutions reste le
méme.

7.4.2.2 Algorithme multi-résolutions a fenétre mobile

Cet algorithme est trés proche du premier. La différence se situe au niveau de la fenétre
d’analyse. Celle-ci est de dimension fixe. La détection des structures aux différentes échelles
est effectuée en appliquant la méme fenétre d’analyse sur le champ a différentes résolutions. Ces
différentes résolutions sont obtenues par la méthode de décomposition multi-résolutions non-
dyadique présentée au chapitre 6 a la section 6.3.3.4. La figure FIG 7.3 illustre cet algorithme.
Il est aussi possible d’utiliser cet algorithme comme un invariant galiléen. Cet algorithme est
plus coliteux en espace mémoire que le précédent puisqu’il faudra stocker le champ a toutes les
résolutions.

7.4.2.3 Algorithme par quadtree

Ici nous utilisons un quadtree afin d’obtenir une partition par grille irréguliere de maniere
automatique. Cela permet de ne pas se poser la question de la taille de la fenétre comme cela
est le cas avec I’algorithme a fenétre adaptative.
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Détection a la résolution 0

Estimation du Détection ? Classification Ey
modele affine

Détection a la résolution 1
Estimation du Détection ? >—={ (Classification Ey
modele affine

Détection a la résolution 2
Estimation du Détection ? Classification Ey
modele affine

FIGURE 7.3 — Synthese de 1’algorithme multi-résolutions a fenétre mobile.

Lalgorithme est le suivant :

1. Calculer I’approximation du champ avec un quadtree et une base de degré 1 ;

2. Sur chaque feuille du quadtree, réaliser une détection de singularité avec |’équation
(3.26) ;
— si la singularité se trouve a l’intérieur du domaine spatial couvert par cette feuille,
alors la singularité est conservée ;
— sinon la singularité est rejetée ;

3. Pour chaque singularité conservée, on calcule son domaine de linéarité ;

4. Classifier la singularité sur son domaine de linéarité a partir de A.

Il est aussi possible d’effectuer une détection a chaque niveau du quadtree. C’est-a-dire sur
chaque noeud du quadtree et non seulement sur les feuilles. Cela permet de détecter plus de
structures. Certaines sont des faux positifs, mais la méthode d’estimation de la zone de linéarité
que nous proposons ci-dessous permet de supprimer les structures de trop petite taille.
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7.4.3 Détermination de la zone de linéarité autour de la singularité

Apres avoir détecté une singularité, il est souvent tres intéressant de connaitre la zone de
validité du modele linéaire qui entoure la singularité.

Chaque singularité est traitée séparément. La méthode se décompose en deux étapes. La
premiere étape consiste a estimer la plus petite fenétre pour laquelle la singularité est détectée
lorsque I’on est centré dessus. Pour cela, nous estimons le modele affine dans une fenétre de
petite dimension (dans notre cas 3 X 3 vecteurs) centrée sur la singularité. Si la singularité
est détectée dans cette fenétre, alors la dimension de détection minimale est trouvée. Sinon, la
fenétre est agrandie d’un vecteur de part et d’autre de la singularité et la détection recommence
jusqu’a ce que la dimension de détection minimale soit trouvée. Dans notre cas, au dela de
49 x 49 vecteurs, nous rejetons le point singulier si la dimension de détection minimale n’a pas
été trouvée.

En effet, il est important de noter qu’il n’est pas possible d’identifier la zone de linéarité
pour tous les points singuliers détectés. Dans certains cas, les singularités détectées par I'un de
nos algorithmes, ne le sont plus lorsque 1’on se centre la fenétre d’estimation du modele sur ces
dernieres.

La deuxieme étape de la méthode d’estimation de la zone de linéarité est la suivante. On
initialise une fenétre aux dimensions de la dimension de détection minimale puis :

1. On estime le modeéle affine Ax + b;

2. On détecte la position d’une singularité par t = —A~'b;
— si la nouvelle position détectée est a une distance inférieure a K pixels (par exemple
K = 2) en abscisse et en ordonnée alors la fenétre est agrandie (n = n + 1). On
retourne a l’étape 1 ;
— sinon la zone de linéarité a un rayon de n pixels autour de la singularité.

Lorsque le domaine de linéarité d’une singularité est estimé, nous effectuons la classification
de la structure a partir de la matrice A. Nous utilisons la méthode proposée dans [Maurizot 95]
et présentée sur la figure FIG 7.1 pour effectuer la classification a partir des propriétés de A.

Cela permet d’obtenir une estimation de la zone de linéarité. Dans de nombreuses applica-
tions, les structures sont supposées circulaires. Avec notre méthode, il est possible de définir des
bases polynomiales éparses définies sur un support circulaire. Nous proposons donc de réaliser
les différentes estimations sur des bases de cette nature lorsque cela est nécessaire. Les résultats
d’estimation de la zone de linéarité présentés dans ce chapitre sont obtenus avec des bases de
cette nature.

7.5 Résultats de nos méthodes de détection et de classification
de singularités

7.5.1 Comparaison entre la détection a partir de notre estimateur et a
partir de I’estimateur de Levenberg-Marquardt

Dans cette section, nous comparons I’estimateur de LEVENBERG-MARQUARDT proposé
par [Rao 92a] et notre estimateur reposant sur la projection du champ sur une base de polyndmes
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bivariable. Pour comparer ces deux estimateurs, nous avons programmé la méthode de RAO et
JAIN [Rao 92a] en utilisant la fonction leasqr du logiciel octave [Eaton 02].

La méthode de RAO et JAIN n’utilise que I’orientation des vecteurs. Afin de nous placer
dans les mémes conditions, nous normalisons les champs de déplacements en divisant chaque
composante d’un vecteur par la norme de ce dernier. Pour notre méthode, le champ normalisé
est projeté sur la base de polynomes. Cependant, nous rappelons qu’habituellement, aucune
normalisation n’est effectuée avant projection. Nous calculons ensuite 1’estimation affine du
modele (A et b) par la méthode de LEVENBERG-MARQUARDT. RAO et JAIN proposent de
déterminer la matrice A par minimisation de S, définie a partir des équations (7.62) et (7.63)

S = Z A(x)avec (7.62)
Alz) = %R(x)ﬁz(x) | sin(0(z) — O(x)) | (7.63)

ou IV est la fenétre d’estimation du modele, R et © sont I’amplitude et I’ orientation des vecteurs
du champ et R et © leur approximation. Afin de parvenir a I’estimation du modele affine, ils
proposent d’utiliser une méthode de minimisation au sens des moindres carrés non-linéaires
avec le schéma de LEVENBERG-MARQUARDT. IlIs réalisent deux minimisations correspondant
a deux initialisations différentes des parametres de la matrice A. La premiére minimisation est
initialisée avec A = (1, 1,0, 0). Elle permet d’obtenir le champ de déplacements 171 aprés con-
vergence. La deuxieme initialisation est effectuée avec A = (0,1, 1,0). Elle permet d’obtenir
le second champ W2. Le champ de déplacements entre W1 et W2 qui minimise la déviation
angulaire est retenu comme solution.

Sur la figure FIG 7.4, nous illustrons en FIG 7.4(b), FIG 7.4(c) et FIG 7.4(d), plusieurs
estimations du mouvement affine présenté en FIG 7.4(a). Le modele est d’abord estimé en FIG
7.4(b) par la méthode de projection sur une base polynomiale. Ensuite, sur les figures FIG
7.4(c) et FIG 7.4(d), nous présentons les résultats obtenus avec 1’estimateur de LEVENBERG-
MARQUARDT respectivement pour le champ W1 et W2. Dans ce cas, la premiere estimation
est rejetée et la seconde est conservée, puisque 1’erreur angulaire obtenue sur le champ W2 est
inférieure a celle de 1¥'1. On peut noter que 1’orientation des vecteurs présentés sur le champ
de la figure FIG 7.4(d) est inversée par rapport au champ d’origine. En effet, nous rappelons
qu’avec la fonctionnelle choisie par RAO et JAIN, seule I’orientation du champ intervient et non
le sens.

Bien que cela soit rare, il peut arriver qu’aucune des deux approximations fournies par la
méthode de LEVENBERG-MARQUARDT ne converge vers la bonne solution. Nous présentons
sur la figure FIG 7.5 un exemple ou ni W1 (cf. FIG 7.5(c)), ni W2 (cf. FIG 7.5(d)) ne corre-
spondent au modele du champ affine original (cf. FIG 7.5(a)). Nous présentons aussi en figure
FIG 7.5(b), le modele obtenu par projection sur la base de polyndmes. On peut constater que ce
dernier modele est une bonne approximation du champ original. Il permet une bonne localisa-
tion de la singularité.

Sur la figure FIG 7.6, nous illustrons la résistance au bruit Gaussien de la méthode de pro-
jection. Nous présentons, dans un premier temps, le champ de déplacements affine original
sur la figure FIG 7.6(a). Ensuite, ce champ est normalisé, nous le présentons sur la figure FIG
7.6(b). Nous ajoutons un bruit Gaussien centré sur 0 et d’écart type o = 1 puis le champ est a
nouveau normalisé. On obtient alors le champ présenté sur la figure FIG 7.6(c). Le résultat du
modele obtenu par projection est représenté sur la figure FIG 7.6(d). Les résultats d’approxima-
tion par I’estimateur de LEVENBERG-MARQUARDT sont présentés sur les figures FIG 7.6(e)
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FIGURE 7.4 — Illustration des deux résultats W1 et W2 obtenus par I’estimateur de
LEVENBERG-MARQUARDT ; (a) Champ de vecteur affine normalisé ; (b) Champ correspon-
dant au modele obtenu par projection du champ (a) sur une base de polyndmes bivari-
ables ; (c) Champ W1 correspondant a la premiere estimation du champ (a) par le modele de
LEVENBERG-MARQUARDT (rejeté) ; (d) Champ W2 correspondant a la seconde estimation du
champ (a) par le modele de LEVENBERG-MARQUARDT (conservé) ;

et FIG 7.6(f). On constate que le modele obtenu par projection est bien plus proche du champ
original normalisé de la figure FIG 7.6(b) que ceux obtenus avec I’estimateur de LEVENBERG-
MARQUARDT. Du point de vue topologique, la meilleure solution proposée par la méthode de
LEVENBERG-MARQUARDT est le champ FIG 7.6(f). En effet, celle-ci fait apparaitre une sin-
gularité de méme nature que dans le champ original. Cependant, 1’algorithme de RAO et JAIN
retient le champ FIG 7.6(e) comme solution puisque ce dernier minimise 1’erreur angulaire. On
peut donc supposer que notre méthode fournit une meilleure estimation du modele affine que la

méthode de RAO et JAIN.

Nous comparons maintenant statistiquement notre estimateur de mouvement affine a celui
de RAO et JAIN [Rao 92a] dans un contexte de détection de singularité. De plus, nous com-
parons ces deux méthodes de détection a une autre fondée sur I’indice de Poincaré. Pour cela,
nous avons calculé 10000 champs de déplacements affines synthétiques de résolution 16 x 16
vecteurs. Sur chaque champ, nous appliquons les deux estimateurs. A partir des deux mod-
eles obtenus, nous effectuons une détection de singularité dans le champ. Afin d’avoir un plus
grand nombre de références sur la détection, nous ajoutons a notre étude, une autre méthode de
détection ne s’appuyant pas sur un modele affine, I’indice de Poincaré [Ford 94]. Les champs
étant par construction des champs affines de degré 1, il y a au maximum une seule singularité
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FIGURE 7.5 — Illustration d’un cas ou la méthode de LEVENBERG-MARQUARDT ne fournit
une bonne approximation ni pour W1, ni pour W2 ; (a) Champ de vecteur affine normalisé ; (b)
Champ correspondant au modele obtenu par projection du champ (a) sur une base de polyndomes
bivariables ; (c) Champ W1 correspondant a la premiere estimation du champ (a) par le modele
de LEVENBERG-MARQUARDT (rejeté) ; (d) Champ 12 correspondant a la seconde estimation
du champ (a) par le modele de LEVENBERG-MARQUARDT (conservé) ;

par champ. Chacune des méthodes de détection est alors appliquée de maniere globale sur les
champs. Les résultats sont présentés dans le tableau TAB 7.3. Pour ces tests, lorsqu’une singu-
larité est détectée a I’intérieur du domaine du champ, nous considérons qu’elle est bien détectée
quelque soit la position exacte.

On constate que les deux méthodes s’appuyant sur une estimation du mouvement affine
fournissent une meilleure détection que 1’indice de Poincaré sur les champs affines. Cependant,
la méthode par projection semble fournir plus de faux positifs que la méthode proposée par
RAO et JAIN. En revanche, la somme des faux positifs et des faux négatifs des deux méthodes
rend la méthode par projection sur une base polynomiale meilleure. Les faux positifs obtenus
par notre méthode sont diis a la normalisation du champ. En effet, nous avons normalisé le
champ avant projection afin de se comparer avec la méthode de RAO et JAIN. Pour I’estimation
par projection, il est préférable que le champ ne soit pas normalisé. Nous avons donc renouvelé
I’expérience en fournissant a notre méthode un champ non normalisé. Les résultats sont présen-
tés dans le tableau TAB 7.4. On constate alors que les résultats de la méthode de projection
deviennent meilleurs. Il n’y a plus ni de faux positifs, ni de faux négatifs. En effet, nous avions
vu au chapitre 3 qu’il est possible d’approximer sans erreur tout champ affine avec une base
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FIGURE 7.6 — Illustration de la résistance au bruit Gaussien de la méthode de projection; (a)
Champ de vecteur affine (non normalisé) ; (b) Champ de vecteur affine normalisé ; (¢) Champ
de vecteur affine bruité avec un bruit Gaussien centré sur 0 et d’écart type o = 1 puis centré ;
(d) Modele obtenu par projection du champ (c) sur une base de polyndmes bivariables ; (e)
Premiere estimation du champ (c) par le modele de LEVENBERG-MARQUARDT (/1) (solution
retenue par RAO et JAIN) ; (f) Seconde estimation du champ (c) par le modele de LEVENBERG-
MARQUARDT (WW2);
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Levenberg | Projection | Indice de
Poincaré

Il y a une singularité dans le champ de | 2931 2420 1917
déplacements et elle est bien détectée par
la méthode

Iy a une singularité dans le champ de dé- | 479 990 1493
placements et elle n’est pas détectée par
la méthode

Il n’y a pas de singularité dans le champ | 634 0 229
de déplacements mais la méthode en dé-
tecte une

Il n’y a pas de singularité dans le champ | 5956 6590 6361
de déplacements et la méthode n’en dé-
tecte pas

TABLEAU 7.3 — Résultats quantitatifs de détection de singularités dans des champs de vecteurs
normalisés par trois méthodes. La premiere colonne donne les résultats de détection obtenus a
partir de I’estimateur de LEVENBERG-MARQUARDT ; la deuxieme colonne donne les résultats
obtenus a partir de notre estimateur, par projection sur la base polynomiale (les champs sont
normalisés) ; la troisieme colonne donne les résultats obtenus par 1’indice de Poincaré

de degré 1. Il est donc souhaitable lorsque cela est possible de ne pas réaliser de normalisation
avant la projection sur la base polynomiale.

Levenberg | Projection | Indice de
Poincaré

Il y a une singularité dans le champ de | 2824 3251 1749
déplacements et elle est bien détectée par
la méthode

Iy aune singularité dans le champ de dé- | 427 0 1502
placements et elle n’est pas détectée par
la méthode

Il n’y a pas de singularité dans le champ | 609 0 193
de déplacements mais la méthode en dé-
tecte une

Il n’y a pas de singularité dans le champ | 6140 6749 6556
de déplacements et la méthode n’en dé-
tecte pas

TABLEAU 7.4 — Résultats quantitatifs de détection de singularités dans un champ de vecteurs
affine non normalisé par trois méthodes. La premiere colonne donne les résultats de détection
obtenus a partir de I’estimateur de LEVENBERG-MARQUARDT ; la deuxieme colonne donne
les résultats obtenus a partir de notre estimateur, par projection sur la base polynomiale (les
champs ne sont pas normalisés) ; la troisieme colonne donne les résultats obtenus par 1’indice
de Poincaré
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Levenberg | Projection | Indice de
Poincaré

Il y a une singularité dans le champ de | 2124 2702 1845
déplacements et elle est bien détectée par
la méthode

Iy a une singularité dans le champ de dé- | 1238 660 1517
placements et elle n’est pas détectée par
la méthode

Il n’y a pas de singularité dans le champ | 2480 204 3294
de déplacements mais la méthode en dé-
tecte une

Il n’y a pas de singularité dans le champ | 4158 6434 3344
de déplacements et la méthode n’en dé-
tecte pas

TABLEAU 7.5 — Résultats statistiques de détection de singularités par trois méthodes sur des
champs bruités. La premiere colonne donne les résultats de détection obtenus a partir de I’es-
timateur de LEVENBERG-MARQUARDT ; la deuxieme colonne donne les résultats obtenus a
partir de notre estimateur, par projection sur la base polynomiale (les champs ne sont pas nor-
malisés) ; la troisieme colonne donne les résultats obtenus par 1’indice de Poincaré

Nous reproduisons cette expérience avec des champs bruités. Nous utilisons 10000 nou-
veaux champs affines aléatoires. Nous ajoutons a chaque champ un bruit Gaussien de moyenne
nulle et d’écart type o = 0.1. Chaque champ est ensuite normalisé. Bien que nous ayons vu que
cela n’était pas favorable a la méthode de projection, nous continuons a le faire afin de se placer
dans les mémes conditions pour toutes les méthodes. On constate que notre estimateur permet
d’obtenir les meilleurs résultats de détection. Notre estimateur a donc une meilleure résistance
au bruit Gaussien que les deux autres.

Notre estimateur permet d’obtenir des résultats comparables dans le pire des cas et meilleurs
en général. De plus, en présence de bruit Gaussien, notre estimateur est beaucoup plus robuste
que les deux autres méthodes auxquelles nous 1I’avons comparé. L’ ensemble de ces tests permet
de valider le choix de notre estimateur.

7.5.2 Résultats des algorithmes multi-résolutions sur le champ 100 de la
séquence Cylindre-Carré

Nous présentons ici quelques résultats obtenus avec chacun de nos trois algorithmes. Tous
sont appliqués sur le champ 100 de la séquence cylindre-carré. Ce champ est présenté sur la
figure F1G 7.7.

Nous présentons sur la figure FIG 7.8 le résultat de 1’algorithme a fenétre adaptative avec
les parametres suivants. La plus petite fenétre est de 3 x 3 vecteurs et la plus grande de 11 x 11
vecteurs. On constate que les points singuliers identifiables visuellement semblent étre iden-
tifiés par 1’algorithme. Nous présentons une autre détection sur la figure FIG 7.9 avec la plus
petite fenétre de 7 x 7 vecteurs et la plus grande de 21 x 21 vecteurs. Afin de comparer ces
résultats (carrés bleus) aux précédents (disques verts), nous les superposons sur la méme fig-
ure. Plusieurs singularités sont détectées exactement aux mémes positions que précédemment,



7.5. Résultats de nos méthodes de détection et de classification de singularités 147

FIGURE 7.7 — Champ 100 de la séquence Cylindre-carré (cf. ANNEXE A) utilisé pour tester nos
trois algorithmes de détection de singularités ; le champ est superposé a sa carte de norme.

cependant certaines singularités ne sont pas détectées, et de nouvelles le sont. Comme I’on pou-
vait s’y attendre, le choix des fenétres a donc une influence directe et importante sur les résultats
obtenus. Par conséquent, une attention toute particuliere devra étre portée quant a leur choix.

Nous présentons maintenant les résultats de 1’algorithme multi-résolutions a fenétre mobile.
Ici, nous utilisons une fenétre fixe de 5 x 5 vecteurs. Les singularités sont donc détectées a
chaque résolution. La figure FIG 7.10 présente le résultat obtenu avec une décomposition sur 11
résolutions. La décomposition multi-résolutions est effectuée par la méthode multi-résolutions
par base de polyndmes A-complete non-dyadique. La base de polyndmes de niveau 1 utilisée
estde 16 x 16 polyndmes et la base de niveau 2 de 15 x 15 polyndmes. Les structures singulieres
identifiables visuellement semblent toutes €tre détectées.

Afin de suivre 1’évolution de la détection en fonction de la résolution, nous présentons sur
la figure FIG 7.11 le résultat de détection a la résolution 0 (disques verts), puis les nouvelles
singularités détectées a la résolution 1 (carrés bleus) puis celles détectées a la résolution 2
(triangles rouges).

Nous présentons sur la figure FIG 7.12 le résultat de 1’algorithme par quadtree sur 6 niveaux
de décomposition. La détection est uniquement effectuée sur les feuilles du quadtree.

Sur la figure FIG 7.13, nous proposons une syntheése des résultats des trois algorithmes sur
la méme figure. Nous y présentons, avec des disques verts, les points détectés par 1’algorithme
par fenétre adaptative, avec des carrés bleus, ceux obtenus avec 1’algorithme multi-résolutions
a fenétre mobile, et, avec des triangles rouges, ceux obtenus avec 1’algorithme par quadtree.
On constate que les résultats des trois algorithmes sont sensiblement les mémes. Les résultats
de I’algorithme a fenétre adaptative et I’algorithme a fenétre mobile semblent néanmoins plus
proches 1’'un de I’autre a I’exception de quelques points. L’algorithme par quadtree semble
fournir un compromis entre les résultats des deux autres méthodes.
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7.5.3 Résultats de ’estimation de la zone de linéarité

Nous présentons sur la figure FIG 7.14 les résultats d’estimation de la zone de linéarité.
Sur la figure FI1G 7.14(a), nous présentons les zones de linéarité obtenues a partir des points sin-
guliers détectés par I’algorithme a fenétre adaptative pour une fenétre minimale de 3 X 3 vecteurs
et une fenétre maximale de 9 x 9 vecteurs. Ensuite, sur la figure FIG 7.14(b), nous présentons
les zones de linéarité obtenues a partir des points singuliers détectés par 1’algorithme multi-
résolutions a fenétre mobile pour une fenétre de 5 x 5 vecteurs, la décomposition est effectuée
sur 7 niveaux avec une base de niveau 1 de 16 x 16 polyndmes et une base de niveau de 2
de 15 x 15 polyndmes. Enfin, sur la figure FIG 7.14(c), nous présentons les zones de linéarité
obtenues a partir des points singuliers détectés avec I’algorithme par quadtree pour une décom-
position par quadtree sur 6 niveaux. Pour I’ensemble des résultats de nos trois algorithmes de
détection, il existe des points singuliers pour lesquels 1’algorithme d’estimation de la zone de
linéarité ne trouve aucune zone. De plus, nous pouvons constater qu’en raison des différences
de localisation (de quelques pixels), la zone de linéarité estimée peut varier de maniere impor-
tante. C’est le cas de la structure numérotée 1. La différence de localisation peut aussi avoir une
influence sur la classification de la structure, comme c’est le cas pour la structure numérotée 3.
En effet, sur les figures FIG 7.14(a) et FIG 7.14(c), elle est classifiée comme un point de selle et
sur la figure FIG 7.14(b), elle est classifiée comme une spirale. Cela signifie certainement que
deux structures de nature différente sont tres proches. Cependant, les résultats obtenus a partir
de ces différents algorithmes sont trés proches. Les zones de linéarité des structures les plus
importantes sont donc estimées et classifiées par notre algorithme.

Nous comparons maintenant nos algorithmes de détection de singularités et d’estimation
de la zone de linéarité avec deux méthodes issues de la littérature. Dans un premier temps,
nous comparons nos techniques avec la méthode proposée dans [Corpetti 03]. Cette méthode
est basée sur la détection des singularités par les extrema des fonctions de potentiels et sur une
paramétrisation des structures par les modeles de RANKINE. Les résultats sont calculés sur un
champ synthétique extrait de [Corpetti 03]. Ensuite, notre méthode est comparée a une méth-
ode spécifique a I’étude de séquences de mécanique des fluides expérimentale. Cette technique
présentée dans [Jardin 08], [Kihl O8b] est basée sur 1’utilisation du critere \o. Cette méthode
ne permet de détecter que les tourbillons mais le critére A\, est un invariant Galiléen capable de
détecter ces structures méme noyées dans le mouvement global. Cela nous permet de comparer
notre algorithme a fenétre mobile en se placant dans un repere Galiléen.

7.5.4 Comparaison avec la détection par les fonctions de potentiels

Nous comparons nos techniques avec la méthode proposée dans [Corpetti 03]. Cette méth-
ode est basée sur la détection des singularités par les extrema des fonctions de potentiels (cf. sec-
tion 7.3.4) et sur une paramétrisation des structures par les modeles de RANKINE (cf. 7.3.5.1).
Dans [Corpetti 03], les auteurs proposent un champ synthétique avec les parametres précis per-
mettant de le calculer. Nous utilisons donc ce champ afin de nous confronter a leur méthode.
Dans ce cas précis, tous nos algorithmes fournissent des résultats identiques. Nous comparons
donc notre algorithme de détection par quadtree (cf. section 7.4.2.3) avec la méthode proposée
dans [Corpetti 03]. Nous remercions T. CORPETTI de nous avoir fourni son algorithme pour
effectuer des comparaisons.
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Structure | Position | Rayon
Source (210,60) 20
Puits (100,180) 30
Tourbillon | (200,350) 15
Tourbillon | (210,60) 50
Tourbillon | (50,50) 20
Tourbillon | (100,180) 25

TABLEAU 7.6 — Parametres pour obtenir le champ de déplacements (396 x 276 vecteurs)
présenté sur la figure FIG 7.15

Le champ synthétique utilisé pour ces tests est obtenu a partir des parametres donnés dans
le tableau TAB 7.5.4. Les dimensions de ce champ sont de 396 x 276 vecteurs. Il est composé
d’un puits, d’une source et de quatre tourbillons. Il est a noter que le puits et la source sont tous
les deux superposés a un tourbillon. Ce champ est représenté sur la figure FIG 7.15.

Nous appliquons donc I’algorithme de détection par quadtree présenté en section 7.4.2.3
sur le champ synthétique. Ensuite, pour toutes les singularités détectées, nous estimons la zone
de linéarité qui lui est associée avec 1’algorithme proposé en section 7.4.3. Nous obtenons les
résultats présentés sur la figure FIG 7.16. On peut constater que tous les tourbillons ont été dé-
tectés, mais que les sources et les puits ne le sont pas. Les deux singularités ol sont superposées
une source (ou puits) et un tourbillon ont été détectées comme des spirales. Nous détectons
aussi deux singularités de type points de selle qui ne sont pas détectées a partir des fonctions de
potentiels.

Cependant, lorsque deux structures sont superposées, 1’estimation du domaine de linéarité
n’est pas valide pour les deux singularités. Nous proposons donc une variante a notre algo-
rithme. L’algorithme d’estimation de la zone de linéarité est effectué en deux passes. La pre-
miere permet d’estimer le domaine de linéarité de la partie purement rotationnelle du champ.
Cela permet d’estimer le domaine de linéarité d’une singularité lorsque celle ci est associée a un
tourbillon. La deuxieéme passe permet d’estimer le domaine de linéarité de la partie purement
divergente du champ, c’est-a-dire les structures de type puits ou sources.

Pour la partie purement rotationnelle du champ, 1’estimation est effectuée ainsi :
A partir de la position pos d’une singularité :
On initialise roty, ;s = 0 et continu = FALSE, puis

1. On projette le champ sur une base éparse définie sur un support spatial circulaire de
rayon n pixels ;

2. On transforme ces coefficients dans la base canonique afin d’obtenir les coefficients sous
la forme Ax +b;

3. On estime la position pos de la singularité ;

4. On calcule A(A) et [rot(A)| = a2 — a1
— si (A(A) <0 ET |rot(A)| > roty,ry)
— continu = TRUFE
— 1oty s = |rot(A)]
— sinon

continu = FALSE

B
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FIGURE 7.16 — Résultats de 1’algorithme de quadtree sur le champ de déplacements synthétique
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5. si la distance entre pos et pos est inférieure a un seuil dist,,,., retourner a l’étape 1

6. sinon le domaine de linéarité est un cercle de rayon n — 1 et le rotationnel associé est
TOtbu ff

Sur le méme principe, on construit 1’algorithme dans le cas de la détection des structures
purement divergentes.

Nous présentons en figure FIG 7.17, les résultats obtenus apres les deux passes sur le champ
synthétique. Ici n = 2 a I’initialisation et le seuil dist,,,, = 3. On constate que cette méth-
ode permet une détection, une localisation et un paramétrage de la zone de linéarité d’une
singularité. Sur les tableaux TAB 7.5.4, TAB 7.8 et TAB 7.9, nous comparons nos résultats a
ceux obtenus dans [Corpetti 03] pour ce méme champ. Ces tableaux permettent de comparer
respectivement les positions obtenues (TAB 7.5.4), le rayon de la structure associée a une
singularité détectée (TAB 7.8) et la force de la structure (TAB 7.9). On constate que toutes
les structures sont bien détectées et que les résultats sont assez proches de ceux obtenus dans
[Corpetti 03]. Nos résultats sont globalement un peu moins précis mais il est important de noter
que les structures du champ sont générées a partir du modele de RANKINE, qui est aussi utilisé
pour paramétrer les structures dans [Corpetti 03]. De plus, notre méthode est rapide, puisqu’elle
ne nécessite pas de décomposition en composante solénoidale et irrotationnelle du champ, ni
d’une étape de paramétrisation des structures (modele de RANKINE). Sur le tableau TAB 7.9,
nous présentons une estimation de la force de la structure calculée par le rotationnel ou par la
divergence du modele affine a I’intérieur du domaine de linéarité de la structure. Ces quantités
ne sont pas directement comparables a celles obtenues dans [Corpetti 03]. Cependant, elles per-
mettent d’obtenir des informations sur la force des structures les unes par rapport aux autres,
ainsi que le sens de la rotation ou s’il s’agit d’un puits ou d’une source. Ces quantités sont donc
riches en information.

RO
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FIGURE 7.17 — Résultats de 1’algorithme de quadtree sur le champ de déplacements synthétique
(cf. figure FIG 7.15 avec I’algorithme modifié ; les cercles rouges (traits continus) superposés
au champ représentent les points de selles ; les cercles bleus (traits discontinus) superposés au
champ représentent les centres ; les cercles verts (traits continus) superposés au champ représen-
tent les sources et les puits ;

Nous proposons sur la figure FIG 7.18, un zoom sur la structure détectée a la position
(97,172) qui est la position pour laquelle 1’erreur de détection est la plus grande. On con-
state que la position détectée semble cohérente avec la position que 1’on pergoit visuellement.
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structure positions réelles positions détectées | positions détectées avec
dans [Corpetti 03] notre méthode
Source (210,60) (211,60) (209,61)
Puits (100,180) (100,180) (97,174)
Tourbillon | (200,350) (201,350) (199,349)
Tourbillon | (210,60) (211,60) (209,61)
Tourbillon | (50,50) (50,49) (48,51)
Tourbillon | (100,180) (101,180) (97,174)

TABLEAU 7.7 — Comparaison des positions des singularités obtenues par la méthode proposée
dans [Corpetti 03] et par notre méthode

structure positions rayon réel rayon estimé dans | rayon estimé avec notre
réelles [Corpetti 03] méthode
Source (210,60) 20 21 23
Puits (100,180) 30 30 30
Tourbillon | (200,350) 15 15 17
Tourbillon | (210,60) 50 39 47
Tourbillon | (50,50) 20 20 23
Tourbillon | (100,180) 25 26 28

TABLEAU 7.8 — Comparaison de I’estimation des rayons des structures associées aux singular-
ités détectées par la méthode proposée dans [Corpetti 03] et par notre méthode

En fait, notre méthode permet de détecter précisément les structures apparentes. En effet, le
champ test est le champ résultant de la somme de six structures. Les positions des structures de
ce champ peuvent donc étre différentes des positions originales, a cause de 1’effet des champs
les uns sur les autres. De plus, 1’écart entre nos résultats et ceux obtenus dans [Corpetti 03]
peut s’expliquer en raison de la nature du champ. On peut toutefois noter que les structures
présentes dans le champ sont générées a partir du modele de RANKINE, lequel est aussi utilisé
dans [Corpetti 03] pour paramétriser les structures.

Nous pouvons donc conclure que notre méthode permet d’obtenir une estimation rapide
et relativement précise de la position de singularité. De plus, elle fournit une estimation du

structure positions force réelle | force estimée dans | indication de la force
réelles [Corpetti 03] par notre méthode

Source (210,60) 250 249.6 25.8

Puits (100,180) -150 -151.5 -9.5

Tourbillon | (200,350) -400 -399.1 -27.8

Tourbillon | (210,60) -250 -247.9 -5

Tourbillon | (50,50) 200 205.3 10.6

Tourbillon | (100,180) 150 149.8 5.8

TABLEAU 7.9 — Comparaison de I’estimation de la force des structures associées aux singular-
ités détectées par la méthode proposée dans [Corpetti 03] et par notre méthode
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domaine de linéarité des structures détectées. Bien que moins précise que la méthode présentée
dans [Corpetti 03], notre méthode permet de détecter les points de selles qui ne peuvent pas étre
détectés avec les fonctions de potentiels.
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FIGURE 7.18 — Zoom sur la structure détectée a la position (97, 172) ; Le carré bleu superposé
au champ représente le centre ; Le carré vert superposé au champ représente le puits ;

7.5.5 Comparaison avec le critére )\,

Nous comparons ici notre méthode de détection utilisant I’algorithme a fenétre adaptative et
une méthode basée sur le critere A\, [Jardin 08], [Kihl 08b]. Cette derniere ne permet de détecter
que les structures tourbillonnaires. Nous comparons donc uniquement la détection de structures
tourbillonnaires. La détection de ces structures dans une séquence d’écoulement fluide nécessite
soit d’utiliser un indicateur qui soit un invariant galiléen comme dans la premiere méthode, soit
de se positionner dans un repere mobile se déplacant avec la structure observée. Nous utilisons
donc notre algorithme de détection a fenétre mobile auquel nous apportons une modification
afin d’utiliser un repere mobile pour I’estimation de la structure. Avant chaque estimation du
modele affine, la valeur du vecteur central de la fenétre est retirée a I’ensemble des vecteurs de
cette fenétre. Cette modification intervient juste avant I’étape d’estimation du mouvement affine
sur la figure FIG 7.2.

Cette étude est effectuée sur une séquence de 1022 champs de déplacements expérimentaux
obtenus par PIV dans le sillage d’un cylindre de diametre 60 mm plongé dans un écoulement
d’air 2 28 m/s, soit un nombre de Reynolds de 10.5 x 10°. Les séries de 1023 images provi-
ennent d’'une caméra Phantom V35 (8 bit, 1024 x 1024 px) cadencée a 1 kHz. L’illumination
est réalisée par un laser Pegasus (532 nm 10 mJ). Les champs de déplacements recouvrent une
zone d’étendue 3D x 3D dans le sillage immédiat du cylindre.

Cette expérience est représentée sur le schéma de la figure FIG 7.19. Un traitement PIV
itératif en dimension deux et fournissant un champ a deux composantes avec déformation de
fenétres est réalisé par le logiciel Lavision Davis 7.2. Les champs de vecteurs obtenus ont une
taille de 128 x 128 mailles, pour une fenétre d’interrogation finale de 32 x 32 px avec recou-
vrement de 75%.
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FIGURE 7.20 — Comparaison des méthodes : centres détectés par I’algorithme a fenétre adapta-
tive ([J) et tourbillons détectés par le critere Ay (0)).

La figure FIG 7.20 représente les structures détectées par chacune des méthodes sur un
champ de la séquence. Bien que comparables, le nombre et la position des structures observées
different selon la méthode de détection employée, en particulier dans les zones hors sillage.
Nous avons donc réalisé 1’étude suivante. Lorsqu’une singularité est détectée par 1’algorithme a
fenétre adaptative, alors localement, dans le voisinage de la singularité, le champ est reconstruit
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a partir du modele affine. Une nouvelle détection par la méthode fondée sur le critere \y est
appliquée a ce nouveau champ. Les résultats de cette étude sont alors présentés sur la figure FIG
7.21. Les différences de comportement des deux méthodes sont alors atténuées.
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FIGURE 7.21 — Comparaison des méthodes sur un champ localement affine : centres détectés
par I’algorithme a fenétre adaptative ([J) et tourbillons détectés par le critere Ay (()); Le champ
présenté ici est obtenu a partir du champ de la figure FIG 7.20 ; Pour chaque singularité repérée
par un carré sur cette figure, le champ est reconstruit localement avec un modele affine.

Nous présentons sur la figure FIG 7.22 un zoom sur deux structures, I’une détectée par 1’al-
gorithme a fenétre adaptative et 1’autre par la méthode fondée sur le critere \y. On constate que
la singularité détectée par 1’algorithme a fenétre adaptative est simple a identifier visuellement,
tandis que 1’autre I’est plus difficilement. Cependant, n’ayant aucune vérité de terrain, il est dif-
ficile de vérifier précisément si localement I’une ou I’autre des méthodes propose les meilleurs
résultats.

Nous effectuons donc une étude statistique sur les 1022 champs de déplacements de la
séquence. Nous calculons le cumul des positions détectées en tous points du champ au cours
de la séquence. Nous représentons, sur la figure FIG 7.23(a), le cumul des positions détectées
par I’algorithme a fenétre adaptative et sur la figure FIG 7.23(b), par la méthode fondée sur
I’utilisation du critere \,. Ces figures confirment que notre méthode détecte beaucoup plus de
structures, comme nous 1’avons constaté sur la figure FIG 7.20. Il n’est toujours pas possible de
déterminer s’il s’agit de bonne détection ou de faux positifs. Cependant, on constate que dans
le sillage, les deux méthodes semblent faire apparaitre la méme zone d’intérét. On peut donc en
conclure que statistiquement, les deux méthodes fournissent des résultats proches.
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7.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé trois algorithmes multi-résolutions pour la détection
des points singuliers dans un champ de déplacements. Ces trois algorithmes utilisent localement
une estimation du modele affine par projection sur une base de polyndomes orthogonaux. Nous
avons aussi proposé une méthode d’estimation de la zone de linéarité autour d’une singularité.

A partir des comparaisons que nous avons effectuées, nous pouvons en conclure que nos al-
gorithmes fournissent des résultats comparables ou meilleurs a ceux obtenus avec les méthodes
classiques de la littérature. De plus, notre méthode s’appuyant sur un formalisme mathéma-
tique générique permet d’envisager des applications a la détection de structures en dimension
supérieure. De plus, nos algorithmes multi-résolutions s’appuient sur un estimateur du mouve-
ment affine robuste au bruit gaussien et tres rapide. Nos algorithmes peuvent étre appliqués a

des champs denses ou a des champs épars.
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FIGURE 7.22 — Exemple de structures détectées et apercu des champs de déplacements corre-
spondant dans la fenétre mobile attachée a chaque structure. (a) fenétre de référence ; (b) fenétre
attachée a la structure détectée par 1’algorithme a fenétre adaptative (LJ) c’est-a-dire que nous
avons retiré a I’ensemble des vecteurs de la fenétre, la valeur du vecteur qui se trouve sur la
position repérée par le carré bleu; (c) fenétre attachée a la structure détectée par la méthode
fondée sur I'utilisation du critere Ay (()) c’est-a-dire que nous avons retiré a I’ensemble des
vecteurs de la fenétre, la valeur du vecteur qui se trouve sur la position repérée par le cercle

rouge ;
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FIGURE 7.23 — Cumul des tourbillons détectés en tout point du champ sur I’ensemble de la
séquence ; (a) Algorithme a fenétre adaptative ; (b) Méthode fondée sur 1’utilisation du critere
A2






CHAPITRE 8

RECONNAISSANCE DU MOUVEMENT
DANS LES SEQUENCES VIDEO

8.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons une méthode originale de détection et de reconnais-
sance de mouvements humains a partir de 1’information dynamique contenue dans un champ
de déplacements. Notre méthode repose sur 1’utilisation du modele polynomial étudié dans les
chapitres précédents et d’'une mesure de similarité définie a partir de ce modele. La qualité d’une
méthode de reconnaissance repose sur 1’utilisation d’un descripteur cohérent et d’un classifieur
de qualité. Ici nous portons uniquement notre attention sur I’étude des descripteurs de mouve-
ment.

Dans un premier temps, nous décrivons les principales approches utilisées dans le cadre
de la reconnaissance de mouvements humains. Ensuite, nous présentons notre descripteur ainsi
qu’une mesure de similarité associée. Enfin, nous présentons deux applications. La premiere
concerne la détection et la reconnaissance de cinq mouvements de boxe, effectués par un util-
isateur se trouvant devant une caméra. Nous sommes alors dans un contexte proche de celui
de la commande d’un jeu vidéo. La seconde concerne la classification des vidéos de la base de
WEIZMANN [Blank 05].

8.2 Ktat de D’art

Les applications mettant en oeuvre la reconnaissance de mouvements humains sont
nombreuses. Les principaux domaines d’applications sont I’annotation de vidéos, la vidéo
surveillance assistée par ordinateur, I’interaction homme machine, etc. Le mouvement hu-
main peut étre analysé a différents niveaux d’abstraction. Suivant la hiérachie proposée dans
[Moeslund 06], le mouvement peut étre analysé en tant que primitives d’actions (bouger le
bras), en tant qu’actions (donner un coup de poing) ou encore en tant qu’activités (boxer). Dans



164 CHAP 8 - RECONNAISSANCE DU MOUVEMENT DANS LES VIDEOS

notre cas, nous nous intéressons aux actions. Un état de I’art tres complet a été réalisé par
PoOPPE [Poppe 10]. Dans cet état de I’art, seules les méthodes permettant de traiter une grande
variété d’actions et mettant en oeuvre I’étude du corps humain dans sa globalité sont étudiées.
Nous faisons nous aussi ce choix. Nous ne présenterons donc pas les méthodes spécialisées
a un type d’actions données, telles que 1’étude de la marche humaine afin d’extraire des car-
actéristiques biométriques [Cuzzolin 06], [Elgammal 04], [Wang 07a], ou la reconnaissance de
gestes [Mitra 07], [Erol 07]. POPPE présente a la fois les descripteurs d’action (modélisation) et
les méthodes de classification. Nous faisons le choix, dans ce chapitre, de nous intéresser plus
particulierement aux descripteurs de 1’action.

Dans cette section, nous présentons un état de I’art des méthodes de reconnaissance de mou-
vements humains. Dans une premiere partie, nous présentons quelques approches reposant sur
des détecteurs de points, car celles-ci sont souvents utilisées en amont d’autres méthodes. Nous
présentons ensuite quelques uns des modeles les plus répandus utilisant les silhouettes puisque
ces modeles sont parfois utilisés en complément des méthodes s’appuyant sur les champs de
déplacements. Enfin, nous présentons plus en détails les méthodes qui utilisent les champs de
déplacements ou les champs de gradients d’une image.

8.2.1 Détecteur de points

De nombreuses méthodes ne reposent ni sur I'utilisation d’un descripteur de silhouette,
ni sur un descripteur de mouvement, mais sur ’utilisation de détecteur de points. Nous ne
souhaitons pas dresser un état de ’art de cette famille de descripteurs, mais ceux-ci sont par-
fois utilisés en amont de descripteurs de champs de déplacements. Par exemple, LAPTEV et al.
[Laptev 08] proposent d’utiliser un descripteur spatio-temporel pour chaque point détecté par
I’algorithme présenté dans [LAPTEV 05]. Ils définissent alors autour de chaque point un vol-
ume spatio-temporel décomposé avec une grille 3D dont chaque cellule est modélisée par un
histogramme d’orientation du gradient (HOG) [Lu 06b] et par un histogramme d’orientation du
flot optique (HOF) [Li 07] Ces deux descripteurs sont détaillés dans la section 8.2.3 par la suite.

Nous présentons donc quelques références ou les détecteurs de points sont utilisés pour re-
connaitre des actions humaines. LAPTEV et LINDENBERG [Laptev 03] étendent le détecteur de
coins de HARRIS [Harris 88] en 3D. OIKONOMOPOULOS et al. [Oikonomopoulos 05] utilisent
une extension 3D du détecteur proposé dans [Kadir 03]. RAPANTZIKOS et al. [Rapantzikos 07]
appliquent un détecteur s’appuyant sur une décomposition en ondelettes discretes. SUN et al.
[Sun 09] utilisent le descripteur SIFT [Lowe 04] et SCOVANNER et AL. [Scovanner 07] pro-
posent une extension de ce descripteur en 3D. WILLEMS et al. [Willems 08] étendent le dé-
tecteur de points SURF [Bay 06] en 3D.

8.2.2 Méthodes reposant sur un modele d’apparence de mouvement

Ces méthodes s’appuient sur un modele de mouvement au sens de 1’évolution d’une image
au cours du temps. Nous traitons séparement les cas ou cette évolution est estimée par le flot
optique. Nous évoquons dans un premier temps, les travaux qui utilisent une représentation per-
mettant de suivre I’évolution d’une silhouette au cours de 1’action, appelée modele d’apparence
de mouvement. Ces descripteurs sont tres utilisés. La majorité de ces descripteurs sont calculés
a partir de la différence entre images (DOF pour Difference Of Frame) donnée par :
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ou I est un seuil.

A partir de cette DOF, un descripteur représentant une image de 1’énergie du mouvement
(MEI pour Motion Energy Image) est proposé par BOBICK et DAVIS [Bobick 96]. Le MEI est
obtenu par :

N-1
MEIy(x1,2,t) = | ) D(w1, 22, — i) (8.2)
=0
Ils ajoutent ensuite un autre descripteur s’appuyant sur la DOF. Ce descripteur représente
“I’histoire” du mouvement (MHI pour Motion History Image) [Davis 97]. Il est obtenu par :

N—-1
MHIy(x1,75,t) = max{ | ] D(x1,25,t — i) x (N =)} (8.3)
=0

Les deux descripteurs sont utilisés comme deux composantes d’une image vectorielle. Chaque
composante est décrite avec sept moments de HU [Hu 62]. Afin de reconnaitre un mouvement,
la distance de Mahalanobis est calculée sur les moments de HU du MEI et MHI de ce mouve-
ment et ceux de tous les mouvements de la base de test. KELLOKUMPU et al. [Kellokumpu 08b]
utilisent des attributs de caractérisation de textures pour modéliser les images MHI et MEI et
reconnaitre les actions humaines. Pour cela, ils utilisent comme modele des histogrammes du
LBP (Local Binary Patterns) [Ojala 02]. Le LBP est défini pour un bloc de I’'image a partir du
pixel central du bloc. Ensuite, on regarde pour tous les pixels de ce bloc s’ils sont supérieurs
(ou égaux) ou strictement inférieurs a ce pixel central. Leur valeur dans le LBP sera alors re-
spectivement 1 ou 0. En lisant les pixels du bloc dans un ordre donné, on peut alors créer un
vecteur contenant ces valeurs binaires. Ce vecteur est appelé LBP. Cette méthode est étendue
dans [Kellokumpu 08a]. IIs proposent de modéliser les actions humaines avec un descripteur
utilisé pour décrire les textures dynamiques le LBP-TOP (Local Binary Patterns from Tree
Orthogonal Planes qui est une version spatio-temporelle du LBP qui consiste a calculer le LBP
sur chacun des trois plans (Oxyx9, Oxt, Oxot) d’une séquence d’image avec des voisinages
différents selon le plan. Cette représentation, LBP-TOP, a été utilisée avec succes pour la recon-
naissance d’expression faciale [Zhao 07]. Le volume spatio-temporel représentant une action est
décomposé en plans z;x3 et xox3. Sur chaque plan, le LBP est calculé, directement a partir des
images de la vidéo, puis modélisé par un histogramme. La concaténation de ces histogrammes
forme le LBP-TOP. Afin d’obtenir une représentation plus locale, le volume spatio-temporel
est décomposé en sous-volumes. Par ailleurs, WEINLAND et al. [Weinland 05], [Weinland 06]
étendent le descripteur MHI a partir de représentations 3D des silhouettes. Ces représentations
sont obtenues sur des séquences vidéos réalisées a 1’aide de 5 caméras calibrées. Ce descripteur
est nommé MHYV (pour Motion History Volume).

Dans un autre article, WEINLAND et al. [Weinland 07] utilisent pour seul descripteur les
silhouettes 3D des différentes postures d’une action. Ces silhouettes sont obtenues par soustrac-
tion du fond. Il n’utilisent donc plus le MHV. Les actions sont alors reconnues a partir d’un
classifieur de type modele de Markov Cachés (Hiden Markov Model ou HMM) paramétré pour
fournir la meilleure vue en 2D de la posture 3D la plus proche de celle analysée a un instant
donné. Ces travaux sont étendus [Weinland 08], afin de faire correspondre les silhouettes de
I’ensemble d’apprentissage aux contours de la silhouette lorsque la supression de fond ne per-
met pas d’obtenir une silhouette satisfaisante en utilisant la distance de Chanfrein.
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WANG et SUTER [Wang 07b], proposent d’utiliser deux descripteurs simultanément. Le pre-
mier est I’AME (Average Motion Energy) et le second le MMS (Mean Motion Shape). L’AME
est un descripteur proche du MHI, défini par :

AME (21, z5) ZD (21, T, t (8.4)

Le MMS est défini a partir du contour de la silhouette. On se place dans un repere dont le centre
est le centroide de la silhouette. On peut alors définir un vecteur composé des k coordonnées
complexes z; des k points du contour z = [z, 29, ..., zk]T. Pour une action donnée, un ensemble
de descripteurs de ce type est calculé a partir de chaque silhouette. Afin de rendre ce descripteur
plus robuste au changement d’échelle ainsi qu’a de petites rotations, ils utilisent une méthode
d’analyse procustéenne ' [Boyd 01].

WANG et al. [Wang 07c] utilisent une R-transform [Tabbone 06] sur les silhouettes obtenues
par soustraction de fond. Cette transformée est basée sur la transformée de Radon. Elle permet
d’obtenir un descripteur invariant aux changements d’échelle, et la rotation ne produit qu’un
déphasage du signal de sortie. Cette méthode est étendue [Souvenir 08] en prenant en compte
le temps comme troisieme composante pour le calcul de la R-transform. De plus, une métrique
plus adaptée a ce descripteur est utilisée. Cette méthode permet de reconnaitre simultanément
le mouvement et la position de la prise de vue.

FuiiyosHI et al. [Fujiyoshi |, [Fujiyoshi 04] proposent un nouveau modele appelé squelette
en étoile (“star skeleton”). Ce modele est obtenu a partir des contours d’une silhouette. Dans
un premier temps, on calcule le centre de gravité des points du contour puis la distance entre
ce centre et chaque point du contour. En suivant le contour dans un sens donné, on créé une
fonction discrete dont chaque point est associé a la distance entre un point du contour et la
position du centre de gravité. On obtient alors une fonction périodique ayant comme période
le nombre de points du contour. Cette fonction est lissée dans le domaine de Fourier. Ensuite,
dans le domaine temporel, on estime les maxima locaux de cette fonction. On obtient alors les
positions sur le contour des extrémités des différentes branches de ce squelette en étoile. En
général, ces points représentent les membres et la téte. Une action humaine est alors définie
comme une suite de squelettes en étoile. Cette méthode est étendue [Chen 06] afin d’ajuster
automatiquement a 5 le nombre de branches de I’étoile, grace a un filtre passe bas particulier.

Dans leurs travaux, GORELICK et al. [Blank 05] et [Gorelick 07] proposent d’étudier les
silhouettes comme des volumes spatio-temporels. Pour cela, ils étendent en 3 dimensions les
travaux de Gorelick et al. [Gorelick 06] sur la représentation et la classification de forme (en 2
dimensions) a partir des équations de Poisson. Ils extraient ainsi 7 composantes caractéristiques
spatio-temporelles. La premiere est la saillance spatio-temporelle. Ensuite, 6 composantes sont
calculées a partir des valeurs propres du Hessien 3 x 3 des solutions locales des équations de
Poisson. Pour représenter les caractéristiques globales, ils calculent les moments pondérés en 3
dimensions des silhouettes avec comme fonction de pondération 1’'une des 7 composantes. La
concaténation des moments pondérés de chaque composante permet de former le descripteur
d’une action.

ZHANG et al. [Zhang 08] proposent une adaptation d’un descripteur de forme appelé shape
context [Belongie 00] en Motion context pour décrire le mouvement. La zone d’intérét est dé-

1. L’analyse procustéenne est une méthode statistique de comparaison de forme. Le principe est de transformer
une forme avec des transformations affines, jusqu’a ce qu’elle soit le plus proche possible d’une référence donnée.
Ainsi, les différences qui subsistent sont considérées comme discriminantes.
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tectée en calculant pour chaque pixel son écart type temporel au cours d’'un nombre donné d’im-
ages (par exemple (2 x n) + 1 images). On obtient alors une image ol chaque pixel représente
la variation de I’intensité lumineuse locale entre I'instant ¢ — n et I'instant ¢ + n. La zone d’in-
térét ainsi détectée est délimitée par un rectangle dans lequel on définit un nouveau repere en
coordonnées polaires. L’origine O de ce repere est le centre de gravité du rectangle. Ensuite,
plusieurs détecteurs de points sont appliqués sur la “silhouette”. Grace a des méthodes de par-
titionnement, un certain nombre de ces points sont conservés et transformés en mots visuels de
mouvement. On forme ainsi un dictionnaire Motion Word Dictionnary. Chacun de ces mots vi-
suels de mouvement est ensuite représenté dans un systeme de coordonnées en trois dimensions.
Le premier axe est représenté par 1’angle formé entre 1’origine O et un des points, le second axe
par la distance entre O et un point, enfin le dernier axe est représenté par I’indice du mot visuel
dans le dictionnaire. Cela forme le modele pour un groupe d’images données, appelé contexte
de Mouvement (Motion Context).

8.2.3 Méthodes reposant sur un descripteur de champ de déplacements

Nous présentons maintenant les approches qui utilisent 1’évolution d’une image au cours du
temps, par exemple, a partir du flot optique calculé pour un groupe d’images.

Les premiers travaux dans ce sens ont été proposés par POLONA et NELSON [Polana 94]
pour reconnaitre des activités relatives a des mouvements répétitifs tels que la marche ou la
course. Ils calculent, dans un premier temps, un champ de déplacements entre les différentes
images successives (a 'instant ¢ — 1 et ¢) par une méthode de flot optique. Ce champ de dé-
placements est décomposé spatialement avec une grille. Dans chaque cellule de la grille, ils
accumulent I’amplitude du mouvement au cours du temps, pour une durée donnée. Comme il
traitent des mouvements répétitifs, ils supposent que les mouvements analysés sont périodiques.
Finalement, ils utilisent un algorithme des k plus proches voisins pour reconnaitre les activités.
Cette méthode permet uniquement de détecter des activités périodiques, mais elle a I’avantage
de fonctionner en temps réel.

EFROS et al. [Efros 03] utilisent I’algorithme de flot optique de LUCAS et KANADE pour
calculer le flot optique entre les images. Le champ de déplacements alors obtenu est décomposé
en composantes horizontale et verticale. Ces deux composantes sont a nouveau décomposées
par une technique de redressement simple alternance, c’est-a-dire :

UF) siUEF) >0

0 sinon (8.5)
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De la méme maniére, a partir de V), on obtient V' et V~. Les composantes sont ensuite floutées
avec une gaussienne. L’ image vectorielle a quatre composantes constitue le descripteur de mou-
vement. Des descripteurs ainsi obtenus sont comparés par une mesure de corrélation normalisée.
A partir de cette mesure, une matrice de similarité est construite et la classification est effectuée
en fonction de la matrice obtenant le meilleur score.

La méthode d’EFROS et al. [Efros 03] est aussi utilisée dans [Ahad 08] pour étendre les
descripteurs MEI et MHI [Davis 97] (cf. section 8.2.3). Les 4 composantes du flot optique
remplacent les silhouettes binaires dans le calcul du MEI et du MHI, renommés ici DMHI
(Directional Motion History Image) et DMEI (Directional Motion energy Image). Finalement,
le descripteur est obtenu a I’aide des moments de HU calculés sur le DMEI et le DMHI comme
cela a été fait par BOBICK et DAVIS [Davis 97]. Ces nouveaux modeles permettent de résoudre
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le probleme d’occlusion du mouvement d’une action par une autre action de la méme personne.
Par exemple, dans le cas ou une personne s’asseoit puis se releve, le mouvement de 1’action se
relever “efface” I’action de s’asseoir dans modele de type MEI et MHI. Finalement, le DMHI
est comparé au MHI sur une base de tests de 10 mouvements d’aérobic effectués par 8 person-
nes ayant des propriétés physiques différentes. D’apres leurs résultats, les performances de ce
modele sont bien meilleures que celles du MHI sur cette base de tests.

Les travaux de EFROS et al. [Efros 03] sont encore étendus par DANAFAR et al.
[Danafar 07]. Leur méthode nécessite une estimation de la silhouette qui est effectuée en deux
étapes. La premiere étape consiste a utiliser le détecteur de coins de Harris pour rechercher la
zone ou se trouve la silhouette. Une boite englobante est alors calculée autour de cette zone.
Ensuite, a I’'intérieur de cette boite, le fond et la silhouette sont séparés a 1’aide de I’algorithme
de partionnement de données K-means. La silhouette est alors décomposée en 3 parties hori-
zontales. La premiere partie est de un cinquieme de la hauteur de la silhouette et correspond
a la téte et aux épaules. La deuxieme et la troisieme parties sont de deux cinquiemes, d’abord
pour le corps et les bras puis pour les jambes. Le flot optique correspondant a chaque partie
de la silhouette est modélisé par la méthode proposée par EFROS et al. [Efros 03]. Cela permet
d’obtenir des informations plus locales.

IKIZLER et al. [Ikizler O8] utilisent conjointement I’information du flot optique et de la sil-
houette. Le modele de mouvement utilisé est celui proposé par EFROS et al. [Efros 03]. Cepen-
dant, ici, la silhouette est décomposée avec une grille régulicre et le modele est calculé dans
chaque cellule. On obtient ainsi un vecteur par cellule. Ces vecteurs sont ensuite concaténés
pour former le descripteur de mouvements. La silhouette est détectée par une méthode d’es-
timation de la probabilité des contours [Martin 04] reposant sur I'utilisation du détecteur de
contours de Canny. Deux types de lignes (courtes ou longues) sont extraites des contours en
utilisant la transformée de Hough. Ces lignes sont ensuite modélisées avec un histogramme
représentant 1’orientation de cette ligne. Les orientations sont quantifiées avec un pas de 15°.
Cette modélisation est effectuée dans chaque cellule d’une grille réguliere décomposant la sil-
houette. La concaténation de tous les histogrammes de la grille constitue un vecteur permet-
tant de modéliser la silhouette. Les dimensions de ce vecteur sont réduites par une méthode
mesurant I’entropie des vecteurs afin de ne sélectionner que les éléments les plus informatifs de
ce vecteur. Un troisieme modele est utilisé afin d’obtenir le descripteur de 1’action. Ce dernier
est modélisé par une gaussienne représentant la vitesse moyenne des champs de la séquence. La
classification d’une action est alors obtenue en deux étapes, la premiere étape consiste a extraire
un sous-ensemble de solutions a partir du troisieme modele (gaussienne) par un test probabiliste
avec un seuillage. Ensuite, un classifieur de type Séparateurs a Vaste Marge (SVM) est utilisé
pour trouver la meilleure solution dans ce sous-ensemble a partir des descripteurs de silhouette
et de mouvement.

FATHI et al. [Fathi O8] utilisent un classifieur ayant deux niveaux de reconnaissance. Leur
algorithme analyse des volumes spatio-temporels définis autour d’une silhouette humaine et
centrés sur celle-ci pour 5 images temporellement. Au premier niveau, ils utilisent le descrip-
teur de EFROS et al. [Efros 03] auquel ils ajoutent une cinquieme composante. Cette derniere est
calculée a partir de la norme L? des quatres autres. Au second niveau de reconnaissance, des de-
scripteurs plus locaux sont créés a partir de combinaisons pondérées de portions du descripteur
du premier niveau.

ALI et SHAH [Ali 10] calculent les composantes cinématiques du champ de déplacements,
telles que la divergence (cf. équation (8.6)), la vorticité (cf. équation (8.7)), le champ de défor-
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mation symétrique (cf. équation (8.8)) et le champ de déformation antisymétrique (cf. équation
(8.9)). Les composantes de ces deux champs sont utilisées comme des composantes du modele.

82/{(.1’1, %2) i 8V<$1, x2>

div(zy, 1) = o o, (8.6)
vort(zy, ) = avgxl’@) - 82/{(83:;,:@) (8.7)
1 2
co { Usym (21, 72) = U(w1,22) + U(21, 72)° 8.8)
sy Vsym(xlva) - V(xlw/EQ) + V('rlva)s '

ou U(xy,x9)% et V(xy,x2)° sont obtenues par symétrie des matrices représentant les com-

posantes U et V a un instant donné par rapport a un axe donné. Lorsque les images sont carrées,
cette symétrie est obtenue par transposition, sinon 1’axe de symétrie peut devenir 1’axe central
selon x; ou selon z-.
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En plus de ces 6 composantes, ils ajoutent deux nouvelles quantités cinématiques calculées a
partir du gradient du champ de déplacements calculé localement en tous points du champ de
déplacements par le Jacobien suivant :

au(xlax2> au(l'h@)
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A partir de ce Jacobien, ils calculent le second invariant ) (cf. équation (8.11)) et le troisieme
invariant R (cf. équation (8.12)).

1
Qz1,22) = §(P2 — trace(VC(z)?)) (8.11)
avec P le premier invariant défini par P = —trace(VC(x)) et trace I’opérateur calculant la
trace d’une matrice.
R(z1,19) = —det(VC(x)) (8.12)

avec det 1’opérateur calculant le déterminant d’une matrice.

Ils ajoutent encore 2 quantités cinématiques basées sur le tenseur de déformation S, le second et
le troisieme invariant. Enfin, la derniere quantité du modele est le troisieme invariant du tenseur
de rotation O. Ces tenseurs sont obtenus a partir du tenseur VC par les équations (8.13) et
(8.14) :

S = %(VC(J:) + VC(x)T) (8.13)

0= %(vcm) —ve()T) (8.14)

ot T est I’opérateur de transposition de matrice.
Pour chacune des ces composantes, les modes cinématiques de I’action sont calculés par
une analyse en composantes principales spatio-temporelles de type snapshot [SIROVICH 87].
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C’est-a-dire que chaque composante spatio-temporelle en trois dimensions est résumée a un
certain nombre de modes en deux dimensions. Ces modes représentent le modele utilisé pour la
classification. Grace a une base d’apprentissage, plusieurs représentations d’'une méme action
sont modélisées avec ce descripteur puis stockées.

LU et LITTLE [Lu 06b] proposent d’effectuer simultanément le suivi des personnes et la
reconnaissance d’actions sur des vidéos de sports. Pour cela, ils utilisent des histogrammes
de gradients orientés (HOG pour Histograms of Oriented Gradient). L’image est d’abord sub-
divisée avec une grille réguliere, puis le HOG est calculé sur chaque cellule de cette grille.
Ensuite, le suivi et la reconnaissance d’actions sont effectués a I’aide d’'un HMM hybride. La
méthode est testée sur la base de vidéos de football utilisée dans [Efros 03] puis sur la base de
vidéos de Hockey sur glace utilisée dans [Okuma 04]. Ils étendent ces travaux dans [Lu 06a] en
réduisant le volume de leur modele HOG en utilisant une analyse en composantes principales.
Les histogrammes de gradients orientés sont étendus en 3D dans [Kliser 08].

L1 propose dans [Li 07] une méthode reposant sur des histogrammes, appliqués cette fois
a Iorientation des champs de déplacements plutot qu’au champ de gradients. Aucune tech-
nique d’extraction de silhouette n’est utilisée, mais cependant, un seuillage sur I’amplitude des
vecteurs est appliqué afin d’isoler le mouvement de premier plan. Ensuite, un histogramme est
calculé sur chaque champ. L’histogramme est calculé pour 90 orientations. Chaque représentant
d’une orientation donnée est pondérée par I’amplitude du vecteur. L’amplitude et 1’ orientation
sont calculées respectivement par les équations (8.15) et (8.16) :

p(x) =/ U(x)?+ V(x) (8.15)
_ V()
0(x) = arctan (Z/l(m)) (8.16)

Finalement les histogrammes sont normalisés de sorte que la somme de ces éléments soit égale a
1. Chaque action de I’ensemble d’apprentissage est décomposée en une suite composée d’autant
d’histogrammes que la séquence compte de champs. La dimension des histogrammes est réduite
de 90 a 5 par une analyse en composantes principales. Un descripteur similaire, composé de
séries temporelles d”histogrammes d’orientation du flot optique, est proposé par CHAUDRY et
al. [Chaudhry 09]. La dimension des histogrammes n’est pas réduite. Ces séries temporelles ne
peuvent pas étre étudiées par un systeme dynamique linéaire car les histogrammes ne sont pas
dans un espace euclidien. Les auteurs proposent alors une généralisation au cas non linéaire des
noyaux de Binet-Cauchy [Vishwanathan 07], afin de fournir une mesure pour comparer deux
histogrammes.

TRAN et al. [Tran O8] utilisent le flot optique et une représentation binaire de la silhouette
pour former le modele. Pour un champ de déplacements donné, le mouvement est modélisé de
la maniere suivante. Chacune des composantes du flot optique est filtrée avec un filtre médian.
Ensuite la composante horizontale, la composante verticale ainsi que I’image binaire de la sil-
houette sont subdivisées avec une grille de 2 x 2 cellules sans recouvrement. Chaque cellule
est a nouveau décomposée spatiallement, a partir du centre de la cellule, en 18 parties radiales
couvrant chacune 20 degrés. Sur chacune de ces parties radiales, on calcule I’intégrale des trois
composantes initiales ({4, }V et I’'image binaire). On obtient ainsi pour chaque composante, 4 his-
togrammes composés de 18 classes. La concaténation des ces histogrammes fournit un vecteur a
216 dimensions qui constitue le modele de mouvement d’un champ donné. A partir de ce mod-
ele, on forme le descripteur de mouvement appelé contexte du mouvement. Il est composé du
modele de I’image courante auquel s’ajoute les 10 premiers vecteurs de I’ ACP des modeles des
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b images précédentes, les 50 premiers vecteurs de I’ACP des modeles des 5 images courantes
et enfin les 10 premiers vecteurs de I’ ACP des modeles des 5 images suivantes.

YANG et al. [ Yang 07] modélisent le flot optique avec une combinaison du descripteur SIFT
(Scale-Invariant Feature Transform) [Lowe 04] et du descripteur LBP [Ojala 02]. Ils obtiennent
ainsi un descripteur tres robuste aux changements d’illumination et de pose pour un colit calcu-
latoire relativement faible. Ensuite, la reconaissance d’une action est effectuée par un algorithme
de détection de la plus longue sous-séquence commune tel que cela est souvent utilisé pour la
reconnaissance de phrase dans un texte. Cela permet de prendre en compte 1’ordre temporel
d’une action.

JIANG et MARTIN [Jiang 08] proposent un descripteur spatio-temporel permettant de com-
biner un descripteur de mouvement et un descripteur de forme (silhouette). Pour cela, ils
adaptent une méthode de visualisation de champ de déplacements [Interrante 98]. Leur méth-
ode consiste a extraire des flux de lignes par un algorithme de type ICM (Iterative Conditional
Modes) [Besag 86]. Ici, I'ICM est utilisé pour réaliser une estimation locale du mouvement
semblable a une méthode d’estimation du mouvement par corrélation, mais en permettant a la
fois de minimiser le cofit de la correspondance entre images et de maximiser la cohérence du
mouvement dans un voisinage. L’ICM est appliqué sur le résultat d’une détection de contours
de Canny. Les relations de voisinage sont définies par une triangulation de Delaunay des points
de contours conservés. On obtient alors un champ €pars, qui est interpolé au sein de chaque
cellule du diagramme de Delaunay pour devenir dense. Ces champs de déplacements 2D sont
alors concaténés pour former un descripteur volume spatio-temporel. La reconnaissance d’un
mouvement revient a un probléme de minimisation non linéaire et non-convexe, ce qui rend le
probleme trés cofliteux en temps de calcul. Ils proposent une méthode pour résoudre ce prob-
leme. Pour plus de détails concernant cette minimisation, consulter [Jiang 08].

KE et al. [Ke 05] proposent de décomposer une vidéo en volumes spatio-temporels. La clas-
sification est réalisée avec des descripteurs volumétriques calculés a partir de 1’information du
flot optique. La composante horizontale et la composante verticale du champ sont traitées sé-
parément. Les auteurs étendent en 3D une méthode proposée par VIOLA et al. [Viola 01] pour
effectuer une détection de visages dans des images. La vidéo est d’abord décomposée en une
séquence de champs de déplacements. Pour leurs tests, ils utilisent des volumes composés de
64 x 64 vecteurs spatiallement et pour 40 champs temporellement. Sur un volume donné, qua-
tre mesures sont calculées. La premiere consiste a calculer I’intégrale sur le volume global.
Ensuite, le volume est subdivisé en deux volumes égaux selon z1, x5 et selon I’axe temporel.
Pour chacune de ces trois subdivisions, on calcule la différence entre les intégrales des deux
sous-volumes. On recalcule ces quatre mesures sur chacun des sous-volumes tant que cela est
possible jusqu’a ce que les volumes atteignent la taille minimum de 4 x 4 vecteurs spatiallement
et pour 4 champs selon I’axe temporel. Pour la classification, ils utilisent une cascade de classi-
fieurs, comme cela est proposé dans [Wu 04]. Les classifieurs traitent les composantes de fagon
marginale. Cette approche est étendue dans [Ogata 06]. Cependant, le champ de déplacements
est décomposé en quatre composantes (U, U~, VT, V™) suivies d’un lissage Gaussien tel que
cela est proposé dans [Efros 03]. De plus, le classifieur utilisé dans [Ke 05] est amélioré afin de
prendre en compte les différentes composantes (maintenant 4) du champ de fagcon vectorielle.
Cela réduit le temps de calcul de la phase d’entrainement du classifieur.

SHECHTMAN et IRANI [Shechtman 05], proposent de comparer deux champs de déplace-
ments sans avoir a les calculer. Pour cela, ils utilisent le formalisme des approches par tenseur
de structure. Une vidéo est étudiée comme un volume spatio-temporel. Les champs sont mod-
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élisés localement, pour un sous volume spatio-temporel V; par une matrice (3 x 3) M; définie
par :

01 Vi(x(1))  0w2Vi(x(1)) 0psVi(z(1))

M= GG, avee  Gi= | 0aVia(i)) OuVi(x(i) 0usVila(i)) 8.17)

Oa1Vi(z(n))  Oa2Vi((n))  OusVi(x(n))

ot z(1) a z(n) représentent tous les triplets (1, x2, 23) du sous-volume V;. L’étude du rang de la
matrice M permet de définir si le mouvement est cohérent sur le sous-volume étudié. En effet, si
le rang est inférieur a 3 alors le mouvement est cohérent sur I’ensemble du sous volume, dans le
cas contraire, le volume spatio-temporel est composé de plusieurs mouvements. SHECHTMAN
et IRANI utilisent ce principe pour déterminer une mesure de ressemblance entre deux sous-
volumes V) et V5. Pour cela, il concaténent les matrices (G5 et (G5 associées respectivement aux
sous-volumes V; et V5 pour former la matrice G15 suivante :

Gia = ( g; ) (8.18)

IIs peuvent alors calculer la matrice M, suivante :
My = Gringm (8.19)

A partir de 1’étude des valeurs propres de M, ils déduisent une mesure de ressemblance en-
tre deux sous-volumes. Ce modele est utilisé dans [Ke 07b] pour décrire les zones faiblement
texturées. En effet, ils constatent que les méthodes fondées sur un descripteur de silhouette
sont plus robustes que les méthodes de reconnaissance s’appuyant sur un descripteur du flot
optique dans les zones faiblement texturées, et inversement. Les zones faiblement ou fortement
texturées sont extraites a partir du résultat du détecteur de Harris seuillé. Les zones fortement
texturées sont modélisées par une pyramide de filtrages de type mean shift [Dementhon 06].
Ces travaux sont étendus dans [Ke 07a].

JHUANG et al. [Jhuang 07] proposent une méthode reposant sur une modélisation du pro-
cessus de mouvement dans le cortex visuel 2. Le cortex visuel est organisé en deux voies dif-
férentes : une voie ventrale et une voie dorsale. On considere que la voie ventrale traite les
informations de forme et de couleur et que la voie dorsale analyse des informations de mouve-
ment. Ces deux voies ont une organisation hiérarchique tres similaire. Dans un premier temps,
trois modeles locaux sont calculés en chaque pixel de chaque image. Ils sont appelés unité S1.
Ces unités sont calculées sur trois couches. La premiere couche modélise le gradient spatio-
temporel [Zelnik-Manor 01]. La seconde modélise le flot optique (calculé avec 1’algorithme de
LucAs et KANADE [Lucas 81b]) en fonction de directions (0°,90°,180° et 270°) et de vitesses
privilégiées (3 ou 6 pixels) [Giese 03]. La troisieme est modélisée par filtrages spati-temporels
avec des filtres obtenus par des dérivés troisieme de Gaussienne 3D [Simoncelli 98]. Ensuite,
une étape (C'1) de détection des maxima locaux de chaque couche est effectuée avec une grille
de 8 x 8 pixel. Cette détection est effectuée tous les 4 pixels. L'étape suivante (52) consiste
a retrouver dans les images issues de C'1, 500 blocs C'1 de n x n pixels (n = 4,8,12 et 16)

2. C’estla partie du cerveau qui est chargée de traiter les informations visuelles. Il se situe dans le lobe occipital
[Sanchez 05].
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extraits aléatoirement de la vidéo d’apprentissage. L'étape C'2 consiste a retrouver les max-
ima locaux des pixels de S2, on obtient alors un scalaire. En empilant les réponses S2 d’une
image pour toutes les couches, on obtient un vecteur. Afin de prendre en compte 1I’ordre tem-
porel d’une action, les vecteurs successifs d’une action sont concaténés pour former une matrice
(53). Cette étape est suivie d’une nouvelle détection de maxima locaux (C'3). La classification
d’une vidéo est alors effectuée avec un classifieur de type SVM. Ces travaux sont étendus dans
[Schindler 08] en prenant en compte simultanément la forme et le mouvement. ESCOBAR et al.
[Escobar 09] utilisent aussi un modele basé sur la perception du mouvement dans le systeme
visuel humain. Pour cela, ils modélisent les fonctions de deux sous-régions fonctionnelles du
cortex visuel humain, appelées zone V1 et zone MT. La zone V1 analyse le mouvement local,
la zone MT le mouvement global. La zone V1 est modélisée en filtrant localement les images
avec des filtres de Gabor spatio-temporels. Il y a donc un descripteur V1 par pixel. La zone MT
modélise le mouvement a partir de descripteurs de la zone V1 pour former un descripteur plus
global. Les descripteurs de V1 dans un voisinage circulaire donné sont utilisés comme entrées
d’un réseau de neurones fournissant en sortie un descripteur MT. Le rayon de ce voisinage cir-
culaire varie en fonction de sa position dans 1’image. Plus le voisinage est éloigné du centre de
I’image, plus le rayon est grand.

Bien que son domaine d’applications soit différent des approches précédentes, nous présen-
tons le descripteur proposé par HOEY et LITTLE [Hoey 00], [Hoey 02]. Ils utilisent les
polyndmes de Zernike pour reconnaitre les émotions sur des vidéos de visages, cette approche
est tres proche de celle que nous proposons dans la section suivante. Ici les fonctions polyno-
miales sont obtenues par projection dans une base de polyndmes de Zernike (cf. section 2.3.4).
Il s’agit de polyndomes complexes définis sur le cercle unité qui forment une base orthogo-
nale complete. En projetant un champ de déplacements sur cette base de polyndome, on obtient
une approximation du champ de déplacements. Les auteurs estiment qu’une base composée de
11 polyndmes de Zernike permet de modéliser les cinq expressions du visage étudiées. Notre
méthode est plus générale car la famille de polyndmes (réels) dépend du choix d’une fonction
de pondération pour le produit scalaire choisi. De plus, le domaine de définitions de la base
n’est pas limité au cercle unité, il peut couvrir tout le champ de déplacements.

8.3 Notre descripteur de mouvement fondé sur la projection
sur une base de polynomes

Nous avons présenté dans la section précédente plusieurs descripteurs utilisés en reconnais-
sance de mouvements humains. Nous avons donc vu que certaines approches utilisent 1’infor-
mation des champs de déplacements. Malgré le nombre important de méthodes, nous constatons
qu’il existe peu de descripteurs s’appuyant directement sur un champ de déplacements. Les de-
scripteurs utilisés sont souvent les mémes, avec quelques adaptations. De nombreuses méthodes
s’appuient sur le descripteur défini par EFROS et al. [Efros 03] et, par exemple, ajoutent une
cinquieme composante ou utilisent ce modele localement dans une grille, ou encore autour de
points particuliers. Les méthodes qui utilisent un méme descripteur se différencient principale-
ment par le classifieur utilisé. La seule approche qui utilise un descripteur obtenu par projec-
tion sur une famille de fonctions est la méthode de HOEY et LITTLE [Hoey 00],[Hoey 02], qui
utilise les polyndmes de Zernike. Cependant, a notre connaissance, ce descripteur n’a pas été
utilisé pour la reconnaissance d’action humaine mais plus précisément pour la reconnaissance
d’expressions sur des visages. Quelques autres approches utilisent une analyse en composantes
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principales, mais ces décompositions interviennent souvent en aval d’un autre descripteur. De
plus, nous savons qu’il est tres difficile d’étudier les coefficients obtenus par analyse en com-
posantes principales dans un cadre général. En effet, les coefficients n’ont de sens que pour la
séquence a partir de laquelle ils ont été calculés.

Nous proposons ici un nouveau descripteur de mouvement qui utilise le formalisme des
modélisations par série de fonctions polynomiales. Dans ce chapitre, nous modélisons le mou-
vement estimé dans des séquences vidéos représentant des actions humaines.

La premiere étape consiste a générer une base de polyndmes orthogonaux (cf. chapitre 3).
La projection d’une composante du champ sur un polynéme £ ; de la base est effectuée par

P U Pij)e
Y Py | Pyj)e

Le champ de déplacements est donc approximé par une base de degré D par la formule :

(8.20)

D

U= Z i ;P (8.21)

=0

)

<.
Il
o

La projection de la composante verticale du champ de déplacements ) est effectuée de maniere
similaire.

A partir de ces coefficients, nous construisons une empreinte selon la définition donnée par
I’équation (8.22). Cette empreinte est une matrice composée de tous les coefficients polyno-
miaux de la composante horizontale du champ de déplacements ordonnés dans I’ordre lexi-
cographique sur la premiere colonne et de tous les coefficients polynomiaux de la composante
verticale du champ de déplacements ordonnés dans I’ordre lexicographique sur la seconde
colonne. Il est a noter, que dans ce chapitre, nous utiliserons toujours des bases denses de
polyndmes de Legendre.

E=1 u; (Z/{n) Vj (Vn) (8.22)

Nous définissons la notion de quantité de mouvement Q d’un champ de déplacements C comme
la valeur de la norme L, de I’empreinte de ce champ.

Q(C) = 1] (8.23)

Le rayon spectral 5, d’une matrice a n valeurs propres est défini dans le cas d’une matrice F
par
/8+(E) = Max;=1an {‘)\z’} (824)

ol max{|\;|} est la plus grande valeur propre en valeur absolue de la matrice £. On peut alors
calculer la norme L? de la matrice E par

Q(C) = /B4 (ETE) (8.25)
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avec T I’opérateur de transposition de matrice.
De méme, nous pouvons définir la distance entre deux champs C; et Co comme

D(C1,Cy) = Q(C1 — Cy) = Q(Ey — Ey) = /B ((Ey — Eo)T(Ey — Ey)) (8.26)

Cette mesure de distance prend en compte la quantité de mouvement propre a chaque champ.
On peut souhaiter faire abstraction de cette quantité de mouvement afin d’obtenir une mesure
B Es

de distance relative. Pour cela, on pose €, = 3¢y 20y

Nous proposons désormais une mesure de similarité entre les empreintes de mouvement.
Initialement, le tenseur 7 est défini a partir de deux empreintes F; et F, par

TP = BB, (8.27)
On peut alors considérer la quantité suivante comme un produit scalaire
B (TH2) (8.28)

En normalisant par rapport a la quantité de mouvement de chaque champ, on obtient la mesure
de la similarité entre les champs représentés par les deux empreintes E; et Fy par 1’équation
(8.29) ou £ et E5 ne doivent pas étre toutes les deux nulles.

By (TFF2)
VB (TEE) B (TE2E2)

Cette mesure de similarité vaut 0 si les empreintes sont orthogonales, 1 si elles sont identiques
et —1 si elles sont opposées. La mesure est donc comprise dans [—1, 1].

S(Ey, Ey) = (8.29)

Sur la figure FIG 8.1, nous illustrons une mesure de similarité pour deux champs de dé-
placements. Ces champs sont extraits par flot optique avec 1’algorithme de LUCAS et KANADE
pour un voisinage de 5 x 5 pixels. Les images sont issues de vidéos de la base de WEIZMANN
[Blank 05]. Sur les images FIG 8.1(a) et FIG 8.1(b), nous présentons deux images de deux per-
sonnes faisant un pas. Nous représentons ensuite sur les figures FIG 8.1(c) et FIG 8.1(d), les
champs de déplacements entre ces deux images. Le champ de déplacements n’est calculé que
sur une zone d’intérét : la personne en mouvement. Ces champs de déplacements sont mod-
élisés par projection sur une base dense de polyndomes de Legendre bivariables de degré 7. Les
reconstructions issues de cette modélisation sont présentées sur les figures FIG 8.1(e) et FIG
8.1(f). Ici la mesure de similarité entre ces deux champs est de 0.96. Les deux champs de dé-
placements avant modélisation semblent qualitativement assez proches, le résultat obtenu est
alors assez évident. Le mouvement représenté par ces champs est un mouvement de marche, il
est donc assez naturel que deux acteurs reproduisent assez fidelement le méme mouvement.

Nous comparons maintenant deux autres champs. Les mémes utilisateurs effectuent dif-
férents mouvements dans la base de WEIZMANN. Nous choisissons donc le mouvement “jack”.
Il s’agit de sauter en écartant les pieds et les bras, puis de sauter a nouveau en resserrant les
pieds et en joignant les mains au dessus de la téte (bras tendus). Ce mouvement est moins na-
turel et demande plus de coordination, on peut donc s’attendre a ce qu’il soit plus difficile a
reproduire par deux acteurs différents. Nous présentons ce mouvement sur la figure FIG 8.2.
Nous présentons sur les figures FIG 8.2(a) et FIG 8.2(b) les couples d’images. Il s’agit des
mémes personnes que sur les figures FIG 8.1(a) et FIG 8.1(b), mais pour un autre mouvement.
Ensuite, nous présentons les champs de déplacements en FIG 8.2(c) et FIG 8.2(d). Ici encore,
le mouvement est calculé dans la zone d’intérét uniquement. Ces mouvements sont modélisés
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avec une base de degré 7. Nous représentons en FIG 8.2(e) et FIG 8.2(f), les reconstructions
issues de ces modélisations. Ici la mesure de similarité entre ces deux champs est de 0.80. Cette
mesure reste cohérente avec ce que I’on peut constater qualitativement.

Enfin, nous présentons dans le tableau TAB 8.1 les résultats des mesures de similarités
croisées entre ces quatre champs. A partir de ce tableau, nous constatons que lorsque les champs
sont qualitativement proches, la mesure de similarité est importante et qu’elle est faible dans le
cas contraire. En effet, les mesures de similarité entre les mouvements “walk” et “jack™ ne
dépassent jamais (.16, ce qui est une mesure de similarité assez faible. Nous proposons deux
applications qui utilisent cette mesure de similarité. La premiere est un algorithme de reconnais-
sance de mouvements humains dans les vidéos. La deuxieme un algorithme de classification de
vidéos d’actions humaines.

Daria_walk | Denis_walk | Daria_jack | Denis_jack
Daria_walk 1 0.96 0.16 0
Denis_walk 0.96 1 0 0
Daria_jack 0.16 0 1 0.80
Denis_jack 0 0 0.8 1

TABLEAU 8.1 — Tableau récapitulatif des calculs de similarité entre les champs ; Daria_walk
cf. figure FIG 8.1(c); Denis_walk cf. figure FIG 8.1(d); Daria_jack cf. figure FIG 8.2(c);
Denis_jack cf. figure FIG 8.2(d) ;

8.4 Algorithme de reconnaissance de mouvements humains

8.4.1 Présentation de I’algorithme

Ici nous traitons de la reconnaissance de mouvements humains du point de vue de la vision
par ordinateur. Nous cherchons a reconnaitre un mouvement de référence dans une séquence
vidéo. Dans cette application, nous supposons avoir a notre disposition une vidéo représentant
un mouvement de référence. Ce mouvement de référence est modélisé par la méthode suiv-
ante. Nous donnons la méthodologie générale, puis ensuite, nous détaillons chaque étape. Pour
chaque couple d’images :

1. Extraire la zone d’intérét ;
2. Estimer le champ de déplacements ;
3. Calculer I’empreinte du champ de déplacements ;

A ce stade, nous disposons d’une séquence d’empreintes. Celle-ci est alors divisée en n
groupes (G1,Go,...,G},), n doit étre choisi en fonction de 1’application et des mouvements a re-
connaitre. Nous illustrons cette étape d’extraction des empreintes a partir de la séquence d’ap-
prentissage sur la figure FIG 8.3.

Pour estimer le mouvement entre les images, nous utilisons 1’algorithme de flot optique
de LucAs et KANADE [Lucas 81b]. Nous avons choisi d’utiliser cet algorithme parce qu’il
fournit des résultats de bonne qualité tout en étant relativement rapide. De plus, cet algorithme
a été utilisé dans [Le Besnerais 05] afin d’obtenir une méthode d’estimation du flot optique en
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FIGURE 8.1 — Walk : Mesure de similarité entre le champ (c) et le champ (d) = 0.96 (avec une
base de degré 7); (a) Images 18 et 19 de la séquence Daria_walk issue de la base de WEIZ-
MANN ; (b) Images 16 et 17 de la séquence Denis_walk issue de la base de WEIZMANN ; (c)
et (d) champ de déplacements calculé par flot optique (LUCAS et KANADE avec un voisinage
de 5 x 5 pixels) sur la zone d’intérét respectivement de (a) et (b) ; (e) et (f) représentation de la
modélisation des champs (c) et (d) par projection sur une base de polyndomes de degré 7.
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FIGURE 8.3 — Illustration de 1’étape d’extraction des empreintes a partir de la séquence d’ap-
prentissage d’un mouvement type

temps réel grace a des techniques de programmation mettant a profit les processeurs des cartes
graphiques. Cela est important puisque nous verrons en perspective qu’une implémentation en
temps réel de la méthode est envisageable.

L’étape d’extraction de la zone d’intérét a plusieurs objectifs : calculer un masque pour ne
conserver que les mouvements les plus importants ou isoler les silhouettes. Pour cela, il est
possible d’utiliser la différence entre image (DOF) définie en équation (8.1).

Ensuite, pour chaque champ, I’empreinte du mouvement est calculée par projection du
champ de déplacements sur une base de polyndmes bivariables. Dans le cas de la reconnais-
sance de mouvements de boxe, un masque est appliqué au champ de déplacements. Dans ce cas
le champ est épars, il peut donc étre intéressant d’utiliser une base de polyndmes €parse (cf.
chapitre 5). Cela permet de ne prendre en compte que 1’information du mouvement dans les
zones ou ce dernier est défini. Cependant, dans le cas de la classification des différentes vidéos
de la base de WEIZMANN, nous utilisons des bases de polyndomes denses. En effet, dans ce cas
13, I’étape d’extraction de la zone d’intérét permet de réduire le domaine de définition du champ
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a une zone autour de la silhouette. En utilisant des bases de polyndmes denses, nous modélisons
la zone en mouvement de la silhouette et le mouvement lui méme dans un seul modele.

A partir d’un mouvement de référence, 1’objectif de 1’application est de retrouver ce mou-
vement dans une vidéo. Lalgorithme utilisé pour reconnaitre un mouvement de référence dans
une vidéo est défini comme suit :

Pour chaque couple d’images de la séquence vidéo a analyser :

1. Estimer le champ de déplacements ;

2. Extraire la zone d’intérét ;

3. Calculer I’empreinte du champ de déplacements ;
4

. Calculer la similarité entre cette empreinte et toutes les empreintes du mouvement de
référence ;

5. Rechercher 'indice du groupe qui obtient la plus grande similarité puis :

— si ce meilleur score est inférieur a un seuil, a définir empiriquement, alors on pousse
dans la pile S l'indice 0, car cela signifie qu’il y a trop d’incertitude sur la mesure de
similarité ;

— si lindice du meilleur score est équivalent a ’indice se trouvant déja en haut de la pile
alors ne rien faire ;

— sinon pousser cet indice dans la pile S.

6. Sila suite 1,2,....,n (n le nombre de groupes) se trouve dans le haut de la pile alors le
mouvement de référence est reconnu ;

La figure FIG 8.4 illustre cet algorithme. La simplicité de cet algorithme nous permet de
mesurer directement I’impact de notre descripteur de mouvement. En effet, les algorithmes
de reconnaissance les plus efficaces de la littérature ont recours a des algortithmes beaucoup
plus élaborés tels que les modeles de Markov cachés (HMM) ou les séparateurs a vaste marge.
Cependant, il est tout a fait possible d’utiliser ce descripteur de mouvement au sein de la ma-
jorité des algorithmes de la littérature.

8.4.2 Résultats sur une application de type commande de jeu vidéo

Notre application s’inspire de la reconnaisance de mouvement tel que cela peut étre utilisé
dans le domaine des interfaces utilisateur avancées comme par exemple dans les jeux vidéos.

N

Nous cherchons a reconnaitre les mouvements effectués par un utilisateur devant une
caméra. Pour chaque mouvement, nous avons une seule référence de ce mouvement. L’util-
isateur peut effectuer les 5 mouvements de boxe de référence suivants :

— esquiver un coup en bougeant a droite (R);
esquiver un coup en bougeant a gauche (L) ;
esquiver en se baissant (D)
frapper avec un direct du bras arriere (P) ;
frapper avec un direct du bras avant (.J) ;

Ces mouvements sont présentés sur la figure FIG 8.5.

L utilisateur est filmé pendant qu’il effectue un exemple de chaque mouvement. Cela permet
d’obtenir une référence de chaque mouvement. Notons que dans cette application, nous n’avons
qu’une référence de chaque mouvement, mais nous avons bien une référence par utilisateur.
Chaque mouvement de référence est décomposé en 4 groupes d’empreintes.
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FIGURE 8.4 — Illustration de 1’algorithme de détection et de reconnaissance de mouvement
humain

Nous obtenons donc 5 vidéos de mouvements de référence. Afin de localiser précisément le
début et la fin du mouvement de référence, cette étape a été effectuée manuellement. Ces vidéos
sont alors transformées en séquences de champs de déplacements. Nous utilisons 1’algorithme
de flot optique de LUCAS et KANADE avec une fenétre de voisinage de 5 x 5 pixels sur des
images en niveaux de gris. Pour I’extraction de la zone d’intérét par DOF, I est fixé a 5 niveaux
de gris. Ensuite ces champs sont transformés en séquences d’empreintes par projection sur
une base de polyndmes de degré 3. Finalement, nous tentons de retrouver les mouvements
de référence dans une séquence vidéo. Les images et les champs sont de 180 x 144 pixels.
Dans I’algorithme de reconnaissance de mouvement, le seuil concernant le meilleur score de
similarité avant de pousser un indice dans la pile est fixé a 0.8.

Sur la figure FIG 8.6, nous présentons quelques résultats de reconnaissance de mouvement
pour trois utilisateurs. Chacune des séquences a une durée de 60 secondes. Pour chaque utilisa-
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(a) Esquiver un coup en bougeant a droite () (Premier utilisateur sur la figure
FIG 8.6a)

[ 1) i al

(b)‘Esquiver un coup en bougeant a gauche (L) (Second utilisateur sur la figure
FIG 8.6b)

(c) Esquiver en se baissant (D) (Premier utilisateur sur la figure FIG 8.6a)

. ‘ '

(d) Frapper avec un direct du bras arriere (P) (Troisieme utilisateur sur la
figure FIG 8.6¢)

(e) Frapper avec un direct du bras avant (Premier utilisateur sur la figure FIG
8.6a)

FIGURE 8.5 — Les 5 mouvements de référence utilisés pour nos tests

teur, nous présentons sur une ligne la détection des mouvements de la séquence réalisée par un
expert, et en dessous sur une autre ligne les résultats obtenus par notre algorithme.

Pour le premier utilisateur, la séquence est composée de 37 mouvements et 32 sont cor-
rectement détectés et reconnus. Il n’y a aucun faux positifs et la localisation temporelle des
mouvements est tres proche de celle de 1’expert.

Pour le second utilisateur, il y a 34 mouvements d’apres I’expert, 31 sont correctement
reconnus par notre algorithme. La localisation temporelle des mouvements reste bonne mais il
y a 7 faux positifs dans la détection.

Pour le troisieme utilisateur, la séquence compte 40 mouvements, notre algorithme en dé-
tecte correctement 35 et il y a 2 faux positifs.

Quelque soit 'utilisateur, les mouvements ne sont pas toujours effectués avec la méme
vitesse d’exécution. La figure FIG 8.6 permet de vérifier que la majorité des mouvements est
détectée par notre algorithme, il semblerait donc que notre algorithme soit robuste a la vitesse
d’exécution des mouvements.
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FIGURE 8.6 — Reconnaissance de mouvement de 5 actions avec une base de polyndmes de degré
3. Pour chaque utilisateur, nous présentons sur la ligne du haut la séquence attendue et sur la
ligne du bas les résultats obtenus avec notre algorithme de détection. * frapper avec un direct du

bras avant ; [ | frapper avec un direct du bras arriere ; o esquiver un coup en bougeant a gauche ;
/\ esquiver un coup en bougeant a droite ; V se baisser.

Si les champs de déplacements sont calculés a 1’avance, la reconnaissance de mouvement
peut étre calculée en 45 secondes pour une séquence de 60 secondes avec une base éparse de
degré 3 telle que celle utilisée dans cette application. Nous avons constaté que dans la littéra-
ture, il existe des implantations informatiques sur carte graphique (GPU) de I’algorithme de
flot optique de LUCAS et KANADE [Le Besnerais 05] permettant de calculer tous les champs
de déplacements de nos vidéos en moins de 10 secondes. Cela nous permet d’envisager une
application en temps réel de notre méthode.

8.5 Application a la classification d’une base de vidéos

Dans cette section, nous proposons une méthode pour classifier les actions humaines. Pour
cela, nous classifions les vidéos de la base de WEIZMANN [Blank 05]. Dans un premier temps,
nous présentons cette base. Ensuite, nous détaillons 1’algorithme de classification et enfin nous
exposons nos résultats.
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8.5.1 Présentation de la base de WEIZMANN

Dans ce chapitre, nous utilisons la base de WEIZMANN issue des travaux de GORELICK
et al. [Gorelick 07], composée de 10 mouvements types. En effet, initialement [Blank 05], la
base était composée seulement de 9 mouvements. Nous avons choisi cette base car elle est
relativement simple a étudier et que de nombreux autres auteurs 1I’ont utilisée pour valider leurs
résultats. Cette base est simple puisque le fond de la vidéo est relativement constant sur toutes
les vidéos. De plus, il n’y a pas de mouvement de caméra, ni de changement d’illumination
pendant les vidéos. La base est constituée des 10 mouvements suivants :

— Walk : marcher;

— run : courir;

— jump : sauter a pieds joints ;
side : se déplacer en pas chassés ;
bend : se baisser;
wavel : agiter une main au dessus de la téte ;
wave?2 : agiter les deux mains au dessus de la téte ;

— pjump : sauter sur place ;

— skip : sauter a cloche pied (cloche pied) (ce mouvement n’est pas dans la version
[Blank 05]);

jack : sauter sur place en écartant les pieds et les bras puis en les serrant de maniere
alternative (pjump+wave2).

Chacun de ces mouvements est effectué par 9 personnes. Un extrait de chaque mouvement est
présenté sur les figures FIG 8.7 et FIG 8.8. Pour présenter 1’ensemble des acteurs de la base de
vidéo, nous présentons chaque mouvement avec un acteur différent.

Les vidéos ont une durée différente les unes des autres. Dans une vidéo donnée, 1’acteur
effectue plusieurs fois le méme mouvement type, a I’exception du mouvement bend qui n’est
effectué qu’une fois par vidéo. Sur ces vidéos, nous avons extrait manuellement une seule exé-
cution du mouvement de référence, par exemple un pas pour une vidéo de la classe walk, ou un
saut pour une vidéo de la classe jump. Le tableau TAB 8.2 précise, pour chaque classe d’ac-
tions et pour un acteur donné, le début et la fin de 1’action que nous pouvons sélectionner pour
notre ensemble d’apprentissage. Afin de classifier les vidéos, nous utilisons soit 1, soit 2, soit 3
références (1, 2 ou 3 colonne du tableau TAB 8.2) de chaque mouvement pour composer notre
ensemble d’apprentissage.

8.5.2 Présentation de I’algorithme global de classification

Avant de classifier une vidéo, il est nécessaire de modéliser les mouvements de référence
(cf. TAB 8.2) qui constituent notre ensemble d’apprentissage. L’ objectif de cette étape est de
représenter un extrait vidéo par un tableau d’empreintes. Nous proposons donc 1’algorithme
suivant :

Pour chaque couple d’images, de la vidéo d’'un mouvement de référence, I’algorithme doit :

1. calculer la zone d’intérét ;
2. dans cette zone d’intérét, estimer le mouvement ;
3. calculer I’empreinte polynomiale du champ de déplacements ;

Nous illustrons cet algorithme sur la figure FIG 8.9 et nous détaillons chaque étape ci-apres.

La zone d’intérét est calculée avec la méthode utilisée dans [Zhang 08]. Cette étape est cal-
culée pour chaque couple d’image en prenant en compte les 4 images précédentes ainsi que
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(c) Images 1 a 15 par pas de 2 de la séquence jump

(d) Images 1 a 13 par pas de 2 de la séquence side

(e) Images 20 a 38 par pas de 3 de la séquence bend

FIGURE 8.7 — Cinq premiers mouvements de la base de WEIZMANN

Acteurs | 2 3 4 5 6 7 8 9
Classes
Walk 12-35 | 10-33 | 6-31 1-24 | 6-32 | 832 | 6-31 1-23 | 7-30
Run 5-34 | 14-32 | 7-39 | 7-36 | 11-42 | 1-28 | 5-33 1-30 | 5-34
Jump 5-26 | 5-26 | 13-37 | 12-35 | 5-28 | 11-33 | 5-24 | 14-38 | 9-31
Side 1-25 | 4-27 1-25 | 13-38 | 6-32 | 6-30 | 13-38 | 12-36 | 13-38
Bend 1-68 1-67 | 12-59 | 4-55 | 17-68 | 5-60 | 4-62 1-56 5-54
Wavel 20-52 | 12-50 | 12-50 | 9-45 | 10-48 | 845 | 10-43 | 11-51 | 12-49
Wave?2 4-36 | 22-51 | 10-43 | 10-48 | 18-53 | 12-50 | 14-48 | 13-50 | 25-59
Pjump 13-35 | 10-34 | 18-41 | 6-33 8-29 | 11-33 | 19-44 | 11-38 | 13-39
Skip 7-27 | 7-27 | 11-33 | 11-35 | 9-30 | 3-25 | 9-32 | 6-28 | 11-33
Jack 28-62 | 26-50 | 25-51 | 22-54 | 10-42 | 13-50 | 12-47 | 14-47 | 12-44

TABLEAU 8.2 — Indice de début et de fin des actions pour chaque classe d’action et pour chaque
acteur ; ces indices sont sélectionnés manuellement.
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(b) Images 6 a 24 par pas de 3 de la sequencewave2

(c) Images 6 a 18 par pas de 2 de la séquence pjump

. (e)Images 2 2 20 par pas de 3 de la sequence Jack

FIGURE 8.8 — Cinq derniers mouvements de la base de WEIZMANN

les 5 images suivantes. Une image est créée a partir de 1’écart-type temporel des pixels de ces
11 images, puis binarisée en fonction d’un seuil. Nous fixons ce dernier a 25 niveaux de gris
pour des images dont la dynamique est comprise dans [0, 255]. Tous les pixels dont la valeur
est supérieure a ce seuil appartiennent a la zone d’intérét (zone ol le mouvement est non nul).
Cette étape est utilisée pour isoler les silhouettes. En effectuant cette étape avant 1’estimation
du mouvement, il est ainsi possible de gagner du temps de calcul lors de I’estimation du mou-
vement. Nous définissons alors une boite autour de la silhouette et le champ de déplacements
n’est calculé que dans cette zone. Cette méthode permet aussi d’isoler les parties du corps en
mouvement sans obtenir de zones parasites dues aux changements d’illumination par exemple.

L’empreinte polynomiale est calculée en projetant le champ de déplacements sur une base
polynomiale dense de degré donné. Le modele d’un mouvement est donc composé d’un vecteur
(tableau) d’empreintes de longueur variable (puisque tous les mouvements ne sont pas de méme
durée). Dans le cas ol nous utilisons une seule référence par mouvement type, I’ensemble d’ap-
prentissage est une liste de 10 vecteurs puisqu’il y a 10 mouvements types.
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FIGURE 8.9 — Illustration des étapes d’extraction d’une empreinte dans la séquence d’images
d’un mouvement de référence
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A partir de maintenant une vidéo est considérée comme une suite d’empreintes extraites
avec cet algorithme. Dans la suite, nous utilisons donc I’expression “Extraire I’empreinte” pour
faire référence aux étapes 1,2 et 3 de I’algorithme précédent.

Une vidéo de la base est ensuite soumise a notre algorithme qui fonctionne comme suit.
Nous cherchons a classifier k classes de mouvements. Notre algorithme nécessite alors k vari-
ables initialisées a (.

Pour chaque couple d’images de la vidéo, I’empreinte est extraite puis pour chacun des vecteurs
de I’ensemble d’apprentissage, nous devons :

— trouver I’empreinte qui maximise la similarité avec Fyeq ;

— ajouter a la variable qui correspond a ce vecteur la mesure de similarité maximale qui

a été trouvée ; dans le cas ou nous avons plusieurs références pour un méme mouvement
type, c’est le meilleur score de similarité entre ces références qui est retenu.

A la fin de la vidéo, la variable qui est la plus élevée permettra de trouver le mouvement
type le plus ressemblant a la vidéo analysée. Cet algorithme est illustré sur la figure FI1G 8.10.

Vidéo a analyser Ey...E.... E,

Variable
classe 1

Variable
classe 2

Variable
classe 3

Références 1

Références 2

Classe 1 Classe 2 Classe 3

FIGURE 8.10 — Illustration de notre algorithme de classification de vidéo ; pour cet exemple, la
classification est effectuée parmi 3 classes avec 2 mouvements de références par classe

8.5.3 Présentation de I’algorithme hiérarchique de classification

Nous avons vu au chapitre 4, différentes méthodes de subdivisions permettant d’obtenir une
approximation de qualité tout en utilisant de bases de degré faible. Nous utilisons ici ce principe
pour représenter une empreinte. Pour cela, nous utilisons le quadtree sur un seul niveau de dé-
composition. L’ensemble de I’algorithme reste identique, a I’exception de 1’étape de projection.
Le champ de déplacements est toujours projeté sur la base de polyndmes afin d’obtenir une
empreinte, mais celle-ci ne constitue pas a elle seule le modele d’un champ donné. Nous con-
caténons cette empreinte avec les quatres empreintes obtenues au premier niveau de décomposi-
tion par quadtree. La figure FIG 8.11 illustre cette nouvelle étape. Dans la section suivante, nous
présentons les résultats obtenus avec 1’algorithme global puis ceux obtenus avec ce dernier.
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FIGURE 8.11 — Illustration de la création d’une empreinte avec 1’algorithme hiérarchique

8.5.4 Résultats de classification sur la base de WEIZMANN

Nous présentons les résultats sous la forme de matrices de confusions. La premiere colonne
de la matrice indique, sur chaque ligne, une classe donnée. Ensuite, chaque colonne permet
d’identifier comment les représentants de cette classe sont classifiés. Ici, nous présentons les ré-
sultats en pourcentage. Dans le cas d’une classification parfaite, toutes les cases de la diagonale
sont a 100% et les autres sont nulles.

Cette section “résultats” est organisée comme suit. Dans un premier temps, nous présentons
les résultats de 1’algorithme global et de 1’algorithme hiérarchique dans le cas ol nous utilisons
une puis deux références par mouvement type. Dans chaque cas, nous réalisons plusieurs clas-
sifications de la base de WEIZMANN en faisant aussi varier le degré de la base de polyndmes
utilisée. L’ objectif et de démontrer que notre algorithme obtient des résultats acceptables méme
avec un nombre réduit de références. Les matrices de confusions présenteront donc la moyenne
des résultats obtenus pour toutes les combinaisons de références (d’acteurs) utilisées pour la
création de I’ensemble d’apprentissage. Par exemple, le tableau TAB 8.3 représente la matrice
de confusion moyenne obtenue pour toutes les combinaisons de 1’ensemble d’apprentissage
avec une seule référence par mouvement type, c’est-a-dire la moyenne de 9 matrices de confu-
sion. Le tableau TAB 8.6 représente la matrice de confusion moyenne obtenue pour toutes les
combinaisons de I’ensemble d’apprentissage avec deux références par mouvement type (acteur
1 et acteur 2, acteur 1 et acteur 3, etc) soit la moyenne de 45 matrices de confusion.

Ensuite, dans le but de nous comparer aux travaux de la littérature, nous présentons nos
résultats en excluant de I’ensemble d’apprentissage uniquement les vidéos ayant le méme acteur
que celle que I’on cherche a classifier. Cette stratégie, aussi utilisée dans [Tran 08], est appelée
en anglais “Leave One Actor Out” (LOAO). D’autres auteurs utilisent toutes les vidéos de la
base comme ensemble d’apprentissage a 1’exception de la vidéo analysée, cette stratégie est
appelée en anglais “Leave One Out” (LOO).
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8.5.5 Résultats avec I’algorithme global
8.5.5.1 Une seule référence par mouvement type

Le tableau TAB 8.3 présente la matrice de confusion dans le cas d’une base de degré 1.
Le taux de reconnaissance global de la base est de 73.84% et 5 classes obtiennent un taux de
reconnaissance supérieur a de 80%. Il est a noter que dans ce cas, chaque empreinte résume un
champ de déplacements avec 6 coefficients. Il semble donc normal de ne pas réussir a obtenir
de meilleurs taux de reconnaissance pour 1’ensemble des classes avec un modele polynomial
aussi simple.

\\Y R J S B W W P S J

T | v | o | 1| | T | 3 | 7| k| a

S A O

S I i i O S - 2 B - e

Walk | 42.22 | 33.33 10 0 0 0 0 0 14.44 0

Run 5.55 | 85.55 0 0 0 0 0 0 8.89 0

Jump | O | 494 | 8148 0 | 0 0 0 0 |1358| 0

Side 0 0 0 100 0 0 0 0 0 0

Bend 0 0 0 0 | 6543 | 34.57 0 0 0 0

Wavel 0 0 0 0 8.64 | 91.36 0 0 0 0
Wave?2 0 0 0 0 0 0 98.76 0 0 1.23
Pjump 0 0 0 0 0 0 12.34 | 28.39 0 59.26

Skip | 1.11 | 27.78 [2222] 0 | O 0 0 0 |4889] 0
Jack 0 0 0 0 0 0 1.23 2.47 0 96.29

TABLEAU 8.3 — Tableau des résultats de classification de la base de vidéos de WEIZMANN

avec notre algorithme avec une base de degré 1 et une seule référence par mouvement type (6
coefficients, 73.84%).

Nous notons que les confusions ne semblent pas complétement aléatoires. Par exemple, les
mouvements walk, run et skip sont confondus les uns avec les autres. Ces mouvements sont
relativements proches pour I’homme et ces résultats sont donc compréhensibles étant donné la
simplicité du modele. C’est aussi le cas pour la confusion entre le mouvement jump et le mou-
vement skip, sauter a cloche pied ou sauter a pieds joints sont deux mouvements relativement
proches. Pour le cas de la confusion entre les mouvements wavel et bend, la confusion sem-
ble moins compréhensible du point de vue de la perception humaine de ces mouvements. Ici
la raison est principalement liée a 1’algorithme utilisé pour extraire la zone d’intérét. En effet,
dans le cas du mouvement wavel, seul le bras est en mouvement. C’est donc la seule partie du
corps a I’intérieur de la boite englobante avant I’estimation du mouvement. Le mouvement du
bras de I’action wavel est tres proche du mouvement global du corps pour 1’action bend. Les
résultats de notre algorithme d’extraction de la zone d’intérét, spécifiquement dans le cas de ces
deux actions est présenté sur la figure FIG 8.12. Nous y associons les exemples de champs de
déplacements ainsi que leur modélisation avec une base de degré 1. Cela permet de comprendre
cette confusion. La confusion entre le mouvement wave2 et le mouvement jack est liée au fait
que le mouvement jack est composé du mouvement wave2 est d’un mouvement proche du mou-
vement pjump. Cette explication est valable aussi pour la confusion entre le mouvement pjump
et le mouvement jack. En augmentant le degré de la base ce probleme devrait disparaitre.
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FIGURE 8.12 — Illustration de I’impact de 1’extraction de la zone d’intérét sur la classification
des actions bend et wavel ; (a) Images 28 et 29 de la séquence daria bend - le rectangle rouge
représente la zone d’intérét ; (b) Zone d’intérét extraite pour la série de 11 images centrées sur
I’image 28 ; (c) Champ de déplacements estimé entre les images 28 et 29 (a) ; (d) Modélisation
de (c) par projection sur une base de polyndomes de degré 1; (e) Images 33 et 34 de la séquence
daria wave - le rectangle rouge représente la zone d’intérét ; (f) Zone d’intérét extraite pour la
série de 11 images centrées sur ’image 33 ; (g) Champ de déplacements estimé entre les images
33 et 34 (e) ; (h) Modélisation de (g) par projection sur une base de polyndmes de degré 1 ;
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Nous reproduisons la méme expérience avec des bases de degré 3, 5, 8 et 12. Les matrices
de confusions associées au degré 5 et 12 sont présentées respectivement sur les tableaux TAB
8.4 et TAB 8.5. Nous indiquons, dans la 1égende de chaque tableau, le nombre de coefficients
par empreinte ainsi que le score global de classification. Dans le cas d’une base de degré 12,
seule la classe correspondant au mouvement skip obtient un score inférieur a 85%. On peut
remarquer que dans la version initiale de la base de WEIZMANN [Blank 05], ce mouvement
n’existe pas. Nous aurions donc un taux de reconnaissance supérieur. Nous précisons aussi que
pour un ensemble d’apprentissage constitué de I’acteur 1 ou de I’acteur 2, seule la classe skip
n’est pas reconnue a 100%.

\% R J S B w \\ P S J

a | u | o [T | e | a | a | | k| a

SRR

S R R R B S - 2 O - I

Walk | 100 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Run 0 |97.78 0 0 0 0 0 0 2.22 0

Jump 0 1.23 [ 8272 0 0 0 0 0 16.05 0

Side 0 0 0 100 0 0 0 0 0 0

Bend 0 0 0 0 | 83.95 ] 16.05 0 0 0 0

Wavel 0 0 0 0 6.17 | 93.83 0 0 0 0
Wave2 | O 0 0 0 0 0 97.53 0 0 2.47
Pjump | 0O 0 0 0 0 0 0 97.53 0 2.47

Skip 0 30 22221 0 0 0 0 0 4778 0
Jack 0 0 0 0 0 0 0 0 0 100

TABLEAU 8.4 — Tableau des résultats de classification de la base de vidéos de WEIZMANN
avec notre algorithme avec une base de degré 5 et une seule référence par mouvement type (42
coefficients, 90.12%).

La figure FIG 8.13 synthétise les résultats obtenus avec les degré 1 a 12 en représentant
I’évolution du taux de reconnaissance en fonction du nombre de coefficients par empreinte.
Nous constatons que I’augmentation du degré permet d’améliorer les résultats.

8.5.5.2 Deux références par mouvement type

Afin d’améliorer les résultats, nous proposons d’utiliser deux références par mouvement
type. Nous constatons sur le tableau TAB 8.6 qu’avec deux références et pour une base de
degré 1, il y a 6 classes reconnues a plus 90% contre 4 dans le cas ou il n’y a qu’une référence.
Les résultats de reconnaissance globaux sont eux aussi supérieurs avec 79.8% avec 2 références
contre 73.84% avec une seule référence. Les explications fournies dans la partie précédente
pour I’analyse de la matrice de confusion d’une base de degré 1 avec une seule référence sont
aussi valables ici.

Le tableau TAB 8.7 présente la matrice de confusion avec une base de degré 8 et 2 références
par mouvement type. La base est reconnue a 95.76% et 9 classes sont reconnues avec un taux
supérieur a 90%. Notons que lorsque 1’ensemble d’apprentissage est composé du couple acteur
1 et acteur 2, la base est reconnue avec un score de 100%. De plus, dans 16 autres combinaisons
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\W% R J S B \\% \W% P S J

a | w | w | 1| € | &a | T || k|2

S R T T T A I I N S I

il I I R I I 0 O O I 0 D

Walk | 100 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Run | 0 (9444 0 | 0| 0 | 0 | 0 | 0 550

Jump | 0 | 0 |8765| 0 | 0 | 0 | 0 | 0 |1234] 0

Side 0 0 0 100 0 0 0 0 0 0

Bend 0 0 0 0 | 86.42 | 13.58 0 0 0 0

Wavel 0 0 0 0 494 | 95.06 0 0 0 0

Wave2 0 0 0 0 0 1.23 | 9876 | O 0 0

Pump | 0 | 0 | 0 | 0| 0 | 0 | 0 |100] 0 |0

Skip | 333 | 1667|1889 0 | 0 | 0 | 0 | 0 |6L1L| 0
Jack 0 0 0 0 0 0 0 0 0 100

TABLEAU 8.5 — Tableau des résultats de classification de la base de vidéos de WEIZMANN avec
notre algorithme avec une base de degré 12 et une seule référence par mouvement type (182
coefficients, 92.34%).
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FIGURE 8.13 — Evolution du taux de reconnaissance de I’algorithme global en fonction du
nombre de coefficients par empreinte avec une seule référence par mouvement type

d’acteurs, seule la classe skip n’est pas reconnue a 100%. Comme dans le cas ol nous n’u-
tilisons qu’une seule référence, les classes qui posent probleme lors de la classification sont
principalement la classe skip et dans une moindre mesure la classe bend.

Nous synthétisons les résultats obtenus avec les degrés 1 a 12 sur la figure FIG 8.14, ou
nous représentons 1I’évolution du taux de reconnaissance en fonction du nombre de coefficients
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\ R J S B \ \\ P S J

a T u T € a a T k a

SN TN O B I O A S

S A I M A O S - T I 0 i A

Walk | 49.17 | 29.72 | 3.89 | O 0 0 0 0 17.22 0

Run | 2.22 | 94.44 0 0 0 0 0 0 3.33 0

Jump 0 1.23 19290 | 0O 0 0 0 0 5.86 0

Side 0 0 0 100 0 0 0 0 0 0

Bend 0 0 0 0 | 76.54 | 23.46 0 0 0 0

Wavel 0 0 0 0 | 3.39 | 96.60 0 0 0 0
ave2 0 0 0 0 0 0 99.38 0 0 0.62
Pjump 0 0 0 0 0 0 12.65 | 31.48 0 55.86

Skip | 0.28 | 26.39 | 1583 | 0 0 0 0 0 57.5 0
Jack 0 0 0 0 0 0 0 0 100

TABLEAU 8.6 — Tableau des résultats de classification de la base de vidéos de WEIZMANN

avec notre algorithme avec une base de degré 1 et deux références par mouvement type (6
coefficients, 79.8%).

W R J S B W | W P S J

a L u T €T a | a T k a

SR NERE AR AE R

S B I L B - e

Walk | 99.72 0 0 0 0 0 0 0 0.28 0

Run 0 99.17 0 0 0 0 0 0 0.83 0

Jump 0 0 9383 | 0 0 0 0 0 6.17 0

Side 0 0 0 100 0 0 0 0 0 0

Bend 0 0 0 0 19321679 | 0O 0 0 0

Wavel 0 0 0 0 0 100 | O 0 0 0

Wave2 0 0 0 0 0 0 100 | O 0 0

Pjump 0 0 0 0 0 0 0 | 100 0 0

Skip 1.67 10 16.67 | 0O 0 0 0 0 7167 O
Jack 0 0 0 0 0 0 0 0 0 100

TABLEAU 8.7 — Tableau des résultats de classification de la base de vidéos de WEIZMANN

avec notre algorithme avec une base de degré 8 et deux références par mouvement type (90
coefficients, 95.76%).

par empreinte. Nous constatons, comme dans le cas ou nous n’utilisons qu’une référence, que
I’augmentation du degré permet d’améliorer les résultats de reconnaissance.

8.5.6 Résultats avec I’algorithme hiérarchique

Nous avons constaté que 1’augmentation du degré de la base de polyndme permet
d’améliorer les résultats de classification. Cependant, nous avons étudié au chapitre 4 différentes
méthodes permettant d’obtenir une approximation de qualité sans augmenter le degré de la base.
Pour cela, nous utilisons une modélisation plus locale. L.’algorithme hiérarchique que nous util-



8.5. Application a la classification d’une base de vidéos 195
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FIGURE 8.14 — Evolution du taux de reconnaissance de 1’algorithme global en fonction du
nombre de coefficients par empreinte avec deux références par mouvement type

isons ici exploite ce principe. Lors de la modélisation avec une base de degré 1, chaque em-
preinte est modélisée a partir de 6 x 5 = 30 coefficients. Comme dans le cas précédent, nous
étudions la classification de la base avec une ou deux références.

8.5.6.1 Une référence par mouvement type

Dans un premier temps, nous présentons, dans le tableau TAB 8.8, la matrice de confusion
obtenue avec une base de degré 1. Nous constatons que les résultats sont comparables a ceux
obtenus avec I’algorithme global, pour un nombre de coefficients correspondants (cf. figure FIG
8.13). Le taux de classification global est de 89.25% et 7 classes sont reconnues avec un taux
de reconnaissance supérieur a 90%. Comme cela était prévisible, les confusions concernent les
mémes classes qu’avec 1’algorithme précédent.

Nous présentons sur le tableau TAB 8.9, la matrice de confusion dans le cas d’une base
de degré 3, ce qui représente 100 coefficients par empreinte. Le taux de reconnaissance est de
91.96% et comme dans le cas d’une base de degré 1 avec 1’algorithme hiérarchique, 7 classes
sont reconnues avec un taux de reconnaissance supérieur a 90%. Nous constatons que 1’aug-
mentation du degré de la base a un effet moins important sur 1’augmentation du taux de re-
connaissance que dans le cas de 1’algorithme global. Sur la figure FIG 8.15, nous présentons
I’évolution du taux de reconnaissance en fonction du nombre de coefficients par empreinte avec
I’algorithme hiérarchique et une seule référence par mouvement type. Nous constatons que le
taux de reconnaissance cesse d’augmenter au dela du degré 3, ce qui correspond a 100 coeffi-
cients par empreintes. Ici le taux de reconnaissance maximum est de 91.96% ce qui légérement
supérieur au taux obtenu avec 90 coefficients pour I’algorithme global avec une seule référence
(91.06%) et tres légerement inférieur a celui obtenu avec 182 coefficients pour 1’algorithme
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\\% R J S B \\% \\% P S J

a | w | w | 1| e | & =T | | | kK |2

S AL I A A - O A I

S I I Nt At N S - 20 O 0 A M

Walk | 97.78 | 1.11 0 0 0 0 0 0 1.11 0

Run | 0 |9778 111 0| 0 | 0 [ 0] 0 |Lil| 0

Jump 0 247 | 8148 | 0O 0 1.23 0 0 14.81 0

Side 0 0 0 100 0 0 0 0 0 0

Bend 0 0 0 0O | 8148 | 1852 | O 0 0 0

Wavel 0 0 0 0 741 (9259 0 0 0 0

Wave?2 0 0 0 0 0 0 100 0 0 0
Pump | 0 | 0 | 0 | 0| 0 | 0 | 0 |9136| 0 |8.64

Skip | O | 30 | 20 [0 0 | 0 | 0| 0 | 50 | 0
Jack 0 0 0 0 0 0 0 0 0 100

TABLEAU 8.8 — Tableau des résultats de classification de la base de vidéos de WEIZMANN avec

notre algorithme hiérarchique, une base de degré 1 et une seule référence par mouvement type
(30 coefficients, 89.25%).

W R J S B W \W% P S J

a | o | o | 1| e | a |&a| | k|a

S T I S A T A R - A

i S S - R O

Walk | 100 | 0 0 0] 0 0 10 0 0 | 0

Run | O (9889 L1l | 0 | O 0 0] 0 0 | 0

Jump 0 0 87.65 | 0 0 0 0 0 12.34 0

Side 0 0 0 100 0 0 0 0 0 0

Bend 0 0 0 0 | 8395]1605| O 0 0 0

Wavel 0 0 0 0 741 19259 | O 0 0 0

Wave2 | 0 | 0 0 0] 0 0 |100] 0 0 | 0
Pjump | 0 | 0 0 | 0] 0 0 | 0 |9876| 0 |1.23

Skip 0 |21.11 | 21.11 0 0 0 0 0 57.78 0
Jack 0 0 0 0 0 0 0 0 0 100

TABLEAU 8.9 — Tableau des résultats de classification de la base de vidéos de WEIZMANN avec
notre algorithme hiérarchique, une base de degré 3 et une seule référence par mouvement type
(100 coefficients, 91, 96%).

global avec une seule référence (92.34%). On constate un pallier autour de 91% de reconnais-
sance pour les degrés 4, 5 et 8, puis le taux de reconaissance diminue treés rapidement pour une
base de degré 12. Il semblerait qu’en augmentant le degré, 1I’approximation soit relativement
précise, et réussisse a capter les différences entre les mouvements d’une méme classe. En effet,
certains auteurs travaillent sur la reconnaissance de la marche en tant qu’attribut biométrique
d’un individu [Cuzzolin 06], [Elgammal 04], [Wang 07a]. Cela met en évidence que si la mod-
élisation du mouvement est trop précise, elle prend en compte les caractéristiques personnelles
de chaque acteur dans I’éxécution de son mouvement et rend notre algorithme de classification
moins robuste.
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FIGURE 8.15 — Evolution du taux de reconnaissance en fonction du nombre de coefficients par
empreinte pour 1’algorithme hiérarchique avec une référence par mouvement type

8.5.6.2 Deux références par mouvement type

Le tableau TAB 8.10 présente les résultats avec une base de degré 1. Le taux de recon-
naissance est de 94.08% et 9 classes sont reconnues a plus de 90%, dont 3 a 100%. Pour 6
combinaisons d’acteurs, seule la classe skip n’est pas reconnue a 100%. Le tableau TAB 8.11
présente les résultats avec une base de degré 3. Le taux de reconnaissance est de 96.22% et 9
classes sont reconnues a plus de 90%, dont 5 a 100%. Dans le cas ou les références utilisées
sont les acteurs 1 et 2, les acteurs 2 et 7 ou les acteurs 4 et 7, la base est reconnue a 100%. Dans
13 autres cas, seule la classe skip n’est pas reconnue a 100%. Comme avec 1’algorithme global,
I’augmentation du nombre de références améliore les résultats. Sur la figure FIG 8.16, nous
présentons 1’évolution du taux de reconnaissance en fonction du nombre de coefficients par em-
preinte. Nous constatons que le taux de classification maximum est ici de 96.22 avec une base de
degré 3, ce qui correspond a 100 coefficients par empreinte. Comme avec une seule réference,
nous constatons un pallier au niveau des degrés 4 et 5, cependant, apres ce pallier, les résultats
se rapprochent de ceux obtenus avec la base de degré 3. Méme avec un nombre de références
relativement faible, nous constatons que notre algorithme obtient des résultats supérieurs a cer-
tains algorithmes de la littérature [Ali 10], [Weinland 08], [Zhang 08], [Kellokumpu 08a] qui
utilisent pourtant une stratégie “leave one out” ainsi que des classifieurs plus complexes que
celui que nous utilisons.

8.5.7 Comparaison avec la littérature

Cependant, afin de nous comparer aux méthodes de la bibliographie, nous nous plagons dans
le contexte “Leave One Actor Out”. Comme précédemment, nous présentons d’abord les résul-
tats de 1’algorithme global, puis ceux de I’algorithme hiérarchique. Ici, les matrices de confusion
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\\% R J S B \\% \\% P S J

a | v | o 1| e | a|@a| | k|a

S I A I I O R I I

- - S R O O - TR I e

Walk | 99.44 | 0.56 0 0 0 0 0 0 0 0

Run | 0 |9972| 0 | 0 | 0 0 | 0 0 |028] 0

Jump | 0 0 19043 0 | 0 |062] 0| 0 |895] 0

Side 0 0 0 100 0 0 0 0 0 0

Bend 0 0 0 0 |90.74 | 9.26 0 0 0 0

Wavel 0 0 0 0 062 (9938 | 0 0 0 0

Wave?2 0 0 0 0 0 0 100 0 0 0
Pjump | 0 0 0 | 0 |03 0 | 0 |9167] 0 |802

Skip | 0 |1722]1333] 0 | 0 0 | 0| 0 |6944] 0
Jack 0 0 0 0 0 0 0 0 0 100

TABLEAU 8.10 — Tableau des résultats de classification de la base de vidéos de WEIZMANN

avec notre algorithme hiérarchique, une base de degré 1 et deux références par mouvement type
(30 coefficients, 94.08%).

W | R J] [ S| B [W|W] P S J

a | T u | 1| e | a|a| 7 kK | a

S R I T S

_ - S sl B

Walk | 100 | 0 0 | 0] O 010 0 0 0

Run | O [9944] 0 | 0 | O 0 ] 0| 0 |05 0

Jump | 0 0 19506 0 | 0 0 ] 0| 0 |49 0

Side | 0 0 0 |100] O 010 0 0 0

Bend | O 0 0 | 0 |9197[802] 0 | 0 0 0

Wavel | 0 0 0 |0 0 [100] 0 0 0 0

Wave2 | 0 0 0 | 0| O 0 |100] 0 0 0
Pjump | O 0 0 | 0| O 0 | 0 |9876| 0 | 123

Skip | 0278 | 944 [ 1333]| 0 | O 0 10| 0 [7694] 0
Jack | O 0 0 | 0| O 010 0 0 | 100

TABLEAU 8.11 — Tableau des résultats de classification de la base de vidéos de WEIZMANN

avec notre algorithme hiérarchique, une base de degré 3 et deux références par mouvement type
(100 coefficients, 96.22%).

présentée ne sont plus des moyennes des différentes combinaisons d’ensemble d’apprentissage
mais bien le résultat de la classification de la base de WEIZMANN.

8.5.7.1 Résultats de I’algotithme global avec une procédure LOAO

Dans un premier temps, nous présentons sur le tableau TAB 8.12 la matrice de confusion
obtenue avec une base de degré 5 (42 coefficients). La base est classifiée avec un taux de recon-
naissance de 98.89% et seule la vidéo de I’acteur 7 effectuant le mouvement skip est confondue
avec une vidéo de la classe jump.
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FIGURE 8.16 — Evolution du taux de reconnaissance en fonction du nombre de coefficients par
empreinte pour 1’algorithme hiérarchique avec une référence par mouvement type

W R J S B W \% P S J

a|u | o | T |e|@a|7a| 1| k |a

SENE-NEAEARARAR NN

I A
Walk | 100 | O 0 0 0 0 0 0 0 0
Run 0 100 0 0 0 0 0 0 0 0
Jump 0 0 100 0 0 0 0 0 0 0
Side 0 0 0 100 O 0 0 0 0 0
Bend 0 0 0 0 100 | O 0 0 0 0
Wavel 0 0 0 0 0 100 | O 0 0 0
Wave2 | O 0 0 0 0 0 100 | O 0 0
Pjump 0 0 0 0 0 0 0 100 0 0
Skip 0 0 11.11 0 0 0 0 0 88.89 0
Jack 0 0 0 0 0 0 0 0 0 100

TABLEAU 8.12 — Tableau des résultats de classification de la base de vidéos de WEIZMANN
avec notre algorithme global, une base de degré 5 et la stratégie “Leave One Actor Out” (42
coefficients, 98.89%).

A partir d’une base de degré 11, la base est classifiée sans erreur. Nous présentons sur le
tableau TAB 8.13 la matrice de confusion obtenue avec une base de degré 11 (156 coefficients).
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TABLEAU 8.13 — Tableau des résultats de classification de la base de vidéos de WEIZMANN
avec notre algorithme global, une base de degré 11 et la stratégie “Leave One Actor Out” (156
coefficients, 100.00%).

8.5.7.2 Résulats de I’algorithme hiérarchique avec une procédure LOAO

Le tableau TAB 8.14 présente la matrice de confusion obtenue avec une base de degré 1
(30 coefficients). Le taux de reconnaissance est 97.78, les vidéos qui ne sont pas classifiées
correctement sont I’acteur 6 et I'acteur 7 effectuant le mouvement skip, elles sont toutes les
deux confondues avec la classe run. On peut remarquer que dans le cas de I’algorithme global
avec une base de degré 5, la confusion avait lieu avec la classe jump.

W R J S B W | W P S J
T o | o | Tl |la|a| | k |a
SRR RN NS
I R SR A
Walk | 100 | O 0 0 0 0 0 0 0 0
Run 0 100 0 0 0 0 0 0 0 0
Jump | 0 | 0 | 100 | 0 | 0 | O] 0] 0] 0 |0
Side 0 0 0 100 | O 0 0 0 0 0
Bend 0 0 0 0 100 | O 0 0 0 0
Wavel 0 0 0 0 0 100 | O 0 0 0
Wave2 | O 0 0 0 0 0 100 | O 0 0
Pjump | O 0 0 0 0 0 0 100 0 0
Skip | 0 | 0 |2222] 0 | 0 | 0 | O | O |77.78] 0
Jack 0 0 0 0 0 0 0 0 0 100

TABLEAU 8.14 — Tableau des résultats de classification de la base de vidéos de WEIZMANN

avec notre algorithme hiérarchique, une base de degré 1 et la stratégie “Leave One Actor Out”
(30 coefficients, 97.78%).

Dans le cas d’une base de degré 2, il n’y a plus qu’une erreur. Il s’agit toujours de 1’acteur
6 effectuant le mouvement skip qui est classifié comme un élément de la classe run. Avec une
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base de degré 3 (100 coefficients), toute la base est classifiée sans erreur. Nous présentons sur le
tableau TAB 8.15 la matrice de confusion obtenue avec une base de degré 3 pour 1’algorithme
de classification hiérarchique (100 coefficients). Nous constatons donc que 1’algorithme hiérar-

|t <

I=F=}"+!
ro Bl = —
F=R=T¢'os]
Fo =~
| AOl 8] e~

Walk
Run
Jump
Side
Bend
Wavel
Wave2
Pjump
Skip
Jack

[S—
=

—
=)

—_—

OOOOOOO%OO\

p—
]

—
]

—
=)

—_—
=

olo|lo|o|o|lo|o|lo|o|o|—audas=
o|lo|o|olo|o|o|o|o|o|na <=
olo|olo|olo oo ol ol-Be—u

—_
OOOOOO%OOO\\(‘D\Q&H\'M

OO O OO O
OO O OO O 1!
—
OOOOO%OOOO\
OO OO OO OO
QOO OO OO OO

—
=]

TABLEAU 8.15 — Tableau des résultats de classification de la base de vidéos de WEIZMANN
avec notre algorithme hiérarchique, une base de degré 3 et la stratégie “Leave One Actor Out”
(100 coefficients, 100.00%).

chique permet de classifier la base de WEIZMANN avec moins de coefficients que I’algorithme
global.

8.5.7.3 Synthese

Nous avons donc réussi a classifier sans erreur une base de vidéos de la littérature. Nous
donnons dans le tableau TAB 8.16 quelques résultats de la littérature afin de mieux situer nos
résultats. Nous rappelons que nous n’utilisons que notre descripteur de mouvement pour ef-
fectuer la classification. Nous pouvons donc en conclure que notre descripteur est adapté a la
reconnaissance de mouvements humains.

Cependant, nous avons classifié chaque vidéo dans son intégralité. Il serait néanmoins in-
téressant de classifier la vidéo par partie, afin de pouvoir classifier des vidéos composées de
plusieurs mouvements différents. Cette stratégie est utilisée dans [Blank 05] pour des groupes
de 10 images par pas de 5 images et dans [Gorelick 07] pour des groupes de 8 images par pas de
4 images. De plus, si la base de WEIZMANN est tres intéressante pour valider notre méthode, il
serait intéressant de se confronter a une base plus complexe telle que la base KTH [Schuldt 04]
par exemple.

8.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une utilisation des bases de polyndmes bivariables
dans le cadre de I’analyse de mouvements humains. Pour cela, nous nous sommes placés dans
le contexte de la vision par ordinateur. Dans un premier temps, nous avons présenté une mesure
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Méthode Résultats descripteur(s) classifieur ensemble
(%) d’apprentissage
méthode 100 Base polynomiale somme des leave one
hiérarchique degré 3 (100 coefficients) similarités actor out
méthode 97.78 Base polynomiale somme des leave one
hiérarchique degré 1 (30 coefficients) similarités actor out
méthode 100 Base polynomiale somme des leave one
globale degré 11 (156 coefficients) | similarités actor out
méthode 98.89 Base polynomiale somme des leave one
globale degré 5 (42 coefficients) similarités actor out
[Fathi 08] 100.0 descripteur [Efros 03] AdaBoost leave one out
+ 5°™M® composante
sur volume spatio-temporel
centré sur des silhouette
[Tran 08] 100.0 flot optique (U4, V) 1PPV + leave one
+ silhouette +ACP apprentissage actor out
+ Histogrammes locaux de métrique
[Ali 10] 95.75 composantes cinématiques MIL leave one out
+ ACP
[Weinland 08] 93,33 silhouette ou Wrapper leave one out
contours [John 94]
[Zhang 08] 92.89 “Motion context” SVM leave one out
[Kellokumpu 08a] 95.6 LBP-TOP HMM leave one out
(sur les images)
[Kellokumpu 08b] 97.8 LBP HMM leave one out
(sur MHI et MEI)
[Jhuang 07] 98.8 Modélisation du SVM % de la base
systeme visuel humain
[Wang 07b] 97.78 AME et MMS kPPV leave one out
[Blank 05] 100 volume spatio-temporel 1PPV leave one out
et (équations de Poisson) (distance
[Gorelick 07] euclidienne)

TABLEAU 8.16 — Résultats de classification de la base de WEIZMANN de la littérature

de similarité s’appuyant directement sur notre modele polynomial. Cette mesure permet d’é-
valuer la similarité entre deux champs de déplacements. En définissant une action humaine
comme une succession de mouvements élémentaires, nous avons proposé deux applications.
La premiere consiste a détecter et reconnaitre un mouvement dans une vidéo dans un contexte
de commande de jeu vidéo par exemple. Nous avons obtenu des résultats intéressants avec une
complexité algorithmique satisfaisante pour envisager une mise en oeuvre en temps réel de cette
application. Par ailleurs, afin de valider ces résultats, nous avons confronté notre descripteur de
mouvement a une base de tests de la littérature. Ainsi nous avons proposé une deuxieme ap-
plication, qui concerne cette fois ci la classification de vidéos de mouvements humains. Sur la
base choisie, nous avons obtenu 100% de classification correcte, placant ainsi notre méthode a
la hauteur des meilleures de la littérature.
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Cependant, il serait intéressant de pousser plus loin I’étude de ce descripteur. D’abord en
se confrontant a une base plus complexe que la base de WEIZMANN, et enfin en appliquant
notre descripteur de mouvement a d’autres types de mouvements non nécessairement humains.
Il est important de noter que les bases polynomiales peuvent €tre étendues aux dimensions
supérieures, il serait alors possible de modéliser des blocs spatio-temporels. De plus, il est
possible d’utiliser notre descripteur conjointement a d’autres descripteurs au sein d’un systeéme
de classification plus ellaboré de type SVM.
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CHAPITRE 9

CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Conclusion

Dans ce manuscrit, nous avons étudié la modélisation du mouvement. Le mouvement est
estimé a partir d’une séquence d’images et présenté sous la forme de champs de déplacements.
Nous avons introduit les principaux algorithmes d’estimation du mouvement ainsi qu’un grand
nombre d’applications utilisant cette information dynamique. Forts du constat que toutes ces
méthodes nécessitent une étape de modélisation du mouvement, nous avons présenté les prin-
cipales méthodes de modélisation utilisées en traitement du signal et des images. Nous avons
fait le choix d’utiliser un modele polynomial puisque ceux-ci sont tres bien adaptés a 1’analyse
du mouvement, notamment les mouvements polynomiaux de degré 1 qui permettent de décrire
de nombreux phénomenes. De plus, ils sont tres simples a analyser, les mouvements de caméra,
par exemple, peuvent étre tres facilement analysés a partir d’une modélisation polynomiale de
degré 1. L’originalité de notre approche consiste a utiliser un modele polynomial estimé par
projection sur une base de polyndomes orthogonaux bivariables.

Cette méthode a été présentée par MARTIN DRUON [Druon 09]. 1l utilise les bases de
polyndmes bivariables pour analyser des champs de déplacements issus de la mécanique ex-
périmentale des fluides. Cet outil s’appuie sur un formalisme mathématique établi que nous
avons présenté en expliquant, entre autres, I’importance de 1’orthogonalité. En effet, cette pro-
priété des polyndomes nous permet de nous affranchir de I’estimation au sens des moindres
carrés et d’obtenir les coefficients polynomiaux par projection d’'un champ de déplacements sur
la base de polyndmes. Nous avons présenté quelques exemples d’analyse a partir de la mod-
élisation globale d’un champ de déplacements avec des bases de différents degrés. Nous avons
constaté, avec ce type de modélisation, qu’il peut €tre nécessaire d’utiliser des bases de degrés
relativement élevés pour modéliser certains phénomenes. Cette augmentation implique une dif-
ficulté supplémentaire dans I’analyse des coefficients polynomiaux qui est pourtant tres simple
en degré 1. Pour surmonter cela et s’adapter a de nombreuses applications, nous avons montré
qu’il est possible d’obtenir une subdivision irréguliere permettant une modélisation tres effi-
cace a partir de stratégies de subdivisions classiques telles que le quadtree ou le kd-tree. Ces
méthodes permettent de garantir une qualité de reconstruction d’un champ de déplacements
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complexe avec des bases de polynomes de degré faible tout en obtenant un taux de compression
relativement élevé. Cependant, méme avec des bases de degrés élevés ou avec ces techniques
de subdivisions, nous avons constaté que les champs épars sont difficilement modélisables par
base de polyndmes bivariables. Nous avons proposé une nouvelle méthode de génération des
bases polynomiales “éparses” prenant en compte le domaine spatial lors de la modélisation, afin
de permettre la modélisation des champs épars. Il est alors possible de modéliser les champs
épars avec une grande qualité d’approximation et cela nous offre la possibilité d’obtenir une
interpolation des vecteurs nuls en transformant les coefficients de la base éparse dans la base
canonique. De plus, nous pouvons aussi utiliser toutes les méthodes de subdivisions étudiées au
chapitre précédent sur ce type de champs. Enfin, nous nous sommes intéressés a la modélisa-
tion a erreur nulle a partir des bases de polyndmes orthogonaux. Nous avons d’abord montré la
correspondance entre le polyndme d’interpolation de Lagrange et les bases polynomiales dites
“A-complétes”. A partir de ce résultat, nous avons comparé les bases polynomiales A-complétes
avec la décomposition en valeurs singulieres et avec la transformée en cosinus dicrets. Enfin,
nous avons utilisé€ les bases A-completes pour réaliser une approximation multi-résolutions des
champs de déplacements.

Finalement, nous avons présenté deux applications des bases de polyndmes orthogonales
relatives a deux domaines de recherche différents. La premiere application concerne la détection
de points singuliers dans les champs de déplacements. Ces points qui représentent, par exemple,
les centres des tourbillons sont tres importants pour 1’analyse des écoulements en mécanique
expérimentale des fluides. Nous avons ensuite proposé trois schémas multi-résolutions s’ap-
puyant sur notre modele polynomial. L'un de ces algorithmes utilise la décomposition multi-
résolutions obtenue a partir des bases A-completes. Nous avons montré que notre estimateur de
mouvement affine est plus efficace et plus robuste au bruit Gaussien que celui utilisé par RAO et
JAIN [Rao 92a]. Nous avons aussi comparé nos résultats a ceux de la bibliographie avec succes.

La deuxieme application concerne le domaine de I’analyse du mouvement humain a partir
de notre modele polynomial. Nous appelons ce descripteur empreinte polynomiale. Nous avons
introduit une mesure de similarité des champs de déplacements s’appuyant sur la norme ma-
tricielle du tenseur défini a partir de deux empreintes. Cette mesure nous a permis de présenter
deux algorithmes d’analyse du mouvement humain. Le premier algorithme permet de détecter
et de reconnaitre le mouvement humain dans une vidéo a partir d’une référence unique. Ce
descripteur est appliqué a la reconnaissance de cinq mouvements de boxe effectués par un util-
isateur positionné devant une caméra basse résolution de type webcam. Nous avons obtenu
des résultats encourageants. Cependant, afin de comparer notre descripteur a ceux de la bibli-
ographie, nous avons proposé un algorithme de classification de mouvement tres simple et nous
I’avons appliqué sur les données d’une base de mouvements humains tres utilisée dans la littéra-
ture. Nous obtenons des résultats comparables aux méthodes les plus efficaces tout en étant plus
simple a mettre en ceuvre. En effet, notre méthode ne repose pas sur un classifieur tel que les
modeles de Markov caché, les séparateurs vastes marges ou les méthodes de type AdaBoost...
Dans cette partie, nous avons donc appliqué notre modele polynomial a deux applications ap-
partenant chacune a un domaine de recherche différent. Dans les deux cas, nos résultats sont
comparables a ceux de la littérature. Les avantages de notre modele sont sa simplicité de mise
en ceuvre tant au niveau de la programmation informatique de la méthode que de la rapidité
d’exécution lors de I'utilisation.
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Perspectives

De nombreuses pistes restent a explorer. Tout d’abord, nous proposons quelques perspec-
tives théoriques a ces travaux.

Dans ce manuscrit, nous avons utilisé des bases de polynomes en dimension 2. Celles-ci sont
évidemment généralisables en toutes dimensions. Il serait intérressant d’étudier 1’apport des
bases de polyndmes de dimensions supérieures dans différents contextes. Nous avons, par ex-
emple, utilisé une approche par portrait de phase sur des champs de déplacements en dimension
2 or, il est possible d’utiliser cette approche sur des champs en dimension 3 [Denis-Brossard 00].
Dans un autre contexte, les bases polynomiales spatio-temporelles pourraient apporter une in-
formation importante pour la modélisation du mouvement humain avec une empreinte de mou-
vement qui prendrait en compte 1’ordre temporel de 1’éxecution d’un mouvement. Dans ce
manuscrit, les bases A-completes n’ont été utilisées dans un contexte applicatif que pour I’'un de
nos algorithmes multi-résolutions de détection de singularités. Ces bases semblent offrir beau-
coup d’autres possibilités en raison de la nature polynomiale des fonctions d’approximations.
Quelques résultats préliminaires nous laissent a penser que 1’utilisation de bases de polyndmes
orthogonales A-completes en dimension 3 (spatio-temporelle) permettrait d’obtenir une méth-
ode d’estimation des champs de déplacements avec une approche par tenseur de structure rel-
ativement efficace. En effet, a partir d’'un modele polynomial, le calcul de dérivées spatio-
temporelles est trivial. De méme, 1’ utilisation de bases A-completes en dimension 3 permettrait
d’obtenir une analyse multi-résolutions spatio-temporelle.

Du point de vue applicatif, plusieurs méthodes de subdivision étudiées n’ont pas été ex-
ploitées dans le cadre d’une application précise pour en valider I'utilité. C’est le cas, par ex-
emple, du diagramme de Voronoi. Ce pavage de I’espace, dual a la triangulation de Delau-
nay, semble adapté a un certain nombre de travaux qui nécessitent la résolution d’équations
différentielles aux dérivés partielles. C’est le cas par exemple de la simulation d’écoulement,
qui a fréquemment recours a la triangulation de Delaunay pour la résolution d’équations dif-
férenteilles aux dérivées partielles. Le formalisme mathématique des bases de polynomes étant
tres adapté aux calculs de dérivées, pourrait alors offrir de nouvelles possibilités. De plus, ces
méthodes reposent souvent sur des méthodes d’interpolations. Nous avons montré que notre
modele polynomial permet de réaliser des interpolations en calculant le passage des coefficients
obtenus dans une base de polyndmes éparses vers la base canonique.

Dans le cas de I’analyse de mouvements humains, nous avons volontairement proposé un
algorithme simple afin de mettre en évidence la robustesse de notre descripteur de mouvement.
La base de vidéos de WEIZMANN a été classifiée avec succes mais cette base est I’une des plus
simples de la littérature, puisque les fonds sont toujours les mémes, qu’il y a pas de mouvement
de caméra parasite et que malgré la faible définition spatiale, la qualité des images est tres
acceptable. Il serait donc intéressant d’inclure le descripteur de mouvement dans un schéma
de classification plus complet avec un classifieur évolué afin de le tester sur des vidéos plus
complexes.

De plus, un grand nombre des domaines d’applications mentionnés au chapitre 2 n’ont pas
été étudiés ici. Notre modele polynomial pourrait étre applicable a un grand nombre d’entre eux.
Nous prenons comme exemple la segmentation au sens du mouvement. En effet, il est envisage-
able de facon assez rapide de proposer un algorithme de segmentation au sens du mouvement
reposant sur une méthode de type division-fusion a partir du résultat obtenu avec un quadtree.
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De maniere générale, notre modele s’appuie sur des fondements mathématiques solides,
indépendants de toute application physique. Il est alors possible d’envisager d’appliquer ce
modele a beaucoup d’autres domaines relatifs a I’analyse des champs de déplacements.



ANNEXE A

SQUENCE CYLINDRE-CARRE

Sur la figure FIG A.1, nous présentons deux champs de la séquence Cylindre-Carré. Nous
présentons sur la figure FIG A.1(a) le champ 100 de cette séquence et sur la figure FIG A.1(b) le
champ 131 de cette séquence. Ce champ est issu d’une séquence présentée dans les travaux de
DAVID et AL. [David 06] ainsi que dans les travaux de KUTURLUS et AL. [Kurtulus 07]. Cette
séquence a aussi été utilisée dans les travaux de MARTIN DRUON [Druon 09]. Cette séquence a
été fourni par le département Fluides, Thermique et Combustion de I’Institut P’. Elle représente
I’évolution de lachers tourbillonnaires alternés dans le sillage d’un cylindre carré. L’ acquisition
est effectuée au sein de la soufflerie Sessiat de 1’Institut P” qui fonctionne en boucle fermée (cf.
FIG A.3). Sa plage de vitesse est comprise entre 1.5 m/s et 30 m/s. Un cylindre carré de 30 mm
de coté est placé dans la veine d’essai (cf. FIG A.3). Le fluide utilisé est de 1’air dont la vitesse
en amont du cylindre est de 2.37 m/s. Le nombre de Reynolds, calculé a partir du diametre
du cylindre est de Re = 4900. Pour un tel nombre de Reynolds, I’écoulement est dans un
régime turbulent fortement instationnaire. Nous étudions cet écoulement pendant un intervalle
de temps représentant 10 périodes d’échappements tourbillonnaires. Durant cet intervalle, la
séquence peut alors étre considérée comme de cycle limite.

L’acquisition est effectuée avec une caméra CMOS Photron-Fastcam dont la fréquence d’ac-
quisition est de 2000 Hz pour une résolution de 1024 x 1024 pixels avec une sensibilité de 8
bits en niveau de gris. L’ objectif utilisé est un AF Nikkor de 105 mm permettant d’obtenir un
champ de 145 x 145 mm?. Le laser utilisé pour illuminer la section de mesure est un ND-YLF
Quantronix qui possede deux cavités ayant chacune une puissance de 18 mJ par pulse. L’ense-
mencement de 1’écoulement est réalisé grace a un générateur de fumée. Le diametre moyen
des particules est de 1 um. Un exemple d’images obtenues avec ce dispositif d’acquisition est
présenté FIG A .4.

Les champs de déplacements sont calculés grace a une méthode itérative d’inter-corrélation
avec fenétres déformables [Scarano 00, Scarano 02] de 31 x 31 pixels et un taux de recouvre-
ment de 75 %. La résolution de ces champs est de 124 x 124 vecteurs. Afin de réduire les
bruits de mesure non corrélés, une approximation en temps sur un polynéme du second ordre
par minimisation aux moindres carrés est effectuée sur une fenétre glissante composée de cinq
champs de déplacements. Les données présentées ici sont adimensionnées par rapport a la taille
du cylindre carré et a la vitesse en amont de la zone étudiée. La séquence est composée de 976
champs.
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FIGURE A.1 — Deux champs de la séquence Cylindre-Carré ; (a) Champ 100 de la séquence
Cylindre-Carré ; (b) Champ 131 de la séquence Cylindre-Carré.

FIGURE A.2 — Séquence « cylindre-carré » : topologie de I’écoulement a trois instants dif-
férents. Le fluide s’ écoule de la droite vers la gauche.
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(a) - Soufflerie Sessiat du LEA (b) - Veine d’essai et dispositif d’acquisition

FIGURE A.3 — Séquence « cylindre-carré » : représentation du dispositif expérimental com-
prenant (a) - la soufflerie Sessiat du Laboratoire d’Etudes Aérodynamiques (LEA) de Poitiers
et (b) - la veine d’essai et le dispositif d’acquisition.

FIGURE A.4 — Séquence « cylindre-carré » : exemple d’image obtenue avec le dispositif d’ac-
quisition.






ANNEXE B

COMPLEXITE ET OCCUPATION MEMOIRE
DES BASES POLYNOMIALES DENSES

Complexité et occupation mémoire

Nous proposons d’étudier la complexité et I’occupation mémoire de la génération d’une
base orthogonale de polyndmes bivariables. Nous donnons ces résultats en fonction du choix de
I’implantation informatique que nous avons utilisé.

Soit Cy, C_, C, C), le colit respectif d’une addition, d’une soustraction, d’une multiplica-
tion et d’une division. Soit M, le nombre de lignes du champ de déplacements et NV, le nombre
de colonnes.

Le colt de génération d’un polyndme de la base est :

Cp=0BXNxMxCy)+(C/)+2xNxMxC.) (B.1)

Le nombre de polyndmes d’une base de degré D étant (D“)zﬂ

d’une base de polynomes est :

, le cotit de 1a génération

Chr — (D+1) >2< (D +2) « Cp (B2)

Nous rappelons que la génération d’une base de polyndmes ne dépend pas des données. Cepen-
dant, par ce type d’implantation informatique, le calcul de la base de polyndomes dépend des
dimensions spatiales du champ de déplacements.

Les polyndmes calculés sont ensuite stockés en mémoire. Nous donnons donc des infor-
mations sur I’occupation mémoire des polyndomes. L’ occupation mémoire d’un polyndome est
donnée par 1’équation :

Sp=NxM xS, (B.3)

ou S, est I’occupation mémoire d’un réel.
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L’ occupation mémoire d’une base est alors de

SB:(D+1)>2<(D+2)XSP (B.4)

L’ occupation mémoire d’une base polynomiale de degré 16 pour un champ de déplacements de
124 x 124 vecteurs avec des réels codés sur 8 octets est d’environ 18 Mo. Pour un champ de

déplacements de 1024 x 1024 vecteurs et une base de méme degré, I’occupation est alors de
1224 Mo.

Nous donnons maintenant le colt de la projection d’un champ sur un polynéme de la base.

Cproj = (M x N xCy)+1xC, (B.5)

Par extension, le cofit d’une projection sur I’ensemble des polyndomes de la base est de

(D+1) x (D +2)
2

Cpros = X Cproj (B.6)
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Modélisations polynomiales hiérarchisées applications a
I’analyse de mouvements complexes

Résumé : Dans ce mémoire, nous proposons une méthode de modélisation du mouvement a
I’aide de bases de polyndmes bi-variables orthogonaux. L’ objectif est de proposer une modéli-
sation hiérarchique des champs de vecteurs adaptable a tous types de champs. Nous étudions
différentes méthodes de partitionnement de 1’espace, parmi lesquelles les grilles régulieres, les
quadtree ou les diagrammes de Voronoi, afin de prendre en compte la complexité locale du
champ pour affiner la modélisation. Nous obtenons des résultats qualitatifs montrant 1’intérét
de ce type de modélisation. De plus, nous proposons une procédure de génération des bases
afin de modéliser les champs épars. Nous appliquons cette méthode de modélisation dans deux
contextes. La détection de points singuliers dans les champs de déplacement et la reconnais-
sance de mouvements humains. Ces deux applications nous permettent de mettre en évidence
I’efficacité de cette méthode, puisque nous obtenons des résultats comparables aux méthodes
les plus efficaces de la littérature.

Hierarchical polynomial modeling applications to complex
motion analysis

Abstract : In this PhD thesis, we suggest a method which models every kind of movement with
orthogonal polynomials basis. The main goal is to propose a hierarchical modeling of vector
fields suitable for all types of fields. We study different space partitioning methods, including
regular grids, quadtree and Voronoi diagrams, in order to take into account the local complexity
of the field in order to refine modeling. We obtain qualitative results showing the benefit of this
method. In addition, we propose a procedure for generating polynomial bases to model sparse
fields. We apply this modeling approach in two contexts. The detection of singular points in the
motion fields and the recognition of human movements. Both applications allow us to demon-
strate the effectiveness of this method, since we obtain similar results to the most effective
methods of literature.

Discipline : traitement du signal et des images

Mots clés : modélisation du mouvement, analyse du mouvement, polyndmes orthogonaux, dé-
tection de singularités, mouvements humains
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