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Résumé

Dans ce document, nous présentons le stage que nous avons effectué au laboratoire de Mathéma-
tiques et Application de l’Université de Poitiers dans le cadre de la dernière année du Master IMMT-
MFA. Notre attention se porte sur des problèmes d’imagerie médicale. Ce mémoire retrace le parcours
que nous avons suivi.
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1 Introduction, problèmes et objectifs

1.1 Introduction

Lors de ce stage, effectué sous la direction de Mme Hermine Biermé et M. Julien Dambrine, nous
nous sommes intéressés à des thèmes d’imagerie issus de la radiologie. Plus particulièrement, nous avons
étudié le problème du recalage d’images médicales que nous pouvons résumer de la manière suivante :
Nous disposons de deux images01 et 02 (scanner, IRM...) représentant le cerveau d’un patientX . Ces
images peuvent diffèrer de différentes manières, par exemple, elles peuvent avoir été acquises à des
temps différents ou selon des modalités différentes. Nous faisons l’hypothèse que01 et 02 sont liées
par une tranformation mathématique. L’objectif est alors de rechercher cette transformation par calcul
numérique.

Un tel problème, si nous voulons le résoudre mathématiquement, nécessite de définir correctement
les objets d’études que sont, les images d’une part, les transformations d’autre part. C’est là toute la
difficulté, car si nous pouvons répondre assez rapidement à la question "qu’est-ce qu’une image ? ", la
plupart des définitions ne se prèttent pas à la résolution mathématiques du problème. Dans la plupart des
cas nous utilisons des moyens détournés. Par exemple, partant d’une image donnée, nous pouvons extraire
un ensemble de courbes ou de points (segmentation) et utiliser ces courbes comme matière première.
Nous pouvons également envisager les choses de manière différentes et travailler directement sur les
histogrammes couleurs des images (critère de Woods [5]). Laplupart des techniques que nous avons
rencontrées s’appliquent bien à des cas particuliers. Cependant, nous aimerions une méthode qui soit à la
fois solide d’un point de vue mathématiques et applicable à une multitude de situations.

Nous avons trouver cette méthode dans les travaux de M.Joan Alexis Glaunès, Maître de Conférence
à l’Université Paris Descartes. La majeure partie du stage adonc été consacrée à la lecture et à la com-
préhension des travaux rapportés dans la thèse de M.Glaunès[1] :

"Transport par difféomorphismes de points, de mesures et decourants pour la comparaison de formes et
l’anatomie numérique."

L’un des objectifs de ce mémoire est de faire ressortir l’ingéniosité de la méthode, en présentant et en
démontrant les points clefs. Nous consacrons aussi une section à l’étude des notions mathématiques util-
isées (RKHS, espaces de Sobolev). Le lecteur qui souhaite ensavoir plus sur ce sujet est invité à se
rapporter à la thèse [1]. Il va sans dire que nous remercions l’auteur de ce texte et lui témoignons toute
notre admiration pour les travaux éffectués.

Commençons par définir le problème tel qu’il est envisagé dans [1].

1.2 Définition du problème.

La méthode que nous allons présentée, bien qu’adaptée à nos problèmes d’imagerie, s’inscrit dans le
cadre plus vaste del’appariement d’objets géométriques par l’intermédiaire de difféomorphismes
(transformations élastiques).

PourO1 etO2 deux objets (points, images, courbes ...), nous souhaitonsmodéliser les tranformations
qui nous permettent de passer deO1 àO2. Par la suite, nous allons disposer d’un groupe de difféomor-
phismes deRd modélisant ces déformations. Nous introduirons une distance dV sur ce groupe, qui va
nous renseigner sur l’effort à fournir pour telle ou telle tranformation. En résumé, nous allons suivre la
feuille de route suivante :

– Construire un espace mathématiquesE contenant les objets d’étude.
– Construire un espaceAV contenant l’ensemble des déformations admissibles, section 3.
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– Construire une action(Φ, O) → Φ ·O deAv sur les objets, section 5.
– Construire une distancedE surE, mesurant la similarité entre les objets, section 5.

Nous posons alorsA(φv1) = dE(φ
v
1 · 01 , 02) et on cherche à minimiser surAV la fonctionnelle suivante :

J(Φ) = λdv(id,Φ) +A(φ) (pA).

Cette suite d’instructions, bien que sous-jacente à toutesles constructions qui vont suivre, ne sera pas
entièrement respecter. Dans la pratique, nous allons opérer une multitude de réductions qui vont nous
amenées à un problème de minimisation dans un espace de Hilbert. La qualité de la méthode réside dans
cette opération : nous transformons un problème vaguement définit (pA), en un problème bien posé. Qui
plus est, nous obtenons un problème hilbertien, son étude est donc assez agréable. A titre informatif, voici
le véritable problème d’optimisation que nous allons obtenir :

J(v) = λ

∫ 1

0

‖vt‖2dt+A(Φv
1) v ∈ V (PA).

Nous savons que ces problèmes se prêtent bien à une résolution numériques. Ce caractère sera ren-
forcé par l’utilisation des espaces de Hilbert à noyau reproduisant (RKHS), section 4.
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2 Recueil de notions mathématiques en lien avec le problème.

Cette section contient une partie des définitions, propositions..., qu’il est nécessaire de connaître pour
aborder la suite de ce mémoire. Nous y avons inclus une description sommaire de certains espaces de
Sobolev, l’introduction des RKHS, une utilisation de l’intéressant théorème de Bochner.

2.1 Notations

– Soitα ∈ Nd, on dit queα = (α1, . . . , αd) est un multi-indice de tailled. On utilisera la notation :
|α| = α1 + · · ·+ αd.

– Soit x ∈ Rd et α ∈ Nd alors xα := xαi

i . . . xαd

d .

– Soitu une fonction de classeCp surRd et α ∈ Nd un multi-indice avec|α| 6 p. Alors on note

Dαu := ∂|α|

∂
α1
1

...∂
αd
d

u.

– L’espaceC0(Rd,Rm) est l’espace des applications continues deRd → Rm qui s’annule à l’infini.
C’est un espace de Banach pour la norme de la convergence uniforme‖ ‖∞. Sim = 1 on le notera
simplementC0(Rd).

– Nous notonsCp
0 (R

d,Rm), l’espace des applicationsf : Rd → Rm de classeCp telles quef , ainsi
que toutes ses dérivées jusqu’à l’ordrep, s’annulent à l’infini. C’est un espace de Banach pour la
norme

‖f‖p,∞ = sup
x∈Rd



|f(x)|+

∑

16|α|6p

|Dαf(x)|



 (1)

où lesα sont des multi-indices deNd.

– Nous utiliserons souvent la transformée de Fourier d’une fonctionf ∈ L1(Rd) à valeurs com-
plexes :

f̂(ξ) =

∫

Rd

exp(−iξ · x)f(x) dx. (2)

Cette opération est linéaire, envoieL1 sur l’espace des applications continues s’annulant à l’infini.
Elle sera parfois notéeF .

– Nous rencontrerons aussi la transformation de FourierL2, notée également̂f et pour laquelle il
n’existe pas toujours de formule explicite. Dans tous les cas, sif̂ est intégrable, on pourra écrire la
formule d’inversion "explicite" :

f(x) =
1

(2π)d

∫

Rd

exp(iξ · x)f̂(ξ) dξ, (3)

opération que nous noterons parfoisF−1.
Nous définissons maintenant des espaces qui nous seront utiles tout au long de ce mémoire.

Définition 1. (Espace de Hilbert admissible) Nous dirons qu’un espace de Hilbert (V, 〈· | ·〉V ) de champs
de vecteurs (Rd → Rd ) est admissible, s’il s’injecte continûment dans l’espacede Banach

(
C1
0(R

d,Rd), ‖ ‖1,∞
)

.
Si c’est le cas, il existe une constante positiveCV telle que :

‖v‖1,∞ 6 CV ‖v‖V ∀v ∈ V.
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2.2 Espaces de Sobolev

Nous trouvons des exemples d’espaces de Hilbert admissibles parmis les espaces de Sobolev. Ces
espaces, mélangeant des propriétés de régularité et d’intégrabilité, sont appréciés de ceux qui s’intéressent
aux équations aux dérivées partielles. Nous allons donner quelques résultats, parmis les plus connus,
concernant ces espaces. Ils nous seront utiles dans la suitedu document.

En effet, à chaque fois que nous auront besoin d’exemples précis, nous allons utiliser un espaces de
SobolevHs(Rd). Nous commençons par donner la définition classique des espaces de Sobolev, puis nous
donnons une autre définition (par la transformée de Fourier)qui nous permet de démontrer nos résultats
plus facilement.

Remarque 1. Les fonctions que nous allons considèrer sont définies surRd tout entier et pas surΩ, un
ouvert quelconque deRd. Cette propriété simplifie nettement la théorie.

Définition 2. L’espace de SobolevH1(Rd) est défini de la manière suivante :

H1(Rd) =

{
u ∈ L2(Rd) | ∂u

∂xi
∈ L2(Rd) , 1 6 i 6 d

}
. (4)

Les dérivées sont à prendre au sens des distributions. Nous munissons cette espace de la norme

‖u‖H1 =

(
d∑

i=1

∫

Rd

∣∣∣∣
∂u

∂xi
(x)

∣∣∣∣
2

dx+

∫

Rd

|u(x)|2 dx
)1/2

, (5)

qui est issue du produit scalaire

〈u | v〉H1 =
d∑

i=1

∫

Rd

∂u

∂xi
(x)

∂v

∂xi
(x) dx +

∫

Rd

u(x)v(x) dx. (6)

Nous pouvons augmenter la régularité de l’espace en exigeant que les dérivées partielles d’ordre
supérieur soient également dansL2(Rd). Pourm ∈ N∗

Hm(Rd) =
{
u ∈ L2(Rd) | Dαu ∈ L2(Rd) , |α| 6 m

}
. (7)

la norme naturelle est alors :

‖u‖Hm =


 ∑

|α|6m

∫

Rd

|Dαu(x)|2 dx




1/2

, (8)

issue du produit scalaire :

〈u | v〉Hm =
∑

|α|6m

∫

Rd

Dαu(x)Dαv(x) dx. (9)

Ces espaces sont tous des espaces de Hilbert, nous admettonsce résultat.

Comme les fonctions sont définies surRd et comme les espaces de Sobolev mélangent régularité et
intégrabilité, la transformée de Fourier est un outil adapté à leur étude. Nous allons voir que nous pouvons
définir les espaces de Sobolev en utilisant cette transformée.
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Proposition 1. Pourm ∈ N∗, l’espaceHm(Rd) peut aussi être défini de la manière suivante :

Hm(Rd) =

{
u ∈ L2(Rd) |

∫

Rd

(1 + |ξ|2)m|û(ξ)|2dξ <∞
}
. (10)

On le munit d’une norme équivalente à celle donnée par la formule 8

‖u‖Hm :=

(∫

Rd

(1 + |ξ|2)m|û(ξ)|2dξ
)1/2

. (11)

En fait, avec cette méthode, nous pouvons définirHs(Rd) pour tout réels, ce sont les espaces de
Sobolev fractionnaires. Pour démontrer que ces deux définitions sont équivalentes, nous allons utiliser le
lemme suivant.

Lemme 1. Pour toutd ∈ N∗ et toutm ∈ N, il existe deux constantes positivesC1(m, d) etC2(m, d)
telles que :

C1(m, d)(1 + ξ21 + · · ·+ ξ2d)
m

6
∑

α∈Nd : |α|6m

(
d∏

i=1

|ξi|2αi

)

6 C2(m, d)(1 + ξ21 + · · ·+ ξ2d)
m ∀ξ ∈ Rd.

Démonstration.Commençons par rappeler une inégalité de convexité valablepour tout1 6 p, q 6 ∞ et
toutx ∈ Rd

(|x1|p + · · ·+ |xd|p)1/p 6 d(
1
p
− 1

q
)(|x1|q + · · ·+ |xd|q)1/q. (12)

Nous utilisons une première fois cette inégalité avecx = (1, ξ21 , . . . , ξ
2
d) , p = 1, q = m et nous

obtenons :

(d+ 1)1−m(1, ξ21 + · · ·+ ξ2d)
m

6 1 + ξ2m1 + · · ·+ ξ2md 6
∑

α∈Nd : |α|6m

(
d∏

i=1

|ξi|2αi

)
.

Ainsi, la constanteC1(m, d) = (d+ 1)1−m convient. Pour l’autre inégalité, nous introduisons

|ξ| = (ξ21 + · · ·+ ξ2d)
1/2

et ,ξ̃k = ξk
|ξ| . Il faut alors montrer que le quotient :

∑
α:|α|6m |ξ|2(|α|−m)

(∏d
i=1 |ξ̃i|2αi

)

|ξ|−2m + (|ξ̃1|2m + · · ·+ |ξ̃d|2m)
,

est borné pour toutξ ∈ Rd . Si |ξ| 6 1 il est borné. Si|ξ| > 1 , nous remarquons que

(|ξ̃1|2m + · · ·+ |ξ̃d|2m) > d1−m(|ξ̃1|2 + · · ·+ |ξ̃d|2)m = d1−m.

Ainsi, le quotient est majoré par la constantedm−1
(∑

α:|α|6m 1
)

.

Passons maintenant à la démonstration de la proposition 1.
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Démonstration.Soit u ∈ L2(Rd) tel queDαu ∈ L2(Rd) pour tout|α| 6 m. Alors le théorème de
Plancherel nous assure queF(Dαu) ∈ L2(Rd). D’autre part, au sens des distributions, on a toujours
F(Dαu) = i|α|ξαû et donci|α|ξαû ∈ L2(Rd). Nous utilisons alors l’égalité de Parseval et le lemme
précédent pour obtenir :

∑

|α|6m

∫

Rd

|Dαu(x)|2 dx =
∑

|α|6m

∫

Rd

d∏

i=1

|ξi|2αi |û(ξ)|2dξ

> C1(m, d)

∫

Rd

(1 + |ξ|2)m|û(ξ)|2dξ.

Considérons maintenantu ∈ L2(Rd) tel que(1 + |ξ|2)m/2û ∈ L2(Rd). Toujours d’après le lemme,∏d
i=1 |ξi|αi û ∈ L2(Rd) pour tout multi-indiceα tel que|α| 6 m. En utilisant à nouveau le lemme, le

fait queF(Dαu) = i|α|ξαû et la formule de Parseval, on obtient :

C2(m, d)

∫

Rd

(1 + |ξ|2)m|û(ξ)|2dξ >
∑

|α|6m

∫

Rd

d∏

i=1

|ξi|2αi |û(ξ)|2dξ

=
∑

|α|6m

∫

Rd

|Dαu(x)|2 dx,

ce qui termine la preuve.

La proposition suivante (ou plutôt sa démonstration) illustre le fait que la transformée de Fourier est
très utile pour l’étude des espaces de Sobolev.

Proposition 2. L’espaceD(Rd) est dense dansHs(Rd) pour touts ∈ R.

Démonstration.Nous rappelons les injections suivantes :

D(Rd)
i−−−−−−→

continue
S(Rd)

i−−−−−−→
continue

Hs(Rd).

En outre,D(Rd) est dense dansS(Rd) , il suffit donc de montrer le résultat pourS(Rd) . Soitu ∈ Hs(Rd),
alors(1 + |ξ|2)s/2û ∈ L2(Rd) . CommeS(Rd) est dense dansL2(Rd), on peut trouver une suite(ϕn)n
dansS(Rd) qui converge vers(1 + |ξ|2)m/2û pour la normeL2. Par définition deS(Rd), les fonctions
ψn := (1 + |ξ|2)−s/2ϕn sont encore dansS(Rd).

Comme la transformée de Fourier est un homéomorphisme deS(Rd), nous pouvons trouver une suite
(un)n dansS(Rd) telle queûn = ψn pour toutn. On a alors :

‖un − u‖Hs 6 C‖(1 + |ξ|2)s/2(ûn − û)‖L2 = C‖ϕn − (1 + |ξ|2)s/2û‖L2,

et cette dernière quantité tend vers0 quandn tend vers l’infini.

Nous donnons maintenant un théorème d’injection qui nous dit que les espacesHs(Rd) pours assez
grand, forment une classe d’espaces de Hilbert admissibles.

Théorème 1. ( de Morrey ) Sis est tel ques > d
2 + k alors Hs(Rd) s’injecte continûment dans(

Ck
0 (R

d), ‖ . ‖k,∞
)
.
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Démonstration.Nous commençons par faire la démonstration pourk = 0. Il s’agit de montrer que pour
s > d/2 , Hs(Rd) s’injecte continûment dansC0(Rd). Soit u ∈ D(Rd) , alors, en utilisant Cauchy-
Schwarz

∫

Rd

|û(ξ)| dξ =

∫

Rd

(1 + |ξ|2)s/2|û(ξ)|(1 + |ξ|2)−s/2 dξ

6 ‖u‖Hs

(∫

Rd

dξ

(1 + |ξ|2)s
)1/2

.

En utilisant les coordonnées polaires(r, σ) ∈ [0,+∞[×Sd−1 , si nous notonsdΓ la mesure surfacique de
la sphère nous avons : ∫

Rd

dξ

(1 + |ξ|2)s =

∫

Sd−1

∫ +∞

0

rd−1drdΓ

(1 + r2)s
<∞,

cars > d/2 , donc2s − (d − 1) > 1 . La transformée de Fourier définit donc une application linéaire
continue de

(
D(Rd), ‖ ‖Hs

)
dans

(
L1(Rd), ‖ ‖L1

)
. Par densité deD(Rd) dansHs(Rd), nous la prolon-

geons continûment àHs(Rd) tout entier. Or, on sait que sîu ∈ L1(Rd) alors une version deu est donnée
par :

u(x) =
1

(2π)d/2

∫

Rd

exp (ix · ξ)û(ξ) dξ.

Ceci entraîne déjà que toute fonction deHs(Rd) admet une version continue car :

|u(x+ h)− u(x)| 6 1

(2π)d/2

∫

Rd

| exp (i(x+ h) · ξ)− exp (ix · ξ)||û(ξ)| dξ,

et par convergence dominée, le terme de droite tend vers0 quandh tend vers 0. D’autre part, en réutilisant
les formules précédentes, pour toutx ∈ Rd :

|u(x)| 6 1

(2π)d/2

∫

Rd

|û(ξ)|dξ 6
1

(2π)d/2

(∫

Rd

dξ

(1 + |ξ|2)s
)1/2

‖u‖Hs .

Ce qui prouve que‖u‖∞ 6 C‖u‖Hs . Il reste à démontrer la propriété d’annulation à l’infini. Or, comme
D(Rd) est dense dansHs(Rd), pour toutǫ > 0 nous trouvons une fonctionuǫ telle que

‖uǫ − u‖∞ 6 C‖uǫ − u‖Hs 6 ǫ,

si nous prenonsx de norme assez grande pour vérifierx 6∈ supp(uǫ) on a alors|u(x)| 6 ǫ et donc
lim
x→∞

u(x) = 0. Nous avons donc démontrée la proposition pourk = 0. Pour le cas général, il faut
remarquer que :

u ∈ Hs(Rd) =⇒ Dαu ∈ Hs−|α|(Rd),

et ques− |α| > d/2, si |α| 6 k.

Avec ce théorème, nous avons montré tout ce dont nous avons besoin pour la suite.

9



2.3 Espaces de Hilbert à noyau reproduisant.

Commençons cette section par une définition :

Définition 3. (RKHS) SoitS un ensemble quelconque. Un espace de Hilbert à noyau reproduisant sur
S est un espaceV , constitué de fonctionsS → R , munit d’une structure hilbertienne〈· | ·〉V et dont le
dual topologique contient toutes les fonctionnelles d’évaluationδx pourx ∈ S.

Comme nous allons le constater dans la suite, La notion de RKHS est omniprésente dans ce mémoire.
Cependant, nous allons utiliser ces espaces dans le cadre dechamps de vecteursRd → Rd ce qui nous
amènera à introduire de nombreuses notations. L’objectif de cette section est d’introduire les RKHS dans
le cadre simplifié des fonctions à valeurs scalaire.

Remarque 2. Dans la définition que nous venons de donner, nous aurions pu dire que(V, ‖ ‖V ) s’injecte
continûment dans l’espaceRS munit de la topologie de la convergence simple. Nous remarquons alors
que si deux fonctions sont proches dansV elle sont également proche "point par point".

Si (V, 〈· | ·〉V ) est un RKHS surS, alors il est caractérisé par une fonctionkV : S × S → R . En effet,
l’isomorphisme du théorème de Riesz-Fréchet nous dit que pour toutx ∈ S il existe une fonctionkx ∈ V
telle que pour toutf ∈ V ,

〈kx | f〉V = f(x).

Nous posonskV (x, ·) = kx et kV est appelé le noyau reproduisant deV . Ce noyau vérifie plusieurs
propriétés intéressantes :

Proposition 3. i) kV est unique.
ii) Il est symétrique :kV (x, y) = kV (y, x), ∀x, y ∈ S.
iii)

∑n
i,j=1 λiλjkV (xi, xj) > 0, où lesxi sont dansS et lesλi sont des scalaires.

iv) (Reproduction)〈kV (x, ·) | kV (y, ·)〉V = kV (x, y).

Le point iii) nous dit que sikV est de la formekV (x, y) = k(y − x) pour une certaine fonction
k : S → R, alorsk est une fonction de type positif, c’est pourquoi nous dironsparfois quekV est un
noyau de type positif. Le théorème qui vient est pratique et se démontre rapidement.

Théorème 2. SoitV un RKHS etkV sont noyau, alors l’espace vectorielV0 = V ect{kV (x, ·) | x ∈ S}
est dense dansV .

Démonstration.V étant un espace de Hilbert, il suffit de montrer que l’orthogonal de l’espace vectoriel
V0 est réduit à0. Or, sih ∈ V ⊥

0 et si nous utilisons la propriété de reproduction, il est clair queh est la
fonction nulle.

Enfin, nous teminons par un théorème très important pour la suite.

Théorème 3. SoitkV : S × S → R une fonction symétrique, de type positif. Alors il existe ununique
RKHS dontkV est le noyau reproduisant.

Démonstration.SoitV0 = V ect{kV (x, .) | x ∈ S}. Nous définissons une opération bilinéaire et symétrique
surV0 en posant

〈kV (x, ·) | kV (y, ·)〉V0
= kV (x, y) ∀x, y ∈ S, (13)

et en propageant cette expression àV0 par linéarité. Cette expression définit bien un produit scalaire. La
propriété de séparabilité vient du fait que pour toutf ∈ V0 etx ∈ S on af(x) = 〈kV (x, ·) | f〉V0

. Avec

l’inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons|f(x)| 6
√
k(x, x)‖f‖V0

. Par conséquent,

〈f | f〉V0
= 0 =⇒ f = 0.

10



Ainsi, V0 muni de ce produit scalaire est un espace préhilbertien dontnous allons réaliser la complétion
fonctionnelle.

Nous notonsCV0
l’espace vectoriel des suites de Cauchy de(V0, ‖ ‖V0

). Si f = (fn)n est dansCV0

on sait que(‖fn‖V0
)n est une suite de Cauchy dansR, donc elle est convergente. Nous introduisons une

notation pour sa limite :
q(f) = lim

n→∞
‖fn‖V0

<∞.

La fonctionnelleq définit une semie-norme surCV0
. Nous allons donc travailler avec le séparédeCV0

pour cette semi-norme. SoitC0
V0

le sous espace vectoriel deCV0
défini par :

C0
V0

= {f ∈ CV0
| q(f) = 0} .

Nous définissons l’espace vectoriel quotient̂CV0
= CV0

/C0
V0

. Avec ce quotient, deux suites de Cauchy
f etg sont dans une même classe d’équivalence si leur différence tend vers0. Sur cette espace,q définit
une norme et nous admettons qu’on a construit un espace de Banach. De plus, nous avons une injection
canonique deV0 dansĈV0

. En effet, pourf ∈ V0, on représentef dansCV0
par la suite constantef =

(f, f, f, . . . ) et nous prenonŝf , la classe d’équivalence de cette suite dansĈV0
(ie : la classe des suites qui

tendent versf ). Ainsi, l’application

i : (V0, ‖ ‖V0
) →

(
ĈV0

, q
)
,

qui àf associêf définit est une injection isométrique deV0 dansĈV0
. De plus, cette injection est dense.

En effet, soit̂u ∈ ĈV0
, on prendf = (fn)n dans la classe d’équivalence deû. Nous définissons une suite

dansĈV0
en posantfn = i(fn) (ie : pour toutn, fn est la classe d’équivalence de la suite constante égale

àfn ). Par définition deq, nous obtenons le résultat car :

q(û− fn) = q((up)p − fn)

= lim
p→∞

‖up − fn‖V0
,

Cette dernière quantité tend vers0 quandn tend vers l’infini. Nous définissons maintenant un produit
scalaire surĈV0

. Pourf̂ et ĝ dansĈV0
, on prend des représentantsf̂ = (fn)n ∈ f̂ et ĝ = (gn)n ∈ ĝ et on

pose : 〈
ĝ | f̂

〉
ĈV0

= lim
n→∞

〈fn | gn〉V0
. (14)

Nous devons vérifier que c’est bien définit. CommeR est complet, il suffit de montrer queun = 〈fn | gn〉V0

est de Cauchy, or

| 〈fn+p | gn+p〉V0
− 〈fn | gn〉V0

| = | 〈fn+p | gn+p〉V0
− 〈fn+p | gn〉V0

+ 〈fn+p | gn〉V0
− 〈fn | gn〉V0

|
6 || 〈fn+p | gn+p − gn〉V0

|+ | 〈fn+p − fn | gn〉V0
|,

ce qui nous donne la conclusion avec l’inégalité de Cauchy-Schwarz. De la même manière, nous pou-
vons montrer que le produit scalaire défini par (14) ne dépendpas du choix des représentants. En-
fin, remarquons que la norme définie sur̂CV0

est issue du produit scalaire〈· | ·〉ĈV0

, l’espace vectoriel(
ĈV0

, 〈· | ·〉ĈV0

)
est donc un espace de Hilbert.
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Nous montrons maintenant quêCV0
s’indentie à un espace de fonctions qui contientV0. Dans un

premier temps, il faut remarquer que toute suite de Cauchy dansV0 converge simplement. En effet, si
f = (fn)n est une suite de Cauchy dansV0 on a toujours :

|fm(x)− fn(x)| 6
√
kV (x, x)‖fm − fn‖V0

.

Ainsi on peut noterlf la limite simple def = (fn)n. Toujours avec la même méthode, on vérifie que
deux suites de Cauchy dans une même classe d’équivalence on la même limite simple. Réciproquement,
nous devons montrer que deux suites de Cauchy ayant la même limite simple sont dans la même classe
d’équivalence. Pour cela, il suffit de montrer qui si(fn) est une suite de Cauchy dansV0 qui converge
simplement vers0, alors elle tend vers0 dansV0. Remarquons qu’une telle suite converge faiblement
vers0 dansV0 car toutes les formes linéaires sont des combinaisons linéaires d’évaluations ponctuelles
dansV0. Ensuite, comme(fn)n est de Cauchy, on a pourǫ > 0 :

‖fn‖2V0
− 2 < fp, fn >V0

6 ‖fp − fn‖2V0
6 ǫ.

De plus, par convergence faible,〈fp | fn〉V0
tend vers0 quandn tend vers l’infinie. Ainsi,(fn)n tend vers

0 dansV0.
En conclusion, si on poseV l’ensemble des limites simples de suites de Cauchy deV0, alors on peut

voir V comme une représentation fonctionnelle de l’espace de Hilbert
(
ĈV0

, 〈· | ·〉ĈV0

)
. Il est clair que

V0 est dansV (en particulier tout leskV (x, ·)). Enfin, utilisons le produit scalaire dêCV0
pour définir un

produit scalaire surV , prenonsf ∈ V , etx ∈ S . f correspond à une unique classe de suite de Cauchyf̂

dont les éléments converge simplement versf , alors :

〈f | kV (x, ·)〉V =
〈
f̂ | kV (x, ·)

〉
ĈV0

= lim 〈fn | kV (x, ·)〉V0
= lim fn(x) = f(x).

V est donc une RKHS de noyaukV . Dorénavant, nous utiliserons toujours la représentationV .

Montrons l’unicité. SiṼ est un autre RKHS de noyaukV . CommeṼ contient tous leskV (x, .), il
contientV0. De plus, les produits scalaires deV et Ṽ coïncide deV0. Une suite de Cauchy dansV0 a
même limite dansV et Ṽ car la suite converge aussi simplement. Par conséquent,V est un sous espace
fermé deṼ . Soit f ∈ Ṽ , orthogonal àV , alorsf est orthogonal à tous leskV (x, .) doncf est nulle et
nous avons le résultat.

Remarque 3. Pour construire un RKHS, il suffit donc de choisir un noyau symétrique, de type positif.
De plus, pour obtenir un tel noyau, il nous suffit de considérer une fonction (réelle)k de type positif et
de poserkV (x, y) = k(y − x). Nous utiliserons très souvent cette construction, nous souhaitons alors
en savoir d’avantage sur le résultat obtenu. Sous certaineshypothèses, Le théorème de Bochner nous
permet d’obtenir une caractérisation agréable de l’espaceV .

2.4 RKHS invariant par translation et représentation spectrale.

Ici, nous nous plaçons dans le cas oùS = Rd pour d ∈ N∗ et kV (x, y) = k(y − x) pour une
certaine fonctionk de type positif. Dans ce cas, nous pouvons mettre à profit le théorème de Bochner.
Ce théorème, utilisé dans plusieurs branches des mathématiques, caractérise les fonctions de type positif
comme transformées de Fourier de certaine mesures.
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Théorème 4. (Bochner) Soitk : Rd → R , alors k est de type positif si et seulement si il existe une
mesure borélienne positive et bornéeµ telle quek = µ̂. C’est-à-dire :

k(x) =

∫

Rd

exp(ix · ξ)dµ(ξ), ∀x ∈ Rd. (15)

De plus, sik est continue en0 etk ∈ L1(Rd) alors la mesureµ admet̂k/(2π)d pour densité :

k(x) =
1

(2π)d

∫

Rd

exp(ix · ξ)k̂(ξ)dξ, ∀x ∈ Rd. (16)

Avant de démontrer ce résultat, nous rappellons quelques propriétés des fonctions de type positif :

Proposition 4. Soientk, ϕ : Rd → R deux fonctions de type positif. Alors :
i) Elles sont positives en0.
ii) Elles sont bornées (par leur valeur en0).
iii) Leur produit est une fonction de type positif.
iv) Soientf etg deux fonctions à valeurs complexes, alors

∫

Rd

∫

Rd

f(x)g(y)k(x− y)dxdy > 0 dès que c’est définit.

Rappelons aussi que pourσ > 0, la fonction gaussiennehσ(x) = 1
(σ

√
2π)d

exp(
−‖x‖2

2

2σ2 ) est une unité

approchée deRd. De plus, nous obtenons une unité approchée deR2d en prenanthσ(x)hσ(y).

Démonstration.Commençons par le cas oùk est dansL1(Rd). Nous savons que pour toutes fonctions
f, g ∈ S(Rd) l’intégrale ∫

Rd

∫

Rd

f(x)g(y)k(x− y)dxdy (17)

est définie et prend une valeur positive. Or, si on utilise la convolution et l’identité de Parseval avecg = f ,
on a

∫

Rd

∫

Rd

f(x)f(y)k(x− y)dxdy =

∫

Rd

k ∗ f(x)f(x)dx,

=
1

(2π)d

∫

Rd

k̂ ∗ f(ξ)f̂(ξ)dξ,

=
1

(2π)d

∫

Rd

k̂(ξ)|f̂(ξ)|2dξ,

=
1

(2π)d

∫

Rd

k̂(ξ)|f̂(ξ)|2dξ.

Cette dernière quantité est donc toujours positive, pour toute fonctionf ∈ S(Rd). Considérons main-
tenant la fonctionhσ définit plus haut. Nous savons que

√
hσ ∈ S(Rd) et que la transformée de Fourier

est une bijection sur cette espace. Par conséquent, pour tout σ > 0 nous trouvons une fonctiongσ ∈ S(Rd)
telle quêgσ =

√
hσ. En reprenant nos calculs avecf = gσ on a

∫

Rd

k̂(ξ)hσ(ξ)dξ > 0, ∀σ > 0.

Commehσ est une unité approchée et commek̂ est continue bornée, alors
∫

Rd

k̂(ξ)hσ(ξ)dξ = hσ ∗ k̂(0) → k̂(0), quandσ → 0,

13



et donck̂(0) > 0. Nous remarquons maintenant que pour toutt ∈ Rd , la fonction exp(−i 〈t | ·〉)k est
aussi de type positif etL1 . Nous avons donc encoreF (exp(−i 〈t | ·〉)k) (0) = k̂(t) > 0 . Ainsi, pour
toute fonctionk de type positif etL1 alorsk̂ est positive. Reste à montrer quek̂ est intégrable et on aura
terminer pour le casL1.
Remarquons que pour

hσ(x) =
1

(σ
√
2π)d

exp(
−‖x‖22
2σ2

),

alors

ĥσ(ξ) = exp(−σ
2‖ξ‖22
2

).

Donc|ĥσ(ξ)|2 tend vers1 quandσ tend vers0 et uniformément sur tout compact. On a l’égalité :
∫

Rd

∫

Rd

k(x− y)hσ(x)hσ(y)dxdy =

∫

Rd

k̂(ξ)|ĥσ(ξ)|2dξ.

Si nous faisons tendreσ vers0, le terme de gauche tend versk(0) carhσ(x)hσ(y) est une unité approchée.
Le terme de droite tend vers

∫
Rd k̂(ξ)dξ par convergence monotone. Ainsi,k̂ est intégrable, elle a donc

toute les propriètées d’une densité etk est bien la transformée de Fourier de la mesure correspondant à k̂.

Si k n’est pas intégrable, Nous allons montrer quek est limite simple d’une suite de fonctions qui
sont des transformées de Fourier de mesure positive bornée.Commek est supposée continue en0, nous
pourrons alors conclure avec le théorème de Levy. Il suffit deprendre les fonctionŝhσk. En effet, cette
fonction est de type positif en tant que produit de deux fonctions de type positif. De plus,̂hσk est in-
tégrable comme produit d’une fonction intégrable et d’une fonction bornée. Ainsi, avec ce que nous
avons démontré précédemment, pour toutσ > 0 , ĥσk = µ̂σ où µσ est une mesure positive bornée.
Finallement, commêhσk converge simplement versk (continue en0), le théorème de Levy nous donne
la conclusion.

Nous retiendrons du théorème de Bochner que sik est de type positif, intégrable et continue en0,
alorsk̂ est une densité etk est la transformée de Fourier de la mesure associée àk̂.

Ajoutons une hypothèse supplémentaire au théorème de Bochner. Nous supposons toujours quek est
de type positif, intégrable et continue en0 et si on exige en plus quêk soit strictement positive. Nous
introduisons un nouvel espace de Hilbert qui est un espaceL2 à poids.

Définition 4. Soitµ la mesure définie pardµ(ξ) = dξ

(2π)dk̂(ξ)
. Alors on définit un espace de Hilbert, en

considérantL2(µ) := L2(Rd,R, µ).

Sous ces hypothèses, la proposition suivante décrit l’espaceL2(µ) comme une "représentation spec-
trale" du RKHS associé àk.

Proposition 5. Sik est une fonction de type positif, continue en 0 et intégrable. Si de plus,̂k est stricte-
ment positive. Alors le RKHSV associé au noyaukV (x, y) = k(y − x) est de la forme :

V =

{
f ∈ L2 | ‖f‖2V =

1

(2π)d

∫

Rd

|f̂(ξ)|2k̂(ξ)−1dξ <∞
}
. (18)

En résumé, la transformée de Fourier est une isométrie entreV etL2(µ). Avant de démontrer cette
proposition, nous pouvons déjà faire plusieurs remarques.
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Proposition 6. Les éléments deV sont bien des fonctions.

Démonstration.En effet, les éléments deL2(µ) sont dansL2 ∩ L1. Pour le voir, on remarque quêk ∈
L2(µ) car elle est positive et intégrable (Bochner). Ainsi, sif ∈ L2(µ), on a

‖f‖L1 =
〈
f | k̂

〉
L2(µ)

<∞,

et doncf ∈ L1. De plus,k̂ est bornée par une certaine constante positivec. Donc, 1

k̂
>

1
c . Ce qui

implique :
1

c

∫

Rd

|f̂(ξ)|2dξ 6
∫

Rd

|f̂(ξ)|2k̂(ξ)−1dξ <∞.

Finallement,L2(µ) ⊂ L1 ∩ L2 et si f ∈ V alors f = F−1(f̂) où F−1 coïncide avec la formule
d’inversion "explicite".

Remarque 4. On peut aussi remarquer que l’information qui nous est donnée par la norme‖f‖V fait
intervenir l’inverse dêk. Nous savons que cette fonction décroît d’autant plus vite quek est régulière.
Ainsi, si nous prenonsk très régulière, la norme‖f‖V va pénaliser toute les fonctionsf qui ne le sont
pas suffisament.

Passons à la preuve de cette proposition.

Démonstration.(V, ‖ ‖V ) est un espace de Hilbert car isométrique àL2(µ), et nous avons vu que ses
éléments peuvent être considérés comme des fonctions. Pourtoutx ∈ Rd, leskV (x, .) = k(· − x) sont
dansV . En effet, commeF(k(· − x))(ξ) = exp(ix · ξ)k̂(ξ) :

‖k(· − x)‖V =
1

(2π)d

∫

Rd

k̂(ξ)dξ <∞.

De plus, pour toutf ∈ V on a

〈f | k(x, ·)〉V =
1

(2π)d

∫

Rd

f̂(ξ) exp(ix · ξ)k̂(ξ)k̂(ξ)−1dξ,

=
1

(2π)d

∫

Rd

f̂(ξ) exp(ix · ξ)dξ,

= f(x),

en utilisant le théorème d’inversion. C’est donc l’unique RKHS de noyaukV .

2.5 Interprétation avec l’espace de SobolevH1(R)

Considérons l’espace de SobolevH1(R). Comme nous l’avons vu, cet espace s’injecte continûment
dansC0(Rd). En particulier, c’est un RKHS. Rappelons la description "spectrale" de cette espace :

H1(R) =

{
u ∈ L2(R) |

∫

R

(1 + ξ2)|û(ξ)|2dξ <∞
}
,

avec la norme :

‖u‖H1 :=

(∫

R

(1 + ξ2)|û(ξ)|2dξ
)1/2

.
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Cette définition est du même type que celle que nous venons de voir. Ainsi,H1(R) est un RKHS de noyau

F−1
(

1
(1+|ξ|2)

)
. Nous pouvons en fait donner une autre interprétation du noyau deHm(Rd), comme

fonction de Green de l’opérateur−∆+ Id. En effet, commeH1 est un RKHS, pour toutx ∈ R il existe
k(x, ·) ∈ H1 tel que〈k(x, ·) | g〉H1 = g(x) pour toutg ∈ H1. Il en résulte que pour toutx ∈ R k(x, ·)
est l’unique solution (au sens des distributions) de l’équation (−∆+ Id)f = δx dansH1 . En effet, soit
ϕ ∈ S(R), on a〈k(x, ·) |ϕ〉H1 = ϕ(x) et

〈k(x, ·) |ϕ〉H1 = 〈k(x, ·) |ϕ〉L2 +
〈
k(x, ·)′ |ϕ′

〉
L2

= 〈k(x, ·) |ϕ〉L2 −
〈
k(x, ·)′′ |ϕ′

〉
L2

= 〈(−∆+ Id)k(x, ·) |ϕ〉L2 = ϕ(x).

L’unicité découle de la densité deS(R) dansH1(R).
Comme le produit scalaire surH1 est invariant par translation, lesk(x, ·) sont du typẽk(· − x) pour

une certaine fonctioñk. De plus, nous venons de voir quek̃ est solution de(−∆+Id)f = δ0 . Maintenant,
si on utilise la transformée de Fourier sur les distributions tempérées on a :

F ((−∆+ Id)f) = (1 + ξ2)f̂

etF(δ0) = 1. Nous retrouvons quẽk est la tranformée de Fourier inverse de1(1+ξ2) .
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3 Modélisations des déformations élastiques.

La création du groupe de difféomorphismesAV , modélisant les transformations admissibles (section
1.2), va passer par l’utilisation d’un théorème du type Cauchy-Lipschitz. Dans la suite, nous considérons
un espace de Hilbert admissible(V, 〈· | ·〉V ). Comme nous l’avons déjà vue,V peut être identifier à un
espace de Sobolev. Les éléments deV sont assez réguliers pour la variablex ∈ Rd. Nous ajoutons une
variable temporelle en exigeant cette fois-ci un minimum derégularité :

Définition 5. On définit l’espaceL1
V = L1 ([0, 1], V ) qui contient les classes d’équivalence de fonctions

t→ vt de [0, 1] dansV telles que

‖v‖L1
V
=

∫ 1

0

‖vt‖V dt <∞.

Nous définissonsL2
V de la même manière mais en mettant un carré dans l’intégrale et une racine à

l’extérieur. Remarquons queL1
V est un espace de Banach et queL2

V est un espace de Hilbert. De plus,
‖v‖L1

V
6 ‖v‖L2

V
.

Nous pouvons maintenant commencer notre construction. Elle repose sur le théorème suivant.

Théorème 5. Soitf : [0, 1]×Rd → Rd telle que pour toutt ∈ [0, 1], f(t, ·) est lipschitzienne de rapport
Kt > 0 avec

∫ 1

0
Ktdt < ∞. De plus, on suppose qu’il existex0 ∈ Rd telle que

∫ 1

0
|f(t, x0)|dt < ∞.

Alors, pour touty0 ∈ Rd, il existe une unique applicationy : [0, 1] → Rd solution de l’équation intégrale

y(t) = y0 +

∫ t

0

f(r, y(r))dr. (19)

Donnons une démonstration de ce théorème. Cela va nous permettre de mieux comprendre les pro-
priétés des objets obtenus.

Démonstration.Pour0 < s < t < 1, condidérons l’espace de fonctionCst = C
(
[s, t],Rd

)
que nous

munissons la norme de la convergence uniforme, afin d’obtenir un espace de Banach. Poury ∈ Rd,
γ ∈ Cst etu ∈ [s, t], nous définissons une nouvelle fonctionTyγ de la manière suivante :

Tyγ(u) = y +

∫ u

s

f(r, γ(r))dr.

Tyγ est bien définie car d’après nos hypothèses :
∫ u

s

|f(r, γ(r)|dr 6
∫ u

s

|f(r, γ(r)−f(r, xo)|+|f(r, x0)|dr 6 (‖γ‖∞+|x0|)
∫ u

s

Krdr+

∫ u

s

|f(r, x0)|dr <∞.

De la même manière on obtient que|Tyγ(u1)−Tyγ(u2)| 6 (‖γ‖∞+ |x0|)
∫ u2

u1
Krdr+

∫ u2

u1
|f(r, x0)|dr

quantité qui tend vers0 quandu2 tend versu1. Ainsi, Tyγ est une application continue et pour tout
y ∈ Rd on a trouvé une applicationTy : Cst → Cst. Reste à montrer qu’on peut choisirs et t assez
proche pour queTy soit contractante. Nous pourrons alors utiliser le théorème du point fixe entre espace
métrique complets. Pourγ etη ∈ Cst on a l’inégalité suivante :

‖Tyγ − Tyη‖∞ 6

∫ t

s

|f(r, γ(r))− f(r, η(r))dr| 6 ‖γ − η‖∞
∫ t

s

Krdr.

Ainsi, Ty est lipschitzienne de rapport
∫ t

s Krdr et on peut trouverδ > 0 tel que cette quantité soit
strictement inférieure à1 pour |s − t| 6 δ. De plus, ce choix peut être fait indépendament dey ∈ Rd.
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Par conséquent, pour tout0 < s < t < 1 tels que|s − t| 6 δ alors pour touty ∈ Rd , Ty est une
application contractante deCst dansCst, elle admet donc un unique point fixe. Ensuite, l’unicité étant
établi sur de petits segments, on découpe l’intervalle[0, 1] en segments de tailles strictement inférieures à
δ. Partant d’une condition initiale au temps0, nous pouvons construire de proche en proche une solution
à l’équation 19.

Plusieurs remarques à propos de ce théorème :

Si nous faisons varier la condition initialey dansRd, alors pour tout tempst ∈ [0, 1] nous obtenons
une fonction de la variable spatiale que nous allons notéey(t, .) ou encoreyt. Nous allons voir que
y(t, .) est régulière par rapport à cette variable. Autre fait remarquable, ces applications sont inversibles.
En effet, il faut remarquer que le théorème 5 peut être démontrer dans l’autre sens (on n’impose plus
une condition initiale mais une condition finale). Pour cela, nous travaillons toujours avec les espaces
Cst = C

(
[s, t],Rd

)
mais nous utilisons plutôt les applicationsT̃y : Cst → Cst définies par

T̃yγ(u) = y +

∫ t

u

f(r, γ(r))dr u ∈ [s, t]

Nous montrons de la même manière qu’elles sont contractantes pourt à proximiter des. De proche en
proche, on construit une courbe sur tout l’intervalle[0, 1] en fixant cette fois la condition au tempst = 1.
Finallement, Nous pouvons construire une solution unique,quel que soit le temps ou la condition est
fixée. C’est-à-dire que pour tout couple(s, x) ∈ [0, 1] × Rd il existe un unique élément deC([0, 1],Rd)
solution de l’équation

y(t) = x+

∫ t

s

f(r, y(r))dr, t ∈ [0, 1]. (20)

Nous notons cette solutionyst (x) (sa valeur au tempst). Si nous réalisons la compositionyst ◦ys(x), nous
obtenons la valeur au tempst de l’unique courbe qui vautys(x) au tempss. Par unicité, c’est forcément
yt(x) et doncyst ◦ ys = yt . Par suite,ys0 ◦ ys = Id.

Nous pouvons illustrer rapidement le fait que les courbes nese coupent pas. En effets, si la fonction
f est donnée par un système linéaire du type :f(t, x) = Atx+Bt oùAt ∈ L(Rd,Rd) etBt ∈ Rd alors
la conclusion du théorème est valable dès que

∫ 1

0 |At|+ |Bt|dt <∞. Nous disposons donc de beaucoup
d’exemples.
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FIGURE 1 – Illustration du principe d’unicité, avec un système du type "attracteur de Lorentz".

Pour voir le script premettant d’obtenir cette figure, le lecteur peut se repporter à l’annexe A.

Maintenant, nous allons voir que ce résultat est toujours valable si l’on prendf dans un espace de
Hilbert admissible.

Théorème 6. Soit(V, 〈· | ·〉V ) un espace de Hilbert admissible, alors pour toutv ∈ L1
V et toutx ∈ Rd,

il exite une unique application continuet→ Φv
t (x) de[0, 1] dansRd, solution de l’équation intégrale :

Φv
t (x) = x+

∫ t

0

vr ◦ (Φv
r(x))dr.

De plus, l’applicationx→ Φv
t (x) deRd dansRd est un homéomorphisme.

En effet, siv appartient àL1
V alors pour toutt ∈ [0, 1], vt est un élément deV . CommeV s’injecte

continûment dans
(
C1
0(R

d,Rd) , ‖ ‖1,∞
)

, on peut prendre‖vt‖1,∞ pour jouer le rôle deKt. De plus,

‖vt‖1,∞ 6 ‖vt‖V et
∫ 1

0 ‖vt‖V dt <∞ par définition. Nous avons donc rempli toutes les conditions. Le
fait que les applications soient inversibles découle de la discussion précédente.

Nous réalisons maintenant l’analyse des objets que nous venons de générer par cette méthode. Dans
un premier temps, le lemme de Gronwall nous permet d’obtenirtrois types de contrôles (en temps, en
espace, et vis-à-vis des champs de vecteurs). Ensuite, nousallons étudier les propriétés de l’application
"flot" qui à un élémentv deL1

V associe une famille d’homéomorphismes(Φv
t )t∈[0,1]. Finallement, nous

montrons que tous ces homéomorphismes sont des difféomorphismes de classeC1.

3.1 Lemmes de contrôles

Commençons par rappeler le lemme de Gronwall, dont les applications vont survenir à une fréquence
remarquable.
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Lemme 2. Soientf etg deux fonctions positives mesurables définies sur[0, 1]. Soitc > 0 une constante.
On suppose que pour toutt ∈ [0, 1] on a

f(t) 6 c+

∫ t

0

f(s)g(s)ds.

Alors,

f(t) 6 c exp

(∫ t

0

g(s)ds

)
.

Grâce à ce lemme nous obtenons les contrôles suivants :

Lemme 3. (Contrôle en temps) Pour toutv ∈ L1
V , x ∈ Rd et0 6 s < t 6 1 :

|φvt (x) − φvs(x)| 6
∫ t

s

‖vr‖∞ dr.

Lemme 4. (Contrôle en espace) Pour toutv ∈ L1
V , t ∈ [0, 1] et pour toutx, y ∈ Rd :

|φvt (x)− φvt (y)| 6 |x− y| exp
(∫ t

0

‖vs‖1,∞ ds

)
.

Démonstration.

|φvt (x) − φvt (y)| 6 |x− y|+
∫ t

0

|vs(φvs(x)) − vs(φ
v
s (y))|ds,

6 |x− y|+
∫ t

0

‖vs‖1,∞|φvs(x)− φvs(y)|ds.

Il reste donc à appliquer le lemme de Gronwall.

Lemme 5. (Contrôle vis-à-vis du champ) Pour toutu, v ∈ L1
V , x ∈ Rd et t ∈ [0, 1] , on a

|φut (x)− φvt (x)| 6
∣∣∣∣
∫ t

0

us(φ
u
s (x)) − vs(φ

u
s (x))ds

∣∣∣∣ exp
(∫ t

0

‖vs‖1,∞ds
)
. (21)

Démonstration.

|φut (x)− φvt (x)| 6
∣∣∣∣
∫ t

0

us(φ
u
s (x))− vs(φ

v
s(x)) ds

∣∣∣∣ ,

6

∣∣∣∣
∫ t

0

us(φ
u
s (x))− vs(φ

u
s (x))ds

∣∣∣∣ +
∫ t

0

|vs(φus (x)) − vs(φ
v
s(x))| ds,

6

∣∣∣∣
∫ t

0

us(φ
u
s (x))− vs(φ

u
s (x))ds

∣∣∣∣ +
∫ t

0

‖vs‖1,∞|φus (x)− φvs(x)|ds.

et nous appliquons encore le lemme de Gronwall.

3.2 Continuité de l’application flot.

D’un point de vue intuitif, nous allons rechercher une "bonne" transformation parmis l’ensemble des
homéomorphismes dont nous disposons. Dans la pratique, nous travaillons plutôt sur l’espace des champs
V . Il est donc primordial que l’application qui lie ces deux ensembles possède de bonnes propriétés. La
fonctionnelle en question est l’application flot, qui à un élément deL1

V associe la famille d’homéomor-
phismes(Φv

t )t∈[0,1] (qui sont en fait différentiables). Dans un premier temps, nous allons décrire plus
précisément son espace d’arrivée, mettre une métrique sur cette espace, et démontrer un résultat de con-
tinuité vis-à-vis de cette métrique. Plus tard, nous montrerons un résultat plus fort de faible continuité
vis-à-vis de la normeL2

V .
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Définition 6. On appelleAid l’espace des homéomorphismesφ deRd tels queφ − id soit borné. Nous
munissons cet espace de la métrique suivante :

d(φ, ψ) = ‖φ− ψ‖∞ + ‖φ−1 − ψ−1‖∞.

Proposition 7. (Aid, d) est un espace métrique complet.

Démonstration.Remarquons que pour toutφ ∈ Aid alors φ − id ∈
(
Cb(Rd,Rd), ‖ ‖∞

)
qui est un

espace de Banach.
Soit (φn) une suite de Cauchy dansAid et ǫ > 0 . Par définition de la métriqued on a :

‖(φn − id)− (φm − id)‖∞ = ‖φn − φm‖∞ 6 ǫ

pourm et n assez grands. Alors,(φn−id)n est de Cauchy dans l’espace de Banach
(
Cb(Rd,Rd), ‖ ‖∞

)
.

Par conséquent, il existeφ ∈ C(Rd,Rd) tel que

lim
n→∞

(φn − id)n = φ, pour la norme de la convergence uniforme.

Par simple réécriture, nous obtenons que(φn) converge uniformément vers̃φ = φ + id qui est une
application continue et dont la différence avec l’identitéest bornée.

De la même manière, nous obtenons que(φ−1
n ) converge uniformément vers un élémentψ̃ vérifiant

les mêmes propriétés. Reste à montrer que(φ̃)−1 = ψ̃ pour pouvoir affirmer quẽφ ∈ Aid et que(φn)
converge vers̃φ pour la métriqued . Or, par convergence uniforme, nous savons queφn ◦ φ−1

n (x) = x
converge vers̃φ ◦ ψ̃(x) . Donc (φ̃)−1 = ψ̃ ce qui achève la démonstration.

Finallement, nous introduisons l’espaceC([0, 1],Aid) des applications continuest → φt de [0, 1]
dansAid que nous munissons de sa métrique naturelle :

D(φ, ψ) = sup
t∈[0,1]

d(φt, ψt).

(C([0, 1],Aid), D) est alors un espace complet.

Proposition 8. L’application Φ : v → (φvt )t∈[0,1] est continue deL1
V dans C([0, 1],Aid) , lipschitzi-

enne sur toutes parties bornées. De plus, commeL2
V s’injecte continûment dansL1

V le résultat est
valable pourΦ : L2

V → C([0, 1],Aid) .

Démonstration.Nous rappelons le lemme de contrôle vis-à-vis du champ :

|φut (x)− φvt (x)| 6
∣∣∣∣
∫ t

0

us(φ
u
s (x)) − vs(φ

u
s (x))ds

∣∣∣∣ exp
(∫ t

0

‖vs‖∞ds
)

6

∫ t

0

‖us − vs‖∞ds exp
(∫ t

0

‖vs‖∞ds
)
.

De plus, on a toujours l’hypothèse d’injection continue (‖us‖∞ 6 ‖us‖1,∞ 6 CV ‖us‖V ). Par con-
séquent,φut − φvt est borné et satisfait :

‖φut − φvt ‖∞ 6 CV ‖u− v‖L1
V
exp

(
CV ‖v‖L1

V

)
.
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Pour les applications inverses, nous faisons la même chose avec les champs̃u et ṽ où ũ est défini par

ũs =

{
−ut−s si s 6 t,
0 si s > t.

En effet, on vérifie par identification que nous avonsφũs (φ
u
t (x)) = φut−s(x) si s 6 t , avec en particulier

φũt (φ
u
t (x)) = φu0 (x) = x . Pour cela, on posey(s) = φut−s(x) (défini sur[0, t]) et nous essayons de

retrouver l’équation deφũs (φ
u
t (x)) . Pour s ∈ [0, t] :

y(s) = φut−s(x) = x+

∫ t−s

0

u(r, φur (x)) dr,

= x+

∫ t

0

u(r, φur (x))dr −
∫ t

t−s

u(r, φur (x)) dr,

= φut (x) +

∫ t

t−s

ũ(t− r, y(t− r)) dr,

= φut (x) +

∫ s

0

ũ(r, y(r)) dr.

C’est l’équation deφũs (φ
u
t (x)) . Par unicité, pours ∈ [0, t] nous avons l’égalitéφũs (φ

u
t (x)) = φut−s(x)

et ũ est un champs qui nous permet d’obtenir l’inverse au tempst . De plus, étant donnée la forme deũ ,
nous avons la majoration‖ũ‖L1

V
6 ‖u‖L1

V
. Remarquons que le champsṽ a les mêmes propriétés quẽu .

Par conséquent, on obtient la même majoration pour les inverses

‖(φut )−1 − (φvt )
−1‖∞ = ‖φũt − φṽt ‖∞,

6 CV ‖ũ− ṽ‖L1
V
exp

(
CV ‖ṽ‖L1

V

)
,

6 CV ‖u− v‖L1
V
exp

(
CV ‖v‖L1

V

)
.

Finallement,

‖φut − φvt ‖∞ + ‖(φut )−1 − (φvt )
−1‖∞ 6 2CV ‖u− v‖L1

V
exp

(
CV ‖v‖L1

V

)
. (22)

En prenantu = 0 , les applicationsφvt − Id sont bornées pour toutv ∈ L1
V , ce sont donc des éléments

de Aid pour tout t ∈ [0, 1] . De plus, le lemme de contrôle en temps nous donne :

‖φvt − φvs‖∞ 6 CV

∫ t

s

‖vr‖V , (23)

et cette quantité tend vers0 quandt tend verss. Nous obtenons le même résultat pour‖(φvt )−1 −
(φvs )

−1‖∞ . L’application t → φvt de [0, 1] dansAid est donc continue. Ainsi,Φ est à valeurs dans
C([0, 1],Aid) . Enfin, l’inégalité (22) nous dit qu’elle est lipschitzienne sur toutes parties bornées de
L1
V .

Nous terminons la description de l’ensemble des transformations admissibles en démontrant qu’il
s’agit bien de difféomorphismes.

Théorème 7. Pour tout v ∈ L1
V et toust ∈ [0, 1], φvt est un difféomorphisme de classeC1 de Rd . De

plus, pour toutx ∈ Rd , l’application t → dxφ
v
t (où dxφvt est la différentielle deφvt au pointx ∈ Rd )

est une application continue, solution de l’équation intégrale :

dxφ
v
t = Id+

∫ t

0

dφv
s(x)

vs ◦ dxφvs ds. (24)
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En outre, il existe deux constantesc1 et c̃1 > 0 , telles que pour toutv ∈ L1
V ,

sup
t∈[0,1]

‖dφvt ‖∞ 6 c1 exp
(
c̃1‖v‖L1

V

)
. (25)

‖dφvt ‖∞ est le sup, sur tous lesx ∈ Rd, de la norme d’opérateur‖dxφvt ‖L.

Démonstration.Soitx, α ∈ Rd, avec|α| 6 1, considérons l’équation :

y(t) = α+

∫ t

0

dφv
s (x)

vs.y(s)ds. (26)

Nous montrons que cette équation admet une solution unique,puis nous allons essayer d’identifier cette
solution à dxφvt · α . Ici, la fonction et linéaire en espace ( ief(s, z) = Asz avecAs = dφv

s (x)
vs ),

il suffit donc de vérifier la condition d’intégrabilité. Or,V étant un espace de Hilbert admissible, nous
avons cette condition car

∫ 1

0 |dφv
t (x)

vt| dt 6 CV

∫ 1

0 ‖vt‖V dt < ∞ . L’équation 26 admet donc une
unique solution. De plus, comme|α| 6 1, on a :

|y(t)| 6 1 + CV

∫ t

0

‖vs‖V |y(s)|ds,

et le lemme de Gronwall nous donne :

|y(t)| 6 exp(CV ‖v‖L1
V
).

Si nous arrivons à identifiery(t) etdxφvt ·α, nous aurons la majoration recherchée (car c’est valable pour
toutx,t, α ). Pour cela on pose :

zǫ(t) = y(t)− 1

ǫ
(φvt (x+ ǫα)− φvt (x)),

et nous voulons montrer quezǫ(t) tend vers0 avec ǫ . Utilisons l’écriture sous forme d’intégrale :

zǫ(t) =

∫ t

0

dφv
s (x)

vs.y(s) ds−
1

ǫ

∫ t

0

(vs ◦ φvs(x + ǫα)− vs ◦ φvs(x)) ds,

=

∫ t

0

dφv
s (x)

vs.zǫ(s) ds+
1

ǫ

∫ t

0

dφv
s (x)

vs · (φvt (x+ ǫα)− φvt (x)) − (vs ◦ φvs(x+ ǫα)− vs ◦ φvs(x)) ds.

Mettons cette expression de côté et considérons l’ensemble{φvt (x + ǫα); t ∈ [0, 1]; ǫ ∈ [0, ǫ0]} . C’est
un compact par continuité de l’application(t, ǫ) → φvt (x + ǫα) . SoitK l’enveloppe convexe de cette
ensemble,K est convexe et compact. Pour touty, ỹ ∈ K, on a :

|vt(ỹ)− vt(y)− dyvt(ỹ − y)| =
∣∣∣∣
∫ 1

0

(
dy+λ(ỹ−y)vt − dyvt

)
.(ỹ − y) dλ

∣∣∣∣ ,

6 mK,t(|ỹ − y|)|ỹ − y|,

oùmK,t est le module de continuité dedvt surK :

mK,t(r) = max {|dxvt − dyvt| , x, y ∈ K , |x− y| 6 r} .

Commex → dxvt est continue (hypothèse d’admissibilité), elle est uniformément continue surK, ce
qui implique quelimr→0mK,t(r) = 0.
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Revenons à la forme intégrale dezǫ et rappelons le lemme de contrôle en espace :
Pour toutv ∈ L1

V , t ∈ [0, 1] , x, y ∈ Rd :

|φvt (x)− φvt (y)| 6 |x− y| exp
(∫ t

0

‖vr‖1,∞ dr

)
.

Ainsi, nous pouvons trouver une constantec(v) telle que|φvt (x + ǫα) − φvt (x)| 6 ǫ|α|c(v) . Par con-
séquent :

|zǫ(t)| 6
∫ t

0

‖vs‖1,∞|zǫ(s)|ds+ |α|
∫ 1

0

mK,s(ǫ|α|c(v))ds.

Nous utilisons à nouveau le lemme de Gronwall :

|zǫ(t)| 6
(
|α|
∫ 1

0

mK,s(ǫ|α|c(v))ds.
)
exp

(∫ t

0

‖vs‖1,∞ ds

)
.

Or, par convergence dominée, commemK,s(r) 6 2‖vt‖1,∞ , on a limr→0

∫ 1

0
mK,s(r)ds = 0 et zǫ(t)

tend vers0 quandǫ tend vers0. Donc φvt est différentiable etdxφvt .α = y(t).

Nous donnons maintenant un résultat de faible continuité del’application flot. Ce résultat est très
important pour la suite de l’exposé. En effet, nous allons minimiser une fonctionnelle définie sur un espace
de Hilbert. Sur ces espaces, on est souvent amené à extraire une sous-suite faiblement convergente d’une
suite bornée. Pour une telle sous-suite, une application faiblement continue va conserver la convergence,
ce qui n’est pas forcément le cas avec la continuité forte. Cependant, nous allons voir que pour obtenir
cette continuité faible, l’espace d’arrivée doit être munit de la topologie de la convergence uniforme sur
tout compact, et nous ne pourrons pas utiliser la topologie (plus fine) de la convergence uniforme globale.

Proposition 9. Les applications(t, x) → φvt (x) sont uniformément continues et ce, uniformément vis-à-
vis du champsv sur toute parie bornée deL2

V (équicontinuité).

Démonstration.D’après le lemme 4 les applicationsφvt sont lipschitziennes et le rapport ne dépend que
de la norme dev. Si nous fixons la variablet, on a bien équicontinuité sur toutes parties bornées deL2

V .
Or, d’après le lemme 3 on a aussi un contrôle en temps :

|φvt (x) − φvs(x)| 6 Cv

∫ t

s

‖vr‖V dr.

Ainsi, en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz :

|φvt (x)− φvs(x)| 6 Cv

√
(t− s)

(∫ t

s

‖vr‖2V dr
)1/2

,

6 Cv

√
(t− s)‖v‖L2

V
,

ce qui nous donne le résultat.

Théorème 8. Supposons que(vn)n converge faiblement versv dansL2
V . Alors, pour tout compact

K ⊂ Rd , (t, x) → φ
(vn)
t (x) converge vers(t, x) → φvt (x) et ce uniformément surK et uniformément

par rapport au temps. C’est-à-dire :

lim
n→0

sup
{(t,x)∈[0,1]×K}

∣∣∣φvn

t (x) − φvt (x)
∣∣∣ = 0.
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Démonstration.Soit (vn)n, une suite qui converge faiblement versv dansL2
V . Pourx ∈ Rd, on utilise à

nouveau le lemme de contrôle vis-à vis du champs (lemme 5).

∣∣∣φvn

t (x)− φvt (x)
∣∣∣ 6

∣∣∣∣
∫ t

0

vns (φ
v
s(x)) − vs(φ

v
s (x))ds

∣∣∣∣ exp
(
CV

∫ t

0

‖vns ‖V ds
)
,

6 |η(vn − v)| exp
(
CV

∫ t

0

‖vns ‖V ds
)
.

η : L2
V → Rd , définie parη(u) =

∫ t

0 us(φ
v
s(x))ds , est une application linéaire continue. En effet,

|η(u)| 6
∫ t

0 ‖us‖∞ds 6 CV ‖u‖L1
v
6 CV ‖u‖L2

v
. Elle est donc aussi faiblement continue, car pour

les applications linéaires, la continuité entre deux espaces de Banach munis de leur topologie faible est
équivalente à la continuité entre ces mêmes espace munis de leur topologie forte (et les topologies forte
et faible coïncident surRd). Par conséquent,

lim
n→∞

η(vn − v) = 0.

En outre, la convergence faible entraine que(vn)n est bornée dansL2
V et donc dansL1

V . Ainsi, exp
(
CV

∫ t

0
‖vns ‖V ds

)

est aussi bornée. Nous avons alors prouvé que pour toutt ∈ [0, 1],φv
n

t converge simplement versφvt . Soit
K ⊂ Rd un compact, montrons que cette convergence est uniforme sur[0, 1]×K.

On fixeǫ > 0. Du fait de l’équicontinuité sur toute partie bornée des applications (t, x) → φvt (x) et
comme(vn)n est une partie bornée, il existeη > 0 tel que pour toutn ∈ N ,

|φvn

t (x) − φv
n

s (y)| 6 ǫ dès que |x− y|+ |t− s| 6 η.

C’est aussi vérifié pour le champsv. De plus,[0, 1]×K est un compact, nous pouvons donc trouver des
couples(ti, xi) , 1 6 i 6 N tels que pour tout(t, x) ∈ [0, 1] × K , il existe i ∈ {1, . . . , N} tel que
|t− ti|+ |x− xi| 6 η . Par inégalité triangulaire nous avons alors :

|φvn

t (x)− φvt (x)| 6 |φvn

t (x)− φv
n

ti (xi)|+ |φvn

ti (xi)− φvti(xi)|+ |φvti(xi)− φvt (x)|,
6 2ǫ+ |φvn

ti (xi)− φvti(xi)|.

Enfin, on utilise la convergence simple deφv
n

t pour obtenir le résultat.

Dans l’idéal, nous aimerions avoir ce résultat avec une topologie la moins fine possible au départ ( de
ce point de vue la faible continuité est un "bon" résultat) etavec la topologie la plus fine à l’arrivée. Le
contre-exemple suivant montre que nous ne pouvons pas exiger la convergence uniforme globale en toute
généralité.

Contre-exemple:

Plaçons nous en dimension 1 et choisissons une fonctionC∞ , f , à support inclus dans[0, 1]. La
fonctionf , en tant que fonction régulière et indépendante du temps, satisfait les hypothèses du lemme 5.
Nous posons alors

vnt (x) = f(x− n),

ce qui définit une suite dans l’espace de SobolevH2(R) = V (admissible). La norme‖ ‖H2(R) est invari-
ante par translation et donc les valeurs‖vnt ‖V sont toutes identiques. La suite(vn) est donc bornée dans
L2
V . Comme nous sommes dans un Hilbert, nous pouvons extraire une sous-suite faiblement convergente.
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On montre alors que parmis la suite de difféomorphismes associée à(vn) aucune sous-suite ne peut con-
verger uniformément (pour un tempst fixé).

Les applicationsφv
n

t sont égales à l’indentité en dehors de[n, n + 1]. Pour le montrer, il suffit de
voir que pourx en dehors de cette intervalle, l’application constantet → x vérifie leur équation, puis
on utilise l’unicité de la solution. De plus, nous avonsφv

n

t (x) = φv
0

t (x − n) + n. En effet, posons
y(t) = φv

0

t (x − n) + n, alors,

y(t) = x+

∫ t

0

f(y(s)− n)ds.

On retrouve l’équation vérifiée parφv
n

t (x). Nous en concluons que pour toutp 6= q, ‖φvp

t − φv
q

t ‖∞
est supérieur ou égale à1 (on prendx 6∈ [p, p + 1] ∪ [q, q + 1]). Aucune sous-suite ne peut converger
uniformément.

3.3 Groupe des déformations élastiques.

L’objet de cette section est de décrire plus précisement l’ensemble des déformations obtenues. En
particulier, nous allons montrer que nous pouvons paramètrer cet espace par des éléments deL2

V . Ainsi,
pour la recherche d’une transformation optimale (problèmede minimisation (PA)) nous pourrons tra-
vailler dans l’espace de HilbertL2

V . Finallement, à la fin de cette section, nous allons écrire pour la
première fois notre problème sous une forme "bien posée". Remarquons tout de suite que nous allons
obtenir des réductions encore plus importantes dans les sections suivantes.

Considérons l’ensemble de tous les difféomorphismes obtenus avec des champsL1
V , nous notons cet

ensembleAV = {φvt ; t ∈ [0, 1], v ∈ L1
V }. En fait, il suffit de prendre les difféomorphismesφv1 car

φvs = φṽ1 pourṽt = vt si t 6 s et ṽt = 0 sinon. L’ensembleAV a donc la forme suivante :

AV = {φv1 | v ∈ L1
V }.

On construit une métrique surAV qui est invariante par la loi de composition :

d(id, φ) = inf{‖v‖L1
V
; φv1 = φ}.

Puis nous faisons l’extention :
dV (φ, ψ) = d(id, ψ ◦ (φ)−1). (27)

Proposition 10. (AV , ◦) est un groupe et un espace métrique complet pour la distancedV .

Démonstration.Nous démontrons la propriété de groupe et nous admettons quel’espace est complet.
Pour cela, il faut montrer que pouru et v deux champs dansL1

V , alorsφv1 ◦ φu1 = φu∗v1 , oùu ∗ v ∈ L1
V

est l’opération de concaténation :

u ∗ vt =
{

1
2u2t si t 6 1

2
1
2v2t−1 si t > 1

2

De plus, on a(φv1)
−1 = φṽ1 où ṽt = −v1−t (nous l’avons déjà montré pour la proposition 8). Pour

obtenir le résultat de concaténation, nous montrons d’abord que pour toutt ∈ [0, 1] et toutx ∈ Rd,
φut (x) = φu∗vt/2 (x) ce qui nous permettra de montrer queφvt (φ

u
1 (x)) = φu∗vt+1

2

(x) et d’obtenirφv1 ◦ φu1 =

φu∗v1 en prenantt = 1. La méthode est toujours la même, nous montrons seulement queφut (x) = φu∗vt/2 (x).
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Posons̃y(t) = φu∗vt/2 (x), c’est une fonction continue, définie pour toutt ∈ [0, 1]. Pour conclure, il suffit
donc de montrer quẽy(t) vérifie l’équation deφut (x). Or,

ỹ(t) = φu∗vt/2 (x) = x+

∫ t/2

0

(u ∗ v)(r, φu∗vr (x))dr,

= x+

∫ t/2

0

(u ∗ v)(r, ỹ(2r)) dr,

= x+

∫ t/2

0

1

2
u(2r, ỹ(2r)) dr,

= x+

∫ t

0

u(r, y(r)) dr.

Par unicité, on a bieñy(t) = φu∗vt/2 (x) = φut (x). Pour les autres calculs, on utilise le même principe
d’indentification.

Lemme 6. Pour toutv ∈ L1
V , il existeu ∈ L2

V tel queφv1 = φu1 et‖u‖L2
V
6 ‖v‖L1

V
.

Démonstration.Soit α : [0, 1] →]0,∞[ intégrable, de masse égale à 1. On poseA(t) =
∫ t

0 α(s)ds. A
est une bijection de[0, 1] sur lui même. On définit le champsu en posantut = α(t)vA(t). Par changement
de variable,u est un élément deL1

V de même norme quev. De plus, on aφu1 = φv1 . En effet,

φvA(t)(x) = x+

∫ A(t)

0

vs ◦ φvs(x) ds,

= x+

∫ t

0

α(s)vA(s) ◦ φvA(s)(x) ds.

Ainsi, φvA(t)(x) vérifie l’équation intégrale deφut (x). Par unicité, on en déduit queφvA(t)(x) = φut (x)

pour toutt ∈ [0, 1]. En particulier,φu1 (x) = φv1(x) car A(1) = 1.

On prend maintenantǫ > 0 quelconque, et on essaye de construireα(t) tel que‖u‖L2
V
6 ‖v‖L1

V
+ ǫ ,

oùu est défini de la même manière. On a toujours :

‖u‖2L2
V
=

∫ 1

0

α(s)2‖vA(s)‖2V ds =
∫ 1

0

α(A−1(s))‖vs‖2V ds.

Soit η > 0, pout toutt ∈ [0, 1] nous définissonsβ(t) = 1
C (η + ‖vt‖V ), avecC = η + ‖v‖L1

V
. On

poseB(t) =
∫ t

0
β(s)ds. AlorsB est strictement croissante avecB(0) = 0 etB(1) = 1, c’est donc une

bijection. Dès lors, on peut donc trouverα tel queA = B−1. Ainsi, α ◦A−1 = 1
β et donc

‖u‖2L2
V
=

∫ 1

0

‖vt‖2V
β(t)

dt = C

∫ 1

0

‖vt‖2V
η + ‖vt‖V

dt,

6 C‖v‖L1
V
= (η + ‖v‖L1

V
)‖v‖L1

V
.

Par conséquent,

‖u‖L2
V
6 ‖v‖L1

V

√
1 +

η

‖v‖L1
V

6 ‖v‖L1
V
+
η

2
.
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Il suffit de choisirη < ǫ
2 pour obtenir la majoration voulue.

Etant donné l’arbitraire surǫ, on peut choisie une suite(un) dansL2
V telle queφu

n

1 = φv1 pour tout
n et ‖un‖L2

V
6 ‖v‖L1

V
+ 1

n . Comme cette suite est bornée, on peut supposer qu’elle est faiblement
convergente ( quitte à extraire une sous-suite). Soitu ∈ L2

V la limite faible. D’après le théorème de
faible continuité de l’application flot (théorème 8)φu

n

1 converge versφu1 , on a doncφu1 = φv1 . De plus,
‖u‖L2

V
6 lim ‖un‖L2

V
6 ‖v‖L1

V
.

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer la proposition suivante :

Proposition 11.
AV = {φv1 ; v ∈ L2

V }.
Pour toutφ ∈ AV :

dV (id, φ) = inf
{
‖v‖L2

V
; v ∈ L2

V , φ
v
1 = φ

}
(28)

Remarquons que pourφ et ,ψ dansAV , un élémentv deL2
V tel queφv1 = ψ ◦ (φ)−1 s’interprète

comme une courbe dans l’espace métriqueAV , joignantφ etψ. En effet, on peut définir la courbe

γ(t) : [0, 1] → AV ,

telle queγ(t) = φvt ◦ φ. On a alorsγ(0) = φ, γ(1) = ψ et γ est continue. Une géodésique entreφ et
ψ est une courbe du même type queγ, qui joint φ etψ, mais avec une énergie minimale. C’est donc un
champsv deL2

V vérifiant toujoursφv1 = ψ ◦ (φ)−1 et tel que‖v‖L1
V

soit minimum.
La distancedV que nous avons construite calcul l’infimum parmis les énergies de toutes les courbes

allant deφ àψ. Il n’est pas évident que cette infimum soit atteind pour un élément deL2
V . En d’autres

termes, il n’existe peut-être pas de géodésique. Le lemme qui vient répond à cette question.

Lemme 7. (Existence de géodésique dansL2
V .) Pour toutφ, ψ dansAV il existe un champsv ∈ L2

V tel
queφv1 = ψ ◦ φ−1 etdV (φ, ψ) = ‖v‖L2

V
= ‖v‖L1

V
.

Démonstration.Avec la nouvelle définition que nous avons de la distancedV , nous pouvons construire
une suite minimisante(vn) dansL2

V au sens où

φv
n

1 = ψ ◦ φ−1 et lim
n→∞

‖vn‖L2
V
= dV (φ, ψ).

La suite (vn)n est bornée, nous pouvons donc supposer qu’elle est faiblement convergente. On note
v ∈ L2

V sa limite. En utilisant la faible continuité du flot (théorème 8) on peut affirmer queφv1 = ψ ◦φ−1.
De plus,

‖v‖L2
V
6 lim ‖vn‖L2

V
= dV (φ, ψ),

et donc‖v‖L2
V

= dV (φ, ψ). Enfin, par définition dedV , on a‖v‖L1
V

> dV (φ, ψ) = ‖v‖L2
V

donc
‖v‖L1

V
= ‖v‖L2

V
. Comme cette situation correspond à une égalité dans l’inégalité de Cauchy-Schwarz,

‖v‖L1
V

est constante presque partout.

3.4 Définition Hilbertienne du problème d’appariement.

Commençons par rappeler nos objecitfs et le problème que nous souhaitons résoudre. Nous voulons
appareiller des objetsO1, O2 à l’aide de déformations élastiques. Nous cherchons donc à construire le
cadre mathématiques suivant :
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– Construire un espaceAV contenant l’ensemble des déformations admissibles, section 3.
– Construire un espaceE contenant les objets d’études. section 5.
– Définir une distancedE sur cette espace. section 5.
– Construire une action(φ,O) → φ.O deAv sur les objets. section 5.
Nous pouvons alors mesurer la qualité de l’appariement avecA(φv1) = dE (φv1 ·O1 , O2) (c’est la

terme d’attache aux données). Nous cherchons à minimiser sur AV le critère suivant :

J(Φ) = λdV (id,Φ) +A(φ) (pA).

Le théorème d’existence de géodésique nous donne alors l’équivalence :

Proposition 12. Le problème(pA) est équivalent à la minimisation surL2
V de la fonctionnelle

J(v) = λ

∫ 1

0

‖vt‖2dt+A(Φv
1) (PA).

Enfin, énnonçons un dernier théorème, qui nous donne une condition suffisante pour l’éxistence
théorique d’une solution au problème (PA).

Théorème 9. Si la fonctionnelleA : AV → [0,+∞[ est telle quev → A(φv1) est faiblement continue
surL2

V , alors le problème(PA) admet une solution pour toutλ > 0.

Remarque 5. D’après le théorème 8, la condition est vérifiée dès queA est continue pour la topologie
de la convergence uniforme sur tout compact.

Démonstration.Considérons une suite minimisante(vn)n dansL2
V . Cette suite est bornée carJ(vn) est

bornée et

‖vn‖L2
V
=

√
J(vn)−A(φv1)

λ
.

Quitte à extraire une sous-suite, on suppose que(vn) converge faiblement vers une limitev ∈ L2
V .

Par faible continuité,A(φv
n

1 ) converge versA(φv1). Dautre part,‖v‖L2
V

6 lim ‖vn‖L2
V

, doncJ(v) 6

lim J(vn) = inf J car(vn) est minimisante. En conclusion,J(v) = inf J .
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4 Utilisation des espaces de Hilbert à noyau reproduisant.

Dans cette section, nous allons mettre à profit les RKHS introduits à la section 2.3. Comme nous ne
travaillons plus avec des fonctions à valeurs scalaires mais avec des champs de vecteurs, il faut adapter
nos notations et aussi nos démonstrations. Cependant, les résultats que nous allons présenter sont essen-
tiellements les mêmes que ceux de la section 2.3 et nous laisserons de coté certaines démonstrations.

La première partie de cette section a pour but d’adapter les résultats déjà connus au cas des RKHS de
champs de vecteurs (on donne aussi quelques nouvelles propositions). La deuxième partie est une étude
desnoyaux vectoriels positifsinvariants par translation. La troisième partie illustre,à travers le principe
de réduction, les avantages que peuvent avoir les RKHS en optimisation. On remarquera en particulier le
théorème d’interpolation 12.

On à déja vue que pour construire notre groupe de déformationélastique on utilisait un espace de
HilbertV ( ie : on modélise le problème dans le sensV → AV ). Au terme de cette section, nous verrons
que la modélisation se ramène au choix d’un noyaukV . La construction s’effectue donc dans le sens
kV → V → AV .

4.1 RKHS de champs de vecteurs.

Rappelons la définition, bien qu’elle soit inchangée :

Définition 7. Soit(H, 〈· | ·〉H) un espace de Hilbert formé de fonctionsS → Rm . H est un RKHS si les
fonctionnelles d’évaluationδx : f → f(x) sont continues.

Remarque 6. Ici, les fonctions sont de la formef = (f1, . . . , fn), pour pouvoir travailler avec des
formes linéaires et utiliser le théorème de représentationde Riesz-Fréchet, on doit utiliser lesδαx définies
pour toutα ∈ Rm, x ∈ S par

δαx : f → f(x) · α.

Remarque 7. Tout espace de Hilbert admissible est un RKHS.

Définition 8. Soit (H , 〈· | ·〉H) un RKHS. On noteKH l’isomorphisme du théorème de représentation
de Riesz-Fréchet. Le noyau reproduisant deH est l’applicationkH : S × S → L(Rm) telle que pour
toutx ∈ S et toutα ∈ Rm,

kH(x, ·)α = KH(δαx ).

On a alors la propriété dite de "reproduction",

Propriété 1. Pour toute fonctionh ∈ H , h(x) · α = δαx (h) = 〈kH(x, ·)α |h〉H .

On a donc une différence au niveau de l’espace d’arrivé du noyau. ceci nous amène à la définitions
suivante, toujours à mettre en lien avec les fonctions de type positif.

Définition 9. (Noyau vectoriel positif.) On appel noyau vectoriel positif de dimensionm sur S, toute
fonctionk : S × S → L(Rm) vérifiant d’une part, pour toutx, y ∈ S2 , k(x, y) = k∗(y, x), d’autre
part, pour toutx1, . . . , xn ∈ S et pour toutα1, . . . , αn ∈ Rm

n∑

i=1

n∑

j=1

αi.k(xi, xj)αj > 0.

Si lorsque lesxi sont tous distincts, l’expression ci-dessus est nulle si etseulement si lesαi sont tous nuls,
alors le noyau est dit strictement positif.
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En d’autres termes, la matrices de taillem ∗ n formée les blocsk(xi, xj) est symétrique positive. De
cette définition, il ressort qu’il va nous falloir utiliser des notations adaptées à cette propriété.

Notation 1. Soit k : S2 → L(Rm) un noyau vectoriel positif. Pourx = (x1, . . . , xn) et y =
(y1, . . . , yn) ∈ Sn , on notek(x,y) l’opérateur de (Rm)n tel que pour toutα = (α1, . . . , αn) ∈
(Rm)n , β = k(x,y)α est l’élément de(Rm)n dont laie composante est donnée par

βi =

n∑

j=1

k(xi, xj)αj .

k(x,x) sera parfois noték(x).

Le théorème qui suit est fondamental pour le calcul numérique. Sa démonstration est exactement la
même que celle du théorème 3

Théorème 10. i) Le noyau d’un RKHS est un noyau vectoriel positif.
ii) A tout noyau vectoriel positifk surS de dimensionm, correspond un unique RKHS de fonctions
S → Rm.

Dans les lignes qui suivent, nous donnons quelques résultats importants concernant les RKHS.

Propriété 2. Pourx, y ∈ S , α, β ∈ Rm on a la propriété :

〈kH(x, .)α | kH(y, .)β〉H = β · kH(x, y)α.

Nous donnons maintenant deux résultats qui nous disent que dans un RKHS, la convergence simple
et la convergence faible sont presque équivalentes.

Propriété 3. Dans un espace de Hilbert à noyau reproduisantH , la convergence faible entraine la
convergence simple.

Démonstration.En effet, si(fn)n converge faiblement versf , alors pour toutα ∈ Rm , et x ∈ S ,
〈kH(x, .)α | kH(x, .)α〉H = (fn(x) − f(x)) · α→ 0 ce qui équivaut àfn(x) → f(x).

Propriété 4. (réciproque partielle.) Si(fn)n est une suite bornée dansH qui converge simplement vers
une fonctionf , alorsf ∈ H et (fn)n converge faiblement versf

Démonstration.Puisque(fn)n est bornée dansH on sait qu’elle va avoir des valeurs d’adhérences au
sens faible. il suffit alors de montrer quef est la seule valeur d’adhérence possible. Or si(fφ(n))n est une
sous-suite qui converge faiblement vers une fonctionf̃ ∈ H , alors

f(x) · α = lim fφ(n)(x) · α = lim
〈
k(x, ·)α | fφ(n)

〉
H

=
〈
k(x, ·)α | f̃

〉
H

= f̃(x) · α.

Enfin, il est important pour notre construction que la régularité du noyau se transmette au RKHS qu’il
engendre. La proposition ci-dessous nous dit que c’est bienle cas. Dans la suite on auraS = Rd.

Proposition 13. Soitk un noyau vectoriel positif de dimensionm, continue et borné surRd et tel que
pour tout x ∈ Rd, k(x, ·) est nul à l’infini. Alors l’espace reproduisant associé àk s’injecte continûment
dansC0(Rd,Rm).
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Démonstration.Par hypothèse, les fonctionsk(x, .)α appartiennent àC0(Rd,Rm) et donc l’espace vec-
torielH0 qu’elle engendrent aussi. D’autre part, pour toutf ∈ H , x ∈ Rd etα ∈ Rm, on a

f(x) · α = 〈k(x, ·)α | f〉H ,

et l’inégalité de Cauchy-Schwarz nous donne

|f(x) · α| 6
√
α · k(x, x)α‖f‖H.

Par conséquent, si on note‖ ‖2 la norme euclidienne deRm et‖ ‖L la norme d’opérateur associée, on a

‖f(x)‖22 6
√
f(x) · k(x, x)f(x)‖f‖H 6 ‖f(x)‖2

√
‖k(x, x)‖L‖f‖H.

Comme on a supposer quek est bornée, nous avons alors

‖f‖∞ 6 sup
x∈Rd

√
‖ k(x, x) ‖L‖f‖H .

Les suite de Cauchy dansH0 sont donc uniformément convergente. Les éléments de la complétionH
(limites simples des suite de Cauchy deH0) sont donc dansC0(Rd,Rm) et vérifient

‖f‖∞ 6
√
‖k‖∞‖f‖H.

En conclusion,H s’injecte continûment dansC0(Rd,Rm).

On peut en fait montrer qu’on peut obtenir n’importe quelle degré de régularité en choisissant bien le
noyau. C’est un résultat à mettre en lien avec ce que nous avons déjà dit de la représentation spectrale des
RKHS.

4.2 Etude des noyaux, invariance par transformation rigide.

Concernant notre problème d’appariement, il est naturelled’exiger que toute nos mesures reste in-
changées si on applique une transformation rigide au deux objets à la fois. Pour remplir cette condition,
nous devons construire le RKHS admissibleV de manière à ce que sa norme soit invariante par de telles
transformations. C’est ce que nous allons étudier dans le paragraphe qui vient.

Invariance par translation

Proposition 14. SoitV un RKHS de fonctionsRd → Rm etkV son noyau. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

i) Pour toute tranlationτ deRd, l’applicationf → f ◦ τ est une isométrie deV .
ii) Il existe une fonctionk : Rd → L(Rd) telle quekV (x, y) = k(x− y) pour toutx, y ∈ Rd.

Preuve 1. Si,V est invariant par translation, alors pour toutx, y, z ∈ Rd et toutα, β ∈ Rm,

β · kV (x + z, y + z)α = 〈kV (x, .)α | kV (y + z, .+ z)β〉V ,
= 〈kV (x, .− z)α | kV (y + z, .)β〉V ,
= β · kV (x, y)α.

On a utiliser le fait quekV (x, y) = k∗V (x, y). Par conséquent, on a toujourskV (x+z, y+z) = kV (x, y).
En prenantz = −x, on akV (x, y) = k(y − x) aveck(t) = kV (0, t).
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Réciproquement, si il existek telle quekV (x, y) = k(y−x). AlorskV (x+z, y+z) = kV (x, y) pour
toutx, y, z ∈ Rd et donc

〈kV (x, ·+ z)α | kV (x, ·+ z)α〉V = 〈kV (x− z, ·)α | kV (x− z, ·)α〉V ,
= α · kV (x− z, x− z)α,

= α · kV (x, x)α = 〈kV (x, ·)α | kV (x, ·)α〉V ,

pour toutα ∈ Rm. L’action de translation est donc une isométrie sur leskV (x, .)α, ces éléments forment
une famille totale deV , la propriété se propage donc à l’espace entier.

Caractésisation spectrale des noyau invariant par translation.

On donne maintenant une adaptation du théorème de Bochner etde la représentation spectrale. Les
transformée de Fourier est à prendre coordonnées par coordonnées.

Théorème 11.(Bochner adapté) Soitk : Rd → L(Rm) une fonction intégrable ainsi que sa transformée
de Fourierk̂ et vérifiantk = F−1(k̂). Alors, le noyau associé àk (ie : kV (x, y) = k(y−x) ) est un noyau
vectoriel positif si et seulement si sa transformée de Fourier k̂ est telle que pour toutω ∈ Rd , k̂(ω) est
un opérateur hermitien positif.

Propriété 5. (Représentation spectrale) Sous les hypothèses du théorème de Bochner et si de pluŝk(w)
est strictement positif (pour toutω) et borné surRd, alors le produit scalaire du RKHSV associé àkV
s’écrit :

< f, g >V =
1

(2π)d

∫

Rd

f̂(ω) · k̂(ω)−1ĝ(ω)dω. (29)

On peut aller plus loin et construire des espaces pour lequelles transformations orthogonales sont
aussi des isométries. Une manière rapide de procèder est de poserkV (x, y) = k(|x − y|)Id. Ce sont les
noyaux radiaux scalaires.

4.3 Principe de réduction.

Comme nous l’avons signaler plus haut, nous considérons maintenant que toute notre construction
est issue du choix d’un noyaukV . Nous allons voir que cette méthode permet d’obtenir des formules
explicites, adaptées à la résolution numérique du problème. Rappelons à nouveau le problème(PA).

J(v) = λ

∫ 1

0

‖vt‖2dt+A(Φv
1) (PA).

Cette expression comporte deux termes. Le premier terme estle point centrale de la méthode. En effet,
bien qu’il soit plus difficile à cerner que le second, il nous assure un contrôle sur les objets que l’on ma-
nipule et donne une validité mathématique au problème. Le second, plus intuitif, est le terme d’attache
aux données, il mesure la qualité de la mise en correspondance des deux objets étudiés.

On peut opérer une première réduction sur le second terme. Sion suppose que nos deux objetO1 et
O2 sont localisés dans une zoneS ⊂ Rd, il peut être utile de considèrer queA n’est pas fonction de tout
le difféomorphismeφv1 mais seulement des pointsφv1(x) pourx ∈ S, (cette réduction est assez naturelle
en vue du calcul numérique).
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Dans la suite,V est un espace de champs de déformationsRd → Rd (Hilbert admissible).kV est le
noyau deV .

Proposition 15. SoitS ⊂ Rd un sous ensemble quelconque.

i) L’espaceVS = {v ∈ V | v(x) = 0, ∀x ∈ S}, est un sous-espace vectoriel fermé deV . Son
orthogonal satisfait :

V ⊥
S = V ect{kV (x, .)α |x ∈ S, α ∈ Rd}. (30)

C’est l’unique RKHS de fonctionsS → Rd de noyaukV .

ii) Pour tout v0 ∈ V il existe une unique champsv, de norme minimale parmis les champs qui
interpolev0 surS. De plus,v est l’unique élément deV ⊥

S qui interpolev0 surS.

Remarque 8. Dans le point ii), le champs de vecteurv0 ne joue pas de rôle centrale, il sert juste a "fixer"
des valeurs surS. On précise un peu cela dans la démonstration.

Démonstration.Par définition,VS = V ect{kV (x, .)α | x ∈ S, α ∈ Rd}⊥ et donc

V ⊥
S = V ect{kV (x, .)α |x ∈ S, α ∈ Rd}.

Pour montrer queV ⊥
S est le RKHS correspondant àkV , on remarque queV ⊥

S peut être considèrer comme
espace de champs surS. En effet, si on restreint les éléments deV ⊥

S àS on ne réduit pasV ⊥
S car si deux

éléments deV ⊥
S sont égaux surS alors leur différence est dansVS ∩ V ⊥

S = {0}. On peut donc identifier
V ⊥
S à l’espace des champs obtenus par complétion deV ect{kV (x, ·)α | x ∈ S, α ∈ Rd} pour la

norme induite parkV .

Pour la démonstration du point ii), on introduit l’espaceṼ = {v ∈ V | v − v0 ∈ VS} (il est non
vide car il contientv0). Comme nous l’avons signalé,v0 n’a qu’un rôle secondaire dans cette ensemble.
Ce qui nous intérresse, c’est que tous les éléments deṼ prennent les même valeurs surS. Nous cherchons
un élément de norme minimale dansṼ .

Or, si on noteP la projection orthogonale surV ⊥
S on constate que l’image dẽV par cet opérateur ce

résume à un unique vecteurv∗ . En effet, si on prendu1, u2 ∈ Ṽ , alors

u1 − u2 = (u1 − v0)− (u2 − v0) ∈ VS .

Par conséquent,P (u1 − u2) = 0.

De plus,v∗ est toujours dans̃V carv∗ = P (v0), et v0 − P (v0) ∈ VS =
(
V ⊥
S

)⊥
. Finallement, en

utilisant le fait queP est un contraction, on peut dire quev∗ est l’unique élément de norme minimale
dansṼ , il interpole doncv0 surS et c’est aussi un élément deV ⊥

S .

Le théorème qui précède, et celui qui va suivre illustres à nouveau le principe de la méthode que nous
présentons : par l’intermédiaire du terme de contrôle dans (PA) nous retrouvons des problèmes hilbertiens
bien connus et résolubles.

Théorème 12.Supposons quekV soit un noyau vectoriel strictement positif ( définition 9 ).Soitx1, . . . , xn
des vecteurs deRd tous distincts, etγ1, . . . , γn d’autres vecteurs deRd. Alors, il existe une unique solu-
tion v∗ ∈ V au problème d’optimisation suivant :
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{
v(xi) = γi 1 6 i 6 n,
‖v‖V minimale.

(31)

La solutionv∗ s’écrit :

v∗(x) =
n∑

i=1

kV (xi, x)αi, (32)

où lesαi ∈ Rd sont solutions du système linéaire :

n∑

i=1

kV (xi, xj)αi = γj , 1 6 j 6 n. (33)

Démonstration.En utilisant les notation étendues (Notation 1), le système33 s’écrit

kV (x,x)α = γ.

D’après l’hypothèse de stricte positivité, ce système admet une unique solution. Le champsv∗ donnée
par 32 satisfait alors la condition d’interpolation. De plus, de par sa forme, c’est un éléments deV ⊥

S

(ici S = {x1, . . . , xn}). D’après la proposition précédente, c’est bien l’unique solution du problème
posé.

Considérons maintenant le problème(PA) pour lequel le terme d’appariement n’est fonction que des
déplacements des pointx d’une zoneS.

J(v) = λ

∫ 1

0

‖vt‖2dt+ A
(
(Φv

1(x)))x∈S

)
. (34)

On résout ce problème en minimisant la fonctionnelleJ dans le HilbertL2
V = L2 ([0, 1], V ), cependant

on va montrer qu’on peut réduire à nouveau l’espace de recherche.

On noteL2
V,S l’ensemble des champsv ∈ L2

V tels que pour toutt ∈ [0, 1], vt ∈ V ⊥
φv
t (S) au sens de

la proposition 15. Plus précisemment,vt est limite dansV de champs de la forme
∑n

i=1 k(xi, .)αi, avec
xi ∈ φvt (S). On a alors le théorème suivant :

Théorème 13.Pour tout champsv ∈ L2
V , il existe un champs projetévS ∈ L2

V,S tel queφv
S

1 (x) = φv1(x)

pour toutx ∈ S, et ‖vSt ‖V 6 ‖vt‖V pour tout t ∈ [0, 1]. Par conséquent, la solution du problème
d’optimisation 34 peut être recherchée dansL2

V,S.

Démonstration.La démonstration suit le principe suivant : à tout tempst ∈ [0, 1] on remplacevt par son
projeté avec la méthode développer à la proposition 15.

Cas d’un ensemble fini de points.

On présente l’un des cas qui va nous intéresser dans la pratique. Ici,S = {x1, . . . , xn} avec lesxi
tous distincts. Pour toutv ∈ L2

V,S il existe des vecteursαi
t ∈ Rd tels que :

vt(x) =

n∑

i=1

k(xit, x)α
i
t, (35)
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les trajectoiresxit = φvt (xi) vérifiant

xjt = xj +

∫ t

0

n∑

i=1

kV (x
i
s, x

j
s)α

i
sds. (36)

On va donc pouvoir paramètrer l’espace de minimisation par les trajectoires vectoriellest→ αi
t.

Comme le dit M.Glaunès, pour pouvoir définir un nouvelle espace minimisation, on doit pouvoir
contrôler la norme desαi

t. Un tel contrôle devient possible si l’on suppose la strict positivité du noyau
kV . En effet on a l’égalité suivante :

‖vt‖2V =

n∑

i,j=1

αj
t · kV (xit, xjt )αi

t, (37)

en notations étendues on obtient‖vt‖2V = α∗
t · kV(xt)αt. D’après ce que nous avons vu sur les

équations intégrales, les trajectoiresxit ne se coupent pas. L’applicationt → xt est donc une application
continue de[0, 1] dans

(
Rd
)n
∗ des n-uplets d’éléments tous distincts deRd.

Ainsi, si kV est supposé strictement positif, l’applicationx → kV(x) est continue et va de
(
Rd
)n
∗

dans l’ensemble des opérateurs inversiblesL
((
Rd
)n)

. L’inversion est elle aussi continue, et le segment
[0, 1] est compact. Ainsi, on peut trouver une constante positivec telle que pour toutt ∈ [0, 1] on ait
|kV (xt)

−1| 6 c.
Avec l’égalité 37 nous obtenons :

|αt| 6 c‖vt‖V
et donc,t→ αt appartient àL2

(
[0, 1],

(
Rd
)n)

.

Réciproquement, sit→ αt est dans cette espace, si l’on veut reconstruire les champsvt par l’équation
35, on doit calculer les trajectoires avec l’équation 36 ce qui en notations étendues donne :

xt = x+

∫ t

0

kV(xs)αsds. (38)

Les fonctionsx → kV(x)αt sont lipschitzienne dans
(
Rd
)n

carV est un Hilbert admissible. On satis-
fait ici toutes les conditions du lemme 5. Les trajectoirest → xit sont donc définies et continues. Nous
définissons alorsvt par la formule 35 et on vérifie quev ∈ L2

V grâce à 37 et au fait quekV soit borné.

Il en résulte une écriture explicite de la fonctionnelle 34 :

Proposition 16. SikV est strictement positif et siS = {x1, . . . , xn} avec lesxi tous distincts, la fonction-
nelle d’appariement 34 peut être réecrite en fonctions des paramètresαi

t dans l’espaceL2([0, 1], (
(
Rd
)n
) :

J
((
αi
t

))
= λ

∫ t

0

n∑

i,j=1

αj
t · kV (xit, xjt )αi

t dt+A
(
xi1
)
. (39)

Les trajectoiresxit sont calculées avec la formule 36.
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5 Construction du terme d’attache aux données .

Nous allons construire un terme d’attache aux donnéesA, qui soit adapté au problème de l’ap-
pariement de nuages de points. Cela signifie que les points dela sourceO1 et ceux de la cibleO2 ne
sont pas associés deux à deux, il va donc falloir traiter des nuages de points de manière global. Cette
approche est plus générale et s’adapte assez bien à l’appariement de courbes ou de surfaces.

Afin de construire le terme d’attache aux donnée, nous allonsutiliser des espaces de mesures surRd

et etudier le transport de ces mesures par les difféomorphismes du groupeAV . Par conséquent, on peut
probablement faire un parallèle entre la méthode que nous allons exposée et des problèmes issues de la
théorie du transport optimal. Commençons par introduire les outils qui vont nous être utiles dans la suite.

Définition 10. On noteMs(R
d) l’espace des mesures borélienne signées deRd. On peut définir cet es-

pace comme le dual topologique de
(
C0(Rd), ‖ ‖∞

)
. La norme dual est alors appellée norme en variation totale:

‖µ‖V T = sup

{∫

Rd

f(x)dµ(x) | f ∈ C0(Rd) , ‖f‖∞ 6 1

}
. (40)

Ms(R
d) a l’avantage de contenir toutes les mesures nécessaires à lamodélisation de notre problème.

De plus, on peut faire agir assez naturellement les transformationsAV sur cette espace, c’est l’action de
transport.

Définition 11. On définit une action du groupeAV sur Ms(R
d) en posantφ · µ = φ#µ , c’est-à-

dire qu’on prend la mesure image deµ par φ. Cette action conserve la distance en variation totale car
φ−1(Rd) = Rd pour toutφ ∈ AV . La mesure image intègre les fonctions deL1(µ) de la manière
suivante : ∫

Rd

f d(φ · µ) =
∫

Rd

f ◦ φ dµ. (41)

Remarque 9. L’action de transport sur une combinaison de masses de diracne change que la position
des points sur lesquels la masse est répartie. En d’autres termes, siµ =

∑n
i=1 aiδxi

, alors :

φ · µ =
n∑

i=1

aiδφ(xi). (42)

La norme en variation totale peut être assez difficile à manipuler. Pour contourner cette difficulté et
pour rester fidèle à notre méthode, on va plongerMs(R

d) dans un espace à noyau reproduisant afin de
pouvoir utiliser les propriétés de ces espaces.

5.1 Norme de RKHS sur l’espaceMs(R
d).

Soit(I, kI) un RKHS qui s’injecte continûment dans
(
C0(Rd), ‖ . ‖∞

)
: il existe une constantecI > 0

telle que pour toutf ∈ I, on ait‖f‖∞ 6 cI‖f‖I. Soitµ ∈ Ms(R
d) la restriction deµ à I définit une

élément deI
′

. De plus, pour toutf ∈ I, on a l’inégalité suivante.
∫

Rd

f dµ 6 ‖f‖∞‖µ‖V T 6 cI‖f‖I‖µ‖V T .

Ainsi, ‖µ‖I′ 6 cI‖µ‖V T . L’application deMs(R
d) dansI

′

qui restreint àI les mesures deMs(R
d) est

donc continue. Nous allons travailler sur l’image de cette application et on va pouvoir, grâce au noyau,
écrire la norme de manière explicite.
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Propriété 6. Soitµ ∈ Ms(R
d) de la formeµ =

∑n
i=1 aiδxi

, alors la définition du noyau reproduisant
kI nous donne :

‖µ‖2I′ =
n∑

i,j=1

aiajkI(xi, xj). (43)

Cette formule sera utile car dans la pratique, on va travailler avec des mesures empirique. Remarquons
que toute mesure signée peut être approchée par des mesures empirique (pour la norme en variation totale
et donc aussi pour‖ ‖I′). En fait, en utilisant la propriété de reproduction du noyau on a une expression
de la norme pour tous les éléments deMs(R

d).

Propriété 7. Soitµ ∈ Ms(R
d), si nous considéronsµ comme une forme linéaire surI, sa norme est

donnée par

‖µ‖I′ =

∫

Rd

∫

Rd

kI(x, y) dµ(x)dµ(y). (44)

Démonstration.NotonsKI l’isomorphisme du théorème de Riesz-Fréchet. La propriétéde reproduction
nous dit que la fonctionKI(µ) ∈ I est donnée parx→ 〈µ | kI(x, ·)〉I′ . Ainsi,

‖µ‖2
I′ = 〈µ |KI(µ)〉I′ ,

=

∫

Rd

KI(µ)(x) dµ(x),

=

∫

Rd

〈µ | kI(x, ·)〉I′ dµ(x),

=

∫

Rd

∫

Rd

kI(x, y) dµ(x)dµ(y).

Maintenant nous donnons un résultat de continuité qui va nous permettre de définir correctement le
problème d’appariement entre mesures.

Proposition 17. Supposons queI s’injecte continûment dansC1
0(R

d) et soitµ ∈ Ms(R
d). Siφn con-

verge versφ, uniformément sur le support deµ, alorsφn · µ converge versφ · µ dansI ′.

Démonstration.NotosK les support deµ. Soit f ∈ I. D’après ce que nous avons dit plus haut nous
pouvons écrire

| 〈φn · µ− φ · µ | f〉I′ | = | 〈µ | f ◦ φn − f ◦ φ〉I′ |
6 ‖µ‖V T ‖f‖1,∞‖φn − φ‖K,∞.

Donc avec notre hypothèse d’injection,

‖φn · µ− φ · µ‖I′ 6 cI‖µ‖V T ‖φn − φ‖K,∞,

ce qui nous donne le résultat.

Si µ est à support compact, cette proposition implique que la fonctionnelleA : AV → I
′

qui àφ
associeφ ·µ est continue pour la topologie de la convergence uniforme sur tout compact. Nous avons déjà
vu qu’une telle propriété nous permet de définie correctement le problème(PA).

38



5.2 Appariement de mesures.

Nous définissons maintenant une fonctionnelle A (deuxième terme du problème(PA)). Soientµa et
µb deux mesures deMs(R

d). On suppose queµa est à support compact. Alors, on définitA : AV →
[0,∞[ par

A(φ) = ‖φ · µa − µb‖2I′ . (45)

Proposition 18. L’applicationv → A(φv1) deL2
V dans[0,∞[ est faiblement continue.

Démonstration.Ce résultat découle du théorème de faible continuité de l’application flot (théorème 8),
de la proposition précédente et de la continuité de la norme.

Ainsi, nous arrivons à la définition d’un problème d’appariement adapté au cas des ensembles de
points non labélisés :

Définition 12. Le difféomorphisme optimal surRd pour l’appariement deµa et µb est la solution du
problème de minimisation surV :

J(v) = λ‖v‖L2
V
+A(φv1) = λ

∫ 1

0

‖vt‖2V dt+ ‖φv1 · µa − µb‖2I′ . (46)

Enfin, nous terminons ce mémoire par un résultat de consistance. Supposons que l’on souhaite réaliser
l’appariement entre deux courbes compactsO1 etO2. Nous considérons alors les mesuresµ etν associées
à ces courbes (mesures uniformes). Nous venons de voir que leproblème(PA) est bien posé et qu’il
existe un champs de vecteurv∗, optimal pour cet appariement.

Dans la pratique, nous allons échantilloner ces courbes et travailler avec deux mesures :

µe =

N1∑

i=1

αiδai
et νe =

N2∑

j=1

βjδbj ,

où lesai sont des points deO1 et lesbj des points deO2. Cette réduction ne doit pas trop affecter le
résultat, il faut donc que pourN1 etN2 assez grand, la solution du problème empiriquev∗e soit assez
proche dev∗. C’est l’objet de la section suivante.

5.3 Consistance

Lemme 8. Soit(µn)n une suite bornée de mesures toutes supportées par une même compactK. Si(µn)n
converge faiblement vers0, alors elle converge vers0 dansI

′

.

Démonstration.On peut approcherkI(x, y) par une combinaison linéaire de fonctions du typef(x)g(y)
oùf etg sont continues bornées. On a alors

‖µn‖2I′ =

∫

Rd

∫

Rd

kI(x, y) dµn(x)dµn(y)

=

∫

Rd

∫

Rd

kI(x, y)−
P∑

p=0

apfp(x)gp(y) dµn(x)dµn(y) +

P∑

p=0

ap 〈µn | fp〉 〈µn | gp〉 .

La première quantité est arbitrairement petite (lesµn sont toutes supportées par un même compact), la
seconde tend vers0 par convergence faible.
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Lemme 9. Si le noyau scalairekI vérifiekI(x, y) > 0 pour toutx, y ∈ Rd et ∂1 log kI est bornée sur
tout compact. Alors, pour tout compactK etM > 0, il existe une constanteC > 0 telle que pour tout
µ ∈ Ms(R

d) de support inclu dansK, et toutv ∈ L1
V tel que‖v‖L1

V
6M , alors‖φv1 · µ‖I′ 6 C‖µ‖I′ .

Démonstration.Commençons par remarquer que les hypothèses de compacité etde fonction bornée nous
permettent de dériver sous le signe intégrale. Ensuite, en utilisant l’action de transport on a :

‖φvt · µ‖2I′ =

∫

Rd

∫

Rd

kI(x, y) d[φ
v
t · µ(x)]d[φvt · µ(y)]

=

∫

Rd

∫

Rd

kI(φ
v
t (x), φ

v
t (y)) dµ(x)dµ(y),

de sorte que

d

dt
‖φvt · µ‖2I′ = 2

∫

Rd

∂1 [log kI(φ
v
t (x), φ

v
t (y))] · vt(φvt (x))kI(φvt (x), φvt (y)) dµ(x)dµ(y)

6 c‖vt‖V ‖φvt · µ‖2I′ .

La constantec est le maximum de∂1 log kI sur l’ensemble des(φvt (x), φ
v
t (y)) pourx, y ∈ K etv ∈ L1

V

tel que‖v‖L1
V

6 M . C’est un ensemble compact d’après le lemme 4 (contrôle en espace). Ainsi, en
écrivant

‖φvt · µ‖2I′ − ‖φv0 · µ‖2I′ = ‖φvt · µ‖2I′ − ‖µ‖2
I′ =

∫ t

0

d

dt
‖φvt · µ‖2I′ dt,

on obtient

‖φvt · µ‖2I′ 6 ‖µ‖2
I′ + c

∫ t

0

‖φvt · µ‖2I′ ‖vt‖V dt.

Le lemme de Gronwall nous permet de conclure que

‖φvt · µ‖2I′ 6 ‖µ‖2
I′ exp(c‖v‖L1

V
).

En prenant la racine, on termine la démonstration.

Finallement, on démontre le théorème de consistance qui nous sera utile pour travailler avec des
mesures empiriques.

Théorème 14. Supposons que le noyaukI vérifiekI(x, y) > 0 et∂1kI bornée sur tout compact. Soient
µa et µb deux mesures à support compact surRd et supposons quev∗ est une solution du problème
d’appariement deµa et µb. On suppose de plus quev∗ est unique. Soient(µn

a )n et (µn
b )n deux suites

de mesures dansMs(R
d) dont les supports sont tous inlus dans un même compact et telles que(µn

a)n
converge faiblement versµa et(µn

b )n converge faiblement versµb ( par exemple des mesures empiriques).
Alors, les champs optimauxv∗n pour l’appariement deµn

a versµn
b , converge faiblement dansL2

V versv∗.

Démonstration.Considérons la fonctionnelleJn : L2
V → R associée au problème d’appariement

Jn(v) = λ

∫ 1

0

‖vt‖2V dt+ ‖φv1 · µn
a − µn

b ‖2I′ (PAn) (47)

Remarquons que nous pouvons restreindre le domaine de recherche à un sous ensemble borné deL2
V . En

effet, les solutionsv∗n doivent vérifier

λ

∫ 1

0

‖v∗nt‖2V dt 6 Jn(0) = ‖µn
a − µn

b ‖2I′ .
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D’après l’ hypothèses de convergence faible et le lemme 8µn
a et µn

b converge dansI
′

et ‖µn
a − µn

b ‖2I′

est bornée. Maintenant, on utilise le lemme 8 et le lemme 9 pour dire queφv1 · µn
a − µn

b converge vers
φv1 · µa − µb dansI

′

et que cette convergence est uniforme sur le domaine de recherche (borné) de la
solution. Ainsi,Jn(v) converge uniformément versJ(v) sur ce domaine.

Pour terminer la démonstration il suffit de montrer que toutesous-suite faiblement convergente de
v∗n converge versv∗ (carv∗n est bornée). Soitun une telle sous-suite, etu sa limite faible. Nous avons
Jn(un) 6 Jn(v

∗) carun est optimale. De plusJn(v∗) tend versJ(v∗). Enfin,Jn(un) tend versJ(u) car

|Jn(un)− J(u)| 6 |Jn(un)− J(un)|+ |J(un)− J(u)|,

le premier terme tend vers0 par convergence uniforme, le second, par continuité faible. Ainsi, J(u) 6

J(v∗) et donc,u = v∗ (on a supposer l’unicité dev∗).
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6 Conclusion

Au terme de ce mémoire nous connaissons une méthode adaptée àl’appariement de nuages de points.
Le travail est loin d’être terminé. Il est clair que le choix du noyau influence grandement les espaces
fonctionnelles générés et nous ne savons pas s’il est souhaitable de travailler avec des transformations
très régulières (choix du noyau gaussien). Par conséquent,une étude rigoureuse de cette influence doit
être menée. De plus, nous n’avons pas aborder l’aspect algorithmique de la méthode. En imagerie, la
quantité de données est souvent très importante et nécessite des algorithmes efficaces. Le lecteur trouvera
des réponses à ces questions dans la thèse de M.Glaunès [1], nous terminons ce mémoire en invitant toute
personne intéressée à consulter ce document de grande qualité.
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8 Annexe

Le script Scilab ci-dessous permet de générer la figure 1. Il s’agit d’un système de Lorentz avec
quelques modifications.

mode(0);
clear;
usecanvas(%t);

// parametres

sig=10;
rho=28;
bet=8/3;

scf(1);clf();

for l= 1:10;

a=linspace(0,1,1000);

h=1/ length(a);

U=zeros(1000,3);

for i=1:3;
U(1,i)=i+l;

end;

function f=flot3d(t,X);
f= [t * sig * (X(2)-X(1)),(1/(0.05 + t)) * X(1) * (rho-X(3))-X(2),X(1) * X(2)-bet * X(3)]

endfunction

for k=2: length(a);
U(k,:)=U(k-1,:)+h * flot3d(a(k-1),U(k-1,:));

end;

param3d(U(:,1),U(:,2),U(:,3))

e=gce() //the handle on the 3D polyline

e.foreground=color('red');

a=gca(); //the handle on the axes
a.rotation_angles=[10 70];
end;

43



Références

[1] JOAN ALEXIS GLAUNÈS, Transport par difféomorphismes de points, de mesures et de
courants pour la comparaison de formes et l’anatomie numérique.

[2] A. M UNNIER, Espaces de Sobolev et introduction aux équations aux dérivées partielles.

[3] HAÏM BREZIS, Analyse fonctionnelle : théorie et applications.

[4] DAVID GINSBOURGER, Métamodèles Multiples pour l’Approximation et l’Optimisation de
Fonctions Numériques Multivariables

[5] M ARK JENKINSON AND STEPHENSMITH , Optimisation in Robust Linear Registraion of Brain
Images

44


