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Résumé

Dans ce document, nous présentons le stage que nous avertsi@fhu laboratoire de Mathéma-
tiques et Application de I'Université de Poitiers dans ldreade la derniere année du Master IMMT-

MFA. Notre attention se porte sur des problemes d'imageédioale. Ce mémoire retrace le parcours

gue nous avons suivi.
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1 Introduction, problémes et objectifs

1.1 Introduction

Lors de ce stage, effectué sous la direction de Mme Hermiami& et M. Julien Dambrine, nous
nous sommes intéressés a des thémes d’imagerie issus dmlagee. Plus particulierement, nous avons
étudié le probléme du recalage d'images médicales que rmnsps résumer de la maniére suivante :
Nous disposons de deux imadiset 0, (scanner, IRM...) représentant le cerveau d'un patienCes
images peuvent differer de différentes maniéres, par eberefles peuvent avoir été acquises a des
temps différents ou selon des modalités différentes. Naisofis I'hypothése que, et 0, sont liées
par une tranformation mathématique. L'objectif est alogsreichercher cette transformation par calcul
numeérique.

Un tel probléme, si nous voulons le résoudre mathématignemécessite de définir correctement
les objets d'études que sont, les images d’une part, lesftianations d’autre part. C'est la toute la
difficulté, car si nous pouvons répondre assez rapidemengadstion "qu’est-ce qu'une image? ", la
plupart des définitions ne se préttent pas a la résolutiohénstiques du probléme. Dans la plupart des
cas nous utilisons des moyens détournés. Par exempleyiadittae image donnée, nous pouvons extraire
un ensemble de courbes ou de points (segmentation) eeutis courbes comme matiére premiéere.
Nous pouvons également envisager les choses de maniéteediffs et travailler directement sur les
histogrammes couleurs des images (critere de Woods [5]pllygart des techniques que nous avons
rencontrées s’appliquent bien a des cas particuliers. r@gpe,, nous aimerions une méthode qui soit a la
fois solide d’'un point de vue mathématiques et applicablesamultitude de situations.

Nous avons trouver cette méthode dans les travaux de M.Jeais&launés, Maitre de Conférence
a I'Université Paris Descartes. La majeure partie du stagena été consacrée a la lecture et a la com-
préhension des travaux rapportés dans la these de M.GlIHijnés

"Transport par difffomorphismes de points, de mesures ebdents pour la comparaison de formes et
I'anatomie numérique.”

L'un des objectifs de ce mémoire est de faire ressortir mgsité de la méthode, en présentant et en
démontrant les points clefs. Nous consacrons aussi uniers@dtétude des notions mathématiques util-
isées (RKHS, espaces de Sobolev). Le lecteur qui souhaisawir plus sur ce sujet est invité a se

rapporter a la thése [1]. Il va sans dire que nous remerciantelir de ce texte et lui témoignons toute

notre admiration pour les travaux éffectués.

Commencons par définir le probleme tel qu'il est envisagé tHn

1.2 Définition du probleme.

La méthode que nous allons présentée, bien qu'adaptée aoimémes d’'imagerie, s'inscrit dans le
cadre plus vaste déappariement d’objets géométriques par I'intermédiaire de difféomorphismes
(transformations élastiques).

PourO, etO- deux objets (points, images, courbes ...), nous souhaitodgliser les tranformations
qui nous permettent de passer@e a O-. Par la suite, nous allons disposer d’'un groupe de difféemor
phismes deR? modélisant ces déformations. Nous introduirons une distdp sur ce groupe, qui va
nous renseigner sur I'effort a fournir pour telle ou tellenformation. En résumé, nous allons suivre la
feuille de route suivante :

— Construire un espace mathématigikesontenant les objets d’'étude.

— Construire un espacéy contenant I'ensemble des déformations admissibles ose8ti



— Construire une actiof®®, O) — @ - O de A, sur les objets, section 5.
— Construire une distanek; sur E/, mesurant la similarité entre les objets, section 5.
Nous posons alord(¢V) = dg(4Y - 01, 02) et on cherche & minimiser sty la fonctionnelle suivante :

J(®) = Ad,(id, @) + A() (pA).

Cette suite d'instructions, bien que sous-jacente a tdatesonstructions qui vont suivre, ne sera pas
entierement respecter. Dans la pratique, nous allons opgeemultitude de réductions qui vont nous
amenées a un probleme de minimisation dans un espace detHilbgualité de la méthode réside dans
cette opération : nous transformons un probléme vaguenééinitdp A), en un probléeme bien posé. Qui
plus est, nous obtenons un probléme hilbertien, son étidiers assez agréable. A titre informatif, voici
le véritable probleme d’optimisation que nous allons oioten

J(v) :A/O vl 2dt + A(®Y) veV  (PA).

Nous savons que ces problémes se prétent bien a une résaliutitériques. Ce caractére sera ren-
forcé par I'utilisation des espaces de Hilbert & noyau répisant (RKHS), section 4.



2 Recueil de notions mathématiques en lien avec le probleme.

Cette section contient une partie des définitions, projeosit.., qu’il est nécessaire de connaitre pour
aborder la suite de ce mémoire. Nous y avons inclus une géscrisommaire de certains espaces de
Soboley, l'introduction des RKHS, une utilisation de |&énéssant théoréme de Bochner.

2.1 Notations

— Soita € N9, on dit quea = (as, ..., ay) est un multi-indice de tailld. On utilisera la notation :
la] = a1 4+ -+ aqg.

— Soitx € R? et « € N alorsx® := 2 ... 257,

— Soitu une fonction de classé” surR? eta € N? un multi-indice aveda| < p. Alors on note
[
D%y = ('9?1878:(1’“
— LespaceCy(R?, R™) est I'espace des applications continuesde— R™ qui s’annule a l'infini.
C’est un espace de Banach pour la norme de la convergencerosif || ... Sim = 1 on le notera
simplement’, (R9).

— Nous notong} (R?, R™), 'espace des applicationfs: R — R™ de class&” telles quef, ainsi
gue toutes ses dérivées jusqu'a l'orgres’annulent a I'infini. C'est un espace de Banach pour la
norme

1£llpo = sup S 17@I+ >, 1D°/(@)] (1)

1<]al<p

ou lesa sont des multi-indices d§®.

— Nous utiliserons souvent la transformée de Fourier d'wmetfon f € L!(R?) a valeurs com-
plexes :

~

fle) = [ expl-i€ )0 dx. @

Cette opération est linéaire, envdié sur I'espace des applications continues s’annulant ariinfi
Elle sera parfois notég.

— Nous rencontrerons aussi la transformation de Fourfemotée également et pour laquelle il
n'existe pas toujours de formule explicite. Dans tous les s'@?est intégrable, on pourra écrire la
formule d’'inversion "explicite" :

1

160 = 7 [ expli - F(€) de. @

opération que nous noterons parf@is?.
Nous définissons maintenant des espaces qui nous seresttatit au long de ce mémoire.

Définition 1. (Espace de Hilbert admissible) Nous dirons qu’un espaceilitet (V, (- | -),,) de champs
de vecteursR? — R?) estadmissible, s'il s'injecte continiiment dans I'espdedanach(C (R?, R?), || [|1,00) -
Sic'est le cas, il existe une constante positietelle que :

v|l1.00 < Cv|vlly Vv € V.



2.2 Espaces de Sobolev

Nous trouvons des exemples d’espaces de Hilbert admisgilalemis les espaces de Sobolev. Ces
espaces, mélangeant des propriétés de régularité etgtaiété, sont appréciés de ceux qui s'intéressent
aux équations aux dérivées partielles. Nous allons donneligges résultats, parmis les plus connus,
concernant ces espaces. lls nous seront utiles dans lalsuitgcument.

En effet, a chaque fois que nous auront besoin d’exemplesspréous allons utiliser un espaces de
SobolevH *(R4). Nous commengons par donner la définition classique desesgpa Sobolev, puis nous
donnons une autre définition (par la transformée de Fougigémous permet de démontrer nos résultats
plus facilement.

Remarque 1. Les fonctions que nous allons considérer sont définie®4uout entier et pas suf2, un
ouvert quelconque d&?. Cette propriété simplifie nettement la théorie.

Définition 2. L’espace de Sobolel/! (R?) est défini de la maniére suivante :

ou
1/mdy _ 2 mpd
H(R)_{uEL(R) | o

eLQ(Rd),1<z'<d}. (4)

Les dérivées sont & prendre au sens des distributions. Noosgons cette espace de la norme

1/2
ull = (Z/ ]az (%) dx+/Rd Ju(x)[* dx) , 5)
qui est issue du produit scalaire
(w|v) g = Z y 8% 31101 )dx—i—/Rd u(x)v(x) dx. (6)

Nous pouvons augmenter la régularité de I'espace en exiggenles dérivées partielles d’ordre
supérieur soient également dai’{R?). Pourm € N*

H™(RY = {ue L*R?) | D*ue L*R?), |a|<m}. (7

la norme naturelle est alors :

1/2
i = { 3 [ 1D7u( , ®)
laj]<m
issue du produit scalaire :
Wl = X [ DD o) dx. ©
la]<m

Ces espaces sont tous des espaces de Hilbert, nous adroettésaltat.

Comme les fonctions sont définies &t et comme les espaces de Sobolev mélangent régularité et
intégrabilité, la transformée de Fourier est un outil ada@deur étude. Nous allons voir que nous pouvons
définir les espaces de Sobolev en utilisant cette transfarmé



Proposition 1. Pourm € N*, 'espaceH™ (R%) peut aussi étre défini de la maniére suivante :

Rt = fue @Y | [ i) la@) P <o (10)

On le munit d’'une norme équivalente a celle donnée par la fiber

1/2
fullan = ( [ a+lepmiaPac) 1)

En fait, avec cette méthode, nous pouvons défifii{R?) pour tout réels, ce sont les espaces de
Sobolev fractionnaires. Pour démontrer que ces deux défieisont équivalentes, nous allons utiliser le
lemme suivant.

Lemme 1. Pour toutd € N* et toutm € N, il existe deux constantes positiv@s(m, d) et Cz2(m, d)
telles que :

d
Cifm, d)(1+ & +--+E)m < > <H|€i|2°”>

a€eNd: |al<m \i=1

<Co(m,d)(1+&+-+&)™ VEER

Démonstration.Commencons par rappeler une inégalité de convexité vatahletoutl < p, g < oo et
toutx € R? o
([21]” + -+ [za)VP < d5 77 (Jaa |7+ -+ [ )V (12)

Nous utilisons une premiére fois cette inégalité avec= (1,£7,...,£3), p = 1,¢ = m et nous
obtenons:

d
@) QG+ <1 E g Y <H|sz-|2“> |
a€eN?: |a|<m \i=1
Ainsi, la constante”; (m, d) = (d + 1)*~™ convient. Pour I'autre inégalité, nous introduisons
€= (& + -+ )"

et &, = % . Il faut alors montrer que le quotient :

Za:|a\§m |€|2(\a|7m) (H?:l |gi|2ai)
€172 + (|0 + - - + [&al>™)

est borné pour tou¢ € R?. Si |¢| < 1 il est borné. Sil¢| > 1, nous remarquons que
(&P + -+ &™) = (6P + - + )™ = d'
Ainsi, le quotient est majoré par la constamteé ! (Za;m\gm 1). O

Passons maintenant a la démonstration de la proposition 1.



Démonstration.Soit u € L?(R?) tel que Du € L?*(R%) pour tout|a| < m. Alors le théoréme de
Plancherel nous assure q#D“u) € L?(R?). D’autre part, au sens des distributions, on a toujours
F(D*u) = il*l¢*u et doncil®l¢®u € L?(R%). Nous utilisons alors I'égalité de Parseval et le lemme
précédent pour obtenir :

> [ 10t do = Z/HW%

la|<m la|<m

> Cim.d) [ (14 1€P)"al€) .

&)[2de

Considérons maintenant € L?(R%) tel que(1 + |£[2)™/?4 € L*(RY). Toujours d’aprés le lemme,
]_[i:1 |&|vu € L?(R?) pour tout multi-indicen tel que|a| < m. En utilisant & nouveau le lemme, le
fait queF(Du) = il*/¢“% et la formule de Parseval, on obtient :

Catm.d) [ (1+[€P)"ate) e > Z/HW% £)[2de
lo|<m
> |, 1pul
"
ce qui termine la preuve. O

La proposition suivante (ou plutét sa démonstration) ffiei¢e fait que la transformée de Fourier est
trés utile pour I'étude des espaces de Sobolev.

Proposition 2. L'espaceD(R?) est dense dang *(R?) pour touts € R.

Démonstration.Nous rappelons les injections suivantes :

D(RY) —— S(RY) —— H*(RY).

continue continue

En outreD(R?) est dense dar(R?) , il suffit donc de montrer le résultat paS(R?) . Soitu € H*(R9),
alors(1 + |€]2)%/?u € L?*(R?). CommeS(R?) est dense dank?(R?), on peut trouver une suite, ).,
dansS(R9) qui converge vergl + |£|?)™/?4 pour la normel2. Par définition deS(R?), les fonctions
P, = (14 [€]?) /¢, sont encore dan§(R?).

Comme la transformée de Fourier est un homéomorphisrSéRi¢), nous pouvons trouver une suite
(un)n dansS(R?) telle quew,, = 1, pour toutn. On a alors :

lun = ullzzs < ClI(L+ €12 (@ = @)llzz = Cllgn — (1 + €)% L2,

et cette derniére quantité tend vérguandn tend vers l'infini. O

Nous donnons maintenant un théoréme d’injection qui nouegudi les espaced® (R?) pour s assez
grand, forment une classe d’espaces de Hilbert admissibles

Théoréme 1. ( de Morrey ) Sis est tel ques > g + k alors H*(R?) s'injecte continiment dans
(CERD), - llk,o0)-



Démonstration.Nous commencons par faire la démonstration gos 0. Il s'agit de montrer que pour
s > d/2, H*(R?) s’injecte continGment dang(RY). Soitu € D(R?), alors, en utilisant Cauchy-
Schwarz

/ Iﬂ(£)|d€:/ (1+[€1%)**[a(€)I(1 + &[*)~*/2 d¢
Rd ]Rd

de 1/2
< H“HHS (/Rd (1+ |£|2)s) :

En utilisant les coordonnées polaifeso) € [0, +00[x.Sq—1, Si nous notondl" la mesure surfacique de

la sphére nous avons :
/ / /+oo d ld’l“dl—‘ _
m?
R 1+|s|2 o Jo  Trop

cars > d/2,donc2s — (d — 1) > 1. La transformée de Fourier définit donc une applicatiorelire
continue dgD(R?), || ||z-) dans(L'(R?), || ||1). Par densité d®(R?) dansH*(R?), nous la prolon-
geons continiment & *(R¢) tout entier. Or, on sait que 8ic L!(R<) alors une version de est donnée

par :
w69 = | exntix- e7ite) de.

Ceci entraine déja que toute fonctionFé(R?) admet une version continue car :

G |, lexp e+ ) ) - exp (ix- €)€)] e,

lu(x +h) —u(x)| < 27)

et par convergence dominée, le terme de droite tendvguandh tend vers 0. D'autre part, en réutilisant
les formules précédentes, pour teut R? :

1 ~ 1 dg 1/2
460 < oy [ 100@E < o ([ ) Ml

Ce qui prouve quéu| o < C|lu|lg-. Il reste & démontrer la propriété d’annulation a I'infinr, Gomme
D(R?) est dense dand*(R¢), pour toute > 0 nous trouvons une fonction. telle que

[ue — ulls < Cllue —ullm= <e,

si nous prenons de norme assez grande pour vérifier supp(u.) on a alorsju(x)| < e et donc
lim u(x) = 0. Nous avons donc démontrée la proposition pbue 0. Pour le cas général, il faut
femarquer que :

ue H¥(RY) = D% ¢ H*"l*I(RY),

etques — |a] > d/2,si |a| < k. O

Avec ce théoréme, nous avons montré tout ce dont nous aveomigour la sulite.



2.3 Espaces de Hilbert a noyau reproduisant.
Commencons cette section par une définition :

Définition 3. (RKHS) SoitS un ensemble quelconque. Un espace de Hilbert & noyau rejsentiusur
S est un espac¥, constitué de fonction$' — R, munit d’'une structure hilbertienng | -),, et dont le
dual topologique contient toutes les fonctionnelles diéationé,. pourz € S.

Comme nous allons le constater dans la suite, La notion deSRédtlomniprésente dans ce mémoire.
Cependant, nous allons utiliser ces espaces dans le cadhaops de vecteurR? — R? ce qui nous
ameénera a introduire de nombreuses notations. L objeetifdte section est d’introduire les RKHS dans
le cadre simplifié des fonctions a valeurs scalaire.

Remarque 2. Dans la définition que nous venons de donner, nous aurions@quae(V, || ||v) s'injecte
continiment dans I'espad@® munit de la topologie de la convergence simple. Nous renmarsj@lors
que si deux fonctions sont proches d&hslle sont également proche "point par point".

Si(V,(-|-)y) estun RKHS suf, alors il est caractérisé par une fonction : S x S — R. En effet,
'isomorphisme du théoréme de Riesz-Fréchet nous dit quetpatz € S il existe une fonctiork, € V
telle que pour touf € V,

(ko | )y = f(2).

Nous posongy (z,-) = k. et ky est appelé le noyau reproduisantde Ce noyau vérifie plusieurs
propriétés intéressantes :

Proposition 3. i) kv estunique.
ii) Il est symétrique kv (z,y) = kv (y,x), Va,y € S.
iii) szzl Xidjkv(z;,x;) > 0, oulesz; sontdansS etles); sont des scalaires.
iv) (Reproduction)ky (x,-) | kv (y,-))y = kv(z,y).
Le point iii) nous dit que sk est de la formé:y (z,y) = k(y — =) pour une certaine fonction

k : S — R, alorsk est une fonction de type positif, c’est pourquoi nous dirpagois queky est un
noyau de type positif. Le théoréme qui vient est pratique e&montre rapidement.

Théoréeme 2. SoitV un RKHS ek sont noyau, alors I'espace vectorig} = Vect{ky (z,-) | z € S}
est dense daris.

Démonstration.V étant un espace de Hilbert, il suffit de montrer que I'orthegjale I'espace vectoriel
Vo est réduit &. Or, sih € V5" et si nous utilisons la propriété de reproduction, il estrdae h est la
fonction nulle. O

Enfin, nous teminons par un théoréme trés important pouiite. su

Théoréme 3. Soitky : S x S — R une fonction symétrique, de type positif. Alors il existeunique
RKHS dont est le noyau reproduisant.

Démonstration.SoitVy = Vect{ky(z,.) | x € S}. Nous définissons une opération bilinéaire et symétrique
surVp en posant

<kV($7')|kV(ya')>V0 = kv($,y) vxvy € Sa (13)

et en propageant cette expressiovydar linéarité. Cette expression définit bien un produitaioal La
propriété de séparabilité vient du fait que pour tt 15 etz € Sonaf(z) = (kv (z,-)| f)y,. Avec
I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avofiér)| < v/k(x, z)|| f||v,. Par conséquent,

<f|f>v0:0 = [=0.

10



Ainsi, V, muni de ce produit scalaire est un espace préhilbertienrnrg allons réaliser la complétion
fonctionnelle.

Nous noton&’y, I'espace vectoriel des suites de Cauchy(bg || ||v,). Sif = (f»)» est dan<y,
on sait qug]| f» /v, )» €st une suite de Cauchy daRsdonc elle est convergente. Nous introduisons une
notation pour sa limite :

Q(f) = nh_{l;o H.fn“Vo < 0.

La fonctionnelleg définit une semie-norme suf; . Nous allons donc travailler avec le sépdeCy;,
pour cette semi-norme. Sai), le sous espace vectoriel dg, défini par :

Cy, ={f €Cy | a(f) =0}

Nous définissons I'espace vectoriel quotieﬁ = Cy,/Cy, . Avec ce quotient, deux suites de Cauchy
f etg sont dans une méme classe d’'équivalence si leur différencevers). Sur cette espace,définit
une norme et nous admettons qu’on a construit un espace delabe plus, nous avons une injection

canonique dé/ dansC/‘;O. En effet, pourf € V;, on représentg¢ dansCy, par la suite constante =

(f,f,f,...)etnous prenonﬁ la classe d’équivalence de cette suite cé\ygs(ie : la classe des suites qui
tendent vers). Ainsi, I'application

i: Vool lhe) = (Creva)

qui & f associef définit est une injection isométrique &g dansCAvU . De plus, cette injection est dense.
En effet, soiti € CAVO on prendf = (f,), dans la classe d’équivalence@eNous définissons une suite
dansC?U en posanf,, = i(f,) (ie : pour toutn, f,, est la classe d’équivalence de la suite constante égale
a f,, ). Par définition de, nous obtenons le résultat car :

q(i —fn) = q((up)p — fn)
= pli}Holo HUP - f"HVm
Cette derniére quantité tend vdrgiuandn tend vers l'infini. Nous définissons maintenant un produit

scalaire suiCy, . Pourf etg dansCy,, on prend des représentarfits: (f,,), € f et = (gn), € g eton
pose :

(818) o = Jim (nlgn)y, (14)
Nous devons verifier que c’est bien définit. Coninest complet, il suffitde montrer que, = (f,. | gn)y;
est de Cauchy, or

| <fn+p |9n+p>v0 - <fn |gn>vo | = | <fn+p | gn+p>vo - <fn+p | g">Vg + <fn+p | g">Vg - <fn |gn>vo |
< || <fn+p|9n+p - 9n>v0 | + | <fn+p —JIn | 9n>v0 |a

ce qui nous donne la conclusion avec l'inégalité de Caudatiyw@rz. De la méme maniére, nous pou-
vons montrer que le produit scalaire défini par (14) ne dépgmsldu choix des représentants. En-
fin, remarquons que la norme définie sly, est issue du produit scalaife| -)-—, I'espace vectoriel

9]

(CAVO , (] ->670) est donc un espace de Hilbert.

11



Nous montrons maintenant q@) s'indentie & un espace de fonctions qui contigpnt Dans un
premier temps, il faut remarquer que toute suite de Cauchg daconverge simplement. En effet, si
f = (fn)n €stune suite de Cauchy darson a toujours :

[fm(2) = fu(@)| < VEv (2, 2)[[ fm = fallvo-

Ainsi on peut noteiy la limite simple def = (f,),. Toujours avec la méme méthode, on vérifie que
deux suites de Cauchy dans une méme classe d’équivalenae@nie limite simple. Réciproquement,
nous devons montrer que deux suites de Cauchy ayant la méite simple sont dans la méme classe
d’équivalence. Pour cela, il suffit de montrer qui $j,) est une suite de Cauchy daVis qui converge
simplement ver$), alors elle tend ver8 dans},,. Remarquons qu’une telle suite converge faiblement
vers( dansV} car toutes les formes linéaires sont des combinaisonsrgséd évaluations ponctuelles
dansVjy. Ensuite, comméf,,),, est de Cauchy, on a poar> 0 :

I fall¥y =2 < for fr >ve< | fo — full, < e

De plus, par convergence faiblg, | fn)v0 tend ver®) quandn tend vers l'infinie. AinsiJ f,,), tend vers
0 dansVj.
En conclusion, si on posé I'ensemble des limites simples de suites de Cauchygdalors on peut

voir V.comme une représentation fonctionnelle de I'espace deaHii(hﬁ/‘;) , (v ~>A) Il est clair que

Cvy )
Vo est dand/ (en particulier tout legy («, -)). Enfin, utilisons le produit scalaire dg,, pour définir un
produit scalaire suV, prenonsf € V, etz € S. f correspond a une unique classe de suite de Caflichy
dont les éléments converge simplement veralors :

(v (@) = (Elkv (@) _ = tm{fu | kv (e, )y, =l fu(2) = ().

Vo

V est donc une RKHS de noyaw . Dorénavant, nous utiliserons toujours la représentafion

Montrons l'unicité. SiV est un autre RKHS de noyay . CommeV contient tous legky (z,.), il
contientV;. De plus, les produits scalaires &feet V coincide deVj. Une suite de Cauchy daf$ a
méme limite dand’” etV car la suite converge aussi simplement. Par conséqliess} un sous espace
fermé deV. Soit f € V, orthogonal &/, alors f est orthogonal & tous lés, (z,.) donc f est nulle et
nous avons le résultat.

O

Remarque 3. Pour construire un RKHS, il suffit donc de choisir un noyau&yimue, de type positif.
De plus, pour obtenir un tel noyau, il nous suffit de considéree fonction (réelle): de type positif et

de poserky (z,y) = k(y — x). Nous utiliserons trés souvent cette construction, nousaitons alors

en savoir d’avantage sur le résultat obtenu. Sous certaimgmtheses, Le théoréme de Bochner nous
permet d’obtenir une caractérisation agréable de I'espéice

2.4 RKHS invariant par translation et représentation spectale.

Ici, nous nous plagons dans le cas 0= R? pourd € N* et ky(z,y) = k(y — x) pour une
certaine fonctiork de type positif. Dans ce cas, nous pouvons mettre a profi€leréme de Bochner.
Ce théoréme, utilisé dans plusieurs branches des mathygrasticaractérise les fonctions de type positif
comme transformées de Fourier de certaine mesures.
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Théoréme 4. (Bochner) Soitk : R¢ — R, alors k est de type positif si et seulement si il existe une
mesure borélienne positive et bornételle quek = . C'est-a-dire :

k(z) = /R , exp(iz - £)du(€), Va € RY, (15)

De plus, sik est continue ef etk € L!(R?) alors la mesure: admetE/(%r)d pour densité :

1

K

/ exp(iz - E)k(€)de, Vo e R (16)
Rd

Avant de démontrer ce résultat, nous rappellons quelqugsiptés des fonctions de type positif :

Proposition 4. Soientk, » : R? — R deux fonctions de type positif. Alors :
i) Elles sont positives e
ii) Elles sont bornées (par leur valeur én.
iii) Leur produit est une fonction de type positif.
iv) Soientf etg deux fonctions & valeurs complexes, alors

/ / f(@)g(y)k(z —y)dzdy > 0 deés que c’est définit.
R4 JRd
Rappelons aussi que poar> 0, la fonction gaussienne, (z) = @ \/_)d exp( 2\\:2\\2) est une unité

approchée d&<. De plus, nous obtenons une unité approché@ieen prenant, (z)h, (y)-

Démonstration.Commengons par le cas a@test dans.!(R?). Nous savons que pour toutes fonctions
f,9 € S(RY) l'intégrale

[ | f@swikta - yydzdy an
Rd ]Rd
est définie et prend une valeur positive. Or, si on utiliselavolution et I'identité de Parseval avee= f,
ona
[ | @ik - ydody = / T@) ()
Rd ]Rd
§)dg,
E (©)de,

- o / R Fle) e

Cette derniére quantité est donc toujours positive, poutetfonctionf € S(R?). Considérons main-
tenant la fonctiorho définit plus haut. Nous savons qyé, € S(R?) et que la transformée de Fourier
est une bijection sur cette espace. Par conséquent, pddr to0 nous trouvons une fonctign, € S(R?)
telle queg, = v/h,. En reprenant nos calculs avge= g, on a

[ @na@ie=0, vo=o
Rd
Commeh,, est une unité approchée et cominest continue bornée, alors

/ E()ho (€)dE = hy % k(0) — k(0), quando — 0,
Rd
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et donck(0) > 0. Nous remarquons maintenant que pour toat R¢, la fonction exp(—i (¢ |-))k est
aussi de type positif et! . Nous avons donc encot€ (exp(—i (¢t |-))k) (0) = k(t) > 0. Ainsi, pour
toute fonctionk de type positif ef.! alorsk est positive. Reste a montrer ql}lest intégrable et on aura

terminer pour le cag’.
Remarquons que pour

_ 1 — |13
ho(x) - (O’ 27T)d exp( 20_2 )a
alors Sons
() = exp(~ T Lol

Donc|i/z;(§)|2 tend versl guands tend verd) et uniformément sur tout compact. On a I'égalité :

/ / k(& — )ho (@)ho (y)dudy = / (E) [ (€)Pe.
R4 JR4 Rd

Sinous faisons tendrevers0, le terme de gauche tend vér®) carh, (z)h, (y) est une unité approchée.
Le terme de droite tend ver§,, k(£)d¢ par convergence monotone. Ainsigst intégrable, elle a donc
toute les propriétées d’'une densitéedst bien la transformée de Fourier de la mesure correspoaﬁan

Si k n’est pas intégrable, Nous allons montrer duest limite simple d’une suite de fonctions qui
sont des transformées de Fourier de mesure positive bdCoéemek est supposée continue @nnous
pourrons alors conclure avec le théoreme de Levy. Il suffpréadre les fonctiongk:. En effet, cette
fonction est de type positif en tant que produit de deux fionstde type positif. De pIusE;k est in-
tégrable comme produit d’'une fonction intégrable et d’'uoection bornée. Ainsi, avec ce que nous
avons démontré précédemment, pour tout 0, f/z;k: = 1, ol u, est une mesure positive bornée.
Finallement, commaAok converge simplement veks(continue erD), le théoréme de Levy nous donne
la conclusion. O

Nous retiendrons du théoréme de Bochner que est de type positif, mtegrable et continue @&n
alorsk est une densité étest la transformée de Fourier de la mesure assodiée a

Ajoutons une hypothése supplémentaire au théoréme de Bodthous supposons toujours quest
de type positif, intégrable et continue éret si on exige en plus gue soit strictement positive. Nous
introduisons un nouvel espace de Hilbert qui est un esp%e‘epoids.

Définition 4. Soity la mesure définie padu(§) =
considérantL?(u) := L*(R%, R, p).

@ninE) )dk(g) . Alors on définit un espace de Hilbert, en

Sous ces hypothéses, la proposition suivante décrit laesp(;.) comme une "représentation spec-
trale" du RKHS associé &

Proposition 5. Sik est une fonction de type positif, continue en 0 et intégrakilde pIusE est stricte-
ment positive. Alors le RKHE associé au noyaky (z,y) = k(y — ) est de la forme :

—{rer® | U = gy [ 1F©PkE g <o) (18)

En résumé, la transformée de Fourier est une isométrie Bnétel? (). Avant de démontrer cette
proposition, nous pouvons déja faire plusieurs remarques.
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Proposition 6. Les éléments d& sont bien des fonctions.

Démonstration.En effet, les éléments d&*(1) sont dand.? N L. Pour le voir, on remarque quA:ee
L?(u) car elle est positive et intégrable (Bochner). Ainsif si L2(u), on a

1Al = (F1F),, . <o

et doncf € L'. De plus, ¥ est bornée par une certaine constante positiveonc, % > % Ce qui

implique :
1/ 2 A .
GRS UCRCR

Finallement,L2(1) ¢ L' N L% etsif € V alors f = F~(f) ot 7! coincide avec la formule
d’inversion "explicite".
O

Remarque 4. On peut aussi remarquer que I'information qui nous est denpelr la normel| f || fait
intervenir l'inverse dek. Nous savons gue cette fonction décroit d’autant plus uigkigest réguliere.
Ainsi, si nous prenonk trés réguliére, la normd f||v va pénaliser toute les fonctionsqui ne le sont
pas suffisament.

Passons a la preuve de cette proposition.

Démonstration.(V, || |lv) est un espace de Hilbert car isométriquéZiu), et nous avons vu que ses
éléments peuvent étre considérés comme des fonctionst®aur € R?, lesky (z,.) = k(- — ) sont
dansV'. En effet, commeF (k(- — x))(§) = exp(iz - ) k(&) :

1 .
Ik =)l = g7 [ ) < o
De plus, pour touf € V on a
(f [ k(a, &) expliz - )R(E)R(E) " de,
&) exp(ix - £)dE,
en utilisant le théoréme d’inversion. C’'est donc l'uniqu€HrRS de noyatky, . O

2.5 Interprétation avec I'espace de Sobole#*(R)

Considérons I'espace de SobolEv (R). Comme nous I'avons vu, cet espace s'injecte continiment
dansCy(R?). En particulier, c’est un RKHS. Rappelons la descriptiqretarale” de cette espace :

m®={uer2m® | [a+eaers <o),

full = ([ @+ €lato) d&)m.

15
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Cette définition est du méme type que celle que nous venoraiddinsi, /! (R) est un RKHS de noyau
F1 (O+—M) Nous pouvons en fait donner une autre interprétation danae H™ (R¢), comme
fonction de Green de I'opératewrA + Id. En effet, comme7! est un RKHS, pour tout € R il existe

k(z,-) € H' tel que(k(z,-) | g) ;n = g(z) pour toutg € H'. Il en résulte que pour tout € R k(z, -)
est I'unique solution (au sens des distributions) de I'éigna(—A + Id)f = 6, dansH' . En effet, soit
¢ € S(R), onalk(z,-)|¢) g = p(z) et
(k) @by = (k) g+ (k) 10
= (k@) ¢) g2 = (k@) 1¢) |
= ((=A+ Id)k(z,) | )2 = p().

L'unicité découle de la densité dR) dansH! (R).

Comme le produit scalaire siif! est invariant par translation, légz, -) sont du typek(- — z) pour
une certaine fonctioh. De plus, nous venons de voir gkiest solution dg—A+1d)f = oy . Maintenant,
si on utilise la transformée de Fourier sur les distribigitampérées on a :

F((~A+Id)f)=1+)f

et F(d,) = 1. Nous retrouvons que est la tranformée de Fourier inverseﬁ%.
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3 Modélisations des déformations élastiques.

La création du groupe de difffomorphismég, modélisant les transformations admissibles (section
1.2), va passer par l'utilisation d’un théoréme du type @gticipschitz. Dans la suite, nous considérons
un espace de Hilbert admissill¥, (- | -),,). Comme nous 'avons déja vu¥, peut étre identifier a un
espace de Sobolev. Les élémentd/dsont assez réguliers pour la variables R?. Nous ajoutons une
variable temporelle en exigeant cette fois-ci un minimumédgilarité :

Définition 5. On définit 'espacd.i, = L' ([0, 1], V) qui contient les classes d’équivalence de fonctions
t — v de[0, 1] dansV telles que

1
follzy = [ Tl < oc.
0

Nous définisson&} de la méme maniére mais en mettant un carré dans l'intégralene racine a
I'extérieur. Remarquons quki, est un espace de Banach et glig est un espace de Hilbert. De plus,
[ollzy, < lvllzz,-

Nous pouvons maintenant commencer notre constructiomr&tlose sur le théoreme suivant.

Théoréme 5. Soitf : [0, 1] x R? — R telle que pour tout € [0, 1], f(¢,-) est lipschitzienne de rapport
K: >0 avecfo1 Kdt < oo. De plus, on suppose qu'il existg € R? telle quefo1 |f(t,z0)|dt < oo.
Alors, pour touty, € R<, il existe une unique applicatian: [0, 1] — R< solution de I'équation intégrale

y(t) = o + / Flr,y(r)dr. (19)

Donnons une démonstration de ce théoréme. Cela va nous tfreraee mieux comprendre les pro-
priétés des objets obtenus.

Démonstration.Pour0 < s < ¢t < 1, condidérons I'espace de fonctiéy, = C ([s, ], R?) que nous
munissons la norme de la convergence uniforme, afin d’obteniespace de Banach. Paurc R¢,
v € Cs etu € [s, 1], nous définissons une nouvelle fonctiBpy de la maniére suivante :

L) =y+ [ o)
T, est bien définie car d’aprés nos hypotheses :
[ 1seamlar < [ 15w -fra) 450l < (2 lactlaol [ Kedrs [ 170 a)ldr < oc.
De la méme maniére on obtient gdg~y(u1) — Ty (u2)| < ([Vlloo + [ol) [, Krdr+ [ 7 [ (7, x0)|dr
quantité qui tend ver8 quandu, tend versu;. Ainsi, T,y est une application continue et pour tout
y € R? on a trouvé une applicatiofi, : C;; — Cs. Reste & montrer qu’on peut choisitet t assez

proche pour qué, soit contractante. Nous pourrons alors utiliser le théerdmpoint fixe entre espace
métrique complets. Pouretn € C,; on a l'inégalité suivante :

1Ty = Tytlloo < / £y () — Frn()dr] < 1y = 7o / K dr.

Ainsi, T, est lipschitzienne de rappofgt K,dr et on peut trouves > 0 tel que cette quantité soit
strictement inférieure & pour|s — t| < 4. De plus, ce choix peut étre fait indépendamenyde R,
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Par conséquent, pour tolt< s < ¢ < 1 tels que|s — t| < & alors pour touty € R¢, T, est une
application contractante d&; dansCs;, elle admet donc un unique point fixe. Ensuite, I'uniciténéta
établi sur de petits segments, on découpe l'intenjallé] en segments de tailles strictement inférieures a
0. Partant d’une condition initiale au tem@snous pouvons construire de proche en proche une solution
aI'équation 19. O

Plusieurs remarques a propos de ce théoreme :

Si nous faisons varier la condition initialedansR?, alors pour tout temps € [0, 1] nous obtenons
une fonction de la variable spatiale que nous allons ngtée) ou encorey;. Nous allons voir que
y(t,.) est réguliére par rapport & cette variable. Autre fait rejuable, ces applications sont inversibles.
En effet, il faut remarquer que le théoréme 5 peut étre démodans I'autre sens (on n'impose plus
une condition initiale mais une condition finale). Pour celaus travaillons toujours avec les espaces
Cst = C ([s, ], R?) mais nous utilisons plutot les applicatiofig: Cy; — Cy; définies par

Tyy(u) =y + / Fry())dr € [s,1]

Nous montrons de la méme maniére qu’elles sont contrastaoigrt a proximiter des. De proche en
proche, on construit une courbe sur tout I'intervélel | en fixant cette fois la condition au temps- 1.
Finallement, Nous pouvons construire une solution unigue) que soit le temps ou la condition est
fixée. C'est-a-dire que pour tout coudle =) € [0, 1] x R< il existe un unique élément d¥0, 1], R9)
solution de I'équation

y(t) == +/ f(ryy(r))dr, te]0,1]. (20)

Nous notons cette solutiaff (z) (sa valeur au temps3. Si nous réalisons la compositigfio y,(x), nous
obtenons la valeur au tempsle I'unique courbe qui vaut(x) au tempss. Par unicité, c’est forcément
yi(x) et doncy; o ys = y; . Par suite,y§ o ys = Id.

Nous pouvons illustrer rapidement le fait que les courbeseneoupent pas. En effets, si la fonction
f est donnée par un systéme linéaire du typé;x) = A,z + B; ol A; € L(R, RY) et B, € R? alors
la conclusion du théoréme est valable désﬁbﬁélﬂ + | Bt|dt < co. Nous disposons donc de beaucoup
d’exemples.
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FIGURE 1 — lllustration du principe d’'unicité, avec un systéme doetyattracteur de Lorentz".

Pour voir le script premettant d’obtenir cette figure, ledec peut se repporter a 'annexe A.

Maintenant, nous allons voir que ce résultat est toujoulable si I'on prendf dans un espace de
Hilbert admissible.

Théoréme 6. Soit(V, (- | -);,) un espace de Hilbert admissible, alors pour tout L{, et toutr € R?,
il exite une unique application continue- ®?(x) de |0, 1] dansR?, solution de I'équation intégrale :

Y (z) =+ /0 vy o (®7(x))dr.

De plus, I'applicationz — ®¥(z) deR? dansR? est un homéomorphisme.

En effet, siv appartient &1, alors pour tout € [0, 1], v; est un élément d&. CommeV s'injecte
continiment danfCj (R, R?), || ||l1,0) , On peut prendré|uv,||1,~ pour jouer le réle dex,. De plus,
llvell oo < llvellv et fol |lve|[v-dt < oo par définition. Nous avons donc rempli toutes les conditibas
fait que les applications soient inversibles découle dédeudsion précédente.

Nous réalisons maintenant I'analyse des objets que nousgade générer par cette méthode. Dans
un premier temps, le lemme de Gronwall nous permet d’obterii types de contrdles (en temps, en
espace, et vis-a-vis des champs de vecteurs). Ensuitealions étudier les propriétés de I'application
"flot" qui & un élément de L{, associe une famille d’homéomorphisniés ), 1. Finallement, nous
montrons que tous ces homéomorphismes sont des difféoimorghde classe'.

3.1 Lemmes de contrbles

Commencons par rappeler le lemme de Gronwall, dont lesagtjans vont survenir a une fréquence
remarquable.
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Lemme 2. Soientf et g deux fonctions positives mesurables définieg&ur. Soitc > 0 une constante.
On suppose que pour totie [0,1] on a

fit) <et / £(s)g(s)ds.

f(t) < cexp (/Otg(s)ds) :

Grace a ce lemme nous obtenons les contrdles suivants :

Alors,

Lemme 3. (Contréle en temps) Pour touwte Li,,z € Riet0 < s <t < 1:

t
60 () — 6()] < / 104]loo dr-

Lemme 4. (Contrdle en espace) Pour toutc Li,, t € [0,1] et pour toutr,y € R?:

1,00 ds) .

t
168(2) — 6 ()] < | — ylexp (/ ™

Démonstration. ,
|9 (z) — of ()| < |z —y|+ /0 [vs (05 (2)) — vs(95 () lds,
t
<lo—ul+ [ loulioeldte) - 6200 lds
0
Il reste donc a appliquer le lemme de Gronwall. O

Lemme 5. (Contrdle vis-a-vis du champ) Pour toutv € L}, , z € R? ett € [0,1],0na

exp (/0 |vs||17mds) . (21)

|9t (x) — ¢ ()] < /0 us(95 () — vs (95 (x))ds

Démonstration.

62 (2) — o0 (2)] < / ua(62(2)) — va(¢Y (2)) ds

)

+ / [03(62 () — va (82 ()] ds,

< / us (6% (2)) — vs(6%(2))ds

< / ua(82(2)) — va(8(2))ds| + / 01,0062 () — 82 () d.

et nous appliquons encore le lemme de Gronwall. O

3.2 Continuité de l'application flot.

D’un point de vue intuitif, nous allons rechercher une "behtnansformation parmis I'ensemble des
homéomorphismes dont nous disposons. Dans la pratiquetramaillons plutét sur I'espace des champs
V. Il est donc primordial que I'application qui lie ces deuxsembles posséde de bonnes propriétés. La
fonctionnelle en question est I'application flot, qui & uéndent delLi, associe la famille d’homéomor-
phismes(®})c(0,17 (qui sont en fait différentiables). Dans un premier tempajsnallons décrire plus
précisément son espace d’arrivée, mettre une métriquestierespace, et démontrer un résultat de con-
tinuité vis-a-vis de cette métrique. Plus tard, nous maeatre un résultat plus fort de faible continuité
vis-a-vis de la normé?,.
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Définition 6. On appelled;, 'espace des homéomorphismgede R¢ tels queg — id soit borné. Nous
munissons cet espace de la métrique suivante :

Ao, ) = |6 = Vlloo + 67" =¥ oo
Proposition 7. (A;q4, d) est un espace métriqgue complet.

Démonstration.Remarquons que pour toyt € A;q alors ¢ — id € (Cp(R%,RY), || ||) qui est un
espace de Banach.
Soit (¢,) une suite de Cauchy dané,; et ¢ > 0. Par définition de la métriqué on a:

[[(¢n —id) = (pm —id)|lco = l|Pn — Pmlloc < €

pourm et n assez grands. Alorgg, —id),, estde Cauchy dans I'espace de Ban&H{R?, R?), || ||«) -
Par conséquent, il exist¢ € C(R4, R?) tel que

lim (¢, —id), = ¢, pourla norme de la convergence uniforme.

n—oo

Par simple réécriture, nous obtenons dqug) converge uniformément vers = ¢ + id qui est une
application continue et dont la différence avec I'idenéist bornée.

De la méme maniére, nous obtenons @i’ ) converge uniformément vers un élémenvérifiant
les mémes proprietés. Reste a montrer qwe‘l ¢ pour pouvoir affirmer que) € A;q et que(¢7n)
converge vers;b pour la métriqued . Or, par convergence uniforme, nous savons gye ¢, Yz) ==
converge versp o ¢(z) . Donc (¢)~! = ¢ ce qui achéve la démonstration. O

Finallement, nous introduisons I'espa€€0, 1], A;q) des applications continués— ¢, de [0, 1]
dansA;; que nous munissons de sa métrique naturelle :

D(¢7¢) = sup d(@ﬂ/’t)-

telo,1]

(C([0,1], A;q), D) est alors un espace complet.

Proposition 8. L'application ® : v — (¢} ).c[0,1] est continue delj, dansC([0,1],.A:q) , lipschitzi-
enne sur toutes parties bornées. De plus, comiie s'injecte continment dand.i, le résultat est
valable pour® : L2, — C([0, 1], Aiq) -

Démonstration.Nous rappelons le lemme de contréle vis-a-vis du champ :
t

[n(60) — w0 ais exp ( / |vs||oods)

/||uS vs||oodsexp</ ||vs|oods>.

De plus, on a toujours I'hypothése d’injection continli@|.c < |lus
séquentgpy — ¢ est borné et satisfait :

¢ () — &y ()] <

< Oy ||us|lv ). Par con-

65 = &7 loe < Cvllu— vl exp (Cylolzy ) -
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Pour les applications inverses, nous faisons la méme chesdes champs et ¢ ou @ est défini par

oo Tu-s si s <t
s 0 si s > t.

En effet, on vérifie par identification que nous avasi{¢¥ (z)) = ¢ .(z) si s < t, avec en particulier
oL (ot (z)) = ¢y(x) = x. Pour cela, on posg(s) = ¢ (z) (défini sur[0,t]) et nous essayons de
retrouver I'équation des? (¢¥ (z)) . Pours € [0,1] :

y(s) = B, (2) = = + / ¢t (@) dr,

= ot [ oy [ utror)ar

—S

— gi(x) + / At - ry(t — ) dr,

= ¢y (x) + /OS a(r,y(r)) dr.

C’est I'équation degp?(¢¥(z)) . Par unicité, pous € [0,t] nous avons I'égalités? (¢ (x)) = ¢ . (z)
et & est un champs qui nous permet d’obtenir l'inverse au tempe plus, étant donnée la forme de
nous avons la majoratiofi(| 1, < [|lul[z: . Remarquons que le champsa les mémes propriétés que
Par conséquent, on obtient la méme majoration pour lessaser

1(28) ™t = (80) oo = 6% = & lloos
< Cylli = ally exp (Cvlillzy, )
< Cvllu=vlzy exp (Cvlvllzy ) -
Finallement,
65 = 67 loe + 163" = (@) low < 20y 1= vl exp (Cy[lvllpy ) - (22)

En prenantu = 0, les applicationsy? — Id sont bornées pour tout € L{,, ce sont donc des éléments
de A;q pourtoutt € [0, 1]. De plus, le lemme de contr6le en temps nous donne :

t
167 — 82100 < Cv / lovllv, (23)

et cette quantité tend vefsquandt tend verss. Nous obtenons le méme résultat paiy) = —
(¢Y)" Y| - Lapplicationt — ¢? de [0, 1] dans.A;; est donc continue. Ainsi® est a valeurs dans
C([0,1], A;q) . Enfin, I'inégalité (22) nous dit qu’elle est lipschitziemsur toutes parties bornées de
L3, O

Nous terminons la description de I'ensemble des transfooms admissibles en démontrant gu'il
s’agit bien de difféomorphismes.

Théoréme 7. Pour toutv € L{, ettoust € [0,1], ¢ est un difffomorphisme de claséé de R¢. De
plus, pour toutz € R?, 'application t — d,¢? (oUd,¢? est la différentielle d@? au pointz € R )
est une application continue, solution de I'équation imédg :

t
sy = I‘“/ dgy (Vs © dapg ds. (24)
0
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En outre, il existe deux constantes et ¢; > 0, telles que pour touv € L1,

sup [|d6} e < c1exp (rflellyy ) (25)
tel0,1]

ldo¥ ||~ est le sup, sur tous lesc R?, de la norme d'opératefd, ¢? || .-

Démonstration.Soitz, o € R?, avec|a| < 1, considérons I'équation :

t
y(t) =« —|—/ dgv (2)Vs-Y(5)ds. (26)
0

Nous montrons que cette équation admet une solution unyignous allons essayer d’identifier cette
solution ad.¢; - «. Ici, la fonction et linéaire en espace ( s, z) = Asz avec Ay = dyo()s ),
il suffit donc de vérifier la condition d’intégrabilité. OF/ étant un espace de Hilbert admissible, nous

avons cette condition cafo1 |dgy (zyve| dt < Cy fol |ve]]v dt < oo. L'équation 26 admet donc une
unique solution. De plus, comme| < 1,ona:

t
O <14 Cy [ oalvinto)lds,
0
et le lemme de Gronwall nous donne :

ly(t)] < exp(Cylv]lzy,).

Si nous arrivons a identifief(t) etd,.¢} - o, nous aurons la majoration recherchée (car c’est valahie po
toutx,t, o). Pour cela on pose :

(6F (z + ) — ¢} (),

w(t)=y(0) - -

et nous voulons montrer que (¢) tend vers) avece . Utilisons I'écriture sous forme d’intégrale :
t 1 t
2= [ doanto)ds = ¢ [ (000 +e) 0.0 62(w) ds,
0 0

t 1 t
- / Qo (a)Vs-2e(s) ds + / A (ayvs - (8] (@ + ) = 6} (2)) = (vs 0 B (@ + ca) — vy 0 §%(x)) ds.

Mettons cette expression de coté et considérons I'ensefafiler + ea);t € [0,1];€ € [0,€0]} . C'est
un compact par continuité de I'applicatiqn, ) — ¢} (x + ea) . Soit K I'enveloppe convexe de cette
ensembleK est convexe et compact. Pour tgufj € K,on a:

1
o) = vut) ~ g =) = | [ (yeniomn = dyon) - ),
<mp (17— yDIg -yl
oumg  estle module de continuité de; surK :
m¢(r) = max {|d,vy — dyve|, x,y € K, |[v —y| <7r}.

Commez — d,v; est continue (hypothése d’admissibilité), elle est umifément continue suk’, ce
qui implique qudim,_,o mx () = 0.
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Revenons a la forme intégrale de et rappelons le lemme de contrdle en espace :
Pourtoutv € Li,, t € 0,1], z,y € R?:

it
160(@) — 62 (9)] < |z — ylexp < / |vr|1,mdr) |

Ainsi, nous pouvons trouver une constante) telle que|¢y (z + ea) — ¢¥ (x)| < elale(v) . Par con-
séquent :

201 < [ Telsoelzelds + lol [ mcfealeto

Nous utilisons a nouveau le lemme de Gronwall :

=01 < (1ol [ mctcloletnis.) esp ([ ol ds).

Or, par convergence dominée, commagy s(r) < 2||v¢]|1,00 , ON @lim, o fo mg,s(r)ds =0 et z.(t)
tend verd) quande tend verd). Donc ¢} est différentiable etl, ¢} . = y(¢). O

Nous donnons maintenant un résultat de faible continuitBagplication flot. Ce résultat est trés
important pour la suite de I'exposé. En effet, nous allonsimiser une fonctionnelle définie sur un espace
de Hilbert. Sur ces espaces, on est souvent amené & extraispus-suite faiblement convergente d’une
suite bornée. Pour une telle sous-suite, une applicatibfefaent continue va conserver la convergence,
ce qui n'est pas forcément le cas avec la continuité fortpe@edant, nous allons voir que pour obtenir
cette continuité faible, I'espace d’arrivée doit étre ntula la topologie de la convergence uniforme sur
tout compact, et nous ne pourrons pas utiliser la topolqgies fine) de la convergence uniforme globale.

Proposition 9. Les applicationgt, z) — ¢7(x) sont uniformément continues et ce, uniformément vis-a-
vis du champs sur toute parie bornée dg?, (équicontinuité).

Démonstration.D’aprés le lemme 4 les applicatios$ sont lipschitziennes et le rapport ne dépend que
de la norme de. Si nous fixons la variablg on a bien équicontinuité sur toutes parties bornéeside
Or, d’apres le lemme 3 on a aussi un contrdle en temps :

167 (2) — ¢z / o v dr.

Ainsi, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

' 1/2
163(2) — 6 (2)| < Cor/TT—3) ( / ||vr||2vdr) ,
< Co/T=ollzs.

ce qui nous donne le résultat. O

Théoreme 8. Supposons qué™),, converge faiblement vers dans L, . Alors, pour tout compact

K CcRY, (t,z) — ¢>§”">(x) converge vergt,z) — ¢7(x) et ce uniformément suk et uniformément
par rapport au temps. C'est-a-dire :

lim  sup (¢ (x) — ¢f(x)| =0

n=0{(t,2)€[0,1]x K}
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Démonstration.Soit (v™),,, une suite qui converge faiblement verdansL?, . Pourz € R¢, on utilise a
nouveau le lemme de contrdle vis-a vis du champs (lemme 5).

t
exp (Cv/ IIR% ds),
0

t
< e = oesp (v [ ezlvas).
0

o' @) =) <| [ o) v er)as

n : L} — R?, définie pam(u) = fot us(¢?(x))ds, est une application linéaire continue. En effet,
[n(uw)] < fg luslloods < Cvllullzy < CyllullLz. Elle est donc aussi faiblement continue, car pour
les applications linéaires, la continuité entre deux espae Banach munis de leur topologie faible est
équivalente a la continuité entre ces mémes espace muresidmpologie forte (et les topologies forte
et faible coincident suR?). Par conséquent,

lim n(v™ —v) =0.

n—00

En outre, la convergence faible entraine @ufe),, est bornée dans:, et donc dang{,. Ainsi, exp (C’V f(f o2 HvdS)

est aussi bornée. Nous avons alors prouvé que pout ol, 1], ! converge simplement ves . Soit
K C R% un compact, montrons que cette convergence est unifornje, diir< K.

On fixee > 0. Du fait de I'’équicontinuité sur toute partie bornée dediappons (¢, z) — ¢} (z) et
comme(v™),, est une partie bornée, il existe> 0 tel que pour toutr € N,

67" () — 6% (y)| < e desque [z —y| +|t—s| <.
C’est aussi vérifié pour le champsDe plus,[0, 1] x K est un compact, nous pouvons donc trouver des

couples(t;, z;), 1 < i < N tels que pour toult,z) € [0,1] x K, il existe s € {1,..., N} tel que
[t — ;| + |z — x;] < n. Parinégalité triangulaire nous avons alors :

61" () = ¢7 (@)] <161" (2) = &1 (@)l + 167, (@) = 6, ()] + |6F, () - 67 (@)1,

<
<2+ 107 (21) — &}, ().

Enfin, on utilise la convergence simple gg pour obtenir le résultat. O

Dans I'idéal, nous aimerions avoir ce résultat avec uneltgp®la moins fine possible au départ ( de
ce point de vue la faible continuité est un "bon" résultagwetc la topologie la plus fine a l'arrivée. Le
contre-exemple suivant montre que nous ne pouvons pas ¢éxigenvergence uniforme globale en toute
généralité.

Contre-exemple

Placons nous en dimension 1 et choisissons une fon€tton f, a support inclus dan®, 1]. La
fonction f, en tant que fonction réguliére et indépendante du tempisfatles hypothéses du lemme 5.
Nous posons alors

vi'(x) = f(z —n),

ce qui définit une suite dans I'espace de Sob&éyR) = V' (admissible). La normg || ;2 (r) est invari-
ante par translation et donc les valellig ||y sont toutes identiques. La suite”) est donc bornée dans
L%.. Comme nous sommes dans un Hilbert, nous pouvons extrareaus-suite faiblement convergente.
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On montre alors que parmis la suite de difffomorphismes#®sa(v™) aucune sous-suite ne peut con-
verger uniformément (pour un tempgxe).

Les applications)?” sont égales a l'indentité en dehors [den + 1]. Pour le montrer, il suffit de
voir que pourz en dehors de cette intervalle, I'application constante x vérifie leur équation, puis
on utilise I'unicité de la solution. De plus, nous avaps (z) = ¢? (z — n) + n. En effet, posons
y(t) = ¢§0 (x —n) + n, alors,

y(t) =+ / f(u(s) — n)ds.

On retrouve I'équation vérifiée par’” (z). Nous en concluons que pour tqut# ¢, [|¢?" — ¢V [|se
est supérieur ou égalela(on prendz ¢ [p,p + 1] U [¢, ¢ + 1]). Aucune sous-suite ne peut converger
uniformément.

3.3 Groupe des déformations élastiques.

L'objet de cette section est de décrire plus précisemensémble des déformations obtenues. En
particulier, nous allons montrer que nous pouvons parameéét espace par des élémentd.ge Ainsi,
pour la recherche d'une transformation optimale (problé&@meminimisation (PA)) nous pourrons tra-
vailler dans I'espace de Hilbeit?,. Finallement, a la fin de cette section, nous allons écrie e
premiére fois notre probléme sous une forme "bien poséeharguons tout de suite que nous allons
obtenir des réductions encore plus importantes dans lésisgsuivantes.

Considérons I'ensemble de tous les difféomorphismes abtavec des chamgs,, nous notons cet
ensembledy, = {¢¥; t € [0,1], v € Li}. En fait, il suffit de prendre les difféomorphisme$ car
@Y = ¢Y pourd; = v; Sit < s ety = 0 sinon. Lensembled, a donc la forme suivante :

Av ={¢0 | velLy}.
On construit une métrique suty qui est invariante par la loi de composition :
d(id, ¢) = inf{[|v|[ L1 ; 67 = ¢}

Puis nous faisons I'extention :

dv (¢, 9) = d(id,y o (¢) 7). (27)
Proposition 10. (Ay, o) est un groupe et un espace métrique complet pour la disténce
Démonstration.Nous démontrons la propriété de groupe et nous admettonBegpace est complet.

Pour cela, il faut montrer que pouretv deux champs dank},, alors¢} o ¢} = ¢¥*?, ollu* v € Li,
est I'opération de concaténation :

1 H 1
SU Sl t< 5
kv, = % 2t ! X %
502t—1 Sl t > 5
De plus, on a(¢?) ™" = ¢? ol &, = —v1_, (nous 'avons déja montré pour la proposition 8). Pour

obtenir le résultat de concaténation, nous montrons dthfjae pour tout € [0, 1] et toutz € R4,
o (x) = g/*;(z) ce qui nous permettra de montrer gbie(¢} (z)) = ¢%Y (x) et d’obtenirgy o ¢} =

2
¢4¥*¥ en prenant = 1. La méthode est toujours la méme, nous montrons seulemenf'qu) = by ().
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Posongj(t) = g/*;(:p), c’est une fonction continue, définie pour taut [0, 1]. Pour conclure, il suffit

donc de montrer qug(t) vérifie I'équation dep} (z). Or,
t/2
i) = 375 @) =+ [ oot @)
(u*v)(r,§(2r)) dr,
u(2r, g(2r)) dr,

u(r,y(r)) dr.

Il
8
+
c\ﬁc\
S
N |

Par unicité, on a bief(t) = ¢g/*;(x) = ¢¥(x). Pour les autres calculs, on utilise le méme principe

d’indentification. O

Lemme 6. Pour toutv € Ly, il existeu € L3, tel ques] = ¢ et|lul| gz < [|v]|Ls .

Démonstration.Soit « : [0,1] —]0, oo intégrable, de masse égale a 1. On pdég = fg a(s)ds. A
est une bijection d, 1] sur luiméme. On définit le champsen posanti; = a(t)v4. Par changement
de variableu est un élément dé!, de méme norme que De plus, on ag¥ = ¢% . En effet,

A(t)
¢mmm=x+/‘ v 0 82(z) ds,
0

t
=z +/ a(s)va(s) © Py () ds.
0
Ainsi, ¢'y , (x) vérifie 'équation intégrale dej (). Par unicité, on en déduit que, , (z) = ¢{ (x)

pour toutt € [0, 1]. En particulier,¢%(z) = ¢ (x) car A(1) = 1.

On prend maintenant> 0 quelcongue, et on essaye de construifg tel quefju|[2 < [[v][Ly +e€,
ouu est défini de la méme maniéere. On a toujours :

1

lullZs =/0 Oé(S)QIIUA(S)HdeS=/0 a(A7H(s))|[vs ¥ ds.

Soitn > 0, pout toutt & [0,1] nous définissong(t) = &(n + [Jvillv), avecC = n + |v]|Ly. On

poseB(t) = fot B(s)ds. Alors B est strictement croissante avB¢0) = 0 et B(1) = 1, c’est donc une
bijection. Dés lors, on peut donc trouvetel queA = B~ Ainsi, a 0o A1 = £ etdonc

1 2 1 2
iy = [ Llea = o [ ulv_g,
v Jo B@) o 1+ lvellv

<Clollzy, = m+llolp)lvl -

n n
H“HL%, < ||UHL%, 1+ W < H’UHL%/ + 2
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Il suffit de choisirn < 5 pour obtenir la majoration voulue.

Etant donné I'arbitraire sur, on peut choisie une suite”) dansL? telle ques}” = ¢% pour tout
net|lut|zz < floflzy, + 1. Comme cette suite est bornée, on peut supposer qu’ell@iegtrhent

convergente ( quitte & extraire une sous-suite). 8ot LI, la limite faible. D'aprés le théoreme de
faible continuité de I'application flot (théoréme 8" converge vers¥, on a donap? = ¢Y. De plus,
l[ullzz, < lim [lu(|zs < [loflzy, - O

Nous sommes maintenant en mesure d'énoncer la propositivanse :

Proposition 11.
Ay = {¢¥; v e LY}
Pour toutgp € Ay :
dy (id, ¢) = inf {||vl| 35 v € LY, 6} = 6} (28)

Remarquons que poup et ¢» dansAy , un élément de L3, tel quedy = 1 o (¢)~! s'interpréte
comme une courbe dans I'espace métrigiye joignante eti). En effet, on peut définir la courbe

~(t) : [0,1] = Ay,

telle quey(t) = ¢y o ¢. On a alorsy(0) = ¢, v(1) = « et~ est continue. Une géodésique enfret
1 est une courbe du méme type quequi joint ¢ et), mais avec une énergie minimale. C'est donc un
champs de L$, vérifiant toujoursg? = ¢ o (¢)~! et tel quefv|| ;1 soit minimum.

La distancely, que nous avons construite calcul I'infimum parmis les émarde toutes les courbes
allant deg a . Il n’est pas évident que cette infimum soit atteind pour émént delL?,. En d’autres
termes, il nexiste peut-étre pas de géodésique. Le lemingant répond a cette question.

Lemme 7. (Existence de géodésique dah$.) Pour toute, 1) dans.Ay il existe un champs € L3, tel
quedt = o ¢t etdy (4, 4) = vl 1z = o]l -

Démonstration.Avec la nouvelle définition que nous avons de la distaficenous pouvons construire
une suite minimisantév™) dansL?, au sens ou

o =woo~t et lim [[v"]pe =dv(¢,¥).

La suite (v™),, est bornée, nous pouvons donc supposer gu’elle est faibtecoavergente. On note
v € L% salimite. En utilisant la faible continuité du flot (théoré®) on peut affirmer qug? = ¢ o ¢~ .
De plus,

[0llpz, <Lm[o"[|zz = dv (9, 4),

et doncljvf| 2 = dv(¢,¢). Enfin, par définition dely, on afjvlr, > dv(¢,¢) = [[v[Lz donc
[vllz1, = [[v]lzz . Comme cette situation correspond a une égalité dans &litégle Cauchy-Schwarz,
[v][z:, estconstante presque partout. O

3.4 Définition Hilbertienne du probléme d’appariement.

Commencgons par rappeler nos objecitfs et le probleme gue smuthaitons résoudre. Nous voulons
appareiller des objet®,, O, a 'aide de déformations élastiques. Nous cherchons dommstruire le
cadre mathématiques suivant :
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Construire un espacéy contenant I'ensemble des déformations admissibles pse8ti
Construire un espade contenant les objets d’'études. section 5.
Définir une distancég sur cette espace. section 5.

— Construire une actiof, O) — ¢.0 de A, sur les objets. section 5.

Nous pouvons alors mesurer la qualité de I'appariement afef’) = dg (¢} - O1, O2) (C'est la
terme d’'attache aux données). Nous cherchons a minimisetsle critére suivant :

J(®) = Ady (id, @) + A(¢) (pA).
Le théoréme d’existence de géodésique nous donne alows\viaence :

Proposition 12. Le problémepA) est équivalent a la minimisation siif, de la fonctionnelle

I = A [l A@D (Pa),

Enfin, énnoncons un dernier théoréme, qui nous donne undtioonduffisante pour I'éxistence
théorique d’une solution au probleme (PA).

Théoréeme 9. Si la fonctionnelled : Ay — [0, +oo| est telle quer — A(¢Y) est faiblement continue
sur L?,, alors le problemé P A) admet une solution pour tout > 0.

Remarque 5. D'apres le théoréme 8, la condition est vérifiée dés guest continue pour la topologie
de la convergence uniforme sur tout compact.

Démonstration.Considérons une suite minimisarté'),, dansL3,. Cette suite est bornée cafv™) est
bornée et

ny o, ]I = A(9Y)
0"l zs, = :

A

Quitte & extraire une sous-suite, on suppose @ti¢ converge faiblement vers une limite € L%.
Par faible continuitéA(¢y") converge versi(¢Y). Dautre part|v|[ L2 < lim [[v"[zz, doncJ(v) <
lim J(v™) = inf J car (v, ) est minimisante. En conclusiofi(v) = inf J. O
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4 Utilisation des espaces de Hilbert a noyau reproduisant.

Dans cette section, nous allons mettre a profit les RKHSduite a la section 2.3. Comme nous ne
travaillons plus avec des fonctions a valeurs scalaires maic des champs de vecteurs, il faut adapter
nos notations et aussi nos démonstrations. Cependangsigitats que nous allons présenter sont essen-
tiellements les mémes que ceux de la section 2.3 et noustarssde coté certaines démonstrations.

La premiére partie de cette section a pour but d'adapteéksgtats déja connus au cas des RKHS de
champs de vecteurs (on donne aussi quelques nouvellessitiops). La deuxiéme partie est une étude
desnoyaux vectoriels positifsinvariants par translation. La troisieme partie illus&cdravers le principe
de réduction, les avantages que peuvent avoir les RKHS @misation. On remarquera en particulier le
théoreme d'interpolation 12.

On a déja vue que pour construire notre groupe de déformélamtique on utilisait un espace de
Hilbert V' (ie : on modélise le probléme dans le séhs> Ay ). Au terme de cette section, nous verrons
gue la modélisation se ramene au choix d’'un noyau La construction s'effectue donc dans le sens
ky -V — .Av.

4.1 RKHS de champs de vecteurs.
Rappelons la définition, bien qu’elle soit inchangée :

Définition 7. Soit(H, (- | -) ;) un espace de Hilbert formé de fonctiofis» R™. H est un RKHS si les
fonctionnelles d’évaluatiod, : f — f(z) sont continues.

Remarque 6. Ici, les fonctions sont de la formg = (fi,..., f»), pour pouvoir travailler avec des
formes linéaires et utiliser le théoréme de représentafiefRiesz-Fréchet, on doit utiliser 163 définies
pour touta. € R™, x € S par

0 f = f(z) - a.
Remarque 7. Tout espace de Hilbert admissible est un RKHS.

Définition 8. Soit(H , (-|-),) un RKHS. On noté(y I'isomorphisme du théoreme de représentation
de Riesz-Fréchet. Le noyau reproduisantiesst I'applicationky : S x S — L(R™) telle que pour
toutz € S et touta € R™,

On a alors la propriété dite de "reproduction”,
Propriété 1. Pour toute fonctiorh € H, h(z) - a = §5(h) = (ku(z,)a|h) 4.

On a donc une différence au niveau de I'espace d’'arrivé dauwmageci nous amene a la définitions
suivante, toujours a mettre en lien avec les fonctions de pgsitif.

Définition 9. (Noyau vectoriel positif.) On appel noyau vectoriel pdsigé dimensionn sur S, toute
fonctionk : S x S — L(R™) vérifiant d’'une part, pour toutr,y € S?, k(z,y) = k*(y,z), d’autre

part, pour toutzy, ..., z, € S etpourtoutas,...,a, € R™
n n
ZZ ai.k:(xi,xj)aj 2 0.
i=1 j=1

Silorsque les;; sont tous distincts, I'expression ci-dessus est nullestetlement si les; sont tous nuls,
alors le noyau est dit strictement positif.
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En d’autres termes, la matrices de taittex n formée les bloc&(x;, z;) est symétrique positive. De
cette définition, il ressort gu’il va nous falloir utiliseed notations adaptées a cette propriété.

Notation 1. Soitk : S? — L(R™) un noyau vectoriel positif. Poux = (z1,...,7,) ety =
(y1,.--,yn) € S™, on notek(x,y) l'opérateur de (R™)™ tel que pour toute = (aq,...,an) €
(R™M)™ | 3 =k(x,y)a estl'élémentdgR™)"™ dontlai® composante est donnée par

n

Bi=>> ki xj)ay.

j=1
k(x,x) sera parfois noté(x).

Le théoréme qui suit est fondamental pour le calcul numériGa démonstration est exactement la
méme que celle du théoréme 3

Théoréme 10. i) Le noyau d’un RKHS est un noyau vectoriel positif.
i) A tout noyau vectoriel positif sur .S de dimensiomn, correspond un uniqgue RKHS de fonctions
S — R™.

Dans les lignes qui suivent, nous donnons quelques résirtipbrtants concernant les RKHS.

Propriété 2. Pourz,y € S, a, 3 € R™ on ala propriété :

(kr(z, ol ku(y, )B) gy =B ku(z,y)a.

Nous donnons maintenant deux résultats qui nous disentaneewh RKHS, la convergence simple
et la convergence faible sont presque équivalentes.

Propriété 3. Dans un espace de Hilbert & noyau reproduis@ht la convergence faible entraine la
convergence simple.

Démonstration.En effet, si(f,), converge faiblement verg, alors pour toutx € R™, etx € S,
(ke (z, )alku(z, )a)y = (fu(z) — f(z)) - o — 0 ce qui équivaut &, (z) — f(x). ([
Propriété 4. (réciproque partielle.) S{f.,), est une suite bornée daig qui converge simplement vers
une fonctionf, alors f € H et(f,), converge faiblement vers

Démonstration.Puisque( f,, ), est bornée dan& on sait qu’elle va avoir des valeurs d’adhérences au
sens faible. il suffit alors de montrer gyieest la seule valeur d’adhérence possible. Qf i) ), est une

sous-suite qui converge faiblement vers une foncfien H, alors

f(z) a=1lm f¢>(n)($) -a = lim <k(x, e f¢(n)>H = <k(z, Ja| f>H = f(:r) Q.

Enfin, il est important pour notre construction que la régtdalu noyau se transmette au RKHS qu'il
engendre. La proposition ci-dessous nous dit que c'estlbieas. Dans la suite on aufa= R¢.

Proposition 13. Soitk un noyau vectoriel positif de dimensian, continue et borné suR? et tel que
pour toutx € R4, k(z,-) est nul & linfini. Alors I'espace reproduisant associé &'injecte continiment
dansCy(R%, R™).
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Démonstration.Par hypothése, les fonctioks$z, .)o appartiennent &,(R<, R™) et donc I'espace vec-
toriel H, qu’elle engendrent aussi. D’autre part, pour tput H , z € R? eta € R™, on a

f(@)- o= (k(z, )| f)y

et I'inégalité de Cauchy-Schwarz nous donne

< Va-k(z,x)allflla.

Par conséquent, si on ndtg|» la norme euclidienne d@™ et|| || la norme d’opérateur associée, on a

1f (@)I3 < Vf (@) V@)1l < I @)l 1k, @)l f]]#-

Comme on a supposer qkest bornée, nous avons alors
[fllee < sup V[ k(z, ) ||l f|z-
z€RY

Les suite de Cauchy dar$, sont donc uniformément convergente. Les éléments de lalétiompH
(limites simples des suite de CauchyHg) sont donc dang,(R¢, R™) et vérifient

£l < VKoo llf 1| 2-

En conclusionH s'injecte continiment darg (R, R™). O

On peut en fait montrer qu’on peut obtenir n'importe quebgid de régularité en choisissant bien le
noyau. C’est un résultat a mettre en lien avec ce que nousaéa dit de la représentation spectrale des
RKHS.

4.2 Etude des noyaux, invariance par transformation rigide

Concernant notre probleme d’appariement, il est natucBégiger que toute nos mesures reste in-
changées si on applique une transformation rigide au dejetsod la fois. Pour remplir cette condition,
nous devons construire le RKHS admissiblele maniére & ce que sa norme soit invariante par de telles
transformations. C’est ce que nous allons étudier dans&gpaphe qui vient.

Invariance par translation

Proposition 14. SoitV un RKHS de fonctionR? — R™ etk son noyau. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

i) Pour toute tranlationr deR¢, I'application f — f o 7 est une isométrie dg.

i) Il existe une fonctiork : R — L£(R9) telle queky (v, y) = k(x — y) pour toutz, y € R%.

Preuve 1. Si,V est invariant par translation, alors pour tout y, = € R? et touta, § € R™,

6 : kV(:E +z,y+ Z)Oé = <kV($a .)Oé | kV(y +z,. + Z)ﬁ>V
= <kv(117, L Z)Oé | kV(y + 2, )ﬂ>v )
= ﬁ . kv(l’,y)a-

On a utiliser le fait quéey (z, y) = ki (z,y). Par conséquent, on a toujouts (x + 2z, y+2) = ky (z, y).
En prenant: = —z, on aky (z,y) = k(y — x) aveck(t) = kv (0, ).
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Réciproquement, si il existetelle queky (z,y) = k(y — ). Alorsky (z+ 2,y + 2z) = kv (x, y) pour
toutz,y, z € R? et donc

(kv (z,- + 2)alky(z,- + 2)a), = (kv(r — 2, )a|kv(z — 2,-)a), ,
=a-ky(z—zz—2)a,

=a-ky(z,z)a = (kv(z, )o|kv(z,)a),,

pour touta € R™. L'action de translation est donc une isométrie surilggz, .)a, ces éléments forment
une famille totale dé/, la propriété se propage donc a I'espace entier.

Caractésisation spectrale des noyau invariant par translon.

On donne maintenant une adaptation du théoréme de Bochdernateprésentation spectrale. Les
transformée de Fourier est a prendre coordonnées par cowes.

Théoréme 11.(Bochner adapté) Soit : R¢ — £(R™) une fonction intégrable ainsi que sa transformée
de Fourierk et vérifiants = F—1 (k). Alors, le noyau associéia(ie : kv (z,y) = k(y—)) est un noyau
vectoriel positif si et seulement si sa transformée de Eouriest telle que pour tout € R?, E(w) est

un opérateur hermitien positif.

Propriété 5. (Représentation spectrale) Sous les hypothéses du théal@mochner et si de pILE{w)
est strictement positif (pour tout) et borné sumR?, alors le produit scalaire du RKHE associé &
s'écrit :

1 —
< fa>v= g [ T ko) ) (29)

On peut aller plus loin et construire des espaces pour ldgadtansformations orthogonales sont
aussi des isométries. Une maniére rapide de proceder essdeip (x,y) = k(|z — y|)Id. Ce sont les
noyaux radiaux scalaires.

4.3 Principe de réduction.

Comme nous I'avons signaler plus haut, nous considéronstemaint que toute notre construction
est issue du choix d’'un noyakti, . Nous allons voir que cette méthode permet d’obtenir danites
explicites, adaptées a la résolution numérique du prohl&appelons & nouveau le problefieA).

Ty = [P+ @) (PA)

Cette expression comporte deux termes. Le premier ternle psint centrale de la méthode. En effet,
bien qu’il soit plus difficile a cerner que le second, il nogswe un contrdle sur les objets que I'on ma-
nipule et donne une validité mathématique au probléme. tergk plus intuitif, est le terme d’attache
aux données, il mesure la qualité de la mise en correspoadkesadeux objets étudiés.

On peut opérer une premiére réduction sur le second ternog Sippose que nos deux objet et
O, sont localisés dans une zofe_ R?, il peut étre utile de considérer quen’est pas fonction de tout
le difffomorphismep} mais seulement des point$(z) pourz € S, (cette réduction est assez naturelle
en vue du calcul numérique).
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Dans la suite}/ est un espace de champs de déformati®hs— R (Hilbert admissible) k. est le
noyau del’.

Proposition 15. SoitS ¢ R¢ un sous ensemble quelconque.

i) L'espaceVs ={v eV | wv(z)=0, Yz € S}, estun sous-espace vectoriel fermélfleSon
orthogonal satisfait :

Vi = Vect{ky(z,.)a|z € S,a € R}, (30)
C’est 'unique RKHS de fonctiors — R? de noyauky .

i) Pour tout vy € V il existe une uniqgue champs de norme minimale parmis les champs qui
interpolev, sur S. De plus,w est 'unique élément dgs- qui interpolev, sur S.

Remarque 8. Dans le pointii), le champs de vectewrne joue pas de rble centrale, il sert juste a "fixer"
des valeurs suf. On précise un peu cela dans la démonstration.

Démonstration.Par définitionVs = Vect{ky(z,.)a | =z €S, ac R4}+ etdonc

VSl = Vect{ky(z, )a|z € S,a € R4}

Pour montrer qu&g- est le RKHS correspondanta, on remarque quEg- peut étre considérer comme
espace de champs stirEn effet, si on restreint les élémentsld¢ a.S on ne réduit pa¥g- car si deux
éléments dé’g- sont égaux suf alors leur différence est daig N Vg~ = {0}. On peut donc identifier
V4 a I'espace des champs obtenus par complétiol de{ky (z,-)a | z € S,a € R} pour la
norme induite paky .

Pour la démonstration du point ii), on introduit 'espalde= {v € V' | v — g € Vg} (il est non
vide car il contientyy). Comme nous I'avons signalé; n'a qu’un role secondaire dans cette ensemble.
Ce qui nous intérresse, c'est que tous les élémeritspiennent les méme valeurs stirNous cherchons
un élément de norme minimale dakis

Or, si on noteP la projection orthogonale stz on constate que l'image dé par cet opérateur ce
résume a un unique vecteuy . En effet, si on prend.y, us € vV, alors

up —ug = (ug —vg) — (uz — vg) € Vg.

Par conséquent)(u; — us) = 0.

De plus,v, est toujours dan¥ carv, = P(vg), etvg — P(vg) € Vg = (VS%)L. Finallement, en
utilisant le fait queP est un contraction, on peut dire que est 'unique €lément de norme minimale
dansV, il interpole donc, surS et c’est aussi un élément d@g". O

Le théoréme qui précede, et celui qui va suivre illustresivaau le principe de la méthode que nous
présentons : par I'intermédiaire du terme de controle daAgrious retrouvons des problemes hilbertiens
bien connus et résolubles.

Théoréme 12.Supposons que, soit un noyau vectoriel strictement positif ( définition 8Qitx+, ..., x,
des vecteurs dB? tous distincts, et . .., v, d'autres vecteurs d&?. Alors, il existe une unique solu-
tion v, € V au probleme d’optimisation suivant :
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v(zi) =~ 1<i<n,
{ vl minimale (31)

La solutionv, s’écrit :

ve(x) = Z kv (x;, ), (32)
i=1

ol lesa; € R? sont solutions du systéme linéaire :
n
Zkv(ﬂﬁiﬂj)ai:%‘, I<jsn (33)
=1

Démonstration.En utilisant les notation étendues (Notation 1), le syst8gg'écrit
kv (x,x)a = 7.

D’apres I'hypothése de stricte positivité, ce systéme ddme unique solution. Le champs donnée
par 32 satisfait alors la condition d’interpolation. De pldle par sa forme, c’est un élémentside
(ici S = {x1,...,z,}). D'apres la proposition précédente, c'est bien I'uniqukison du probléeme
posé. O

Considérons maintenant le probléfeA) pour lequel le terme d’appariement n’est fonction que des
déplacements des pointd’une zonesS.

J(0) = A / lorlPdt + A ((8Y(2),es) - (34)

On résout ce probléme en minimisant la fonctionndli@ans le HilbertZ.3, = L2 ([0, 1], V), cependant
on va montrer qu’on peut réduire a nouveau lI'espace de releber

On noteL3, ; 'ensemble des champse L, tels que pour tout € [0,1], v; € Vi;(s) au sens de

la proposition 15. Plus précisemmentest limite dand” de champs de la formg_"_, k(z;, .)a;, avec
x; € ¢7(S). On a alors le théoréme suivant :

Théoréme 13.Pour tout champs € L}, il existe un champs projeté’ € L},  tel quegbfs () = ¢Y(x)
pour toutz € S, et|jve|v < |lve|lv pour toutt € [0,1]. Par conséquent, la solution du probléme
d’optimisation 34 peut étre recherchée d@?gs.

Démonstration.La démonstration suit le principe suivant : a tout temhps|0, 1] on remplace; par son
projeté avec la méthode développer a la proposition 15. O

Cas d’'un ensemble fini de points.

On présente I'un des cas qui va nous intéresser dans layeattj, S = {z1,...,z,} avec lesr;
tous distincts. Pour tout € L?, 4 il existe des vecteurs; € R? tels que :

n

vw(z) = Z k(x, x)al, (35)

i=1
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les trajectoires = ¢¢ (z;) vérifiant
T = xj +/ Zk:v(xzs,acg)a;ds. (36)
0 =1

On va donc pouvoir parametrer I'espace de minimisationgemtrhjectoires vectoriellés— «!.

Comme le dit M.Glaunés, pour pouvoir définir un nouvelle espainimisation, on doit pouvoir
contréler la norme des}. Un tel contrdle devient possible si I'on suppose la strimsifivité du noyau
kv . En effet on a I'égalité suivante :

el = > of kv (), 2], (37)

i,j=1

en notations étendues on obtiént||2, = «of - kv (x¢)at. D’aprés ce que nous avons vu sur les
équations intégrales, les trajectoirésne se coupent pas. L'application- x; est donc une application
continue d€0, 1] dans(R¢)" des n-uplets d’éléments tous distinctsiie

Ainsi, si ky est supposé strictement positif, I'applicatien— kv (x) est continue et va déRd)
dans I'ensemble des opérateurs inversihﬂe{sﬁRd)"). Linversion est elle aussi continue, et le segment
[0,1] est compact. Ainsi, on peut trouver une constante posititedle que pour tout € [0, 1] on ait
by (x¢) 71 < e

Avec I'égalité 37 nous obtenons::

n
*

|as] < el vellv

etdonct — oy appartient&? ([0, 1], (R?)").

Réciproquement, $i— «; est dans cette espace, sil’on veut reconstruire les chanpps I'équation
35, on doit calculer les trajectoires avec I'équation 36 wieeq notations étendues donne :

t
Xt = X —|—/ kv (xs)asds. (38)
0

Les fonctionsc — kv (x)ay sont lipschitzienne dan@?)” carV est un Hilbert admissible. On satis-
fait ici toutes les conditions du lemme 5. Les trajectoires z% sont donc définies et continues. Nous
définissons alors; par la formule 35 et on vérifie quee L}, grace a 37 et au fait que, soit borné.

Il en résulte une écriture explicite de la fonctionnelle 34 :

Proposition 16. Siky est strictement positif et i = {1, ..., 2, } aveclest; tous distincts, la fonction-
nelle d’appariement 34 peut étre réecrite en fonctions deapetresy: dans I'espacd. ([0, 1], ((Rd)") :

J((af)) = )\/0 o kv (2l 2l)al dt + A (). (39)

ij=1

Les trajectoiresc? sont calculées avec la formule 36.
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5 Construction du terme d’attache aux données .

Nous allons construire un terme d’attache aux donnéegui soit adapté au probléme de I'ap-
pariement de nuages de points. Cela signifie que les points steurceO, et ceux de la ciblé, ne
sont pas associés deux a deuy, il va donc falloir traiter deg@s de points de maniere global. Cette
approche est plus générale et s’adapte assez bien a I'epyani de courbes ou de surfaces.

Afin de construire le terme d’attache aux donnée, nous alltiliser des espaces de mesuresRr
et etudier le transport de ces mesures par les difffomongsisiu groupd, . Par conséquent, on peut
probablement faire un paralléle entre la méthode que ndussatxposée et des problémes issues de la
théorie du transport optimal. Commencons par introduseleils qui vont nous étre utiles dans la suite.

Définition 10. On noteM (R?) I'espace des mesures borélienne signéeRHUeON peut définir cet es-
pace comme le dual topologique (& (R?), || ||« ). La norme dual est alors appellée norme en variation totale

v =sup{ [ f@)dnta) | 1 € Col®?). Il < 1} (40)

M, (R?) a l'avantage de contenir toutes les mesures nécessairesatltdisation de notre probléme.
De plus, on peut faire agir assez naturellement les tramsfions Ay, sur cette espace, c’est I'action de
transport.

Définition 11. On définit une action du groupdy sur M (R?) en posant¢ - u = ¢#pu, c'est-a-
dire qu’on prend la mesure image gdepar ¢. Cette action conserve la distance en variation totale car
#~1(RY) = R? pour touty € Ay. La mesure image intégre les fonctions Be(i) de la maniére
suivante :

fd(¢~u):/ foddu. (41)
R4 R4

Remarque 9. L'action de transport sur une combinaison de masses de dieachange que la position
des points sur lesquels la masse est répartie. En d'autreset® siy = >, a;0,,, alors :

G 1= ailya,)- (42)
=1

La norme en variation totale peut étre assez difficile a mdaipPour contourner cette difficulté et
pour rester fidéle & notre méthode, on va plonger(R?) dans un espace a noyau reproduisant afin de
pouvoir utiliser les propriétés de ces espaces.

5.1 Norme de RKHS sur I'espaceM,(R%).

Soit(1, k;) un RKHS qui s'injecte continliment dai$y (R?), || . || ) : il existe une constantg > 0
telle que pour touf € I, on ait| f|leo < czl|f]lz- Soitu € M4(R9) la restriction deu a I définit une
élément dd’. De plus, pour touf € I, on a I'négalité suivante.

/d fap < | fllscllpllve < crllfllrllpllvr.
R

Ainsi, ||| ;- < er||p]lve- Lapplication deM,(R%) dansI” qui restreint & les mesures da1, (R%) est
donc continue. Nous allons travailler sur I'image de ceftpliaation et on va pouvoir, grace au noyau,
écrire la norme de maniére explicite.
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Propriété 6. Soity € M (R?) de la formey = > a;8,,, alors la définition du noyau reproduisant
kr nous donne :

Il = aiajkr(xs, z). (43)

ij=1

Cette formule sera utile car dans la pratique, on va travrailtec des mesures empirique. Remarquons
gue toute mesure signée peut étre approchée par des mespigq@e (pour la norme en variation totale
et donc aussi pouf ||;+). En fait, en utilisant la propriété de reproduction du noga a une expression
de la norme pour tous les éléments/dt (R9).

Propriété 7. Soity € M (R9), si nous considérong comme une forme linéaire suy sa norme est
donnée par

= [ [ bl duto)duts). (44)

Démonstration.NotonsK I'ilsomorphisme du théoreme de Riesz-Fréchet. La propdiéteproduction
nous dit que la fonctiod; (1) € I est donnée par — (p | kr(z,-)), . Ainsi,

el = (| Kr ()

= | Ki(p)(z)dp(z),
Rd

:/ (ulkr(z, )y du(z),
R4

:/Rd /Rd kr(z,y) du(z)du(y).
O

Maintenant nous donnons un résultat de continuité qui va peumettre de définir correctement le
probléme d’appariement entre mesures.

Proposition 17. Supposons qué s'injecte continiment dang}(R?) et soity € M (R?). Si¢, con-
verge versp, uniformément sur le support de alors ¢,, - 1 converge verg -y dansI’.

Démonstration.Notos K les support de.. Soit f € I. D’aprés ce que nous avons dit plus haut nous
pouvons écrire

[(fn-p=¢-pl )y | = {ulfodn—fod)y|
<Hullve [ flcollon — ¢llx,co-

Donc avec notre hypothése d’injection,

[fn - 1= ¢ plly < crllpllvrlion — ol oo
ce qui nous donne le résultat. O

Si u est & support compact, cette proposition implique que latfonnelleA : Ay, — I’ qui a¢
associep - u est continue pour la topologie de la convergence uniformtosii compact. Nous avons déja
vu qu’une telle propriété nous permet de définie correctéfegroblemg P A).
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5.2 Appariement de mesures.

Nous définissons maintenant une fonctionnelle A (deuxi@rmae du probléméP A)). Soientyu,, et
wpy deux mesures da1,(R?). On suppose qug, est a support compact. Alors, on défidit: Ay —
[0, co| par

A(¢) = |9+ pra — ol (45)

Proposition 18. L'applicationv — A(¢Y) de L?, dans[0, oo| est faiblement continue.

Démonstration.Ce résultat découle du théoréme de faible continuité deliegtion flot (théoréme 8),
de la proposition précédente et de la continuité de la norme. O

Ainsi, nous arrivons a la définition d’'un probléme d’apparent adapté au cas des ensembles de
points non labélisés :

Définition 12. Le difféomorphisme optimal si®? pour I'appariement de:, et y;, est la solution du
probléme de minimisation sif :

1
NWZAMM@+AwD:A£IMWJHWMwm—mﬁu (46)

Enfin, nous terminons ce mémoire par un résultat de consist&upposons que I'on souhaite réaliser
I'appariement entre deux courbes compazt®t O,. Nous considérons alors les mesyiet v associées
a ces courbes (mesures uniformes). Nous venons de voir quret&me(P A) est bien posé et qu'il
existe un champs de vecteuit, optimal pour cet appariement.

Dans la pratique, nous allons échantilloner ces courbeawtiler avec deux mesures :

N1 N2
He = Zaiéai et v. = Zﬂjisb]w
i=1 j=1

ou lesa; sont des points d&; et lesb; des points d&),. Cette réduction ne doit pas trop affecter le
résultat, il faut donc que pou¥; et N, assez grand, la solution du probléme empirigliesoit assez
proche dev*. C'est I'objet de la section suivante.

5.3 Consistance

Lemme 8. Soit(uy, ), Une suite bornée de mesures toutes supportées par une mémpactfy’. Si (i, ),
converge faiblement vefs alors elle converge verfsdans/ .

Démonstration.On peut approchék;(x, y) par une combinaison linéaire de fonctions du tye)g(y)
ou f etg sont continues bornées. On a alors

il = [, [ ko) dia )t
= /]R /Rd kr(,y) = apfo(@)gp(y) dpin (2)dpn (y) + > ap (10 | £) (1n | 9p) -
p=0 p=0

La premiére quantité est arbitrairement petite (lgssont toutes supportées par un méme compact), la
seconde tend vefspar convergence faible. O

39



Lemme 9. Si le noyau scalairé; vérifie k;(x,y) > 0 pour toutz,y € R? etd; log k; est bornée sur
tout compact. Alors, pour tout compaktet M > 0, il existe une constant€ > 0 telle que pour tout
1€ M,(R?) de supportinclu dan&, et toutv € Ly, tel que|jv||1 < M, alors||¢} -l < Cllull,-

Démonstration.Commencons par remarquer que les hypothéses de compatstéoetction bornée nous
permettent de dériver sous le signe intégrale. Ensuitetigsaat I'action de transporton a :

I -l = [ [ Fa) dio - ptaldlg - nio)
— [ ] a(0r(@). 61 ) dute)duto),
Rd Rd

de sorte que

G107l =2 [ 01 log (6 ). 6} ()] - (67 (0D (61 (0), 6410) di) )
R4
< cllulv 16 -l

La constante est le maximum dé, log k; sur 'ensemble de&p? (z), #? (y)) pourz,y € K etv € L},
tel que|[v|[:;, < M. C'est un ensemble compact d'apres le lemme 4 (controle gacey. Ainsi, en
écrivant

t
d
ot - ullp = ll66 - ully = llof - pll 7 — llully =/0 EHW'MH?' dt,
on obtient

t
168 - ull7 < il +C/O 1%+ pll Nlvellvdt.

Le lemme de Gronwall nous permet de conclure que

67 - ull 7 < 7 exp(elvll,)-
En prenant la racine, on termine la démonstration. O

Finallement, on démontre le théoréme de consistance que sera utile pour travailler avec des
mesures empiriques.

Théoréme 14. Supposons que le noyau vérifiek;(x,y) > 0 etd; k; bornée sur tout compact. Soient
Lo €t 1y deux mesures a support compact &ff et supposons que* est une solution du probléme
d’appariement deu, et 1. On suppose de plus qué est unique. Soier(i),, et (u}}), deux suites
de mesures dans1(R¢) dont les supports sont tous inlus dans un méme compacte tplie(1."),,
converge faiblement ves, et (u}'),, converge faiblement ves, ( par exemple des mesures empiriques).
Alors, les champs optimaux, pour 'appariement de:” versy), converge faiblement dars’, versv*.

Démonstration.Considérons la fonctionnellg, : L?, — R associée au probléme d’appariement

1
Tulo) =X [ el der ot - gl (Pan) @7)
0

Remarquons que nous pouvons restreindre le domaine deckelieun sous ensemble bornélide En
effet, les solutions;, doivent vérifier

1
A / lmall? dt < Ju(0) = [l — |

40



D’aprés I' hypothéses de convergence faible et le lemmé &t 1" converge dang et || — I3
est bornée. Maintenant, on utilise le lemme 8 et le lemme 9 give que¢y - ) — p converge vers
DY - pa — M dans!’ et gue cette convergence est uniforme sur le domaine derobehéorné) de la
solution. Ainsi,J,, (v) converge uniformément vergv) sur ce domaine.

Pour terminer la démonstration il suffit de montrer que taaes-suite faiblement convergente de
v converge vers* (carv), est bornée). Soit,, une telle sous-suite, et sa limite faible. Nous avons
In(un) < Jp(v*) caru, estoptimale. De plug,, (v*) tend versJ(v*). Enfin, J,, (u,,) tend versJ(u) car

| Jn(un) — J (W) < [Jn(un) = J(un)| + [ (un) = J(u)],

le premier terme tend vefspar convergence uniforme, le second, par continuité faiiesi, J(u) <
J(v*) etdoncu = v* (on a supposer l'unicité de"). O
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6 Conclusion

Au terme de ce mémoire nous connaissons une méthode addjpidgadiement de nuages de points.
Le travail est loin d’étre terminé. Il est clair que le choid doyau influence grandement les espaces
fonctionnelles générés et nous ne savons pas s'il est sableade travailler avec des transformations
trés réguliéres (choix du noyau gaussien). Par conséqueatetude rigoureuse de cette influence doit
étre menée. De plus, nous n'avons pas aborder I'aspectithlgague de la méthode. En imagerie, la
guantité de données est souvent trés importante et nécessitlgorithmes efficaces. Le lecteur trouvera
des réponses a ces questions dans la thése de M.Glauné&d{erminons ce mémoire en invitant toute
personne intéressée a consulter ce document de grandequali
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8 Annexe

Le script Scilab ci-dessous permet de générer la figure Iadjitsd’'un systéme de Lorentz avec

guelques modifications.
(0);

usecanvas(%t);

I/l parametres
sig=10;
rho=28;
bet=8/3;
scf(1);clf();
= 1:10;
a= (0,1,1000);
h=1/ (a);
U= (1000,3);

i=1:3;
U(,i)=i+l;

f=flot3d(t,X);
f= [t *sig *(X(2)-X(1)),(1/(0.05 + 1)) *X(1) *(rho-X(3))-X(2),X(1)

k=2: (a);
U(k,:)=U(k-1,:)+h *flot3d(a(k-1),U(k-1,3));

(U(,1),U(,2),U(,3))

e=gce() /ithe handle on the 3D polyline
e.foreground=color('red");

a=gca(); //the handle on the axes
a.rotation_angles=[10 70];
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