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INTRODUCTION GENERALE

La construction d’'un modéle mathématique consiste & représenter un systéme
par un modéle mathématique décrivant au mieux son comportement dynamique.
L’élaboration de ce modéle peut étre réalisée soit en se basant exclusivement sur les
lois physiques gouvernant le comportement du procédé, soit par des approximations
se basant uniquement sur des données expérimentales, soit en combinant les deux
approches. Cette étape de modélisation est présentée souvent comme la premiére
phase dans ’automatique moderne.

Dans ce travail, on s’intéresse aux systémes régis par des équations aux dérivées
partielles. Contrairement aux équations différentielles ordinaires, ces équations se
caractérisent par plusieurs variables indépendantes (variables spatiales, x, y et z,
variable temporelle ¢, etc). Dans ce travail, on se limite & deux variables, une variable
spatiale x et une variable temporelle t. Par contre, les outils proposés ici peuvent
étre étendus a des systémes a n variables.

Il est bien connu que la plupart des phénoménes qui apparaissent dans les do-
maines de la physique et de l'ingénierie peuvent étre décrit par des équations aux
dérivées partielles. En physique, par exemple, le flux de chaleur et le phénoméne
de propagation d’ondes sont décrits par des équations aux dérivées partielles. En
écologie, les dynamiques de population sont régies par des équations aux dérivées
partielles. Méme en chimie, la dispersion d’un matériau réactif est caractérisée par
une équation aux dérivées partielles. Ainsi, ces équations sont devenues un outil
utile pour décrire des phénoménes scientifiques et technologiques.

Au sein du Laboratoire d’Informatique et d’Automatique pour les Systémes
(LIAS), plusieurs outils et méthodes d’identification paramétrique des équations
différentielles ordinaires sont élaborés. Par contre, 'identification des équations aux
dérivées partielles est récemment étudiée. A I’aide des modéles fractionnaires, Poinot
et Trigeassou (2002, 2003) ont réussi a identifier les équations de diffusion de la
chaleur.

Ces travaux de recherche répondent & la problématique liée a I'identification
paramétrique de modéles de systémes régis par des équations aux dérivées partielles
continues dans ’espace et le temps. Actuellement, la plupart des outils logiciels et
des techniques d’identification sont dédiés aux équations différentielles ordinaires.
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Cependant, on ne peut pas les appliquer directement aux équations aux dérivées
partielles. Les estimateurs proposés dans ce mémoire présentent une extension des
ces techniques.

Ce mémoire de thése est organisé en quatre chapitres décrivant le développement
de deux estimateurs pour résoudre la problématique.

Chapitre 1 : Introduction et état de ’art sur l’identification des équa-
tions aux dérivées partielles. Ce chapitre est consacré a présenter le probléme
d’identification des équations aux dérivées partielles. Dans ce contexte, on présente
les deux principaux algorithmes d’identification utilisés dans ce travail :

e l'algorithme & erreur d’équation,
e l'algorithme & erreur de sortie.

Dans la suite, on cite trois grandes familles de méthodes d’identification paramé-
trique des équations aux dérivées partielles

e méthodes basées sur les différences finies,
e méthodes basées sur le filtrage des signaux,
e méthodes basées sur la réduction du modéle,

e méthodes basées sur la modélisation fractionnaire.

Chapitre 2 : Identification de systémes régis par des équations aux déri-
vées partielles basée sur les moments partiels réinitialisés. Dans ce cha-
pitre, et dans un premiére étape, on propose un rappel sur les moments partiels
réinitialisés 1D. Dans un seconde étape, et aprés avoir introduit les moments par-
tiels réinitialisés 2D, une étude statistique est proposée afin de montrer 'influence
de l'intervalle d’intégration sur I'estimation des paramétres. Les performances de
cette approche sont testées & ’aide d’un exemple de simulation : la diffusion de la
chaleur dans un mur thermique.

Chapitre 3 :Identification de systémes régis par des équations aux dé-
rivées partielles par optimisation non linéaire. Les systémes décrits par
les équations aux dérivées partielles sont des systémes multidimensionnels. Ainsi,
ce chapitre est consacré a l'identification des modéles multidimensionnels, et plus
précisément au modéle 2D de Roesser. Ce modéle peut étre facilement décrit a
I’aide d’une représentation linéaire fractionnaire. Ainsi, une attention particuliére
est dédiée & un algorithme & erreur de sortie afin d’identifier cette représentation.



Introduction générale 3

Chapitre 4 : Identification paramétrique d’un échangeur de chaleur a
co-courant. Dans ce chapitre, une attention particuliére est accordée & 1’échan-
geur de chaleur & co-courant. Dans un premier temps, la méthode des moments
partiels réinitialisés développée au chapitre deux est mise en ceuvre sur le modéle
de I’échangeur. Les résultats sont biaisés mais permettent néanmoins d’initialiser
I’approche & erreur de sortie développée au chapitre 3.

A la fin de ce manuscrit, une conclusion générale présente un résumé de ce
travail et quelques perspectives en lien avec la problématique de cette thése.






CHAPITRE 1

INTRODUCTION ET ETAT DE L’ART SUR _
L’IDENTIFICATION DES EQUATIONS AUX DERIVEES
PARTIELLES

1.1 Introduction

L’identification est un processus essentiel et indispensable en automatique. Cette
étape se caractérise par la modélisation et I’estimation paramétrique (Landau, 1988;
Ljung, 2000; Soderstrom et Stoica, 1989). La modélisation consiste & construire une
structure de modéle mathématique qui approxime le comportement dynamique et
statique du systéme. L’estimation paramétrique consiste a estimer les paramétres
de ce modéle & partir des données d’entrée-sortie du systéme.

La modélisation du systéme est une étape fondamentale qui préceéde toute dé-
marche de simulation, de surveillance, d’établissement d’une loi de commande, etc.
Ces modéles peuvent étre classés selon trois catégories :

e Les modéles de type boite blanche : ces modéles mathématiques sont obtenus
théoriquement & partir des lois physiques selon le domaine étudié, chimie, phy-
sique, mécanique, thermique, etc. Cette catégorie nécessite d’étre spécialiste
du domaine d’application.

e Les modeles de type boite noire : ces modéles mathématiques sont élaborés
a partir de mesures des entrées-sorties issues du systéme. Contrairement au
modéle de type boite blanche, la modélisation est obtenue & partir des essais
expérimentaux sans aucune connaissance sur les lois physiques du systéme.
Cette méthode est aussi appelée modéle de comportement.

e Les modéles de type boite grise : c¢’est une combinaison entre les deux pre-
miéres catégories. En effet, cette technique permet d’introduire des connais-
sances physiques dans le modéle de comportement.

Notons de plus que les modéles peuvent étre présentés sous la forme d’équation a
temps continu ou & temps discret. Dans cette thése, on s’intéresse aux modéles a
temps continu. Souvent, un systéme dynamique peut, sous certaines hypothéses,
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étre facilement représenté par une équation différentielle ordinaire (EDO), modéle
& temps continu simple généralement valide au voisinage d’'un point de fonction-
nement. Cependant, pour de nombreux systémes ou pour diverses applications, les
EDOs ne suffisent pas & représenter le comportement dynamique. Il est alors pré-
férable de considérer des modéles & temps continu définis par des équations aux
dérivées partielles (EDP). Dans ce travail de thése, on s’intéresse a cette modélisa-
tion par EDP.

Dans ce chapitre, aprés une présentation des modéles & temps continu utilisés,
une vue d’ensemble sur I'estimation paramétrique est présentée. Ainsi, on présente
des deux familles d’algorithmes d’identification & temps continu qui sont utilisées
dans ce travail : les algorithmes & erreur d’équation et les algorithmes a erreur de
sortie (Ljung, 1999; Richalet et al., 1971; Walter et Pronzato, 1997). Il est a noter
que la méthode d’estimation est imposée par la structure du modéle. La méthode a
erreur d’équation est élaborée a partir des termes de ’équation du modéle. Les algo-
rithmes correspondants, généralement basés sur une approche simple des moindres
carrés, sont souvent biaisés en raison de la présence de bruit au niveau des données
de mesure. La méthode a erreur de sortie est obtenue & partir de la minimisation
d’un critére quadratique basé sur l'erreur de sortie, écart entre la sortie mesurée
du systéme et la sortie simulée du modéle. Les algorithmes correspondants sont
itératifs et généralement non biaisés asymptotiquement. Ils nécessitent cependant
une initialisation et peuvent converger vers des optimums secondaires.

Ce chapitre présente également un état de I'art sur I'identification des EDPs.
Dans la littérature, plusieurs méthodes sont proposées. Parmi ces méthodes, on
décrit les méthodes basées sur les différences finies (Mitchell et Griffiths, 1980), les
méthodes basées sur le filtrage des signaux (Garnier et Wang, 2008) et les méthodes
basées sur la réduction du modéle (Li et Qi, 2010).

Dans cette thése, on aborde le probléme de I'identification de modéles de type
boite grise représentés par des EDPs. De nouveaux outils pour l’estimation des
EDPs sont développés en combinant des approches a erreur d’équation et a erreur
de sortie.

1.2 Modélisation a temps continu

Dans ces travaux de recherche, on intéresse a la modélisation des systémes dy-
namiques. Mathématiquement, ces systémes peuvent étre représentés par des équa-
tions différentielles qui peuvent étre divisées en deux grandes classes : les équations
différentielles ordinaires et les équations aux dérivées partielles.

1.2.1 Equation différentielle

Une équation différentielle est une équation constituée d’une ou plusieurs fonc-
tions dépendant d’une ou plusieurs variables ainsi que de dérivées de ces fonctions
par rapport a ces variables (Kreyszig, 2006). L’ordre d’une équation différentielle
est donné par 'ordre de dérivation le plus grand (Bronshtein et al., 2007).
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1.2.2 Equation différentielle ordinaire

Une équation différentielle ordinaire (EDO) est une équation différentielle ne
dépendant que d’une seule variable. Dans le cadre des systémes dynamiques qui
nous intéressent dans ce travail, la variable est le temps ¢. Voici ci-dessous quelques
exemples de systémes modélisés par des équations différentielles ordinaires.

e Mécanique

La loi de Newton présente un simple modéle mécanique. En effet, elle montre la
relation entre 'accélération v(t) d’un point matériel x(¢) de masse m et la résultante
F(z(t)) des forces appliquées sur ce point

d?x(t)
m—g = F(z(t)), (1.1a)
dx(t)
t) = 1.1b
oty = 229, (1.10)
avec
F(z) = —Kz avec K >0 (oscillateur harmonique),
F(z) = —m (g/¢) sinx (pendule simple de longueur /), (12)
F(z) = Mx)x avec A(x) € R (force centrale), .
F(z) = —gradV(z) (champ potentiel),

ou g est I'accélération de la pesanteur, A\(x) est le coefficient de frottement au point
x et V(z) est 'énergie potentielle au point x.

e Electricité

Considérons une résistance R connectée en série avec un condensateur C, comme
représenté sur la figure 1.1.

Vr(t)
R
b
e T cT [ ve®

FIGURE 1.1 — Charge et décharge d’un circuit RC.

Une batterie, fournissant une force électromotrice, se connecte a ce circuit par
I'intermédiaire d’un interrupteur. Au départ, 'interrupteur est connecté en b. Ainsi
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le condensateur est déchargé. Lorsque l'interrupteur est placé en a, la tension de

batterie est appliquée au circuit RC et le condensateur se charge. Cependant, quand

I'interrupteur passe en b, la batterie est déconnectée et le condensateur se décharge.
Les tensions & travers une résistance et un condensateur sont représentées par

t
Va(t) = Rit) et Vo(t) = 2, 13)
ou la relation entre la charge ¢(t) et le courant i(¢) est donnée par
. dq(t)
1) = ——=. 1.4
i(t) = 1 (1.4

A partir des équations (1.3) et (1.4), on exprime la tension aux bornes de la résis-
tance en fonction de la tension aux bornes du condensateur

dVo(t)
dt

En appliquant la loi de Kirchhoff lorsque l'interrupteur est en a, la force électromo-
trice est égale a la somme des tensions dans la boucle fermée

Va(t) = RC (1.5)

Vr(t) + Vo(t) = e. (1.6)

En remplagant Vi(t) dans I’équation précédente, une équation différentielle ordi-
naire linéaire du premier ordre est obtenue
olt) | Velt) _

dt RC ~ RC’ (1.7)

e Chimie

Supposons que deux produits chimiques A et B réagissent pour former un pro-
duit C qu’on écrit comme suit

A+B-5 (1.8)

ou k est appelée la constante de vitesse de la réaction.
Notons par a(t), b(t) et c(t) les concentrations des réactants A, B et le résultant
C, respectivement. D’aprés la loi d’action de masse, dz(tt) est proportionnelle au

produit des concentrations a(t) et b(t)
de(t)
dt

De méme, la loi d’action de masse permet de décrire les équations aux dérivées
temporelles de la concentration des réactants A et B

= ka(t)b(t). (1.9)

da(t)
dt

— —ka()b(t), - = —ka(t)b(1). (1.10)
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1.2.3 Equations aux dérivées partielles

Une équation aux dérivées partielles (EDP) se différencie d’'une EDO par un
nombre de variables indépendantes la composant supérieur & un. Dans ce manuscrit,
on se limite & deux variables indépendantes qui sont la variable temporelle t et la
variable d’espace x. Ces équations apparaissent fréquemment dans tous les domaines
de la physique et en ingénierie.

1.2.3.1 Exemples de systémes régis par des équations aux dérivées par-
tielles

e Equation d’onde

Prenons ’exemple classique d’une corde tendue placée le long d’un axe x et fixée
en x = 0 et x = L (voir figure 1.2). Soit u(x,t) le déplacement transversal de la
u=u(z,t)

corde.
0 \\-/ I -

FIGURE 1.2 — Oscillation libre d’une corde.

Sous réserve de diverses hypothéses (forces d’amortissements négligées, poids de
la corde négligé, etc.) et en appliquant la loi du mouvement de Newton, la fonction
u(x, t) satisfait I’équation aux dérivées partielles suivante :

0?u(x,t) 5 0%u(w,t)
=c

92 922 (1.11)

ol ¢ est une constante positive désignant la vitesse de I'onde.

Cette equation d’onde représente un systéme du deuxiéme ordre par rapport
au temps et a l'espace. Si certains facteurs sont pris en compte, des formes plus
complexes de cette équation sont mises en jeu :

O*u(x,t) 2 0u(x,t)

ot 92 7

(1.12)
OPu(w,t) 2 O*u(x,t) B aau(z,t)
oz Dz ot

(v : amortissement).
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e Ligne de transmission

Pour un cable électrique (suffisamment long) ou un fil téléphonique, le courant
et la tension dépendent de la position le long du fil ainsi que de la variable de temps
(figure 1.3).

i(z,t)
>

< >
i(x,t)

FIGURE 1.3 — Ligne de transmission.

A T’aide des lois de base de I'électricité, il est possible de montrer que le courant
électrique i(x, t) satisfait 'EDP suivante :
0%i(z,t) 0%i(z,t) di(z,t)
———+ =LC——-—~+ + (RC + GL)———* + RGi(x,1), 1.13

92 9% ( -y (z,t) (1.13)

ou les constantes R, L, C' et G sont, respectivement, la résistance, I'inductance,
la capacité et la conductance de fuite. Cette equation représente un systéme du
deuxiéme ordre par rapport au temps et a I'espace.

Pour un cable sous-marin, la conductance de fuite et les effets inductifs peuvent
étre négligés. Dans ce cas, 'équation (1.13) devient :

d%i(z,t) di(z,t)
o RO

Cette équation représente un systéme du premier ordre par rapport au temps et du
deuxiéme ordre par rapport & ’espace.

(1.14)

1.2.3.2 Conditions aux limites

Les EDO et les EDP sont généralement complétées par des conditions initiales
(conditions imposées au temps t = 0) et des conditions aux limites indiquant le
comportement du systéme & ses frontiéres. Il existe un grand nombre de conditions
aux limites selon les conditions expérimentales et ’équation mise en jeu. Les plus
connues sont les conditions aux limites de Neumann et Dirichlet (Brezis, 2010).

e Condition de Neumann : cette condition consiste & imposer les valeurs des
dérivées que la solution doit vérifier aux frontiéres du domaine
dy(z,1)

5 = f(t) pour x EQett>0, (1.15)
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n

FIGURE 1.4 — Vecteur normal au domaine.

ou y(x,t) représente la sortie, 2 est le domaine spatial et n est la normale au
domaine spatial (figure 1.4).

e Condition de Dirichlet : cette condition consiste & imposer les valeurs que la
solution doit vérifier aux frontiéres du domaine

y(x,t) = g(t) pour x € Q et t > 0. (1.16)

Ces conditions sont définies & partir des observations du systéme étudié. Quelle
que soit la structure du systéme, la résolution mathématique des EDP ne peut
s’obtenir qu’a partir de ces conditions, conditions aux limites et conditions initiales.
Dans la section suivante, on présente deux méthodes pour la résolution des EDPs.

1.2.3.3 Résolution des équations aux dérivées partielles

Par rapport aux EDOs, la résolution des EDPs est plus compliquée du fait
que ces équations se caractérisent par plusieurs variables indépendantes. Plusieurs
méthodes sont proposées dans la littérature pour résoudre ces équations (Kreyszig,
2006; Bronshtein et al., 2007).

e Solution basée sur la séparation des variables

Afin de présenter cette technique, on considére I’équation d’onde (1.11). Le principe
est d’imposer que la solution u(z,t) est le produit de deux fonctions indépendantes

u(z,t) = F(x)G(t). (1.17)
At 0?u(z,t) 2 Pu(z,t) "
T; = F(z)G(t) et TJ = F(z)G(t), (1.18)

1"
A~ 9%@ _ 9%F
avec G = G5 et F'= 5.

Substituons alors ces deux égalités dans I’équation (1.11)

4

F(z)G(t) = EF(x)G(2). (1.19)
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L’étape suivante consiste a diviser par ¢?FG a gauche et a droite de I’équation
(1.19)

1G(t) F
160) _ (z)_ (1.20)
2G(t) F(x)
L’égalité (1.20) montre bien que la séparation de deux variables temporelle et spa-
tiale est obtenue. Le c6té gauche ne dépend que de la variable ¢ et le coté droit que

de la variable x. Par conséquent, les deux cdtés sont égaux & une constante

160 _ Fla) _
260 = Fa =" (1.21)

Ainsi, 'EDP (1.11) est représentée par deux EDOs

d*G(t)

— k*G(t) =0,
dg’f;( | (1.22)
x
— kF(z) =0.
In2 EF(x) =0

Les méthodes classiques pour résoudre les EDOs permettent de déterminer F(x) et
G(t). Ainsi, une solution pour 'EDP est obtenue. Il est & noter que la constante k
est déterminée & partir des conditions limites et initiales.

e Solution basée sur la transformée de Laplace

La résolution des EDPs peut étre faite en utilisant la transformée de Laplace (Kreys-
zig, 2006; Handibag et Karande, 2012). Pour une EDP & deux variables, la démarche
est la suivante :

1. La transformée de Laplace par rapport a l'une des variables (généralement
le temps) est appliquée a 'EDP. Le résultat est une EDO par rapport a la
deuxiéme variable.

2. Cette EDO est résolue en tenant comptes des conditions initiales et aux li-
mites.

3. En appliquant la transformée de Laplace inverse, la solution du probléme est
obtenue.

Appliquons cette méthode a I’équation d’onde (1.11) d’une corde semi-infinie. Pour
cela, considérons les conditions limites suivantes (condition de Dirichlet)

u(0,t) = f(¢), lim u(x,t) =0, (1.23)

T—00
et les conditions initiales données par

u(z,0) =0, %(:E,O) =u(z,0) =0. (1.24)
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Commencons par la transformée de Laplace par rapport a ¢t de 1’équation (1.11)

0%u 9 : 9 0%*u
,,2”{8752}—5Z{u}—su(LO)—u(az,O)—cg{aﬂ}. (1.25)
D’apres les conditions initiales, I'expression —su(x,0) — u(x,0) = 0. De plus,
0%u 0?
Posons U(x, s) = £ {u(x,t)}, alors
0*U(x,t) s

Etant donné que cette équation contient uniquement une dérivée par rapport a
x, on la considére comme une équation différentielle ordinaire. Alors, une solution
générale est donnée par

Uz, s) = A(s)e®/¢ + B(s)e /¢, (1.28)
D’aprés les conditions limites, on montre que A(s) = 0. En effet,
: _ T szfc _
xl;rgo Uz, s) xlglgo A(s)e 0. (1.29)
Il est & noter que
U(0,s) = Z{u(0,0)} = Z{f({t)} = F(s). (1.30)

D’aprés I'equation (1.28),

U(0,s) = B(s) = F(s). (1.31)
Ainsi, la transformée de Laplace de u(z,t) est égale a

Uz, s) = F(s)e /¢, (1.32)

A Taide de la transformée inverse, on détermine u(z,t)

w(a,t) = L~ HU(z, )} = f (t - 5) . (1.33)

Cc

1.3 Outils d’identification

Pour ces travaux de recherche, on s’intéresse a l’identification du systéme a
partir des mesures expérimentales. Afin d’atteindre ce but, on propose de suivre la
démarche proposée par Ljung (1999) illustrée par la figure 1.5. Commengons par
recueillir les informations disponibles sur le systéme et créons une base de données
qui contient les mesures expérimentales de la sortie et les excitations de ’entrée.
Aprés avoir fixé la structure du modéle, la deuxiéme étape consiste & estimer les
paramétres de ce modéle en se basant sur 'optimisation d’un critére choisi. A la
fin, une étape de validation du modéle est nécessaire.
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Départ

Connaissances

y

Planification des expériences

a priori

A

y

Choix des entrées

A

»| Acquisition des données E / S

y

Structure du modéle

> Critére

A A A

Estimation des paramétres

A

Validation du modéle

Non

l Oui : accepté

FIGURE 1.5 — Procédure d’identification des systémes.
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Dans cette section, on présente les deux principales familles d’algorithmes d’iden-
tification utilisées dans ce travail : 'algorithme a erreur d’équation (Ljung, 1999) et
I'algorithme & erreur de sortie (Richalet et al., 1971; Walter et Pronzato, 1997). Ces
deux algorithmes sont les méthodes d’identification les plus fréquemment utilisées.
Les algorithmes & erreur d’équation sont dédiés aux modéles linéaires par rapport
aux paramétres et conduisent a un optimum unique. Leur biais est toutefois dé-
pendant de la nature du bruit sur les données. Les algorithmes a erreur de sortie
peuvent s’appliquer aux différents types de modéles et sont non biaisés. Toutefois,
on ne peut pas garantir leur convergence vers I'optimum global.

Afin de présenter ces méthodes, on considére le systéme continu décrit par

y(t) = Fu'~L, y'"|0) + v(1). (1.34)

ot 'entrée est représentée par u(t), y(t) est la sortie et v(¢) est le bruit. La fonction
F est la fonction qui décrit la relation entre les données d’entrée-sortie du systéme
et @ est le vecteur des paramétres.

On définit 'ensemble des données d’entée-sortie sur 'intervalle de temps [0, N¢|
par

" =[u0) u(l) - ulk),

¥ = y(0) (1) - y(&)] 3)

1.3.1 Algorithme a erreur d’équation

La méthode d’erreur d’équation est élaborée a partir des termes de ’équation
du modéle. L’estimation du modéle est généralement obtenue en utilisant une ap-
proche simple des moindres carrés (Young, 1981, 1984; Ljung, 1999; Pearson, 1988).
L’inconvénient principal de ces méthodes est que I'estimation peut étre asympto-
tiquement biaisée. Aussi, des méthodes de réduction de biais, comme la variable
instrumentale, doivent étre utilisées pour résoudre ce probléme (Young, 2008). Les
algorithmes & erreur d’équation reposent sur la minimisation d’un critére quadra-
tique afin d’estimer les paramétres inconnus du modéle qui décrit le systéme. La
figure 1.7 présente le principe de ces méthodes.

Le critére quadratique est donné par

Ny
J(6) = Nti - (k) = F* L y*10) (v (k) — F(u*~! y*10),
1 ’“;to ) (1.36)
= NtHkZ:Oe (kl6)e(k16),

ou e(k|@) est I'erreur d’équation.
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Bruit

Excitation + Sortie réelle

+
Systéme réel ()

—E: Erreur

d’équation

Modéle

Sortie estimée

FIGURE 1.6 — Principe de la méthode & erreur d’équation.

Le choix de I'algorithme d’optimisation dépend du paramétrage du modéle. Dans
la suite, on considére que le systéme est linéaire par rapport aux parameétres. Ainsi,
la sortie du systéme est donnée par

y(k) = ®T (k)0 + v(k), (1.37)

ou @, appelé le regresseur (Ljung, 1999), contient les mesures d’entrée-sortie du
systéme.

Etant donné que tous les éléments du régresseur sont accessibles, la méthode des
moindres carrés peut étre utilisée pour estimer les paramétres du vecteur @

A 1 Nt . -1 . N,
0= (Nt +1 ;Q(k)é (k)> (Nt 1 Z‘I’(k})y(k)) i (1.38)

=0 k=0

Les données mesurées sont souvent bruitées. Par conséquent, un biais d’estima-
tion asymptotique est ajouté au niveau de la solution. Ainsi, il est intéressant d’in-
troduire une variable instrumentale pour améliorer la qualité d’estimation (Young
(1970)).

Malgré le probléme du biais, les méthodes a erreur d’équation sont largement
utilisées dans l'initialisation des autres algorithmes d’identification tels que les al-
gorithmes & erreur de sortie.

1.3.2 Algorithme a erreur de sortie

La méthode a erreur de sortie est obtenue & partir de la minimisation d’un
critére quadratique basé sur 'erreur de sortie. Elle représente l’erreur entre la sortie
du systéme mesurée et la sortie simulée. La figure 1.7 présente le principe de la
méthode & erreur de sortie.
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Bruit J

Excitation -|-+ Sortie réelle
»  Systéme réel

*y. Erreur

)—d -
\ _% de sortie

Modéle

Critére

Sortie estimée

Algorithme d’optimisation

FIGURE 1.7 — Principe de la méthode & erreur de sortie.

Comme indiqué dans la figure 1.7, le vecteur des parameétres estimés est obtenu
par la minimisation d’un critére quadratique donné par 1’équation suivante

1 4 et ok
6) = g1 ) ~ P 9O () — R, 5 6)), -
SN o wiereklo o
= W1 o < (Hee(Ho)

! est la sortie simulée & partir des données d’entrée-sortie passées et e(k, |@)

ott y*~
est 'erreur de sortie.

Plusieurs algorithmes d’optimisation peuvent étre utilisés : gradient, gradient conju-
gué, algorithmes génétiques, etc (Richalet et al., 1971; Himmelblau, 1972; Dennis
et Shnabel, 1996; Ortega et Rheinboldt, 2000; Boyd et Vandenberghe, 2004). Dans
cette thése, lalgorithme itérative de Levenberg-Marquardt (Marquardt, 1963) est

considéré et il est défini par

001 = 0; — { [J”(é) + IAF J’(é)} , (1.40)

=0,

oll A est un paramétre qui assure la rapidité et la stabilité de 'algorithme. J /(OA)
et J //(0) représentent, respectivement, le gradient et 'approximation du Hessien
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définis par

FO) =2~ o LSS bend)
_8é_ Nt—|—1k:0’y ’
v 2 1y (1.41)
J(0)=——=2 k|0)~(k|0)T, '
O = 3505 = 2w 77 2710740
. 0e(k|0)
+(k6) = “522.

Cette méthode d’identification assure une estimation non biaisée des parameétres
(Richalet et al., 1971; Landau, 1979; Richalet, 1991; Walter et Pronzato, 1997; Tri-
geassou et Poinot, 2001). Ces algorithmes peuvent s’appliquer aux systémes linéaires
par rapport aux paramétres ainsi qu’aux systémes non linéaires. Ceci explique que
ces algorithmes sont utilisés dans la plupart des domaines de I'ingénierie. Par contre,
cette méthode souffre du probléme d’initialisation. En effet, un mauvais choix du
vecteur initial peut conduire vers un optimum local (Pronzato et Walter, 2001).
Pour résoudre ce probléme fondamental, I’algorithme d’optimisation peut étre testé
avec différents vecteurs de départ. Par contre, cette étape sera coiiteuse en terme
de temps de calcul.

1.4 Estimation paramétrique des équations aux dérivées
partielles

En analysant les EDPs, I'identification de ces équations en gardant la méme
structure n’est pas réalisable. En effet, ces équations se caractérisent par des déri-
vées partielles spatiales et temporelles, appliquées & 'entrée et a la sortie du sys-
téme, qui sont non mesurables. Ce probléme est bien connu et diverses méthodes
ont été congues pour traiter ces dérivées. Dans la suite, on cite quatre grandes fa-
milles de techniques d’approximation des dérivées partielles utilisées en estimation
paramétrique des EDPs.

1.4.1 Meéthodes basées sur les différences finies

Le principe de la méthode consiste & approcher les dérivées partielles de 'EDP
par des différences finies. Elle est généralement utilisée pour déterminer une solution
numérique de 'EDP. Dans le cadre de l'estimation paramétrique, elle consiste a
remplacer le modéle continu par un modéle discret.

Considérons y une fonction de deux variables, 1'espace x et le temps t. Consi-
dérons de plus une discrétisation uniforme dans l’espace et dans le temps, telle que
Ax est la différence entre deux points consécutifs de I'espace et At est la différence
entre deux instants consécutifs. On définit alors les variables discrétes x; et t; par
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x=I1Az, 1=0,...,N,,

(1.42)
ty = kAt, k=0,..., N

Considérons le développement en série de Taylor de y(x,t) lorsque Az tend vers
zéro (y(z,t) est supposée indéfiniment dérivable)

oy A%z 0%y A3z 93y
A = Ax— —_— —_— .., (14
Yot A, t) = y(o, )+ A a0) + S0 Y )4 ST Y@ ) 1 (148)
soit
0
y(z + Az, t) = y(z,t) + Awa—Z(x, t) + O(Ax). (1.44)
e TSN Jdy o -

On en déduit I'approximation a droite de 876(:6’ t) (ou différence explicite)

D (x,t) =~ s = Ag ) (1.45)

Une deuxiéme formulation du développement en série de Taylor est donnée par

oy A%z 9%y A3z 93y
- A = —Ax— —_— - ., (14
Yo — A1) = y(o, )~ A a0) + 00 )~ ST @ ) 1 (146)
soit
0
y(r — Az, t) = y(x,t) — Awa—Z(x, t) + O(Ax). (1.47)
e T Jy .y N
On en déduit 'approximation a gauche de %(x, t) (ou différence implicite)
ay y(ll,t) _y(x_A:C?t) y(lak)_y(l_lak)
- = = . 1.4
ox (%) Az Ax (1.48)

En faisant la différence entre I’équation (1.43) et (1.46), on obtient

A3z 03y
S Tt 4.,

_ dy 2
= 2Ax%(a:,t) + O(Az?).

y(x + Az, t) —y(z — Az, t) = 2Axgy(x, t)+2
x

0
On obtient alors 'approximation centrée de 8—y(x, t)
x

Yd Ny(:v—i—Ax,t)—y(:U—Ax,t)_y(l—i—l,k)—y(l—l,k)
oz (z,8) = 2Ax B 2Ax ' (1.50)
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qui est plus précise que les approximations (1.45) et (1.48).
Pour déterminer I'approximation de la dérivée seconde, faisons la somme des équa-
tions (1.43) et (1.46). Il vient

0%y Atz 9ty
— — 2 = [
y(r + Az, t) +y(z — Az, t) = 2y(x,t) + A x(%'?(x’t) +2 1 8x4(m’t) +...,
AZ a2y O AQ
=2y(x,t) + m@(w,t) + O(A*x).
(1.51)
On obtient alors
0%y y(x + Az, t) — 2y(x,t) + y(z — Az, t)
W(xﬂl’) ~ A2 )
x x (1.52)
~ y(l + 1? k) — 2y(l7 k) + y(l — 17 k)
~ A2y :

En utilisant le méme principe, on détermine I’approximation des dérivées partielles
par rapport au temps. Ces approximations sont présentées dans le tableau 1.1.

TABLE 1.1 — Approximation par différences finies.

Dérivées partielles | Approximation par différences finies Type Ordre
% (xa t) W explicite | 1 par rapport =
% (xa t) W implicite | 1 par rapport x
% (Ia t) W centré 1 par rapport x
%(l‘, t) y(lJrl’k)iQi(éf)er(liLk) centré 2 par rapport x
%(w ’ t) W explicite | 1 par rapport ¢
%(:U ’ t) % implicite | 1 par rapport ¢
%(xa t) % centré 1 par rapport ¢
%(l‘, f;) y(l’k+1)72yA(l2’f)+y(l’kil) centré 2 par rapport t

Dans le cas le plus simple ot 'EDP est linéaire, I’approximation des dérivées
partielles permet d’obtenir un modéle linéaire discret. Alors, ’application directe des
méthodes d’identification pour les modéles discrets permet d’estimer les paramétres
inconnus du systéme.

Afin de présenter cette méthode, considérons le cas simple d’une équation aux
dérivées partielles définie par

%y(x,t)

e —aoy(z,t) + bou(z,t). (1.53)
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En appliquant la différence finie implicite par rapport & I'espace et explicite par
rapport au temps pour la partie gauche de I’équation (1.53), on obtient

y(l7k+1)_y(lak) _y(l_1>k+1)+y(l_1ak)
AtAx

= —aoy(l, k) + bou(l, k). (1.54)
Ainsi, la sortie du systéme est donnée par

y(l,k+1) = (1 — AtAzag)y(l, k) + AtAzbou(l, k) + y(l — 1,k + 1) —y(l — 1, k),

=" (1,k)0 + (L, k),
(1.55)

avec

(PT(Lk) = [y(lvk) u(l7 k)]7
0 =[1 — AtAzag AtAzby]?, (1.56)
vy, k)=y(l—-1,k+1)—y(l—1,k).

Un algorithme de type moindres carrés permet alors d’estimer les paramétres 6.

Guo et Billings (2006) ont traité la forme non linéaire des EDPs ou la partie
non linéaire n’est liée qu’aux dérivées spatiales. L’approximation de cette fonction
non linéaire peut étre obtenue & partir des polyndmes, des fonctions splines, des
fonctions rationnelles, des fonctions de base radiales (Buhmann, 2009) et des réseaux
de neurones (Borne et al., 2007). Par contre, les dérivées temporelles sont estimées
par différences finies. Ainsi, un modeéle linéaire est obtenu et est identifié par un
algorithme des moindres carrés.

La discrétisation des EDPs permet également d’obtenir des modéles de simu-
lation. En effet, plusieurs travaux ont montré qu’a partir des différences finies,
des simulateurs des EDPs sont développés (Marszalek, 1984; Gabano et al., 2008;
Schorsch et al., 2013b). Dans le deuxiéme chapitre de cette thése, on présente un
algorithme & erreur de sortie se basant sur le calcul du gradient et ’approximation
du Hessien. Cet algorithme est appliqué & un échangeur de chaleur co-courant qui
se caractérise par deux EDPs. Ces deux équations couplées sont modélisées par un
modéle de Roesser. Ce modéle est obtenu a l'aide de la discrétisation par la mé-
thode de différences finies. Les données issues de cette simulation sont utilisées pour
identifier les paramétres inconnus de ce modéle.

Les travaux cités précédemment ont montré la simplicité et 'efficacité de mise
en ceuvre de cette méthode. De plus, cette approche offre la possibilité de déter-
miner des approximations d’ordre élevé. Par contre, ces approximations présentent
toujours des sources d’erreur soit pour 'identification des paramétres du systéme,
soit pour la simulation du systéme. Ces erreurs sont dues principalement au choix
du pas d’échantillonnage spatial et temporel. En effet, si la largeur entre deux points
de mesure est grande alors on n’a plus le comportement réel du systéme. En pra-
tique, ce choix dépend de la nature et de la géométrie du systéme physique étudié
et il est délicat surtout pour I’échantillonnage spatial. Il est aussi a noter que ces
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choix influent sur la stabilité du simulateur du systéme. Enfin, dans le cas stochas-
tique, une mauvaise approximation des dérivées peut conduire & une amplification
du bruit. L’estimation des paramétres sera alors fortement biaisée.

1.4.2 Meéthodes basées sur le filtrage des signaux

Plusieurs méthodes basées sur des techniques de filtrage ont été développées
pour 'identification des EDOs. Parmi ces méthodes, citons entre autres la méthode
de filtre a variables d’état (Young, 1964) et I’approche par les fonctionnelles des
moments de poisson (Saha et Rao, 1983; Unbehauen et Rao, 1987) . Schorsch et al.
(2013a) présentent une extension des filtres a variables d’état pour 'estimation
paramétrique des EDPs.

En partant du méme principe que celui utilisé pour les EDOs, 1’idée de cette
approche est de déterminer un filtre qui permet de mesurer un signal ainsi que ses
dérivées. L’objectif est donc de faire disparaitre les dérivées qui sont non accessibles
& la mesures et difficiles a calculer sans erreur, particuliérement lorsque les mesures
accessibles sont bruitées. Le modéle pré-filtré obtenu peut alors étre exploité afin
d’estimer les parameétres inconnus du systéme. Par contre, le choix de ce filtre est
plus compliqué que dans le cas des EDOs. En effet, ce filtre dépend de plusieurs
variables en plus de la variable temporelle.

Sagara et al. (1990) ont proposé un algorithme d’identification pour un systéme
a paramétres distribués d’ordre deux. Un filtre passe-bas & deux dimensions est
introduit pour pré-filtrer les mesures. Ce filtre se caractérise par deux fréquences
de coupures A, et \;. Cette méthode a été améliorée par Schorsch et al. (2013a) de
fagon & ce qu’elle puisse étre généralisée a toutes les EDPs. D’une maniére générale,
ces filtres sont sous la forme suivante

1
Pz + As)" (pr + M)

Il est & noter que n, et n; représentent 'ordre du systéme et p, et p;, représentent
les opérateurs différentiels % et %, respectivement.
L’utilisateur doit fournir a priori les fréquences de coupure A; et A\;. Ce choix a
une influence directe sur 'estimation des parameétres en présence d’'un bruit qui
agit sur les données de mesures (Sagara et al., 1990). D’une maniére générale, ces
paramétres doivent étre choisis supérieurs ou égaux a la bande passante du systéme
& identifier.
Afin de mieux expliquer cette approche, on rappelle le cas simple d’une équation
aux dérivées partielles définie par
0*y(,t)
otox
Cette équation représente un systéme d’ordre 1 par rapport & ’espace et au temps.

Alors, on applique le filtre (1.57) & I’équation précédente avec n, = n; = 1 pour
donner

F(pe,pr) = ( (1.57)

= —apy(z,t) + bou(z,t). (1.58)



1.4 Estimation paramétrique des équations aux dérivées partielles 23

Fl (pe, p)y(2, ) = —ao FY (p, pe)y (0, t) + bo F§ (0, pe)u(z, 1), (1.59)
ou

plepyt
P+ Az)" (pr + Ag)™

Fi' (pz,pt) = ( , pour iy =i = {0,1}. (1.60)
Ainsi, on a obtenu un modéle pré-filtré linéaire par rapport aux paramétres qui
peut étre aisément identifié a partir d’'une approche basée sur les moindres carrés.

L’une des difficultés de cette approche est de bien choisir la méthode d’implé-
mentation de ces filtres. En effet, cette implémentation a un impact direct sur la
qualité d’estimation. Une possibilité consiste & discrétiser ces filtres en remplagant

les opérateurs différentiels partiels grace a une transformation bilinéaire (Sagara
et al., 1990).

N 2—21_1
pa:'vm,
N 272271
T At+2 Y

(1.61)
by

oll z1 et zo représentent les opérateurs retard par rapport a I'espace et au temps,
respectivement.

Cette méthode d’identification & temps continu permet d’estimer les paramétres
du systéme avec des données échantillonnées. De plus, elle s’adapte & tout systéme
linéaire & paramétres distribués de dimension n, tel que n > 2. Comme mentionné
ci-dessus, cette technique dépend du choix des deux fréquences de coupure. Un bon
choix de ces paramétres permet de diminuer I'influence du bruit sur la qualité d’esti-
mation. Malheureusement, une approche basée sur les moindres carrés ne suffit pas
puisque l'estimation sera biaisée. Ainsi, une variable instrumentale est nécessaire.

Pour le cas d'une EDP non linéaire, aucun algorithme appartenant a cette classe
de méthodes d’identification n’a, a notre connaissance, été développé.

1.4.3 Meéthodes basées sur la réduction du modéle

Plusieurs méthodes peuvent étre envisagées dans cette approche. L’une de ces
méthodes consiste & approximer 'EDP par un ensemble d’EDOs (Liu, 2005). Cette
technique conserve toutes les propriétés intrinséques du modéle d’origine. Considé-
rons une EDP dépendant de deux variables indépendantes, I’espace x et le temps t.
La réalisation de cette approche consiste en la discrétisation des dérivées partielles
spatiales & I’aide d’une des méthodes suivantes : élément finie, différence finie, .. ..
Ainsi, pour chaque point d’espace, une EDO est obtenue. Contrairement a la mé-
thode présentée dans la section 1.4.1 ott on obtient un modéle discret, cette méthode
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conduit & un modéle hybride : discret par rapport a ’espace et continu par rapport
au temps.

Dans le méme cadre, une deuxiéme stratégie consiste a résoudre la probléma-
tique suivante : comment approcher une fonction y(z,t) de deux variables, ’espace
x et le temps ¢, par une somme infinie d'un produit de deux fonctions ou chaque
fonction dépend d’une variable :

y(@, ) = ¢iz)yi(t). (1.62)
i=1

Comme présenté dans (Li et Qi, 2010), I'idée consiste a séparer les deux variables
spatiale et temporelle. En observant ’équation (1.62), la distribution de la fonction
y(x,t) est souvent ordonnée du mode le plus lent vers le mode le plus rapide dans
le domaine des fréquences spatiales (qui présente le méme principe que les séries
de Fourier). Généralement, les modes rapides contribuent peu sur l’ensemble du
systéme. Ainsi, seuls les n premiers modes lents dans l'expression (1.62) seront
conservés dans la pratique (Fletcher, 1984)

yn(,t) = dil)yi(t). (1.63)
=1

Cette approche revient & une décomposition de la fonction y(z,t) sur une base de
fonctions orthogonales comme montré dans la figure (1.8).

$1(z)

.

FIGURE 1.8 — Interprétation géométrique pour la méthode de séparation
spatio-temporelle (n = 3).

Pour une meilleure approximation de la fonction spatio-temporelle y(z, t), il faut
bien choisir la base de projection et déterminer le nombre n qui représente le nombre
de ces axes. Généralement, pour résoudre ce probléme, on considére en premier lieu
les fonctions de base ¢;(z). Ces fonctions peuvent étre choisies parmi des fonctions
connues dans la littérature tels que les polynémes de Chebychev, de Legendre ou
les fonctions trigonométriques (Peyret, 2002). Aprés avoir approché les fonctions
de base ¢;(x), il faut ensuite déterminer I’ensemble des fonctions temporelles y;(t)
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pour chaque fonctions de base ¢;(z). Comme expliqué dans (Cordier et Bergmann,
2006), cette détermination sera plus facile en considérant que les fonctions ¢;(x)
forment une base orthonormale. Dans ce cas, y;(t) est donnée par

yi(t) = /Q (o, )i ()dz = (y(x, 1), 6i(x) (1.64)

ot  est le domaine spatial et (.,.) est le produit interne.

Pour l'identification de ces modéles, les techniques d’optimisations traditionnelles
peuvent étre directement utilisées si les paramétres sont constants, par exemple,
la méthode de Levenberg-Marquardt (Banks et al., 1983; Wouwer et al., 2006),
méthode de Gauss-Newton (Rannacher et Vexler, 2005), la méthode de Newton-
like (Omatu et Matumoto, 1991) ou la méthode de quasi-linéarisation (Park et al.,
1998).

1.4.4 Meéthodes basées sur la modélisation fractionnaire

En étudiant les fonctions de transfert des EDPs, une nouvelle approche a été
élaborée. En effet, cette étude a montré que ces fonctions se caractérisent par des
structures compliquées (Curtain et Morris, 2009). A titre d’exemple, si on considére
des systémes physiques dédiés aux processus de diffusion, on remarque que leurs
fonctions de transfert se caractérisent par des termes assez complexes tels que cosh,
sinh et tanh. Parmi ces processus, on cite la conduction de la chaleur (Battaglia et
Puigsegu, 2004) et la diffusion des espéces ioniques dans des processus électrochi-
miques (Ichise et al., 1971). Par contre, la résolution fréquentielle de ces équations
fait apparaitre des fonctions de transfert avec un ordre non entier, appellées aussi
modéles fractionnaires (Lin et al., 2000; Battaglia et Puigsegu, 2004; Gabano et al.,
2008; Kanoun, 2013). Ces fonctions peuvent étre décrites par deux modéles :

e Fonction de transfert commensurable :
bo + b180'5 + ...+ bN,1(80'5)N_1

Hyls) = L.
wes) ap + a1s9® 4+ ...+ an_1(s92)N=1 4 qp(s05)NV’ (1.65)

avec N est un nombre entier.

e Fonction de transfert non commensurable :
bo + b1s™

HN(S) = ag + a1s™ + Sn+0.5’

(1.66)

ol n est est un nombre entier inconnu.

D’ot, I'idée d’approximer les EDPs avec des modéles fractionnaires non entier.
Afin d’expliquer cette méthode, on considére le processus de diffusion de chaleur

dans un mur de longueur L (Gabano et al. (2008)). La température a l'intérieur du

mur Ty(z,t), pour x € [0, L], est décrite par I’équation de la chaleur suivante

8T0 (:B, t) a82T0 (x, t)

ot or?z

(1.67)
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¢ (z,t) = —Am()a(;’ﬂ, (1.68)

ou

A : conductivité thermique (W.m=1.°C~1),
o o= ﬁ . diffusivité thermique (m?.s71),

e p : masse volumique (kg.m~3),

e c : chaleur spécifique (J.kg=1.°cC~1).

Les conditions spatio-temporelles initiales et limites sont présentées par les relations
suivantes

To(L,t) =0 t>0
{0(’) = (1.69)
—0 0< .

La fonction de transfert de la diffusion de chaleur qui relie la sortie To(0,?) et
I'entrée ¢ (0,t) est donnée par

anh ( YL2s
H(s) = itgﬁ?“)) (1.70)

Gabano et Poinot (2009) ont montré que la réponse fréquentielle de cette fonction
de transfert est similaire & celle d’'un modéle fractionnaire non entier qui s’écrit

comme suit
N bO

H(s) = ———= 1.71
() = —"55. (171)

%

tel que ag = Y~ et b= L.

1.5 Conclusion

Une vue d’ensemble sur les algorithmes d’identification est considérée dans ce
chapitre. Pour ces méthodes, on a présenté le principe de base pour les algorithmes
a erreur d’équation et les algorithmes a erreur de sortie. De plus, on a introduit
quelques exemples d’EDPs et la différence entre ces équations et les EDOs.

Au sein de ce chapitre, on a classé les méthodes d’identification des systémes
& parameétres distribués en quatre grandes familles & savoir : les méthodes basées
sur les différences finies, les méthodes basées sur le filtrage des signaux, les mé-
thodes basées sur la réduction du modéle et les méthodes basées sur la modélisation
fractionnaire. Dans ce contexte, plusieurs outils et méthodes d’identification sont
présentés.



CHAPITRE 2

IDENTIFICATION DE SYSTEMES REGIS PAR DES
EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES BASEE

SUR LES MOMENTS PARTIELS REINITIALISES

2.1 Introduction

Comme présenté dans l'introduction générale, on introduit dans ce manuscrit
une nouvelle méthode d’identification de systémes régis par des équations aux dé-
rivées partielles (EDP) basée sur le calcul des moments partiels réinitialisés (RPM
pour reinitialized partial moment). L’approche consiste & faire disparaitre, par
des outils mathématiques, les dérivées de 'EDP. L’outil mathématique est le mo-
ment partiel. Son implémentation numérique appliquée sur les mesures bruitées de
la sortie présente des propriétés statistiques qui sont exploitées dans une version
dite réinitialisée des moments partiels (Trigeassou (1980, 1987)).

Les moments sont des outils performants dans la théorie des probabilités et
des statistiques (Casella et Berger, 2002; Gibson, 2008). Les moments sont des
invariants du systéme ; c’est a ce titre qu’ils sont utilisés dans des domaines tels que
la réduction de modéle (Krajewski et al. (1995); Abdelmadjid et al. (2007)) et le
controle de systéme (Abdelmadjid et al. (2008)).

Une des premiéres apparitions des moments en identification de systéme date
de 1948, ou Elmore (1948) les a introduits pour décrire la réponse impulsionnelle
et le comportement transitoire d’'un systéme linéaire. Dans les années 60 — 70,
les moments sont utilisés pour obtenir une réalisation minimale d’une fonction de
transfert (Bruni et al., 1969; Puri et Takeda, 1973)). Cependant, on constate deux
problémes essentiels concernant ces techniques :

e la restriction de ’entrée & un échelon ou une impulsion,
e la nécessité de calculer les moments sur un intervalle de temps infini.

Pour résoudre ces deux problémes, Trigeassou (1980) a adapté les moments de telle
fagon qu’on les considére uniquement sur un intervalle de temps fini ; ce sont les mo-
ments partiels. Afin de bénéficier des propriétés statistiques des moments partiels et
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d’offrir la capacité de balayer le domaine temporel, les moments partiels réinitialisés
sont introduits dans Trigeassou (1987). Le modéle obtenu est linéaire par rapport
aux paramétres, ce qui conduit & une méthode d’identification & erreur d’équation
qui se décline aussi bien en temps discret qu’en temps continu (Trigeassou (1987);
Tohme (2008); Ouvrard et al. (2010); Ouvrard et Trigeassou (2011)).

A ce jour, les développements sur les moments partiels réinitialisés sont dédiés
aux cas une dimension (1D) des équations différentielles ordinaires (EDO). L’ob-
jectif de ce chapitre est d’exploiter les propriétés intéressantes des moments partiels
réinitialisés dans l’estimation des paramétres des équations aux dérivées partielles
(Farah et al., 2015).

Ce chapitre est composé comme suit. La section 2.2 rappelle 'approche RPM
dans le cas 1D. Les sections 2.3 et 2.4 introduisent, respectivement, les nouveaux
outils que sont les moments partiels 2D et les moments partiels réinitialisés 2.D.
Enfin, les performances de ces nouveaux outils sont étudiées sur I'exemple du mur
thermique dans la section 2.5.

2.2 Rappels sur les moments partiels réinitialisés

2.2.1 Définition des moments partiels 1D

Soit f(t) une fonction de carré sommable définie sur un intervalle [0,oc0[. Le
moment d’ordre n, de la fonction f, est défini comme suit

M = /ootn (t)dt. (2.1)
0

n!

Si 'horizon d’intégration de /\/lfb est fini, alors, on définit le moment partiel

n!

T in
M(T) = /0 " rtdr. (2.2)

2.2.2 Modéle de sortie basé sur les moments partiels 1D

Considérons I'exemple simple d’une équation différentielle ordinaire du premier
ordre écrite sous la forme

dyo(t)
dt

= —aoyo(t) + bou(t) (23)

o yo(t) est la sortie exacte du systéme et u(t) son entrée.
La premiére étape de cette approche est d’appliquer un moment partiel du
premier ordre & I’équation différentielle (2.3)

T T T
/0 1o oy —ao/o tyo(t)dt+b0/0 tu(t)dt. (2.4)

dt
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Apreés une intégration par parties sur la partie gauche de I’équation précédente,
une nouvelle formulation de la sortie yo(t) est obtenue

[T tyoydt [T tu(t)dt [T yo(t)dt
—ag + bo +

MyO(TT) M“(T)T M¥(T) ! (2:5)
= —ag 1T + by 1T + OT .

yo(T) =

Puisque la sortie exacte yo(t) est inaccessible, considérons la sortie mesurée y/(t)
a l'instant! ¢t = kAt perturbée par un bruit v(¢) de moyenne nulle et de variance
o2. Ainsi, on définit le modéle de sortie 7(t) & partir de (2.5) en remplacant yo(t)
par y(t) = yo(t) + v(t) comme suit

MUT) |, MY(T) | M)
T T T
On nomme erreur d’approximation &(7T) la différence entre la sortie exacte a
I'instant 7" donnée par (2.5) et la sortie du modéle (2.6)

§(T) = —a (2.6)

E(T) = yo(T) — y(T)
g M) ME(T) (2.7)

T T

Trigeassou (1987) montre que, dans le cas d’un bruit blanc, 'erreur d’approxi-
mation est de moyenne nulle et sa variance est?

2 _ 2
o =0,

(2.8)

2\ 2
T<(“0§’f)> —aoAt(1+a02At)+*(1+a0At+7

avec T'= T At (T € N). L’étude de (2.8) montre que la variance de lerreur d’ap-
proximation est minimale pour T' = T(,,; ot T, = \/3@—10

Trigeassou (1987) généralise 1’exemple simple ci-dessus & un ordre quelconque.
Cette généralisation conduit & des développements qui rendent difficile I’étude sta-
tistique de l'erreur d’approximation. Cependant, il est possible de montrer empiri-
quement 'existence d’un instant 7, pour lequel une variance minimale de I'erreur
d’approximation est obtenue.

Ainsi, le modéle de sortie basé sur les moments partiels 1.D posséde les propriétés
suivantes :

e linéarité par rapport aux paramétres,

e filtrage du bruit de sortie pour les instants 1" proches de T};.

LAt est la période d’échantillonnage.
2Ce résultat est obtenu & partir d’une implémentation des intégrales utilisant la méthode des
rectangles.
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2.2.3 Définition des moments partiels réinitialisés 1D

Pour T' << T, l'effet de filtrage du bruit n’est pas efficace. Et pour T' >> T,
le modéle de sortie (2.6) présente une accumulation d’erreur qui nuit a l’estimation
(Ouvrard et al., 2010). Afin de pallier cette difficulté et de conserver la propriété de
variance minimale, Trigeassou (1987) a introduit les moments partiels réinitialisés
qui consistent en un calcul des intégrales sur un horizon glissant de largeur T. Ce
parameétre T est un parametre de conception qui approxime 7,,,; généralement non
connu a priori.

Le moment partiel réinitialisé d’ordre n de la fonction f est défini par

T
M (t) = / Tt =T+ 7)dr (2.9)
0
ot T' est une approximation de T}.
2.2.4 Modéle de sortie basé sur les moments partiels réinitialisés
1D

2.2.4.1 Cas simple

Considérons de nouveau l'exemple simple du paragraphe 2.2.2 et l’équation
(2.5). En remplacant les moments partiels par des moments partiels réinitialisés
et la sortie exacte yo(t) par la sortie mesurée y(t), on obtient l'estimation ¢(t)
suivante pour tout ¢

T . A - T .
g(t) = —&0/ =yt =T+ 7)dr + bo/ ?u(t —T+T)dr
0 0

T
T
1 .
-l-/ —y(t =T +7)dr (2.10)
o T
MY(t) - M¥(t) Mt
M) M) | M)
T T

Le changement de variable pu = T-—7 permet de reformuler I’équation comme
suit

T 2.11
+/0 iy(t—u)du 21

ou
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al(t)=— I Loty (t — ) dp

£) = Jy T u(t - p)dp (2.12)

T
V() = Jo Eult— p)dp.

Les fonctions (2.12) peuvent étre reformulées sous la forme de produits de convo-
lution

y
B (t) = m(t) * u(t) (2.13)

ol

ﬂ"ﬁ

pour t € [O, T}
0 ailleurs (2 14)

d(t) est la fonction de Dirac
et *x est le produit de convolution.

Ainsi, le modeéle de sortie basé sur les moments partiels réinitialisés d’un systéme
linéaire du premier ordre est décrit comme suit

310) = ~aa(m(t) +y(0) + bn(m() +u(0) + (50~ T3 )y (215

ou m(t) est un filtre a réponse impulsionnelle finie (FIR) implicite et T est le
V3

parameétre de conception qui doit étre choisi proche de T,,; = o

2.2.4.2 Cas général

Trigeassou (1987) généralise ces développements a une fonction de transfert
d’ordre quelconque n,

bo +bi1s+ ...+ by, s™
ap+ a1s+ ...+ ap, 181 + g’

H(s) = np < ng. (2.16)

Le modéle de sortie basé sur les moments partiels réinitialisés correspondant est
alors donné par

Nng—1 ng

9(t) = > aal(t) + > b;BY(t) +4Y(t) (2.17)
j=0

1=0
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ap(t) = —m(t) = y(t),

0(t) = m(t) xu(t),

a;.y(t) = —dig;i(t) xy(t) pour 1 <1< ng,
. ) (2.18)

= g5~ *u(t) pour 1 <5 <my,

() = (3(t) — Ll ) s y(2),

(T—t)ragna—l

m(t) = (na—1)!T"a

pour t € [O,T} .

On note que les fonctions o, B} et v¥ sont définies par le produit de convolution
de lentrée ou de la sortie avec le filtre FIR m(t) ou bien ses dérivées. Done, on peut
conclure qu’appliquer les moments partiels réinitialisés a une équation différentielle
ordinaire revient a filtrer les signaux d’entrée et de sortie par un filtre FIR.

2.2.5 Identification et implémentation

Le mode¢le de sortie basé¢ sur les moments partiels réinitialisés (2.17) est linéaire
par rapport aux parameétres. On utilise la méthode des moindres carrés (Eykhoff
(1974)) pour estimer les paramétres a; et b; a partir des mesures d’entrée-sortie

{u(kAL), y(kA) ico,.. -

2.2.5.1 Estimation par les moindres carrés

Le modeéle (2.17) peut étre reformulé sous la forme d’une régression linéaire

() = T (HOFPM 4 ¥ (4) (2.19)
ou T
(p(t):[ag,...,ay _17537"'7571:5]
A s B 2.20
QRPM = [aov...,ana—17b07"'7bnb}T' ( )

On considére le critére quadratique suivant

Ny Ny
J =Y X(kAt) =) (y(kAt) - j(kAt)) (2.21)
k=T k=T

o T correspond & T =TAt et Ny + 1 représente le nombre de mesures. Alors, le
vecteur #PM | qui minimise le critére J, est défini par la relation suivante
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-1

N Ny
ORFM = 1N " o(kA) (kALY | > p(kAL)(y(kAL) — ¥ (kAL).  (2.22)
k=T k=T

2.2.5.2 Estimation par approche variable instrumentale

Puisque la sortie bruitée y(kAt) est présente dans le régresseur ¢(t), 'estimation
(2.22) est biaisée (Eykhoff (1974)). Pour réduire le biais, une variable instrumen-
tale ¥(t) est générée a partir d’'un modeéle auxiliaire avec les paramétres estimés
précédemment, pour fournir ’estimation suivante

-1

Ny
grv/RPM Z (AT (kALY | D (kAL (y(kAL) — 1 (kAL))  (2.23)
k=T
ou
U(t)=lof,....ad 1, B Bu)T (2.24)

Quelques itérations de la variable instrumentale permettent de réduire le biais.

2.3 Moments partiels 2D

Une équation aux dérivées partielles se caractérise par une fonction & plusieurs
variables indépendantes. Dans cette étude, on va se limiter & deux variables qui
peuvent étre la variable spatiale x et la variable temporelle ¢.

2.3.1 Définition des moments partiels 2D

On considére la fonction & deux dimensions f(z,t) de carré sommable. Défi-
nissons le moment partiel d’ordre ¢ dans le domaine spatial et d’ordre j dans le
domaine temporel de la fonction f(z,t) comme suit

ML(Xx,T) / / o't f (2, t)0tOx (2.25)

oui € {N,—} et j € {N,—}. Dans le cas ou i est remplacé par le symbole “—
cela signifie qu’il n’y a pas d’intégration dans l'espace et le moment partiel (2.25)
s’exprime comme un moment partiel temporel d’ordre j pour x = X

ML (X T) = /T tf(X, 1)t (2.26)
0

Dans le cas ou j est remplacé par “—”, le moment partiel se présente comme un
moment partiel spatial d’ordre ¢ 4t =T

M (X,T) = /O * (e Yo, (2.27)
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2.3.2 Propriétés statistiques - Etude d’un cas simple

Considérons le cas simple d’une équation aux dérivées partielles définie par

82y0($, t)

otox = _GOyO(xa t) + bou(l"a t)' (228)

L’objectif est ici d’étudier I'influence des bornes d’intégration X et 7' sur les
propriétés statistiques de la représentation basée sur les moments partiels. L’étude
statistique est réalisée en discret & partir d’'un ensemble fini de mesures d’entrée-
sortie. Considérons ’ensemble défini par

{u(lAz, kKAL), y(IAz, kAL }1c o x—1} kefo, T—1} - (2.29)

ou Az et At correspondent aux intervalles d’échantillonnage, et X et T € N repré-
sentent, respectivement, les bornes d’intégration X = XAx et T'= T At en termes
de nombre d’échantillons dans le domaine spatial et dans le domaine temporel.

2.3.2.1 Modéle basé sur les moments partiels

Appliquons a I’équation (2.28) un moment partiel 2D d’ordre 1 dans le domaine
spatial et d’ordre 1 dans le domaine temporel

2
/ / (‘3 yo z,?) Gté? —ao/ / xtyo(z,t)0tox

+bo/ / xtu(x,t)0tozr. (2.30)
0o Jo

En développant la partie gauche a 'aide de I'intégration par parties, les dérivées
partielles disparaissent. L’équation (2.30) peut alors étre réécrite pour obtenir la
sortie exacte suivante au point X et a 'instant T’

a MglJ?l<X7T) +b MqlJ,l(X7T) + Mg?—(X7T)
0TTXT 0TTXT X
MP(X,T) MG (X,T)
T XT

yO(X’T) ==

(2.31)

Bien évidemment, on ne dispose pas de la sortie exacte mais plutét de la sortie
mesurée perturbée par un bruit additif v(z, t), c’est-a-dire y(x,t) = yo(z, t)+v(x, t).
Substituons alors la sortie mesurée y(x,t) a la sortie exacte yo(z,t) dans (2.31) pour
obtenir, au point X et a I'instant T', une approximation de la sortie comme suit

. M (X, T) b Mt (X, T) +M3,_(X,T)
0TTXT 0TTXT X

g(XvT) ==
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Considérons 'erreur d’approximation de la sortie définie par
EX,T)=uyo(X,T) —y(X,T). (2.33)
En notant que
./\/liy,j(X,T) :M%C%(X,T)Jr/\/lf’j(X,T), (2.34)
I’erreur d’approximation devient

Ill,l(Xv T) M&,(X, T) MZ,O(Xa T) 8,0(X7 T)

O S (I X - T XT

(2.35)

Cette erreur est composée de deux parties. Une premiére partie résulte de 'im-
plémentation numérique des moments partiels. Il existe différentes méthodes nu-
mériques pour calculer les intégrales : méthodes des rectangles, des trapézes, de
Simpson (Walter, 2014)... Il sera supposé par la suite que cette erreur est négli-
geable. La seconde partie de l'erreur est liée a la présence du bruit v(zx,t) sur les
mesures de la sortie.

Considérons également ’erreur d’estimation de la sortie, c’est-a-dire les résidus,
définie par

EX,T)=y(X,T)—g(X,T) (2.36)

ou §(X,T) est la sortie du modéle estimé par moindres carrés

e XT o A /\—/li_y X)g“ M (X, T
+ _’OCZ(7 ) ) _ 0,0( ) )’ (237)
. MY (X, T) MY (X, T) M (X,T)
~ T PM 0, ’ ,0 ’ N 0,0 ’
avec

(X, T) = [ _MEL(XT) My (XT) }T
’ XT =T

(2.38)

et

X T L x 7
oM — (ZnglAz kAt)p (le,kAt)) >N wllAx, kAL

=0 k=0 =0 k=0
M _(1Az, kAt) MY ((1Az, kAL) MY (1Az, kAt)
A A _ ) )
( (tAz, kAY) - AT KAt IAwkAL
(2.39)

L’objectif des sections suivantes est de rechercher s’il existe des valeurs optimales
de X et de T pour lesquelles les variances de l'erreur d’approximation £(X,T') et
de Perreur d’estimation £(X,7T) sont minimales.
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2.3.2.2 Covariance des moments partiels avec la méthode des rectangles

Pour faciliter les calculs, on considére la méthode des rectangles pour 'implé-
mentation des moments partiels définis par (2.25), soit

X—-1T-
ML(X,T) ~ Aa' 1 AL Ik (1A, KAL), (2.40)
=0 k=0

,_a
._\

Dans ces conditions, la covariance des moments partiels peut étre calculée de la
facon suivante?

E{M],(x.7) Mm (X T)} & Agi izt p e
xX—1T- xX-1T7T-1
Z Z R 132K B{f(hAz, ki A f(laAz, KAL)} (2.41)
1=0 k1=0 lo=0 k2=0
Si un des ordres est représenté par le symbole “—", ’équation (2.41) est modifiée
et la somme correspondante disparait. Par exemple, si ja correspond a “—", (2.41)
devient

11,71

E{Mmf (X, T) ML, (X, T)} ~ Agitti 2 A+

X—

Z Z R Zz E{f(liAz, ki At) f(loAz, (T —1)At)}. (2.42)

1=0 lo=0

2.3.2.3 Hypothése d’un bruit blanc

Le bruit v(z,t) considéré est une séquence aléatoire bidimensionnelle obtenue
aux points d’échantillonnage [Axz dans 'espace et kAt dans le temps avec | €
{0,--- , X —1} et k€ {0,--- , T —1}.

Considérons les hypothéses suivantes :

e bruit de moyenne nulle?

E {v(l,k)} = 0 (2.43)
e bruit blanc
E {U(l, k)’U(l/, k/)} = O'2 5l—l’ 5k—k’ (244)

oil 02 est la variance du bruit v(l, k), et 6;—; est le symbole de Kronecker avec
50:16)6(51;]':0 A 275]

SE {®} représente ici I’espérance mathématique d’une variable aléatoire a temps discret.
“La notation des variables & temps discret est simplifiée en considérant v(l, k) = v(IAz, kAt).
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Dans ces conditions, les covariances (2.41) et (2.42) des moments partiels du
bruit deviennent, respectivement

E{M§, ;, (X, T) M, ;,(X, T)} = o® Azt Her2 A tiat?

11,J1 12,J2
xX-1 T-1
Z i tiz LItz (2.45)
=0 k=0
et
. . X_l . .
E{M, (X, T) M}, (X,T)} m o AgHt2 AN " pntiz (T — )71 (2.46)
1=0

Les équations (2.45)-(2.46) peuvent étre simplifiées en considérant au cas par
cas les propriétés suivantes

T
L
-
(en)
I
~

~
I
[ ]

~.
—
I
—~
~
o |
—_
~—
~

T

(2.47)
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~
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|
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SN—
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Moyenne de ’erreur d’approximation en présence de bruit blanc

Calculons la moyenne de l'erreur d’approximation (2.35) en considérant une
implémentation des moments basée sur la méthode des rectangles (2.40). On obtient
alors

E{&(X,T)} ~ ag AxAt Zl)i_ol ZkT:—Oll kE{o(l,k)} ZZX:_Ol E{o(, T — 1)}

ZT‘IE{)Z?X— Lk} Y Z“Efn(l k)}
_ k=0 = ’ + =0 k):{(}r ’ (2.48)

soit, en considérant (2.43), une moyenne nulle, c’est-a-dire E {£(X,T)} ~ 0.
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Variance de ’erreur d’approximation en présence de bruit blanc

Toujours dans les mémes conditions, calculons maintenant la variance de I’erreur
d’approximation (2.35), soit

E {£(X,T)*} :agE{MIf,l(X7T)2} +2a0< E{M} (X, T)M§_(X,T)}

X272 X2
IE{M (X, T)M" o(X,T)} IE{M T)Mpo(X,T)}
X172 X2T2
E{M§ _(X,T)*} E{M" (X, T)*} E{M§(X,T)*}
* X2 * T2 * X2T2
2E {M§ (X, T)M" (X, T)} QE{M’“ (X, T)M§o(X,T)}
+ XT X2
_2E {MY (X, T)ME (X, T)}
<72 (2.49)

En considérant (2.45-2.47), on obtient

360)2(T (af Ax2A(X —1)(2X — 1)(T — 1)(2T - 1)

—54 ag AzAHX — 1)(T = 1) +36 (X + T —1)). (2.50)

E{e(X,T)°} ~

Dans 'hypothése d’un bruit blanc, la variance de ’erreur d’approximation (2.50)
présente un minimum pour des intervalles d’intégration X, et Top.

Exemple 1. Considérons les valeurs numériques suivantes : ag = 1, Ax = 0.1,
At = 01,1 < X <100, 1 < T < 150 avec I’hypothése d’un bruit blanc (les
unités ne sont pas spécifies. Dans cet exemple académique, la signification des deux
dimensions est quelconque). La variance normalisée de lerreur d’approximation est
tracée sur la figure 2.1. En termes de variance minimale, les valeurs optimales des
intervalles d’intégration des moments partiels sont Xop = 45 et Topr = 45.

Remarque 2.1. L’équation aux dérivées partielles considérée (2.28) est “symétri-
que” au sens ot les variables x et t peuvent étre échangées sans modifier le compor-
tement. Ce qui explique le fait que Xopr = Topt-

Remarque 2.2. Dorénavant, l’équation (2.50) approchant la variance de l’erreur
d’approzimation peut étre utilisée pour rechercher Xops et Tope @ partir d’une connais-
sance a priori sur le paramétre ag.

Ezxemple 2. Considérons de nouveau [’exemple 1, a savoir le vrai parameétre ag = 1,
Ax =0.1 et At =0.1.



2.3 Moments partiels 2D 39

|

[a]

— 0.2
&“ il
s

W 0.15
—

S

0.05
100

X 0 0 T

FIGURE 2.1 — Variance normalisée de l'erreur d’approximation
(Exemple 1).

Supposons une connaissance a priori du paramétre ag avec une erreur de plus
ou moins 30 %. Alors :

e Pour apg priori = 0.7, on déduit de I’équation (2.50) les valeurs Xops = Topt =
57.

e Pour agg priori = 1.3, on obtient les valeurs Xopr = Topt = 38.

Reprenons ’équation (2.50) avec le vrai ag, soit ag = 1, et calculons ’écart
relatif entre la variance normalisée optimale obtenue pour Xopt = Topt = 45 et celle
obtenue a partir de linformation a priori sur ag. Alors,

o Pour Xopt = Topt = 57 (a0q priori = 0.7), on obtient un écart relatif de 7.7 %.
o Pour Xopt = Topt = 38 (a0q priori = 1.3), on obtient un écart relatif de 3.7 %.

La recherche X, et T,y & partir d’'une connaissance a priori assez précise
conduit & des écarts relatifs peu importants. Il faut toutefois que cette information
a priori ne soit pas trop éloignée de la valeur recherchée. Pour I’exemple proposée,
si on prend agg priori = 0.5, on obtient X,y = Tope = 71, ce qui conduit a un écart
relatif sur la variance de 32.4 %.
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Variance de ’erreur d’estimation en présence de bruit blanc

Considérons l'erreur d’estimation de la sortie définie par (2.36). Notons que la
sortie bruitée peut étre reformulée comme suit

y(X,T) = yo(X,T) +v(X,T)

M (X, T) (X, T)  ME(X,T)
0 + by

y(X7T) = -

XT X
ME (X, T)  MEp(X, )
v (X, T)
Mr) . abhoen M 2:51)
y(X,T) = —ap— 7 Th— X
MEy(X,T)  Mio(X, ) ML (X, T)
(X, T LIV
+ ) T g,, ) + ao XT
_./\/l07_( X, T) o(X,T)
X XT
pour obtenir
My _(X,T)
y(X,T) = (X, T)0 + ———~
MY (X, T) M} MY (X, T
oX.T) M (X, >+UXT)+GO BNT) (s
; T (T XT
_./\/107_( X, T) o(X,T)
X XT
avec
6=1[ao bo ] . (2.53)
Ainsi, erreur d’estimation devient
. MY (X, T
SXT) = (X T) (0 - 67 4+ 0(X,T) + ag kD)
Mb (X, T) M2 (X 1) Mo(X,T) (254
X T XT ’
Etudions la variance de lerreur d’estimation dans I’hypothése ot orM _ 0, soit
v (X, T
E{ lim &(X,T)? } =E {v(X,T)?} + 2aoE {’U(X, T)M
GPM 9 XT
M (X, T MY (X, T
—2E {U(X, T)O’)(()} — 92K {U(X, T)’O;)} (2.55)
MG o(X, T

+2E{ (X, T)XT)} +E{a(X,T7)*}.

Dans I'hypothése d’un bruit blanc, les termes E{ (X, T)&} sont nuls.
D’ou
E{ lim &(X,T)? } =E{(X,T)°} + o (2.56)

gPM g
En conclusion, l'erreur d’estimation présente une variance minimale pour les
mémes valeurs Xy et Ty obtenues pour I'erreur d’approximation.
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Variance du biais en présence de bruit blanc

En substituant (2.52) dans (2.39), on obtient le biais sur les paramétres estimés

~1
(IAz, kAL T (1A, k:At))

AG =6PM — g = (ii

ol
X =0 k=0
(IAz, kAY) (v(1Az, kAL) L1 (2.57)
ZZ OSD o < o kAL + 00— T A
xz, t) xz, t x, t
" (1Az. kA 1Az, kA 5 o(IAz, kA
- Az KAt T IATEAL

La matrice de covariance du biais, définie par E {(A@ —E{A0}) (A0 —E {AG})T},
dépend de

. {@(X’ T)¢" (X,T) (U(X7 T) + aoll)’;((;(’T)
_MS,—(X, T) _ MLO(X, T) n _/\/16170()(1 T)>2 (2.58)
X T XT -

Or, dans 'hypothése d’un bruit v(x,t) blanc, la matrice (2.58) devient

E (M%‘?l(x,T)JrMil(x,T))? . {M@;?I(X,T)JFMMX,T) M’il(X,T)}
XT XT XT
E {M’{?1<X,T>+M11<X7T) My, (XT) } E { <M%,1<X,T> ) 2}
XT XT XT
MY (X, T M _(X,T MY (X, T M (X,T)\ 2
{05 11+ T Mg s )

_ [ 0 ] |
(2.59)

Etudions le seul terme non nul qui peut étre réécrit sous la forme suivante

e { (2D

XT
(X, T MP (X, T MY (X, T v (X, T 2
o 20 s sagey)

(2.60)
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En notant que E {v(X,T)M} ((X,T)} =0, ce terme devient

Mv4 MUMU3 Mva3 vaS
. 2V 0,—/Y1,1 -0/ 0,0/v11,1
En=EQaysgmr 20 | -~~~ xsqa XA
b M2 MY PME P MG MY,
X412 X274 X474
JME MO MY 2 MG MM, MY MM
* X373 a X473 a X374 ’
(2.61)

et, aprés les simplifications présentées en annexe A,
Ell [ 0'4

2 AzAHH (X —1)(2X — 1)(3X2% —3xX — 1)(T — 1)(2T — 1)(3T%? 3T - 1)

> 900 2 3 ng-g 2 2 2

X —-1(T-1) (X —=1)>(T -1 (X —1D(T -1)
A 3A 3 _( .
FagAzm AL ( 22T 20372 RAPT?
2X - 1)(T—-1) (X-=1)(2T -1)

A2 AR(x —1)(T —1) (¢
FACARX = DT = 1) GAST2 T 6A2T?

2x -1)2T -1) 2X—-1)(T-1) _ 2xX —1)(T —-1) _ (X -1)27T -1)

36373 X373 3X3T3 3x37T3 '

(2.62)

Exemple 3. Considérons de nouveau l'exemple 1, a savoir le vrai paramétre ag = 1,
Az = 0.1 et At = 0.1. La figure 2.2 présente E11, image de la variance du biais,
définie par (2.62). Le terme Eyy est minimal pour des intervalles d’intégration des
moments partiels Xopy = 44 et Topr = 44, soit des valeurs tres proches des valeurs
optimales pour l'erreur d’approximation.

2.3.2.4 Hypothése d’un bruit corrélé

Considérons maintenant un bruit v(z,t) corrélé. Pour simplifier les développe-
ments, on considére un bruit 2D avec une corrélation séparable & 1’aide des hypo-
théses suivantes :

e bruit de moyenne nulle
E{v(l,k)} =0 (2.63)

e la corrélation résulte d’un bruit blanc e(l, k) de variance unitaire filtré par un
processus 2D AR(1)® comme suit

v(l, k) =p1v(l —1,k) + pav(l,k —1) — p1pov(l — 1,k — 1) +e(l, k) (2.64)
et est définie par

E {o(l, kyo(l',K')} = a2pl " plf =¥ (2.65)

5Processus auto-régressif a deux dimensions d’ordre 1.
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FIGURE 2.2 — %}, image de la variance du biais en présence de bruit
blanc (Exemple 3).

SN

T2 (2.66)

et

0<p <1, 0<p<l.

(2.67)

Des coefficients de corrélation p; et pa proches de 1 générent un bruit trés corrélé,
alors que des coefficients nuls fournissent un bruit blanc. Dans ces conditions, la
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variance de 'erreur d’approximation devient

E{é(X T)Q} QAl' At2 X—-17T-1 X—-1T7T-1

012: Qg X272 Z Z l1k1 Z Z lok p\h lo| \k:1 ka|

11=0 k1=0 l2=0 ko=

A:L‘AtX 17-1

. X2T Z Z llki Zp|l1 lo| \2161 T+1|

11=0k1=0 lo=0
X-1T7-1
AxAt [lh—X+1| |k1—ka]
A S ik Y
11=0 k1 =0 ka=0
X-1T7-1

+ 2ag

ATy S X 3
T .
11=0k1=0 l2=0 ko=0
X—-1X— T—-17T-1 1 X-1T-1X-1T7T-1
11 —l2| |k1—k2| [li—l2| |k1—kz|
o Z +* 220 e m
11=015=0 k1=0ko=0 11=0k1=0 2:0k2:0
xX-17-1 —1X-1T-
|ll X+1| \7— 1—ko| [li=l2| |T—1—k2]
Z 1 P2
ll 0 ko=0 11=Ol2:0k2=l]
1X-17-1
=1t Jli—kal (5 6g)
- Z Z Z -
7—2 k1 =0 l5=0 ky=0

Pour I’équation différentielle (2.28) et les conditions de simulation considérées, la
variance de 'erreur d’approximation (2.68) en présence de bruit corrélé est minimale
pour des intervalles d’intégration X’ et T inférieurs & ceux obtenus dans le cas d’un
bruit blanc.

Exemple 4. Considérons de nouveau [’exemple 1 avec cette fois ’hypothése d’un
bruit corrélé. Les figures 2.3 et 2.4 représentent la corrélation du bruit (2.65) et la
variance de Uerreur d’approximation (2.68) pour les cas suivants :

e Cas 1:p; =0.5 et py=0.5,
e Cas 2:p1 =09 et po =0.9.

Les valeurs optimales sont Xopy = Topt = 31 pour le cas 1 avec un bruit faiblement
corrélé, et Xopr = Topt = 19 pour le cas 2 avec un bruit fortement corrélé. Rappelons
que ces valeurs étaient Xop = Topr = 45 dans le cas du bruit blanc (exemple 1).

2.3.2.5 Conclusion

On peut conclure de I’étude du cas simple de I’équation aux dérivées partielles
définie par (2.28) que le modéle 2D basé sur les moments partiels présente la méme
propriété du minimum de variance que le modéle 1D. Cependant comme le montre
le paragraphe suivant, cette propriété n’est pas systématiquement vérifiée dans le
domaine spatial pour une EDP quelconque.
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2.3.3 Diffusion de chaleur dans un mur
2.3.3.1 Position du probléme

Considérons le probléme de diffusion de la chaleur dans un mur (Gabano et al.
(2008)) ot on s’intéresse a l'estimation du coefficient de diffusivité thermique o
Supposons que la température Ty(z, t) soit uniforme pour chaque plan paralléle aux
faces avant et arriére du mur. Ce mur se caractérise par une épaisseur L comme
présentée dans la figure 2.5.

L
Température i ' ’
face avant ETO(% t) (Iempérature
' face arriére
()t
oun(d) 5 o(x, ) )
0 T L

FIGURE 2.5 — Mur thermique.

Un flux thermique ¢;,,(t) est appliqué au mur a z = 0. La température To(z, )
et le flux thermique ¢(z,t) satisfont respectivement les lois de diffusion de chaleur
suivantes

8T0 (CE, t) a82T0 (CL‘, t)

= 2.
ot z? (269)
8’]1‘0 (1‘, t)
t) = - A——F— 2.70
o (.1 G (2.70)
ou
e )\ : conductivité thermique (W.m=1.°C~1),
o o= % . diffusivité thermique (m?.s71),

e p : masse volumique (kg.m™3),

c : chaleur spécifique (J.kg=1.°C71).

2.3.3.2 Modéle basé sur les moments partiels 2D

Pour manipuler les ordres de dérivation supérieurs & 1, introduisons la formule
de Cauchy pour l'intégration successive qui permet de transformer une intégrale
multiple en une intégrale simple

f:o faal .. f:"‘l f(op)0oy, ...002001 = ﬁ f:o(ao —01)" L f(01)007.
(2.71)
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L’équation (2.69) présente un systéme d’ordre 2 par rapport a l’espace et d’ordre
1 par rapport au temps Pour faire disparaitre les dérivées partielles, appliquons le
calcul intégral fo t fo ' 73 @ 290710t & 'équation (2.69), soit

T X x1
/ t/ / x%wa@axl&
o Jo Jo ot

V0 (X.T)
2
= a/ / / 28 TO xQ’ )8x28x16t (2.72)

y2O(X7T)

Apreés une intégration par parties, la partie gauche de (2.72) devient

y}ro X T / / .TUQT() .%'2, 61’28.%’1 / / / To 392, 8:62(9.1‘1(%

(2.73)
Utilisons la formule de Cauchy (2.71) pour simplifier les intégrales doubles et obtenir

ey = [ st 1ion

X T
X/ ;Cl/ To(z1,t Gtaml— / 1T0($1,T)8.%’1+/ .T?/ ’H‘g(xl,t)ataxl.
0 0

(2.74)
Ainsi,
VI(X, T) = TXM3° (X, T)+ XM (X, T)+T M50 (X, T)— M54 (X, T). (2.75)

De la méme maniére, la partie droite de (2.72) s’écrit sous la forme

T T X
Vio(x,T) :Xz/ ﬂro(X,t)at—4/ t/ a1 To (1, t)Oa1 Ot +
0 0 0

T X x1
2/ t/ / T()(l’g,t)awgal’lat. (2.76)
0 0 0

A Tlaide de la formule de Cauchy, on obtient
V3(X,T) = X2/ tTo(X, 1)t — 6 / 1:1/ tTo(xy, )0tz

+2X/ / tTO l‘l, 37585(51, (277)

= X°MD (X, T) — 6M{Y (X, T) + 2X M5 (X, T).
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Ainsi, le modéle obtenu peut étre réécrit sous la forme suivante
VIP(X.T) = a5P (X, T) + Vif (X, T) (2.78)
avec
VIP(X,T) = Mp? (X, T),
MD(X,T)  MG(XT) | M(X.T)

T _ ) _ i i
waﬂ_M%xw+M&mﬂ_M%wn
A7 T X TX

Remarque 2.3. On notera que le modéle (2.78) n'est pas un modéle de sor-
tie comme peut ’étre le modéle (2.31). On a en fait construit une pseudo-sortie

ViR(X,T).

Substituons la sortie mesurée T(x,t) = To(z, t)+v(z,t) ala sortie exacte To(z, t)
dans I'équation (2.78) pour obtenir une approximation de la sortie comme suit

Yi(X,T) = ady ™ (X, T) + Vi3 (X, T) (2.80)

ot v(z,t) est le bruit blanc présenté dans la paragraphe 2.3.2.3.
Définissons ’erreur d’approximation

E(XaT) :jll(XvT)_yirlo(X’T)
—a <X z,l(XaT) 6 T,l(Xﬂ T) +2 8,1;X7T)>

T XT (2.81)

12],0(X7 T) + Mg,f(Xv T) _ g,O(X7 T)
T X TX '

2.3.3.3 Moyenne de ’erreur d’approximation en présence de bruit blanc

Considérons une implémentation des moments basée sur la méthode des rec-
tangles, la moyenne de ’erreur d’approximation est alors donnée par

X-1T7-1
B XAajAt Az At
E{&(X,T)} ~af Zk‘E{v?{k)} 6~ > 1k E{u(lk)}
k=0 =0 k=0
X-17-1 3 X—17-1
+2MTA’5 k E{v(l,k)}) A,;“ 2 E{v(l, k)}
1=0 k=0 1=0 k=0
AIE3 X—1 ALU3 X-17-1
+— 2 LE{(LT) > 1E{v(l,k)}
=0 =0 k=0

(2.82)

L’hypothése d’un bruit v(x, t) de moyenne nulle permet de conclure que E {£(X,T)} ~
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2.3.3.4 Variance de ’erreur d’approximation en présence de bruit blanc

Calculons la variance de I'erreur d’approximation, soit

E{&(X,T)*} = o (X E{M" (X,T) }+36X2T2E{M ,T)%}
A E MG (X, 7)) 12TiE{MZ L T)ME (X, T)}
+4%E{Mﬁ,1(X, TYMG (X, T)} = 24=mm BAMY, (X, TIMG (X, T)})
+ 2« (;{;E{MEJ(X, TYMS (X, T)} + E{M (X, T)M35 _(X,T)}

—iE{Mz (X,T) gyO(X,T)}—ﬁ—E{M” (X, T)M5 (X, T)}

X2TE{M T)MS_(X,T)} +6X2T2E{M (X, T)M30(X,T)}
+2ﬁE {ME1(X, T)M5 (X, T) }+2 E{Mm X, T)M5 _(X,T)}
o E {M8,1<X, T) M3 (X, T)}) ¥ ﬁE (M5 (X, 7))

—2ﬁE{M5,o<X,T> 5,0<X,T>}— IE{M” 7 gO(X,T)}.

(2.83)

X2T

En supposant un bruit blanc et en considérant (2.45-2.47), on obtient

X—-1

X—1
B Az?AL?
E{&(X,T)%} = 03 (a* =gy T ZkQ [A1436 > PH8X3—12X2 (X —1)-24X ) ]

=0 =0

T-1 1

X;ﬁ;ZkZLZZ‘O’(X1)6Zl4+2/’\,’22l2]

=

X2T2 TXQZZ4+TQZZG TZZ6 (2.84)

Exemple 5. On considére les valeurs numériques suivantes : o = 0.3383 1074
m?.s7t, Az = 0.0001 m, At =001 s, 1 < X <100 etl1 < T < 150. La fi-
gure 2.6 présente la variance normalisée de lerreur d’approximation. On peut noter
que la variance est monotone en X sur lintervalle étudié. La figure 2.7 montre la
variance normalisée pour X = 100. L’optimum temporel est alors T = 12.
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FIGURE 2.7 — Variance normalisée de l'erreur d’approximation pour
X = 100.
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2.3.4 Conclusion

L’étude statistique des équations aux dérivées partielles est compliquée pour
trois raisons. La premiére raison est liée & ’ordre du systéme : la complexité aug-
mente dés que I'ordre augmente. La deuxiéme cause vient de I’hypotheése sur le bruit
qui influence le calcul de la variance de l'erreur d’approximation. Et la troisiéme
raison est attachée aux nombres de variables dans I’équation aux dérivées partielles.
Notre cas d’étude se limite & deux variables : I'espace et le temps. Si le systéme
admet n variables alors il faut n intégrales relatives & chaque variable.

Pour le cas simple de la section 2.3.2, on démontre que le modéle basé sur les
moments partiels 2D posséde bien deux intervalles d’intégration optimaux en termes
de variance minimale de 'erreur d’approximation. Pour la diffusion de chaleur dans
un mur, le modéle considéré ne présente qu’un optimum temporel.

2.4 Moments partiels réinitialisés 2D

2.4.1 Définition des moments partiels réinitialisés 2D

De la méme facon que pour les systémes 1D, définissons le moment partiel réini-
tialisé 2D d’ordre 7 dans le domaine spatial et d’ordre 7 dans le domaine temporel
de la fonction f(x,t) de carré sommable par

i

X T
L) = /0 /0 ol f(x— X 40t —T+7)d1d0 (2.85)
ot X et 1" sont les parameétres de réinitialisation, paramétres de conception a choisir
par I'utilisateur.

Comme on a pu le voir dans 'exemple du paragraphe 2.3.3, si le probléme est
borné spatialement, il est raisonnable de choisir de calculer les moments en prenant
X = L. Alors, seule la réinitialisation dans le domaine temporel est considérée.
Dans ce cas, on utilise le moment partiel réinitialisé avec une fenétre glissante dans
le domaine temporel et un intervalle d’intégration spatial fixe portant sur [0, L] ou
L est ’horizon spatial. Ce qui donne

L T )
Mi{j(L, t) = / / o'l f(o,t — T + 7)0700. (2.86)
0 0

2.4.2 Modéle de sortie basé sur les moments partiels réinitiali-
sés 2D

Considérons de nouveau l'exemple simple (2.28). En substituant la sortie exacte
yo(x,t) par la sortie mesurée y(x,t) dans I’équation (2.31), et en considérant les
moments partiels réinitialisés plutot que les moments partiels, on obtient le modéle
de sortie suivant
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MY (x,t) . M (x,t) MY _(x,t
DD M) MG

y(x,t) = —a — — L
(1) 0 X7 0 X7 b 2.87)
N MY o(x,t) B Mg o(z,t)

2.4.3 Identification et implémentation
2.4.3.1 Estimation par les moindres carrés

Le modéle de sortie (2.87), linéaire par rapport aux paramétres, peut étre réécrit
sous la forme d’une régression linéaire

gz, t) = o7 (2, )07M 4+ 4¥ (2, 1) (2.88)
ol
MY (x, M (z, T
olat) = | - Mz [
GRPM _ [a b ]T’ (2.89)
MY _(z,t) MY (z,t) MY o (z,t)
Part) = M | Moo Mt

Disposant d’un ensemble fini de mesures d’entrée-sortie défini par
{U(ZACE, kAt), y(lA.I, k;At)}lE{O, 7Na;},k56{07"' ,Nt} y (290)

considérons le critére quadratique suivant

J= Z Z (IAz, kAL) — j(IAz, kAt))? (2.91)
=X k=T

oit X correspond & X = XAz et T a1 = TAL.
Le vecteur de paramétres #7M peut étre estimé par I’algorithme des moindres
carrés

-1
Nz Nt
ORPM = 13N " p(IAx, kAT (1A, kAL)

=X k=T 2.99
- (2.92)

) Az, kAL (y(IAz, kKAL) — 7Y (1A, kAL)).
=X k=T
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2.4.3.2 Estimation par ’approche variable instrumentale

Comme pour le cas 1D, la présence du bruit v(z,t) dans le régresseur o(z,t)
entraine un biais dans I’estimation par moindres carrés. Ce qui améne a introduire
la variable instrumentale pour améliorer la qualité de ’estimation comme suit

-1

Nz N¢
OTVIRPM — 1NN " (1Az, kAL T (147, KAL)
I=X k=T (2.93)
Nm Nt
> ) Az, kAL (y(IAz, kKAL) — Y (1Az, kAt))
=X k=T
ol A -
MY (x,t) MY (x,t
bty = |- M@ M) (2.94)

XT XT
et g(z,t), Uinstrument, est fourni par un simulateur de I'EDP avec les paramétres
ap et by estimés a l'itération précédente.

Quelques itérations de I’algorithme de la variable instrumentale sont recomman-
dées afin d’éliminer le biais.

2.4.3.3 Implémentation des moments partiels réinitialisés

Plusieurs méthodes de calcul approché d’intégrales sont proposées dans la lit-
térature. Parmi ces techniques, on cite les méthodes de Simpson, des rectangles et
des trapézes (Walter, 2014). Dans la suite de ce chapitre, 'implémentation numé-
rique des moments partiels réinitialisés (2.86) est obtenue a 'aide de la méthode des
trapézes. Le moment partiel réinitialisé d’ordre (i, j) se calcule alors comme suit

N, T
ML) =Y VY Wi(iAx) (kALY f(1Az, t — TAL + KAL), (2.95)
=0 k=0

avec L = NyAz, T = TAt, Vo = Vn, = Azx/2, V= Az pour l =1,--- /N, — 1,
Wo =Ws = At/2 et Wy = At pour k=1, LT —1.

Pour appliquer la formule (2.95), il est nécessaire d’avoir des données mesurées a
chaque échantillon spatial. Il est & noter que ces échantillons sont équidistants. Dans
certains cas, il est difficile de satisfaire cette hypothése. Utilisons alors la méthode
des trapézes avec un échantillonnage spatial non uniformément réparti. Le moment
partiel réinitialisé d’ordre (i, j) s’écrit alors

N.—1 T
MLty = Y (wn —2) Y Wi(kAt)!
=0 k=0 (2.96)

(2131) " f (@141, t — TAE+ kAL + (27)" f (7,6 — TAE + kAL)
2 )
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ot x;, pour [ =0,--- , N, représente le point d’échantillon spatial.

2.4.4 Discussion

En identification de systémes a temps continu, les approches & erreur d’équa-
tion consistent a approcher les dérivées des signaux d’entrée-sortie inaccessibles a
la mesure. Dans le cas 1D d’une équation différentielle ordinaire, trois classes d’ap-
proches existent, et elles sont basées, respectivement, sur le filtrage, 'intégration ou
les fonctions modulantes (Mensler (1999); Garnier et al. (2003)). L’approche basée
sur les moments partiels réinitialisés a la particularité d’appartenir a deux des trois
classes. Effectivement, par nature, cette méthode est classée parmi les approches
basées sur l'intégration, mais elle peut étre également classée parmi les approches
basées sur le filtrage étant donnée la formulation (2.17) avec le filtre FIR implicite
(Trigeassou (1987); Ouvrard et Trigeassou (2011)).

Dans le cas 2D, le modéle basé sur les moments partiels réinitialisés n’a pas été
formulé sous forme de filtrage FIR. Cependant, cette formulation est certainement
envisageable si on considére les travaux de Mboup (Mboup et al. (2009); Bachalany
et al. (2010)) sur la différentiation numérique multivariable.

L’utilisation des moments partiels réinitialisés permet d’obtenir une estimation
des paramétres avec une variance minimale & condition de choisir les paramétres
de conception XetT proche de X, et Tope. En pratique, le choix des valeurs de
X et T se fait empiriquement en les augmentant progressivement et en utilisant un
critére du type critére quadratique ou auto-corrélation des résidus.

2.5 Identification du coefficient de diffusion de la chaleur
dans un mur thermique

2.5.1 Identification avec des mesures uniformément réparties

On considére dans cette section ’exemple de simulation de la diffusion de chaleur
pour étudier les performances de la méthode des moments partiels réinitialisés. Cet
exemple concerne I’équation de transfert de chaleur & travers un mur.

L’équation de diffusion de chaleur, sous sa forme générale, se caractérise par la
relation entre la variable de temps t et les variables d’espace x, y et z. Ces quatre
variables sont complétement indépendantes. Dans cette étude, on va se limiter &
deux variables, ainsi la température est exprimée seulement par rapport a I’espace
x et le temps t.

Dans cet exemple, on considére des moments partiels réinitialisés avec une fe-
nétre glissante temporelle et un intervalle spatial fixe [0, L] comme définis dans
(2.86). Ceci se justifie par le fait qu’'on ne trouve pas d’intervalle spatial optimum,
mais également par la largeur limitée du mur.



56 Identification de systémes régis par des EDPs basée sur les RPM

2.5.1.1 Simulation

En se basant sur les différences finies, un simulateur numérique a été suggéré
dans (Gabano et al. (2008); Gabano et Poinot (2009)) afin de simuler 1’équation de
diffusion de chaleur (2.69). Comme montré dans la figure 2.8, le mur est divisé en N,
cellules d’épaisseur Ax. Ainsi, chaque cellule est définie par son abscisse x = [Ax
(0 <1< N,) et par son épaisseur Az = L/N,.

S

pin(t)

|

T(L,¢)

> —
Ax
FIGURE 2.8 — Discrétisation spatiale du mur.

Les conditions initiales sont généralement connues. Elles représentent la répar-
tition de la température & t = 0. Les conditions limites représentent les contraintes
sur les frontiéres qui permettent de résoudre les équations aux dérivées partielles.
Pour I'exemple du mur thermique, on maintient la température T(L,t) de la face
arriére constante.

Les conditions spatio-temporelles initiales et limites respectent les relations sui-
vantes

T(L,t)=0 ¢>0 -
=0 o< ' (2.97)

Pour chaque abscisse, I’équation de chaleur suit la loi suivante

dT(Az,t) 1

i = e T =1)Az0) = 200z ) + T+ DAw,1) - (298)

qui se caractérise par :
- : _ 1Az
e la résistance thermique R; = 15,

e la capacité thermique C; = pcSAz,

oll S est la surface du mur.
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Remarque 2.4. La multiplication de la résistance thermique R; par la capacité
thermique C; est proportionnelle a l'inverse du paramétre de diffusion de chaleur o.

L’équation (2.98) nous rameéne au schéma électrique équivalent présenté dans la
figure 2.9.

Ry T@Az,t) R
“_E [ 3
T((l — 1)Ax, t) C T((l +1)Az,1)
777 Yo o

FIGURE 2.9 — Schéma de simulation d’une cellule élémentaire du mur.

Si on considére les températures T(IAz,t) (0 < [ < N,) comme des variables
d’état, alors on obtient le modéle d’état suivant

X = Ax+u (2.99)
avec i
x = [T(0,¢) T(Az,t) T(N,Az,t)]"
T
_ |9pin(®) T(L,t)
u = [QTz 0 0 RE ] ,
=2 2 -
R,C, R,C, 0 e 0
1 -2 1 ..
RC RC R S (2.100)
A=110 . 0
: 1 —2 1
. RCy Rllcl R_lgl
- 0 o 0 R Cy R;C;

Le flux de chaleur ¢;,,(¢) et la température de la face arriére T(L, t) représentent
les entrées du modeéle, et les sorties sont les températures de chaque cellule élémen-
taire du mur.

Pour la simulation, on fixe les paramétres physiques comme suit

p=28.52210% Kg.m™!,
A =111 W.m.C~1,
c=0.38510% J.kg~'.C,
a=0.3383 1074 m2.s71,
S =100 cm?,

L=5cm.

(2.101)
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De plus, les pas d’échantillonnage temporel et spatial sont fixés & At = 0.01 s
et Az = 10~* m, respectivement. Le flux thermique ¢;,(t), utilisé pour exciter le
simulateur, est présenté dans la figure 2.10, de méme que les températures T(0, t)
et T(%,t) .

4

= Température x=0
3 |— Température x=L/2

L NS

I I I I |
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

10000 T T T T T T T T ]

5000 - q

0

| | | | | | | | |
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
t(s)

FIGURE 2.10 — Entrées/Sorties du mur (sans bruit).

2.5.1.2 Modéle basé sur les moments partiels réinitialisés 2D

D’une maniére similaire a ’exemple simple de la section 2.3.2, dans (2.78), on
substitue les moments partiels réinitialisées aux moments partiels en considérant
les mesures T(z,t) = To(xz,t) + v(x,t) pour obtenir le modéle suivant

V{1(L,t) = &Yy (L, 1) + Yi5(L, t) (2.102)
avec
Vi1 (L,t) = M3 _(L,¢t),

L 1 1
YR (L,t) = =M (L, t) — 6—M{,(L,t) +2=M),(L,1),
91 (L, t) 7 ,1( ) I 1,1( ) 7 0,1( ) (2.103)
1 1 1
Y5(L,t) = =My o(L,t) + =My _(L,t) — — M3 (L, t).
12(L, ) 7 20(Lyt) + 7 M3 _(L,1) FI 5.0(L,t)

Le modéle basé sur les moments partiels réinitialisés (2.102) étant linéaire par
rapport aux paramétres, ’algorithme des moindres carrés permet d’estimer le coef-
ficient de diffusivité thermique

-1

Nt Nt
ars = | Y Yoi (L, kAt)? You (L, kAE) (Y1 (L, kKAL) — Yi5(L, kAt)) (2.104)
k=T k=T

ol 7', correspondant & T = ’7'At, est le parameétre de réinitialisation.
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Puisque le bruit est présent dans le régresseur YZT, I’estimation des moindres
carrés est biaisée. Aussi, pour améliorer la qualité d’estimation, on introduit 1’al-
gorithme d’estimation avec la variable instrumentale. Le régresseur de la variable
instrumentale est

L - T 1 -
Lt)==MT (L,t)—6—ML,(L,t)+2=M], (Lt 2.105
&( )T 1(L:t) I 11(L,t) Tqﬂ) ( )

oi T est fourni par un modéle auxiliaire basé sur I’estimation & & 'itération précé-
dente dans le processus itératif de la variable instrumentale.

On se heurte a la difficulté de simulation de 1’équation aux dérivées partielles
représentant le modéle auxiliaire. Ici on a choisi d’utiliser le simulateur présenté
dans la section 2.5.1.1 avec ’hypothése que les paramétres p et ¢ sont connus et
que l'estimation de & donne accés a ’estimation de A. Autrement dit, le modeéle
auxiliaire donnant l'instrument est défini comme suit

OT (x,t) A 9T (x,1)

2.1
ot pc  Ox2 (2.106)
<OT (2,1)
p(x,t) = —A————. 2.107
¢ (z,t) D (2.107)
L’estimation basée sur la variable instrumentale est donnée par
-1
Nt
ary = | Y (L, kA, (L, kAL
k=T 2.108
. (2108)
> &L KAV (L, kAY) = Yi5(L, kAD)).
k=T

Quelques itérations de 'algorithme de la variable instrumentale suffisent a ré-
duire le biais.

2.5.1.3 Reésultats

Les performances des estimateurs (2.104) et (2.108) sont évaluées par une si-
mulation de Monte Carlo avec 100 tirages d’un bruit blanc gaussien de moyenne
nulle. Tous les échantillons spatiaux sont perturbés, dans le domaine temporel, avec
des séquences de bruit différentes. Ce bruit se caractérise par un rapport signal sur
bruit® égal a 10 dB. Pour obtenir une bonne estimation, on excite le systéme avec
un flux ¢;,(t) de type signal binaire pseudo-aléatoire comme le montre la figure
2.10. Le tableau 2.1 montre les résultats d’estimation des deux méthodes (LS et
IV) ou tous les points d’échantillonnage spatial sont considérés.

6S/Bap = 10 log(S/B)
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TABLE 2.1 — Estimation pour la simulation de Monte Carlo et
N, + 1 =501 (Valeur réelle : a = 0.3383 10~ m?s~1).

arv
Ecart-type (10~ °)
0.1300

ars
Ecart-type (10~°)
0.1591

Moyenne (10~%)
0.3289

Moyenne (10~7)
0.3397

Les résultats de la variable instrumentale, présentés dans le tableau 2.1, montrent
que le biais est largement réduit. Notons que ce résultat est obtenu pour un échan-
tillonnage "idéal" tel que le nombre d’échantillons est égal a 501. Ces conditions
ne sont pas réalistes. Par conséquent, on essaie de réduire le nombre d’échantillons
spatiaux afin de trouver le nombre minimum qui permette d’obtenir une bonne
estimation telle que 'erreur relative ne dépasse pas 3%.

Les tableaux 2.2 et 2.3 présentent une comparaison entre l’algorithme des moindres
carrés et I’algorithme de la variable instrumentale en diminuant le nombre d’échan-
tillons spatiaux. Deux critéres, la valeur moyenne et I’écart type des estimations,
ont été calculés dans le but d’évaluer les performances d’estimation.

TABLE 2.2 — Estimation par les moindres carrés pour un nombre
d’échantillons spatiaux variable

(Valeur réelle : v = 0.3383 1074 m2s™1).

N, +1 [ Moyenne (10~%) | Ecart-type (10~°) [ Erreur relative %

251 0.3287 0.2064 2.83
126 0.3284 0.2448 2.92
101 0.3283 0.2693 2.95

51 0.3269 0.3498 3.36

26 0.3229 0.4520 4.55

18 0.3170 0.5494 6.29

14 0.3072 0.6235 9.19

11 0.2986 0.6646 11.73

6 0.2164 0.4843 36.03

La lecture horizontale de ces deux tableaux montre que ’estimation par ’ap-
proche de la variable instrumentale est moins biaisée que celle obtenue avec les
moindres carrés quel que soit le nombre d’échantillons spatiaux. Et la lecture ver-
ticale montre que la précision de 'estimation est relative aux nombres de points
d’échantillons. En effet, pour un nombre d’échantillons spatiaux élevé, I’estimation
converge vers le vrai paramétre.

Considérons maintenant le critére du Fitting (FIT) pour évaluer la qualité
d’estimation de nos algorithmes d’identification. Il est défini par

HT(O,t) — (0, H

t)
FIT =100 1-—
8 IT(0, £) — mean(T(0, )]

(2.109)
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TABLE 2.3 — Estimation par la variable instrumentale pour un nombre
d’échantillons spatiaux variable
(Valeur réelle : o = 0.3383 104 m?2s~1).

N, +1 [ Moyenne (10~7%) | Ecart-type (10~°) [ Erreur relative %

251 0.3397 0.1289 0.41

126 0.3395 0.2448 0.35

101 0.3395 0.2693 0.35

51 0.3394 0.3498 0.32

26 0.3357 0.1409 0.76

18 0.3303 0.1378 2.36

14 0.3223 0.1387 4.72

11 0.3111 0.1262 8.04

6 0.2125 0.1122 37.18

ou T(x,t) est la simulation du modele (2.106) avec le paramétre A = pca estimé.
Le critére du fitting pour les moindres carrés et la variable instrumentale est

représenté dans le tableau 2.4 pour x = 0 toujours pour les mémes tirages de Monte
Carlo.

TABLE 2.4 — Valeur moyenne du FIT pour « = 0 pour la simulation de
Monte Carlo.

N, +1 | FIT MC (%) | FIT VI (%)
251 90.76 92.33
126 90.61 92.27
101 90.59 92.27
51 90.12 92.29
26 88.19 92.19
18 85.82 91.20
14 80.56 88.32
11 75.41 82.77

6 6.87 2.65

Ces résultats montent également l’amélioration de la qualité d’estimation avec
la variable instrumentale. On remarque qu’une bonne estimation est obtenue méme
si on réduit le nombre d’échantillons spatiaux & 18. Donc, on peut conclure que 18
capteurs sont suffisants pour résoudre ce probléme d’identification.

La figure 2.11 montre la sortie mesurée, la sortie simulée et Ierreur de sortie
obtenue en x = 0 pour un nombre d’échantillons spatiaux égal & 18.
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Sortie mesurée (x=0)

Sortie simulée (x=0)

0 20 40 60 80 1 (0()) 120 140 160 180 200
t(s

Erreur

— .4 1 1 1 1 1 1 1 L 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

t(s)

FIGURE 2.11 — Sortie mesurée, sortie simulée et erreur de sortie (z = 0).

2.5.2 Identification avec des mesures non uniformément réparties

Dans I'exemple précédent, les résultats sont obtenus avec une répartition spa-
tiale et temporelle des mesures uniformément répartie. Si, dans le domaine tempo-
rel, il est généralement aisé d’obtenir un échantillonnage régulier, dans le domaine
spatial, la répartition de capteurs peut étre hétérogéne. Par conséquent, dans ce
paragraphe, on considére des mesures uniformément réparties dans le temps, mais
non uniformément réparties dans ’espace.

2.5.2.1 Etude sans bruit de mesure

Considérons le systéme décrit dans le paragraphe 2.5.1 sans aucune perturba-
tion sur les mesures pour évaluer le role de la répartition de capteurs. D’aprés le
tableau 2.4, I'identification du mur thermique est réalisable avec 26 capteurs équi-
distants : 2 capteurs sur les faces avant et arriére et 24 capteurs a l'intérieur du
mur. En gardant le méme nombre de capteurs, on teste I'influence de leur position-
nement dans le mur sur la qualité d’estimation. Pour 100 répartitions aléatoires des
24 capteurs internes, on estime la diffusivité thermique a pour chaque répartition.
I1 est & noter que on dispose toujours des 2 capteurs en face avant et en face arriére,
c’est-a-dire pour = 0 et x = L. Les résultats montrent que l'identification avec
une répartition uniforme donne de meilleurs résultats que celle obtenue avec une
répartition non uniforme. La figure 2.12 montre le Fitting de la meilleure configu-
ration non uniforme issue des 100 répartitions testées par rapport a la configuration
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uniforme.

¢ o 0o 06 o6 06 06 o6 0 0 0 06 6 0o 06 0 06 0 0 0 0 0 0 o o
98 ~Con figuration uniforme
97 - -
Con figuration non uniforme
96® © o o o © ®© o ° ° © 00 0000 o o o o °
e S R
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05
x

FIGURE 2.12 — Identification du mur thermique avec 26 capteurs.
Fitting et répartition des capteurs pour les configurations uniforme
et non uniforme.

Diminuons le nombre de capteurs & 18. Considérons une configuration dite quasi-
uniforme oul tous les capteurs sont équidistantes avec Az = 0.003 m sauf les deux
derniers capteurs qui sont éloignés de Ax = 0.002 m. En faisant la méme expérience
pour 100 répartitions aléatoires, on compare le F'itting obtenu avec le Fitting ob-
tenu avec la répartition quasi-uniforme. La meilleure configuration non uniforme
est présentée dans la figure 2.13. on remarque, sans surprise, que la meilleure confi-
guration non uniforme présente de capteurs répartis sur toute la largeur du mur.

% o Te o o b o "o ol o 4 o o o e ¢ o
Configuration uniforme

&~ 94 - N

=

R~ ]

= Configuration non uniforme-|

> ° o o o o ° °e ° . ° 9 © oo >
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05

x

FIGURE 2.13 — Identification du mur thermique avec 18 capteurs.
Fitting et répartition de capteurs pour les configurations quasi-
uniforme et non uniforme.

En comparant le critére du F'itting, ces expériences montrent I'influence de la
répartition de capteurs sur la qualité d’estimation. Ces essais montrent qu’il est
préférable d’utiliser la répartition la plus uniforme possible.

2.5.2.2 Etude en présence de bruit

Pour tester les deux configurations présentées dans la figure 2.13, les estimateurs
(2.104) et (2.108) sont évalués par un tirage de Monte Carlo avec 100 séquences de
bruit. Pour chaque tirage, un bruit blanc gaussien de moyenne nulle avec un rapport
signal sur bruit égal & 10 dB est ajouté sur chaque capteur.

Les tableaux 2.5 et 2.6 présentent les résultats d’estimation de ces deux confi-
gurations.

On montre ainsi que, en présence d’un bruit, ’estimation de la diffusivité ther-
mique « reste correcte & partir d’une répartition non uniforme de capteurs, méme
si la configuration non uniforme conduit & de moins bons résultats. Effectivement,
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TABLE 2.5 — Estimation par les moindres carrés avec la répartition des
capteurs de la figure 2.13
(Valeur réelle : o = 0.3383 1074 m?2s71).

Configuration

Moyenne (10~%)

Ecart-type (107)

Erreur relative %

Quasi-uniforme
Non uniforme

0.3170
0.3099

0.5494
0.5872

6.29
8.39

TABLE 2.6 — Estimation par la variable instrumentale avec la répartition
des capteurs de la figure 2.13
(Valeur réelle : o = 0.3383 104 m?2s™1).

Configuration | Moyenne (10~%) | Ecart-type (10=°) | Erreur relative %
Quasi-uniforme 0.3303 0.1378 2.36
Non uniforme 0.3218 0.144 4.87

I’estimation avec une répartition non uniforme est satisfaisante pour ce niveau de
bruit de 10 dB.

2.5.3 Conclusion sur la répartition de capteurs

On peut conclure de ces simulations qu’il est possible d’estimer les paramétres
d’une EDP a partir de capteurs non uniformément répartis. De plus, plus les cap-
teurs sont uniformément répartis, plus précise est ’estimation.

Cependant, les derniers résultats du tableau 2.4 montrent que, méme si les
capteurs sont uniformément répartis, cela conduit & une estimation fortement biaisée
certes, mais pas aberrante. Cette estimation peut dans certains cas, comme on le
verra dans le chapitre 4, fournir une bonne initialisation pour les algorithmes a
erreur de sortie.

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, on a présenté un rappel sur les moments partiels réinitialisés
1D dédiés aux EDOs. En se basant sur ces résultats, une nouvelle approche a été
suggérée afin d’identifier les systémes décrits par des EDPs. Cet algorithme est basé
sur les moments partiels réinitialisés 2D qui permettent d’approcher les dérivées des
signaux d’entrée-sortie. Ce modéle basé sur les moments partiels réinitialisés est
estimé par un algorithme des moindres carrés. Ensuite, une variable instrumentale
est introduite afin de réduire le biais sur 'estimation.

A l’aide d’une étude statistique, on a montré que les moments partiels réini-
tialisés permettent d’obtenir une estimation avec une variance minimale pour des
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paramétres de conception optimaux.

Cette approche a été évaluée avec un exemple de simulation, le mur thermique.
Dans ce cadre, deux configurations d’identification sont considérées. Pour la pre-
miére configuration, I'estimation des paramétres est obtenue a 'aide d’une répar-
tition uniforme de capteurs a l'intérieur du systéme. Dans ce cas, on détermine
le nombre de capteurs minimums qui assure une bonne estimation. Et pour la
deuxiéme configuration, on montre 'influence de la répartition de capteurs sur la
qualité d’estimation.

L’approche basée sur les moments partiels réinitialisés présentée dans ce chapitre
est une approche a erreur d’équation. L’algorithme des moindres carrés développé
présente 'avantage de donner une estimation unique et immédiate. L’inconvénient
est que celle-ci est biaisée, voire fortement biaisée si le nombre de capteurs est réduit
ou s’ils sont mal répartis.

L’inconvénient majeur de I’approche est qu’il est nécessaire de disposer de cap-
teurs intermédiaires (capteurs intérieurs dans le cas du mur) entre un point de dé-
part et un point d’arrivée lorsqu’on considére un domaine spatial, par exemple. Ce
probléme est rencontré également par les approches d’identification des EDPs par
filtrage (Sagara et al., 1990). D’autres approches ne présentent pas cet inconvénient.
C’est le cas de la méthode a erreur de sortie présentée dans le troisiéme chapitre.
Cependant, cette méthode est itérative et peut converger vers des optimums locaux
pour peu qu’elle soit mal initialisée.

L’idée clé est maintenant d’utiliser I’approche basée sur les RPM pour initia-
liser les approches & erreur de sortie au plus proche de l'optimum global. Cette
perspective est étudiée dans le chapitre 4.






CHAPITRE 3

IDENTIFICATION DE SYSTEMES REGIS PAR DES
EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES PAR

OPTIMISATION NON LINEAIRE

3.1 Introduction

L’emploi I’EDP rend le probléme d’identification du systéme sous-jacent difficile
puisque ces équations mettent en jeu des fonctions de plusieurs variables indépen-
dantes (variables spatiales z, y et z, variable temporelle ¢, etc). Leur étude (et la
recherche de solution) demande de considérer des espaces de fonctions (et non plus
des espaces vectoriels plus classiques). Comme expliqué dans le chapitre introductif,
leur étude, et par extension ’estimation de leurs paramétres, peut étre réalisée en
les approchant par des équations a dimensions finies de grandes dimensions. Dans
ce chapitre, on s’intéresse aux modéles dits multidimensionnels ou nD (Bose, 1977),
plus spécifiquement aux modéles d’état nD.

La représentation d’état de systémes nD apparait dans plusieurs domaines tels
que le traitement d’image (Roesser (1975)), le controle itératif d’apprentissage (Ku-
rek et Zaremba (1993)), le filtrage 2D pour les images corrompues par un bruit
(Dalla et al. (1999)) ainsi que la discrétisation des équations aux dérivées partielles
(Chen et al. (2003)). L’extension au cas 2D permet en effet d’approcher plus préci-
sément le comportement réel de ces systémes multidimensionnels qu’en se limitant
a la représentation 1D.

En identification, plusieurs méthodes et outils logiciels permettent d’estimer les
paramétres des systémes 1D & partir d’'un ensemble des données d’entrées-sorties
(Soderstrom, 1981; Unbehauen et Rao, 1987). Néanmoins, ces techniques d’identi-
fication ne sont généralement pas directement applicables pour les modéles d’état
nD avec n > 2. En effet, plusieurs résultats et propriétés liées aux modeéles 1D ne
sont pas encore prouvées pour les systémes nD (Kaczorek (1985)). Les difficultés ne
s’arrétent pas la. On peut montrer que, contrairement aux modéles 1D, les modéles
nD se caractérisent par une infinité de poles. Il est clair que ce type de propriété
rend l'extension aux cas nD des techniques d’identification dédiées aux modéles 1.D
trés délicate.
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Parmi les différents modéles d’état n.D présents dans la littérature, il est a noter
que les modéles de Roesser (Roesser, 1975) et Fornasini-Marchesini (Fornasini et
Marchesini, 1978) ont été particuliérement utilisés et étudiés. De par leur forte simi-
litude avec les représentations d’état 1D, ces représentations d’état sont considérées
comme relativement flexibles pour modéliser, commander et identifier les systémes
de grande dimension. Comme expliqué ultérieurement, il est assez simple de passer
d’un modéle de Roesser & un modéle de Fornasini-Marchesini sous la contrainte de
vérifier quelques hypothéses structurelles. Dans ce chapitre, une attention particu-
liere sera portée au modéle de Roesser a cause de son lien (mis en évidence dans
la Section 3.3) avec la représentation linéaire fractionnaire. Le modéle de Roesser
offre ainsi des propriétés intéressantes (Galkowski (1997)) qui simplifient I'implé-
mentation de 'algorithme d’identification proposé dans ce chapitre.

Dans la littérature, des solutions pour identifier des modéles d’état nD sont
proposées (Lashgari et al., 1983; Ramos, 1994; Xiao et al., 1998). La plupart de
ces méthodes se concentrent sur le modéle 2D causal récursif et séparable en déno-
minateur (CRSD) sous la forme de Roesser (Fraanje et Verhaegen (2005); Ramos
et al. (2011); Ramos et Lopes dos Santos (2011)). En effet, ce type de représen-
tation d’état correspond & une fonction de transfert o le dénominateur peut étre
présenté par un produit de deux polyndémes. Ainsi, ce modéle 2D de Roesser peut
étre associé & deux modéles 1D d’état couplés. Les références mentionnées ci-dessus
présentent des algorithmes des sous-espaces inspirés du cas 1D qui sont développés
pour estimer, dans le cas discret, le modéle 2D de Roesser CRSD.

Dans ce travail, on introduit une nouvelle approche pour I'identification du mo-
déle 2D de Roesser. Il est & noter que les développements suivants peuvent étre
étendus a tout modéle nD de Roesser, n > 3. Contrairement aux développements
cités précédemment, notre approche présente ’avantage de fonctionner pour des mo-
déles de Roesser non-séparables, c’est-a-dire ne nécessitant pas I’hypothése CRSD.
L’algorithme décrit dans ce chapitre est plus précisément basé sur le lien entre le
modéle de Roesser et la représentation linéaire fractionnaire (linear fractional re-
présentation (LFR) en Anglais) (Zhou et al. (1996); Farah et al. (2014)). Zhou et al.
(1996) ont montré que le modeéle Roesser peut étre présenté facilement par une LFR.
Par conséquent, une extension des algorithmes dédiés au LFR (Lee et Poolla (1996,
1999)) est suggérée pour identifier le modéle standard de Roesser. Plus précisément,
une extension de ’algorithme de programmation non linéaire pour I’identification
d’un modele de type boite noire ou boite grise introduite dans (Lee et Poolla (1999))
est considérée.

Ce nouveau chapitre est composé comme suit. Dans la Section 3.2, on présente
les modéles de Roesser et Fornasini-Marchesini. La Section 3.3 est quant a elle dédiée
a la représentation linéaire fractionnaire et au lien entre LFR et modéle de Roesser.
Dans cette section, la problématique et I’algorithme d’identification sont également
proposés. Une simulation numérique permet d’illustrer 'efficacité de cette méthode
dans la Section 3.4.
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3.2 Représentation d’état 2D classique

3.2.1 Modéle de Roesser

C’est en 1975 que R. Roesser propose une extension du modeéle d’état 1D au cas
2D. La caractéristique principale de ce modéle est que le vecteur d’état est composé
de deux sous-vecteurs (généralement nommés horizontal et vertical et notés x et
x", respectivement). Ce modéle est alors donné par

Sl R B
y(l.k) = [C1 Cy [’;hg ]’3] + Du(l, k).

ot (I,k) € Z%, Ay € R™>Xmh Ay € R™X™0 Az € R™X™ Ay € R™X™ By €
R™Xm By € RWX™ Cp € R*™, Cy € R¥™ et D € R>™ | xM(1 k) est
la partie horizontale du vecteur d’état, x¥(l, k) est la partie verticale du vecteur
d’état, u(l, k) est le vecteur d’entrée appartenant a R™ et y(l, k) est le vecteur de
sortie pris dans R. Les conditions initiales pour (3.1) sont données par x"(0, k),
xY(1,0) pour I,k =0,1,2,....

Le modeéle de Roesser a été utilisé pour 'analyse et la commande de circuits
linéaires itératifs (Kurek et Zaremba, 1993), le codage, le décodage et le traitement
d’image (Lu et Antoniou (1992); Bracewell (1995)).

Afin d’illustrer plus spécifiquement I’emploi de cette modélisation pour des sys-
témes régis par des équations aux dérivées partielles, considérons des phénoménes
physico-chimiques particuliers : le processus d’absorption de gaz et le processus de
sorption.

3.2.1.1 Systéme d’absorption de gaz
Appelée aussi équation de Darboux, ce systéme est décrit par une équation

hyperbolique du second ordre

Ps(x,t)  Os(z,t) O0s(z,t)
et o T o

Les conditions initiales et limites sont données ici par

s(z,0) = Si(z), s(0,t) = Sa(t), (3.3)

+ aps(x,t) + bf(z,1t). (3.2)

ot s(x,t) est une fonction inconnue au point x et a linstant ¢, ag, ai, a2 et by
sont des coefficients réels, f(x,t) est la fonction d’entrée et Si(x) et Sa(t) sont des
fonctions données.

Par changement de variables r(z,t) = % —azs(x,t), un systéme équivalent a
I’équation (3.2), décrit par des équations différentielles ordinaires du premier ordre,

est obtenu oo
r(x,t
87:1:7 Lt ag + ai1a2 r(x’t) b
laséai,t)] - [1 as ] [S(aj,t) + 0 f(z, 1), (3.4)
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avec la condition initiale

r(0,1) = 835;’ D)o — aps(0,1) = ;Sg(t) —wS(t) = R(E).  (35)

Ce modéle représente un modéle 2D continu de Roesser. Une discrétisation explicite

de 8réfc’t) et % permet d’obtenir un modeéle 2D discret de Roesser. En effet, avec

or(xz,t) r(l+1,k)—r(lk)

Ox Az ’
ds(z,t) sl k+1) - s(l, k) (36)
or At ’

tel que (1, k) = r(lAz, kAt) o Ax et At présentent respectivement le pas d’échan-
tillonnage spatial et temporel, un modéle 2D discret de Roesser est obtenu

[ R e a0 B o S

avec les conditions initiales et limites données par

(0, k) = R(kAt), s(1,0) = Sa(IAz). (3.8)

3.2.1.2 Processus de sorption

Le terme de sorption se référe a I’action de ’absorption ou de ’adsorption d’une
substance dans une autre substance. Ce processus agit comme une éponge ou un
filtre qui permet d’absorber les substances contaminantes. Lors du passage d’un
flux dans un sorbant, le flux sortant ne contient plus les substances polluantes qui
sont collectées par le sorbant (figure 3.1).

Dymkov et al. (2011) ont proposé un modéle pour la dynamique du processus
de sorption dans ’approvisionnement en eau et dans le traitement des eaux usées
industrielles. Ce modéle présente une version continue du modéle 2D de Roesser

Os(x,t) 1 1 "
W6 e
Oz b,
ou s(z,t) représente la densité de substance absorbée et p(z,t) la concentration de

la substance polluante dans le flux au point x et & I'instant ¢.
Une fois ces équations discrétisées, un modeéle 2D de Roesser discret peut étre

obtenu
e e [ R
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s(x,t) concentration
de la substance polluante

o dans le sorbant

-

Ip(l‘,t) coffcentration
de Ia substance polluant
dans le flux

”-
-
”-

sorbarff s(z,0)

FIGURE 3.1 — Diagramme du processus de sorption (Dymkov et al.,
2011).
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3.2.2 Modéle de Fornasini-Marchesini

Fornasini et Marchesini (1976, 1977, 1978) ont proposé une représentation d’état
pour des fonctions de transfert 2D dédiées aux filtres numériques avec une réali-
sation différente de celle de Roesser. Cette représentation du modéle de Fornasini-
Marchesini est donnée par les équations suivantes

x(I+1,k+1)=Ax(l+1,k) + Agyx(Lk + 1) + Agsx(l, k)
+Bigu(l+1,k) + Bopu(l, k + 1) + Bygu(l, k), (3.11)
Y(la k) = CfX(L k) + Dfu(lv k‘),

ou les matrices d’état Ay € R™ X" Ay € R™X™ Az € R™X™ By €
R=xm Byp € RM=Xm Bgp € R=X™ Dy € R*™ et Cp € RMe (1, k) est le
vecteur d’état au point (I, k), u(l, k) est le vecteur d’entrée dans R™ et y(l, k) est
le vecteur de sortie dans R. Les conditions initiales et limites de I’équation (3.11)
sont données par

z(0,k) pour k >0,

3.12
z(1,0) pour [ > 0. (3.12)

Dans le cas ou les matrices d’état As; et B3y sont nulles, alors le modeéle est dit
de premier ordre. Par contre, si les matrices By et Boy sont nulles, alors c’est un
modéle de deuxiéme ordre. Pour des raisons de simplicité, Fornasini-Marchesini ont
défini un deuxiéme modéle de (3.11) par les équations suivantes

x(I+1,k+1)=Ax(l+1,k) + Agyx(l,k + 1)
+ Blfu(l +1, k) + Bgfu(l, k 4+ 1), (3.13)
y(l, k) = Csx(l, k) + Dyu(l, k).

Remarque 3.1. Considérons la fonction de transfert H(z1,z2) = 13274:22222 telle

que z1 et zo représentent deux opérateurs de retard, respectivement, par rapport a
l’espace et au temps. 1l est évident que la représentation d’état correspondante a cette
fonction de transfert peut s’écrire sous forme d’un modéle de Fornasini-Marchesini

yl+1,k+1)=y(l,k+1)+2y(l+ 1,k) + 2u(l,k+ 1) + u(l + 1, k). (3.14)
De plus, un modéle de Rosser peut étre facilement obtenu comme suit

21 (l+1,k) = 21 (1, k) + 2oL, k) + 2u(l, k),
21 (L k+1) = 221 (1, k) + 222(1, k) + u(l, k), (3.15)
y(l, k) = 21(1, k) + 22(1, k).



3.2 Représentation d’état 2D classique 73

3.2.3 De Roesser a Fornasini-Marchesini et vice versa

A partir du modéle de Roesser (3.1), on cherche a déterminer le modéle de
Fornasini-Marchesini. En effet, cette équation d’état peut s’écrire comme suit

i S i A TR

S B RN

+1% ] u(l —1,k) + [];)J u(l,k—1).

Ainsi, on écrit

Définissons

x"(l,k —1) 0 0 A, A, 0
= [x”(l,k—l)}’ A= [Ag AJ’ Ay = [o 0 ] B = [Bg]’

B
By = [01]’ C; = [C1Cs] et Dy =D.

(3.18)
Alors

x(1,k) = Appx(lk — 1)+ Agyx(l — 1, k)
+ Blfu(l, kE—1)+ Bgfu(l — 1, k), (3.19)
y(L,k) = Cpx(l, k) + Dyu(l, k).

Cette représentation d’état représente bien le modéle de Fornasini-Marchesini avec
les matrices Ay et B3y nulles.

Remarque 3.2. Il est a noter que le passage du modeéle de Rosser vers le modéle de
Fornasini-Marchesini peut présenter des problémes numériques. En effet, le modéle
de Fornasini-Marchesini obtenu posséde des zéros au niveau des matrices d’état et
de commande qui sont généralement une source d’erreurs numeériques.

Si on considére maintenant le modéle de Fornasini-Marchesini défini par I’équa-
tion (3.11) avec la matrice Biy = Bay = 0 et définissons le vecteur (I, k) par

n(l k) = x(I,k+1) — Ay yx(l, k), (3.20)
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alors
nl+1,k) =x(l+1,k+1) — Ayyx(I + 1,k),
= Aosx(l,k +1) + Azpx(l, k) + +Bspu(l, k), (3.21)
= Aol k+ 1)+ (Asp + AgpAqip)x(l, k) + Bsru(l, k).

Ainsi, le modéle Fornasini-Marchesini peut étre représenté par la représentation
d’état suivante

] = [ S B [ ew

[0 Cf] [Zg Z;] +Dyu(l, k).

(3.22)
y(l, k)

Le modéle obtenu est bien une représentation d’état du modéle de Roesser.

3.3 Lien entre le modéle de Roesser et la représentation
linéaire fractionnaire

3.3.1 Rappel sur la représentation linéaire fractionnaire

La représentation linéaire fractionnaire peut étre utilisée pour relier la repré-
sentation d’entrée-sortie et la représentation d’état d’'un modéle d’une maniére élé-
gante. Cette représentation est expliquée dans la littérature (Zhou et al., 1996,
Chapter 10). Pour décrire cette liaison correctement, on rappelle les définitions et
les notations suivantes.

Soit M une matrice réelle qui s’écrit sous cette forme

M1 Mo

M =
{Mm Mo

} € R1+p)x(a1+a2), (3.23)

Définition 3.1. La transformation fractionnaire linéaire supérieure (figure 3.2) de
M par rapport ¢ A € RI*PL est donnée par

Fs(M, A) = Mg + Ma1 A (I, xp, — M1 A) " My, (3.24)
a condition que Uinverse de (I xp, — M11A) existe.
Définition 3.2. La transformation fractionnaire linéaire inférieure (figure 3.3) de
M par rapport a A € R®2*P2 est donnée par

Fr(M, A) = My + MiaA (I, — Moo A) ™' My, (3.25)
a condition que Uinverse de (Ip,xp, — Moo A) existe.

Dans la suite, on considére exclusivement la transformation fractionnaire linéaire
supérieure.
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FIGURE 3.2 — Représentation LFT supérieure.

M

F1GURE 3.3 — Représentation LFT inférieure.

3.3.2 Description du modéle d’état LTI 1D sous forme d’une re-
présentation linéaire fractionnaire

Considérons la représentation d’état pour un systéme linéaire a temps invariant
1D d’ordre n, donnée par

x(k+1) = Ax(k) + Bu(k),

y(k) = Cx(k) + Du(k), (3.26)

ou A, B, C et D sont des matrices réelles de dimensions compatibles avec les
dimensions de x(t), y(¢) et u(t). Alors, la fonction de transfert s’écrit sous cette
forme

G(z2) = C (2L, xn, — A 'B+D. (3.27)
Si on remplace la matrice M par [C ]]:ﬂ et A par zI,,, «n, dans (3.24), on obtient
la représentation linéaire fractionnaire de G(z)

Fs ([‘é ]];3)} ,z_llnzxnz> = G(2). (3.28)

3.3.3 Description du modéle 2D de Roesser sous forme d’une re-
présentation linéaire fractionnaire

Dans cette section, on s’intéresse & la représentation d’état linéaire a temps inva-
riant du modéle de Roesser 2D introduite par les équations (3.1). Afin de présenter
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la liaison entre le modéle de Roesser et la représentation linéaire fractionnaire, on
x"(1+1,k)
x"(l,k+1)

h h
7 xv(l +1,k) _ |=ln, 0 Xv(zl, 29) . (3.29)
x’(l,k+1) 0 zoln, | |X"(21, 22)
Supposons que les conditions initiales soient égales & zéro. Alors la transformée en
z de (3.1) est donnée par

rappelle que la transformée en z du vecteur d’état [ ] est donnée par

|:lenh><nh OnthU :| |:Xh(21722):| — A |:Xh(21722):| +Bu(21 22)
Onvxnh ZQIannv XU(Zla Z2) XU(Zla Z2) ’ ’ (3 30)
y<21 22) —-C Xh(thQ) +Du(21 22) '
’ X”(Zh 22) ) )
ou
S (v R il
As Ay B, (3.31)
C=[C; C;], D=D.
Ainsi, on obtient les relations suivantes
Xh(zla Z2) ZIInh Xnp, Onh X Ty -
|:Xv(21, 22):| B <|: On, xnp, zZInUXnU:| a A> BU(ZI’ ZQ)’
(3.32)

—1
y(z17z2) _ C <[ZlInthh OnhX’l’Lv :| _ A) Bu(Zl,ZQ)

0n1,><nh Z2Inv XNy

+ Du(zy, 22).

Dans ce cas, la fonction de transfert associée au modéle 2D de Roesser est donnée
par

-1
G(z1,2) =C ([ZlI”hX”h Or, ] —A> B+D. (3.33)

Onvxnh Z2Inv><nv

Cette formulation posséde une représentation linéaire fractionnaire a deux dimen-
sions qui s’écrit sous cette forme

A B
G(Zl, 22) == ]:S <|:C D:| ,A) y (334)
ou .
z; 1 0
A — 1 Np XNp _nthv :| . 335
|: Oannh ZQ 1Inv XNy ( )

A noter que cette représentation peut étre étendue a un modéle n.D de Roesser tel
que n > 3.



3.3 Lien entre le modéle de Roesser et la représentation linéaire fractionnaire 77

Aprés avoir reformulé le modeéle de Roesser 2D avec la représentation linéaire
fractionnaire, I’étape suivante consiste a adapter ’algorithme présenté dans (Lee et
Poolla, 1996) afin d’estimer la matrice

A(8) B(G)] | (3.36)

M(8) = {cw) D(6)

ol O représente le vecteur des paramétres & estimer.

3.3.4 Identification du modéle 2D de Roesser

Afin d’identifier la représentation linéaire fractionnaire du modéle de Roesser
2D, une méthode standard consiste & minimiser la fonction de coiit suivante!

Nz N

1 1
NorIw 1 2 2 v k) = (kIO
v ¢ 1=0 k=0
1 Ny N
= > N, k10)]5, (3.37)
(No + 1)(Ny +1) &= &=

ou~v(l,kl0),1€{0,---,N,}, k€ {0,---, Ny}, désigne la sortie du modéle, y (I, k),
l € {0,---,N;}, £ € {0,---,N;}, les mesures bruitées de la sortie et €(l,k|0),
1€{0,--- N}, ke€{0,---, Ni}, Verreur de sortie correspondante.

Le choix de l'algorithme d’identification est lié au type de critére & minimiser.
Lorsque le critére proposé est non convexe, un algorithme d’optimisation basé sur
le calcul du gradient dédié au probléme d’identification non linéaire est générale-
ment recommandé (Banks et al., 1983; Wouwer et al., 2006). Dans ce cadre, on
suggére ’algorithme de Levenberg-Marquardt afin d’optimiser cette fonction cotit
et estimer les paramétres 6. Ce type de technique nécessite le calcul des gradients
et Hessiens associés. Comme montré dans (Lee et Poolla (1996)), la structure de
la représentation linéaire fractionnaire (3.34)-(3.35) est trés utile pour ces calculs.
Une extension directe des résultats montrés dans (Lee et Poolla (1996)) conduit a
la proposition suivante.

Proposition 3.1. L’algorithme de Levenberg-Marquardt (Moré (1978)) est étendu
afin d’estimer les paramétres inconnus du systéme et il est présenté par [’équation
itérative suivante

011 = 0; — { [J” ;) + IA} - J'(Oi)} , (3.38)

ot A\ est un parametre qui assure la rapidité et la stabilité de l’algorithme. La matrice
J"(8;) + I\ est inversible o chaque itération i. .J (0;) est le gradient associé a 6;.
On le définit par
/ 2
J (0;) =
(6) (Ny + 1)(N + 1)

O ACHE (3.39)

1On rappelle que, pour un vecteur o, | o [|3 =o' e.



78 Identification de systémes régis par des EDP par optimisation non linéaire

ou

en,n;(0) = [€7(0,010) €(1,0]0)

€T(1,010) €7(0,1]6) --- € (N, Ni|6)] , (3.40)
et
v, (0) = P00 (3.41)

L’approximation de Hessien est donnée par

1" 2

J (0;) =~ TN, £ 1)11b1—|\—f1Nt(0i)¢Nth(0i)' (3.42)

Il est clair que, pour chaque itération, il est nécessaire de calculer ’approxi-
mation du Hessien J' (6;) et le gradient .J'(6;). Pour converger vers les vrais para-
meétres, il est important de trouver une méthode efficace pour calculer ces quantités.
D’aprés les équations (3.39) et (3.42), seules les matrices ey, n,(0) et Yy, n,(6) in-
terviennent dans les calculs de l'approximation du Hessien et le gradient. Pour

déterminer ey, n,(0), il est nécessaire de calculer (I, k) pour I = 0, 1, ..., Ny
et Kk =0, 1, ..., N;. Cette sortie est déterminée par la simulation de 1’équation
suivante
_ A(0) B(0)
~(l, k) = Fs <[C(0) D(6) JA ) u(lL k). (3.43)
Le calcul explicite des fonctions de sensibilité? %’{Am impliquées dans les équations
précédentes peut étre obtenu par la simulation de _%&;Je)’ i.e.,
oA@) 9B(0)]17]
(ki) _ o (A0 || w0 Al o [5<z,k|e>] (3.44)
- = aC(8) 9D(0) J CE
96(7) cO) || sy | u(l, k)
avec
A(9) B(0)]]
[5((3 ’Z“‘Z))] — Fs [ [ Toxn Oun||.A | up), (3.45)
T C(6) Do)

et n =np 4+ ny.

Notons que pour déterminer ¥y, N, et J " pour chaque paramétre (i), il faut simuler
les équations (3.44) et (3.45) qui présentent un modéle LFR. Ainsi, si 6 contient p
paramétres & estimer, alors il faut simuler p fonctions de sensibilité.

20(1) désigne le composant i de 6.



3.4 Exemple de simulation 79

3.3.5 Discussion

La représentation du modéle de Roesser se caractérise par une interconnexion
complexe entre les variables d’états x et xV. Cette interconnexion rend ’identifi-
cation des paramétres difficile. C’est pour cette raison que les algorithmes d’iden-
tification pour le modele 2D de Roesser sont dédiés seulement & un modéle causal,
récursif et séparable en dénominateur.

En se référant aux résultats publiés dans (Lee et Poolla, 1996; Lee, 1997), le
modéle de LFR est suggéré afin de remplacer la représentation de Roesser. Ce
modéle offre une simple représentation entrées-sorties du systéme sans avoir 'inter-
connexion entre les variables d’état x" et xV.

Il est intéressant de noter que lorsque le modéle considéré est entiérement para-
métré, I'algorithme présenté dans la proposition 3.1 peut étre modifié afin d’assurer
la convergence des paramétres estimés (Lee et Poolla, 1996, Section 4.2). En effet,
il s’agit d’un probléme d’identifiabilité (Ljung (1999)). Ce probléme peut étre ré-
solu par introduction d’une nouvelle paramétrisation du systéme : the data driven
local coordinates (DDLC) parameterization (Lee et Poolla (1996); McKelvey
et al. (2004)). Cette représentation, avantageuse du point de vue numérique,
permet d’améliorer la convergence de I'algorithme introduit précédemment.

L’algorithme, proposé ici, permet d’estimer les paramétres inconnus du
modele de Roesser. Cependant, comme toute technique d’identification non
linéaire et itérative, la qualité d’estimation dépend fortement du choix du
vecteur initial des paramétres 0y. En effet, un mauvais choix peut entrainer
une convergence vers un minimum local de la fonction cott (3.37). Ainsi, ce
vecteur de départ doit étre choisi dans le voisinage de I'optimum global de la
fonction cott. Une technique, présentée dans le chapitre suivant, consiste a
initialiser cette approche a l'aide d'un algorithme a erreur d’équation. Dans
ce chapitre, on considére un choix aléatoire du vecteur initial des paramétres.

3.4 Exemple de simulation

L’algorithme décrit dans la section 3.3.4 est testé avec des données de
simulation générées par un modeéle 2D causal, récursif et séparable en déno-
minateur afin de le comparer a l'algorithme développé dans (Ramos et al.,
2011). Cette méthode, fondée sur les sous-espaces et décrite dans ’annexe B,
est dédiée aux modéles CRSD. Cependant, il est & noter que notre algorithme
peut étre utilisé avec une représentation 20 d’état entierement paramétrée
sans contrainte. Ce cas sera illustré dans le chapitre 4.
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3.4.1 Modéle causal, récursif et séparable en dénominateur
3.4.1.1 Simulation

On considére un modéle causal, récursif et séparable en dénominateur
caractérisé par la représentation d’état suivante

Xh(l + 17 k) = Alxh(l7 k) + AQXh(lu k) + B1u<l’ k)u
x'(l,k +1) = Aox"(1, k) + Aux"(1, k) + Bau(l, k), (3.46)
y(l, k) = A x"(1, k) + Ayx"(1, k) + Du(l, k),

oule{0,---,N,} et ke€{0,--- N} et

—0.2589 —0.4997 —0.2581 [ 0.3967  0.1232 |
A, = |-04526 02943 —0.0616|, A, = |-0.0459 0.2855 |,
—0.0736  0.0822 —0.0858 | 0.3396  —0.0614
000 [—0.1175 —0.1809]
Ay = [0 0 0}’ A = | 0.1257  0.3264 |’
B, = [0.1006 0.1273 —0.2313]', B, = [-1.0636 —0.1246] ",
C; = [1.4578 1.7139 0.6824],  C, =  [0.3152 2.5705],
D = —0.2638.
(3.47)

Similairement & ce qui est suggéré dans (Ramos et al. (2011)), le signal d’en-
trée est constitué d’'une matrice de dimension N, x N; contenant des valeurs
pseudo-aléatoires tirées avec une distribution normale et N, = N, = 50.

3.4.1.2 Reésultats

[’algorithme d’optimisation, proposé dans ce chapitre, est basé sur le cal-
cul du gradient. Cette technique est trés sensible au choix du vecteur initial
des parameétres. Par manque de connaissances physiques et puisque le modéle
est de type boite noire, on a fixé 6,,;; = 0.60,.,. L'étude de la sensibilité par
rapport a l'initialisation sera reportée au chapitre 4 ou des informations sur
les paramétres physiques du systéme sont disponibles.

Dans cet exemple, le modéle étudié est non identifiable, donc les matrices
d’état estimées ne sont pas considérées comme un indice de performance puis-
qu’elles sont obtenues & un changement de base prés. Afin de comparer les
performances de ces deux techniques d’identification, on doit introduire des
invariants spécifiques du systéme. Pour les systémes 1D non identifiables, ces
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invariants spécifiques sont souvent les poles et les zéros de ces modeéles. En ef-
fet, ces parameétres représentent le comportement dynamique de ces systémes
et sont identiques quelle que soit la réalisation de la forme d’état. Dans le
cadre des systémes 2D, un modéle linéaire invariant dans le temps peut avoir
un nombre infini de poles et de zéros (Kaczorek (1985)). Donc, ces outils
standards ne sont plus utilisables. Ainsi, on choisit les valeurs propres de la
matrice A = [ﬁ; ﬁﬂ comme des indices de performance afin de comparer les
deux méthodes d’identification.

Au niveau de la simulation, un bruit, qui se caractérise par un rapport
signal sur bruit égal a 40 dB dans un premier temps et 30 dB dans un deuxieme
temps, est ajouté a la sortie exacte du systéeme. Les résultats présentés dans
les figures 3.4-3.5 sont obtenus apreés avoir effectué un tirage de Monte Carlo
de taille 100. A titre d’indication, au niveau des figures, notre approche est

notée LFR.

Box plots for the estimated singular value number 3
0.8 3
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N4SID for a SNR=30dB  LFR for a SNR=30dB _ N4SID for a SNR=40dB _ LFR for a SNR=40dB

FIGURE 3.4 — Estimation des valeurs propres pour la simulation de
Monte Carlo. La valeur propre réelle est égale a —0.083.

D’aprés les résultats présentés dans les figures 3.4-3.5, 'utilisation de ’al-
gorithme introduit dans ce chapitre est plus avantageuse que l'algorithme
N4SID. Cet avantage est plus pertinent, en particulier, lorsque le rapport
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Box plots for the estimated singular value number 5
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FIGURE 3.5 — Estimation des valeurs propres pour la simulation de
Monte Carlo. La valeur propre réelle est égale a 0.267.
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signal sur bruit est égal a 30 dB. Ceci peut étre expliqué par le fait que
'algorithme N4SID, développé dans Ramos et al. (2011), ne contient pas de
variable instrumentale pour réduire le biais di aux perturbations agissant sur
le systéme.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, on s’intéresse a l'identification des paramétres de sys-
téme dont le comportement est régi par des équations aux dérivées partielles.
Pour atteindre cet objectif, on a considéré que leur comportement pouvait étre
approché par une représentation d’état 2D, plus précisément par un modéle
de Roesser 2D. Grace au lien entre le modéle de Roesser et la représenta-
tion linéaire fractionnaire, on a pu proposer un algorithme basé sur le calcul
du gradient afin d’estimer les matrices d’état d’'un modéle 2D de Roesser.
Contrairement aux solutions disponibles dans la littérature, aucune restric-
tion (modéle causal récursif et séparable en dénominateur) sur le modeéle n’a
été mise en jeu.

A la fin de ce chapitre, on a testé cet algorithme avec des données de si-
mulation. Une comparaison avec un deuxiéme algorithme proposé par Ramos
et al. (2011) a été effectuée. Ces résultats numériques ont prouvé efficacité
de l'algorithme de programmation non linéaire développé dans ce chapitre.






|
CHAPITRE 4

_ IDENTIFICATION PARAMETRIQUE D’UN
ECHANGEUR DE CHALEUR A CO-COURANT

4.1 Introduction

Les échangeurs de chaleur sont de plus en plus mis en ccuvre dans l'indus-
trie. Les premiéres utilisations de 1’échangeur de chaleur sont dédiées seule-
ment a refroidir et chauffer les procédés industriels de grande taille. Actuel-
lement, ils sont utilisés principalement pour récupérer ’énergie perdue par
un flux chaud ou pour chauffer un autre flux. De par 1'utilisation intensive
des échangeurs de chaleur dans différents secteurs industriels, il est nécessaire
d’avoir des modéles fiables et pertinents de ces processus. Ces modéles peuvent
servir pour la détection de I'encrassement et la surveillance de I’échangeur de
chaleur (Cooney et al., 2005; Jonsson et al., 2007; Merceére et al., 2011). Selon
la géométrie des échangeurs de chaleur, on distingue plusieurs types tels que
les échangeurs a flux croisés, les échangeurs a flux rotatif, les échangeurs a flux
contre-courant et les échangeurs a flux co-courant (Kakac et Liu (2002)). Au
sein de ce chapitre, une attention particuliére est accordée a l'identification
des paramétres physiques d’un échangeur de chaleur a écoulement co-courant.

La distribution de la température, a l'instant ¢ et au point z, dans un
échangeur de chaleur se décrit par une équation aux dérivées partielles (EDP)
(Lienhard, 1987; Incropera et al., 2011). Comme expliqué dans le premier
chapitre, il est difficile d’aborder une EDP vu que cette équation dépend
de plusieurs variables indépendantes ce qui est le cas contraire de I’équation
différentielle ordinaire (EDO). De plus, les échangeurs de chaleur a écoule-
ment co-courant se caractérisent par deux EDPs couplées entre elles afin de
représenter le transfert de chaleur entre deux fluides, froid et chaud.

Dans les deux chapitres précédents, on a élaboré deux algorithmes d’iden-
tification dédiés aux EDPs. Le premier algorithme est basé sur les propriétés
intéressantes des moments partiels réinitialisés pour approximer les dérivées
partielles. Dans ce cadre, on a présenté un algorithme a erreur d’équation
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dans le deuxiéme chapitre. Par contre, les résultats obtenus par les moindres
carrés ne sont pas fiables dans le cas stochastique. En effet, un biais d’esti-
mation asymptotique peut étre ajouté au niveau de la solution. Un deuxiéme
inconvénient de cette approche est qu’elle dépend du nombre de capteurs
et de leurs positions le long du systéme a identifier. Dans le troisiéme cha-
pitre, grace au lien entre le modéle de Roesser et la représentation linéaire
fractionnaire, un algorithme a erreur de sortie basé sur le calcul du gradient
est présenté. Cette technique, comme toute technique d’optimisation non li-
néaire, souffre du probléme d’initialisation (Nocedal et Wright, 2006). Ainsi,
elle peut converger vers un optimum local.

Dans ce chapitre, on teste ces deux algorithmes sur des données de si-
mulation de I’échangeur de chaleur (Farah et al., 2016). Ensuite, on présente
une combinaison de ces deux méthodes afin d’éviter les difficultés rencontrées
avec chacune des techniques mentionnées ci-dessus. D’ot, I'idée majeure de ce
chapitre est d’utiliser ’approche basée sur les RPM pour initialiser ’approche
a erreur de sortie au plus proche de I'optimum global.

4.2 Echangeur de chaleur & co-courant

4.2.1 Equations de transfert de chaleur

Un échangeur de chaleur & co-courant se caractérise par deux fluides froid
et chaud qui s’écoulent dans la méme direction & travers des conduits paral-
léles séparés par une paroi solide. Elle empéche les deux fluides de se mélanger
comme présenté dans la figure 4.1.

Fluide chaud a la sortie

Fluide froid & l'entrée — = [luide froid & la sortie

HﬂM ==

Fluide chaud & l'entrée
FIGURE 4.1 — Echangeur de chaleur & co-courant.

Les échangeurs de chaleur présentent un transfert thermique du fluide
chaud vers le fluide froid. Cette dynamique est décrite par les équations aux
dérivées partielles du premier ordre (Lienhard (1987))
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8Th(:c, t) i 8Th(l’, t)

Vp

= aTh(xa t) + BTc(xa t)a

OT (1) OT.(x,t) '
o + v, o nTh(x,t) + 0To(z,t),

ou Tj, et T, sont les températures des fluides chaud et froid (h pour hot
et ¢ pour cold), respectivement. Les paramétres inconnus & estimer sont vy,
V., & et m en considérant @« = —f et n = —J. Ces parameétres peuvent étre
facilement liés aux parameétres physiques spécifiques du systéme. En effet, ces
grandeurs sont reliées a la largeur L de I’échangeur de chaleur, les coefficients
de convection froid h. et chaud hy,, les débits massiques froid .. et chaud ry,,
les densités de fluide p. et pp, les épaisseurs d,. et dj, et les chaleurs spécifiques
c. et ¢, comme suit

v, = m, (4.2)

Ve = leL:L’ (4.3)
heh

a=—F=- phchdh(h: + )’ (44)

n=-0= pcccdch(ih+ ) (45)

Remarque 4.1. L’équation 4.1 présente seulement la dynamique des deux
fluides chaud et froid. Par contre, la dynamique de la plaque qui sépare les
deuz fluides n’été pas prise en compte. Cette dynamique peut étre introduite
par une troisiéme EDP (D.Guozdenac, 2012). Cependant, cette équation aug-
mente la complexité du probleme, sans changer la méthodologie ainsi que la
procédure développée dans ce chapitre. Ainsi, pour cette raison, on considere
que l’échangeur de chaleur est décrit que par l’équation 4.1.

4.2.2 Simulation

Dans l'intention de simuler les équations de ’échangeur de chaleur, on
utilise la représentation d’état du modeéle de Roesser 2D. Afin d’obtenir cette
représentation, on utilise la discrétisation implicite et explicite pour % et
881', respectivement, dans ’équation (4.1). Ces approximations conduisent

aux équations linéaires a temps discret suivantes
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Tyl k + 1) — Th(l, k) k) — Th(l—1,k)

At — B(Te(l, k) = Ta(l, ) +VhTh( Az =0,
T.(l,k + 1A)t— To(l,k) n(Th(l k) — To(L, K)) + PLECL) —A'Ir;(l — 1k (: 0.)
4.6

Apreés une simple manipulation, on obtient le modéle discret 2D de Roesser

Tl(l+1ak) 0 0 1 0 Tl(lak)
To(+ LR _ W% O & ! Ty(l, k)
g T e R I W I Lt 1 R
Tu(l, k+1) A Al T,(1, k)
avec
T1<l7k) Th(l_ 17k)
T2<l7k) _ Tc(l_ ]-ak)
T k)| = | T k) pour [ > 1. (4.8)
T4(l, k) T.(l, k)

Les conditions initiales et limites sont supposées connues et fixées a priori
comme suit

T,(0,k) =60 k>0,
Ty(0,k) =30 k>0
2( Y ) — Y (4'9)
T5(1,0) =60 (>0,
T4(1,0) =30 (>0

Pour cette simulation numérique, on fixe les périodes d’échantillonnage
spatiale et temporelle, respectivement, a Ax = 0.02 m et At = 0.007 s avec
L =1 m. Ainsi, les vrais parameétres a estimer sont égaux a v, = 2.577, § =
1.556, v, = 1.289 et n = 0.466. La figure 4.2 montre les signaux d’entrée et
de sortie utilisés pour identifier les parameétres physiques de I’échangeur de
chaleur.

4.3 Approche a erreur d’équation

4.3.1 Modéle basé sur les moments partiels réinitialisés 2D

Notre objectif, dans cette section, est d’estimer les paramétres inconnus de
I’échangeur de chaleur (4.1) avec 'approche des moments partiels réinitialisés
présentée dans le deuxieéme chapitre. Ce systéme MIMO peut étre considéré
comme deux systémes MISO de sorties respectives Tp(N,, k) et To(Ng, k).
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FIGURE 4.2 — Entrées/Sorties de 1’échangeur sans bruit.

Les dérivées partielles dans (4.1) ont un ordre spatial égal a 1 et un ordre
temporel égal & 1. Pour faire disparaitre ces dérivées partielles, on applique
le calcul intégral fOthOX x e Jrdt a (4.1), soit

T X T X
/ t/ xwaaﬁt—l—vh/ t/ xwaxﬁt
0 0

yn(X T) Vi( X )
_ﬁ/ / x To( xt@x@t—/ / xThmtaxat) (4.10)
ylS(XT
T X T T X T
/ t/ xw&rat—l—%/ t/ xwaxat
\0 0
Vo ( X T) yzz(X T)

/ /x']I‘hxt&z;at—/ /:I:Txtaxat) (4.11)

y23 (X T)
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En utilisant I'intégration par parties, les éléments de (4.10) deviennent

X T X
VX, T) = T/ aTy(x, T)0x — / / oTy(z,t)0z0t,
0 0 0
= TMr]lrfl— (X7 T) - MVIHV,IE)<X7 T>7

T rors (4.12)
VL(X,T) = X/ tTh(X, )0t —/ t/ Ty (v, t)0x0t,
0 0 0
= XM'E;:I(X7 T) - Mgﬁ(X, T>7
VX, T) = M5 (X,T) = M} (X, T),
et ceux de (4.11)
X T X
Vh(X,T) :T/ xTC(x,T)&c—/ / T (z,T)0z0t,
0
= TM{° (X, T) — Mi5(X,T),
(4.13)

Vo (X, T) = X/ tT(X, )0t — / / o(z, T)0zot,
= XME (X, T) = My3(X,T),
V(X T) = M%(X,T) — M{5(X,T).

L’étape suivante consiste a substituer les moments partiels réinitialisés aux
moments partiels, comme montré précédemment pour 'exemple de diffusion
de chaleur dans un mur, pour obtenir le modéle basé sur les moments partiels
réinitialisés. Dans ce cas, I’équation (4.10) devient

V(L) = =0n Y (L, 1) + aYy5(L, 1) (4.14)

avec

et 'équation (4.11),
Yo (Lo t) = —0eYpp(L, 1) + Y p4(L, 1), (4.16)
avec
Yoo(L,t) = LMZ(L,t) — My (L,t),
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Les deux modeles (4.14) et (4.16) sont des régressions linéaires. On peut donc
estimer les paramétres v, et o du modeéle (4.14) a l'aide des moindres carrés

-1

~ N N
M = S L AL kA | S (L BAYYE(L kAT, (415)
k=T k=T
avec

pi1(L,t) = [Y5(L, 1) Y5(L]",

et T = 7A'At, le paramétre de réinitialisation.
Pour le modéle (4.16), les paramétres v, et 7 sont estimés par

-1

A Nt Nt
] = | etz rand @ ran| S el ka0 A
k=T k=T

avec
T

4.3.2 Intervalle de réinitialisation optimal

A Daide des moments partiels, les dérivées partielles ont disparues. Toute-
fois, un mauvais choix de I'intervalle d’intégration peut conduire a de mauvais
résultats. En effet, si I'intervalle d’intégration est trop grand, alors ’estima-
tion est biaisée en raison de I’accumulation du bruit. Si I'intervalle d’intégra-
tion est trop court, on n’a plus assez d’information pour estimer les para-
métres du systéme. Pour contourner cette difficulté, on suggére d’utiliser une
fenétre glissante avec un intervalle d’intégration optimal. Puisque la longueur
de I'échangeur est petite, I'intervalle d’intégration spatiale est fixé a priori a
X = L. Ainsi, une attention particuliére est accordée a l'intervalle d’intégra-
tion temporelle. Pour des données de mesure bruitées, on estime le vecteur
des paramétres 6, ou 0 € {v, v., «, n}, pour chaque 7 € [10, 750]. Pour
100 tirages de Monte Carlo, on réalise la méme expérience avec un rapport
signal sur bruit égal a 20 dB.

Pour chaque réalisation, on considére 'erreur quadratique moyenne rela-
tive (Nomalized Root Mean Square Error) définie par

NRMSE(T) = }1 >
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ot §°(i) représente la valeur réelle du i-éme paramétre et 0(i, T), la valeur

estimée du i-éme paramétre pour 7 donné.

Pour chaque réalisation, on détermine la valeur optimale de 7T, notée T,
. . . .

qui permet d’avoir la valeur minimale de NRMSE. Par contre, en pratique, le

vecteur des paramétres réels 0° est inconnu. Donc, il est nécessaire de disposer

d’un autre critére. Dans la suite, on utilise le critére quadratique suivant

2

+
2

1

J(T) = N, 112

(HTh (L, kAt) — Tw(L, kAHO(T))

=0 (4.20)

H']I‘ (L, kAt) — (L, kAHO(T H )

ou Ty, (L, kAt|O(T)) et To(L, kAt|@(T)) présentent les sorties de la simulation
du modele 2D de Roesser (4.7) avec le vecteur de paramétres estimés é(7-)
Pour chaque tirage de Monte Carlo, on détermine I"approximation de la valeur
optimale de T notée 7:,pt, qui minimise le critere J.

La figure 4.3 présente la distribution de 7T, et 7f,pt obtenus sur ’étude de
Monte Carlo. Le tableau 4.1 montre les résultats statistiques de l'estimation
basés sur Tope et Topt.

Distribution des intervalles optimaux obrenus par NR]WSE(T)
20 T T T T T T T

15

10

100 200 300 400

Topt (3)
Distribution des intervalles optimaux obrenus par J(7)

30 \ \ \ \ ‘

500 600 700

0 100 200 300 400 500 600 700 800
Topt (s)

FIGURE 4.3 — Distribution de I'intervalle optimal 7, et de I'intervalle
optimal approximé 7.
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~

TABLE 4.1 — Estimation par les moindres carrés pour 7 = T,y et
T = Topt (simulation de Monte Carlo).

Modéle basé sur RPM | Modéle basé sur RPM
estimé par Top estimé par 7A:,pt
Parameétre | Valeur réelle | Moyenne | Ecart-type | Moyenne | Ecart-type
v, 2.577 2.565 0.023 2.561 0.021
15} 1.556 1.534 0.014 1.532 0.012
Ve 1.289 1.289 0.008 1.288 0.007
n 0.461 0.457 0.003 0.457 0.002

A partir de cette expérience, on montre I'existence d’un intervalle d’inté-
gration optimal T,,, = T,,yAz. Cet intervalle d’intégration optimal peut étre
approximé par I’étude du critére quadratique (4.20), ou encore d'un critére
de Fitting.

Comme montré dans le tableau 4.1, 'estimation des paramétres a partir
de I'intervalle d’intégration optimal 75, est assez proche de celle obtenue par
I'intervalle d’intégration optimal approximé Topt. La figure 4.3 montre que
la distribution de 7A;pt est semblable & celle de 7,,. De plus, on remarque
que ’7A’Opt est souvent supérieur a 7,,. Pour la simulation de Monte Carlo,
les valeurs moyennes de ﬁpt et Topt sont, respectivement, 213 et 170. Dans

la suite, I'estimation de '’échangeur de chaleur est effectuée avec l'intervalle
d’intégration T' = 170Ax.

4.3.3 Identification avec des mesures uniformément et non unifor-
mément réparties

4.3.3.1 Etude sans bruit de mesure

Dans cette section, on considére que I’échangeur ne subit aucune pertur-
bation sur les données de mesure. De plus, comme expliqué dans le deuxiéme
chapitre, on cherche & diminuer le nombre de capteurs a l'intérieur de I’échan-
geur afin d’identifier les paramétres physiques du systéme. Dans ce cadre, on
ne considére que 11 capteurs pour identifier I’échangeur. Le premier et le der-
nier capteurs sont placés a I’entrée et a la sortie du systéme, respectivement.
Les 9 capteurs internes sont placés aléatoirement. Pour 100 tirages ou les 9
capteurs internes sont répartis aléatoirement, on compare le F'itting obtenu
avec le Flitting donné par une répartition uniforme de capteurs ou le critére
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du Fitting, défini pour T, (e représente h ou c), est donné par

H’]I‘.(L,t) _ T.(L,t)H
ITe(L,t) — mean(Tu(L, t)]| |’

FIT,=100x |1 (4.21)

tel que T,(L, t) est la simulation du modéle (4.7) avec les paramétres estimés.

Parmi ces 100 configurations de capteurs, deux configurations offrent une
estimation paramétrique meilleure que celle obtenue avec la configuration
uniformément répartie. Ces configurations sont présentées dans la figure 4.4
avec la répartition uniforme.

g (-] (-] (-] @ (-] o O [}
S 25
3 o o ° ° o e ° e oo
Sis
S ° ° ° ) ° ) ° ° ° °

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

FIGURE 4.4 — Identification de I’échangeur de chaleur avec 11 cap-
teurs. Répartition des capteurs de la configuration uniforme et des deux
meilleures configurations non uniformes.

On remarque que, méme ces configurations sont non uniformes, les cap-
teurs sont distribués sur toute la longueur de 1’échangeur. Le tableau 4.2
présente les résultats obtenus pour chaque configuration de la figure 4.4.

TABLE 4.2 — Estimation par les moindres carrés. Paramétres estimés et
Fitting obtenus pour les configurations de la figure 4.4
(valeurs réelles v, = 2.577, B = 1.556, v, = 1.289 et n = 0.466 ).

Configuration Un 153 Ve n FIT, FIT,

1 (uniforme) 2.5867 | 1.5550 | 1.2901 | 0.4643 | 99.0001 | 99.4641
2 2.5703 | 1.5503 | 1.2826 | 0.4634 | 99.6425 | 99.4735
3 2.5737 | 1.5531 | 1.2845 | 0.4642 | 99.8028 | 99.6334

[’analyse des résultats présentés dans le tableau 4.2 a montré qu’on es-
time bien les parameétres physiques de I’échangeur de chaleur pour un nombre
réduit de capteurs. De plus, on constate que les résultats pour ces 3 configu-
rations sont trés voisins.

4.3.3.2 Etude en présence de bruit

Un bruit blanc gaussien, qui se caractérise par un rapport signal sur bruit
égal a 20 dB, est ajouté pour chaque échantillon spatial dans le domaine
temporel pour les températures des deux fluides de ’échangeur. Dans le méme
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cadre, on cherche a diminuer encore le nombre de capteurs a l'intérieur de

I’échangeur en gardant une répartition uniforme. Le tableau 4.3 présente les

résultats obtenus a 'aide de 3, 6 et 11 capteurs, ot 'erreur relative est définie

par

0°(i) — 0(3)
0°(i)

Erreur relative = 100 (4.22)

ou (i) désigne le i-eme composant de 6.

TABLE 4.3 — Erreurs relatives et valeurs moyennes du FIT pour la si-
mulation de Monte Carlo.

Nombre de capteur 3 6 11
Vh 6.22% | 0.50% | 0.12%
B 4.77% | 0.47% | 0.59%
Ve 5.92% | 0.57% | 0.09%
n 5.46% | 0.42% | 0.37%
FITy, (%) 75.91 | 97.74 | 98.78
FIT, (%) 85.71 | 98.66 | 99.28

Le tableau 4.3 montre qu'on estime bien les parameétres physiques de
I’échangeur de chaleur lorsqu’on utilise 6 ou 11 capteurs avec un Fitting
qui dépasse 97.74%. Par contre, les résultats obtenus pour 3 capteurs (pre-
miére colonne) sont fortement biaisés. Ces résulats peuvent étre amiliorés par
I'utilisation d’une variable instrumentale ou en initialisant un algorithme a
erreur de sortie.

4.4 Approche a erreur de sortie

Dans cette section, on envisage d’identifier les paramétres physiques de
I'échangeur de chaleur (4.1) a I’aide de 'algorithme présenté dans le troisiéme
chapitre. Ainsi, on suppose que le signal d’entrée est

u(l =0,k) = ﬁh((gg))} L ke{l,--- N} (4.23)
et le signal de sortie
Th(N,, k
y(I = Nk = [T’jN% kﬂ he{l N} (1.24)

Les approches a erreur de sortie souffrent toujours du probléme d’initia-
lisation. En effet, un mauvais choix du vecteur initial des paramétres peut
faire converger vers un optimum local. Ainsi, une attention particuliére est
accordée a ce choix.
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4.4.1 Initialisation pseudo-aléatoire

Dans cette premiére partie, on considére que le vecteur initial des para-
meétres 6;,;; est généré par la formule suivante

Oinic(1) = 0°(i) * 1, (4.25)

ot §°(i), i = {1,--- ,4}, est le vecteur des valeurs réelles des paramétres a
estimer et r est un nombre aléatoire sur I'intervalle [0.30...1.70].

Les figures 4.5 et 4.6 présentent les paramétres estimés associés au fluide
chaud et au fluide froid, respectivement, pour 100 valeurs aléatoires de r.
Ces résultats sont obtenus dans le cas déterministe ot aucun bruit n’agit sur
I’échangeur.

vy, = 2.577
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FIGURE 4.5 — Valeurs estimées des paramétres vy, et o
pour r € [0.30...1.70].
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v, = 1.289
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FIGURE 4.6 — Valeurs estimées des paramétres v, et 1
pour 7 € [0.30...1.70].

La figure 4.7 a été créée pour mieux visualiser l'estimation pour r €

[0.30...0.50].

N

Ces figures montrent que le critére a minimiser, pour r € [0.30...1.70],
posséde deux optimums locaux marqués par les étoiles noires et rouges sur
la figure 4.7 et un optimum global représenté par les étoiles bleues. Ainsi, on
montre que le choix du vecteur d’initialisation influence la convergence vers
les vrais paramétres.

Aprés avoir étudié le cas déterministe, on considére le cas stochastique
oll Oinit(i) = 0.5 % 0°(4). Les performances de l'algorithme d’identification
sont évaluées par une simulation de Monte Carlo avec 100 tirages d’un bruit
blanc gaussien de moyenne nulle. Plus précisément, pour chaque tirage, deux
séquences de bruit non corrélées, qui se caractérisent par un rapport signal
sur bruit égal a 20 dB, sont additionnées aux sorties Ty,(N,, k) et T.(N,, k) de
systéme. L’estimation des paramétres physiques du modeéle (4.1) est présentée
dans la figure 4.8.

Ces diagrammes en boite prouvent que, pour cet exemple de simulation,
I’algorithme d’optimisation proposé dans ce chapitre est assez robuste pour
un vecteur d’initialisation satisfaisant la formule 6;,;(i) = 0.5x6°(¢). En effet,
malgré la présence d’un bruit blanc avec un faible rapport signal sur bruit,
on remarque que l'algorithme converge vers les vrais parameétres.
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4.4.2 Initialisation basée sur les moments partiels réinitialisés

Dans cette deuxiéme partie, on cherche a initialiser 1’algorithme du gra-
dient a l'aide de l'algorithme & erreur d’équation présenté dans la section
4.3. La combinaison de ces deux méthodes est évaluée par une simulation de
Monte Carlo avec 100 tirages d’un bruit blanc gaussien de moyenne nulle. Le
rapport signal sur bruit est de 20 dB. De plus, pour ’algorithme des RPM,
on considére un seul capteur a l'intérieur de I’échangeur. Dans ce cas, on en-
visage trois possibilités d’emplacement de ce capteur : x = 0.1 m, x = 0.5 m
et © = 0.9 m. Le tableau 4.4 présente les résultats obtenus par I'algorithme
des moindres carrés.

TABLE 4.4 — Erreurs relatives et valeurs moyennes du FIT obtenues
avec l'algorithme basé sur les RPM pour la simulation de Monte Carlo.

r=01|2=05|x=0.9

vp 39.09% | 6.22% | 43.35%
B 16.78% | 4.77% | 18.81%
Ve 24.33% | 5.92% | 20.32%
i 6.03% | 5.46% | 16.92%

FIT), (%) | 2828 | 7591 | 18.44
FIT. (%) | 53.81 | 8571 | 51.10

En observant le tableau 4.4, il est plus avantageux de placer le capteur
au milieu pour avoir une bonne initialisation. En effet, dans le pire des cas,
Perreur relative est légérement supérieure a 6%. Cependant, dans la pratique,
il est plus facile d’introduire un capteur a I'extrémité qu’au milieu de 1’échan-
geur. Par conséquent, on considére que le vecteur des parameétres initiaux est
estimé avec un capteur placé a l'entrée de I'echangeur (z = 0.1 m).

La figure 4.9 montre la sortie mesurée et la sortie simulée tandis que les
résultats de la simulation de Monte Carlo sont donnés dans le tableau 4.5.
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FIGURE 4.9 — Sortie mesurée (trait continu) et sortie simulée avec ’al-
gorithme & erreur de sortie (tiret).
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TABLE 4.5 — Résultats de la simulation de Monte Carlo
(valeurs réelles vy, = 2.577, o = 1.556, v, = 1.289 et n = 0.466 ).

Modéle basé sur RPM Modéle de Roesser

Paramétre | Moyenne o Moyenne o Erreur Relative

vp 1.569 0.0156 2.650 0.0041 2.83%

I5; 1.294 0.0132 1.602 0.0025 2.97%

Ve 0.975 0.0044 1.296 0.0019 0.54%

n 0.488 0.0021 0.459 0.0006 0.43%
FIT, (%) 28.28 0.15 97.18 0.14 -
FIT. (%) 53.81 0.21 98.36 0.05 -

Le tableau 4.5 montre que l'initialisation avec ’approche basée sur les
RPM, méme si elle est biaisée, conduit & des paramétres trés proches des
vrais paramétres. Ainsi, ces résultats prouvent 'efficacité de notre approche en
passant par les deux étapes pour l'identification paramétrique de ’échangeur
de chaleur & écoulement co-courant.

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, une attention particuliére a été accordée a l'estimation
des parameétres physiques d’un échangeur de chaleur a écoulement co-courant.
Dans ce cadre, les deux algorithmes présentés dans les chapitres 3 et 4, algo-
rithme a erreur d’équation et algorithme a erreur de sortie, ont été testés sur
des mesures de simulation de I’échangeur.

En premier lieu, un modéle basé sur les moments partiels réinitialisés a été
élaboré. Ce modéle a été estimé par un simple algorithme des moindres carrés.
On a suggéré la minimisation d’un critére quadratique pour déterminer I'in-
tervalle d’intégration optimal associé aux moments partiels réinitialisés. Cet
algorithme a été évalué avec une période d’échantillonnage spatial différente
afin de tester 'effet du nombre de capteurs sur I’estimation des paramétres.

En deuxiéme lieu, on considére les résultats obtenus par les moindres carrés
comme le vecteur d’initialisation de l’algorithme d’erreur de sortie. Ainsi,
on prouve l'efficacité de notre solution en combinant ces deux algorithmes
d’identification.
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Les systémes dont le comportement peut étre décrit par des équations aux
dérivées partielles (EDP), aussi appelées systémes & paramétres distribués,
sont au centre de I’étude menée dans cette these. Cette modélisation mathé-
matique apparait dans de nombreux domaines scientifiques et technologiques.
La dynamique de ces systémes se caractérise par plusieurs variables indépen-
dantes telles que I'espace et le temps. Dans le travail de thése rapporté dans
ce mémoire, on s’est intéressé a l’estimation paramétrique de ces équations
aux dérivées partielles. Pour cela, deux approches ont été proposées :

e la premiére est une extension de ’approche des moments partiels réini-
tialisés aux systémes dont le comportement est régi par des équations
différentielles partielles,

e la seconde repose sur une discrétisation de ’'EDP permettant de I’écrire
sous la forme d'un modéle de Roesser.

Afin de présenter au mieux les développements réalisés au cours de cette
thése, le premier chapitre de ce manuscrit a porté tout d’abord sur des rap-
pels sur les équations différentielles ordinaires et les équations aux dérivées
partielles ainsi que la résolution de ces derniéres. Les outils d’identification
utilisés dans ce travail ont également été rappelés. Enfin, dans le cadre de
I'identification paramétrique des EDP, différentes solutions de la littérature
ont été brievement présentées :

e Les méthodes basées sur les différences finies qui nécessitent des pas de
discrétisation en espace et en temps suffisamment fins pour caractériser
au mieux le comportement réel du systéeme étudié;

e Les approches par filtrage des signaux qui permettent, a partir des me-
sures, de générer des signaux filtrés ainsi que leurs dérivées spatiales et
temporelles. Ces approches sont d’autant plus efficaces que I'on dispose
d’un nombre important de capteurs le long du probléme étudié;
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e Les approches basées sur un développement de 'EDP sur une base de
fonctions spatiales définie par 1'utilisateur afin de séparer les variables de
temps et d’espace. Ces approches nécessitent une étape de réduction de
modéle afin d’approximer le systéme de dimension infini par un ensemble
fini d’équations différentielles ordinaires ;

e La modélisation fractionnaire qui, pour certaines EDP, permet d’obtenir
des modéles sous la forme de fonction de transfert ou de représentation
d’état dont les paramétres sont liés a ceux de 'EDP.

Les outils développés dans ce travail s’insérent dans le cadre de ces mé-
thodes.

La premiére approche est basée sur la technique des moments partiels réini-
tialisés, initialement développée pour 'estimation des paramétres des équa-
tions différentielles ordinaires. Une extension de cette approche au cas des
EDP a été proposée. Elle consiste a approcher les termes de dérivée partielle
grace a des moments partiels réinitialisés dépendant de I'espace et du temps.
Le modeéle obtenu est dépendant de 'EDP étudiée mais peut se mettre sous
une forme linéaire par rapport aux paramétres. Un algorithme des moindres
carrés associé a une variable instrumentale permet alors d’obtenir des esti-
mations non biaisés des paramétres de 'EDP. La méthode nécessite la dé-
termination d’un paramétre de synthése qui est I'horizon d’intégration pour
le calcul des moments partiels réinitialisés. Une étude du choix optimal de
ce paramétre a été menée sur un exemple numérique. Cette méthode fournit
de bons résultats mais nécessite néanmoins 1'utilisation d’'un nombre impor-
tant de mesures a l'intérieur du systéme étudié, ce qui peut étre rédhibitoire
quant & 'utilisation de cette approche. En effet, si on considére I'exemple de
I’échangeur de chaleur présenté dans ce mémoire, il est illusoire de vouloir
placer un grand nombre de capteurs au sein méme de I’échangeur. Conscient
de cet inconvénient de I'approche, nous avons étudié I'influence du nombre
de capteurs sur la qualité de I'estimation ainsi que I'influence du placement
de ces capteurs au sein du systéme.

La seconde approche développée fait appel a des techniques d’identification
a erreur de sortie et s’applique aux EDP pouvant étre réécrites sous la forme
d’un modéle de Roesser discret & deux dimensions. Ainsi, aprés avoir rappelé
la définition d’un modéle de Roesser, nous avons proposé un algorithme a er-
reur de sortie basé sur le lien entre le modéle de Roesser et la représentation
linéaire fractionnaire. L’efficacité de ’approche proposée a été illustrée par un
exemple numérique et comparée a une approche basée sur une technique des
sous-espaces. Contrairement & ’approche des moments partiels réinitialisés,
I’algorithme proposée ne nécessite que la connaissance des signaux d’entrée
et de sortie et bénéficie des avantages des approches a erreur de sortie, a
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savoir une estimation non biaisée quelque soit la nature du bruit (bruit qui
doit néanmoins étre de moyenne nulle). Il souffre toutefois des mémes incon-
vénients, c’est-a-dire la non garantie de convergence vers I'optimum global et
la nécessaire phase d’initialisation des paramétres. Cette derniére peut étre
résolue en utilisant l'approche basée sur les moments partiels réinitialisés,
méme biaisée, pour initialiser 'approche a erreur de sortie.

Finalement, le couplage des deux approches a été testé en simulation sur
un probléme d’estimation des parameétres d’'un échangeur de chaleur a co-
courant. En supposant possible de disposer d’une mesure interne a 1’échan-
geur, I'approche des moments partiels réinitialisés a été utilisée pour fournir
une estimation initiale a l'algorithme & erreur de sortie. Des simulations de
Monte Carlo montrent l'efficacité de 'approche proposée.

Perspectives

L’approche par moments partiels réinitialisés souffre du fait qu’il est né-
cessaire de disposer de mesures au sein du systéme étudié. Si dans le cas de
I’échangeur de chaleur proposé dans le dernier chapitre, cette approche ne
semble pas trés adaptée, elle peut ’étre pour d’autres problémes. On pense,
par exemple, au suivi de pollution sur une zone géographique sur laquelle
il existe différents points de mesures. On peut envisager d’utiliser cette ap-
proche pour tenter de définir le nombre et les emplacements optimaux de
capteurs sur la zone a étudier pour parvenir aux objectifs souhaités.

La modélisation des équations aux dérivées partielles par un modéle de
Roesser n’a été abordée ici que dans le cas & deux paramétres. Une extension
au cas nD devra étre menée pour les géométries plus complexes que celles
vue dans ce travail. Il pourra alors étre opportun de développer d’autres
méthodes que les moments partiels réinitialisés pour initialiser 1'algorithme
d’identification a erreur de sortie.

Enfin, les travaux développés dans cette thése ont été validés uniquement
sur des exemples numériques. Une étape importante consistera a confronter
ces approches sur des données expérimentales, en particulier sur des échan-
geurs de chaleur. Dans ce cadre, un des objectifs est la détection d’un éventuel
encrassement d'une des voies de ’échangeur. Les outils que nous proposons
doivent pouvoir permettre cette détection, soit en suivant 1’évolution des pa-
rameétres, soit en générant un résidu issu d’'une comparaison entre les données
mesurées sur le processus et les sorties d’'un modéle " sain " préalablement
identifié. Dans le premier cas, il faut envisager une formulation récursive des
algorithmes pour suivre les parameétres en ligne ou bien faire une identifi-
cation sur une fenétre d’observation glissante. L’intérét de suivre 1’évolution
des paramétres plutdét qu'une erreur de sortie, méme si cela peut étre plus
compliqué, serait de pouvoir indiquer quel coté de I’échangeur est encrassé.






ANNEXE A

ESPERANCE MATHEMATIQUE DES PRODUITS DE
MOMENTS PARTIELS

En considérant un calcul des moments par la méthode des rectangles
(2.40), I'espérance mathématique des produits de moments partiels d’un bruit
blanc peut étre approchée de la maniére suivante

X—1 T-1
E{MY, }N04Ax8AtSZz4Zk4, (A1)
=0 k=0
X—1
E{Mj My, *} m ot AxTA Y " IB(T - 1), (A.2)
=0
T—1
E{M" M} *} m o' AP AT(X —1)° Y kP, (A.3)
k=0
X—1 -
E{ M MY}~ ot AdTAE Y 1 Z K, (A.4)
=0 =
X—1
E{Mj *M;*} = ot AaS A T I(T — 1), (A.5)
T-1
E{M" M} 2}~ o' Ar* At — 1)) k2, (A.6)
k=0
X—1 —
E { M} MY, ~04Ax%t62122k2 (A.7)

E{M{_M" MY 2} =o' A2 A (X = 1)*(T - 1)%, (A.8)
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Espérance mathématique des produits de moments partiels

X—-1

0oMi1"} = ot At A Z P(T —1)%
1=0

—_

=

E {ME’OM&OM?JQ} ~ ot APAL(X —1)2) k2

i

0

Notons de plus que

I-1.0 _
Dot =1,
21—1 jl— U=n1
i=0° T T2
21—1 2 — U=DIEI-1)
i=0 6 )

2
I-1.3 _ ((I-DI
Y= ()
I-1 .4  (I-1)I(21-1)(31?°-31—1)
D it = ( 30 :

(A.9)

(A.10)

(A.11)



ANNEXE B

RAPPEL SUR LES METHODES DES SOUS-ESPACES

Les méthodes des sous-espaces ont été suggérées pour l'identification des
modeles d’état des systémes 1D ( Van Overschee et De Moor (1996)) et des
systémes 2D (Ramos et al. (2011)). Dans les sections suivantes, un rappel sur
les méthodes des sous-espaces pour les systémes 1D et 2D est proposé.

B.1 Rappel sur l'algorithme N45SID : cas 1D

Rappelons tout d’abord qu’un systeme 1D s’écrit de la maniére suivante

x(k+1) = Ax(k) + Bu(k),

y(k) = Cx(k) + Du(k), (B.1)

avec les matrices du systéme A € R™™ B € R™™ C € R*" et D €
R“>™  Introduisons la premiére équation du systéme (B.1) dans la deuxiéme
équation, alors la sortie du systéme peut s’écrire de la maniére suivante

y(k) = Cx(k) + Du(k),
y(k + 1) = CAx(k) + CBu(k) + Du(k + 1),
: (B.2)
y(k+i—1)=CA" 'x(k) + CA"*Bu(k) + - -
+ CBu(k+i—2)+Du(k+i—1).
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En outre,
y(k) CA

Y(k+i—1)1 CA:z'—l

yi(k) S———

D 0 .0 (B.3)
CB D
.| caB  cB

S el e
e

. o~
=

~—

CA2B CA'3B ... D]~ ~ g

H;

On suppose que on a accés & un nombre des données de mesure suffisamment
grand. Alors on définit I’équation suivante

Y (k) = I X (k) + H;U(k), (B.4)
X(k) = [x(k) oo x(k+g— 1)} ,
UG) = [w(k) - wlktj—1)], (B5)
Y (k) = [yl(k;) o yilk+ 75— 1)} .

Ainsi, les matrices futures et passées des états et des données entrée-sortie
sont définies par

Xy =X(i), X,=X(0),
U;=U(@), U,="U(0), (B.6)

Y;=Y(@), Y,=Y(0).
Ces matrices vérifient les représentations ci-dessous
Y, =X, +HU,
Y;=TIX;+HUy, (B.7)
X; =A'X, + AU,
avec A; = [A™'B A™?B ... AB B].

D’aprés Van Overschee et De Moor (1996), 'algorithme N4S1D se résume
en 3 étapes :

e Premiére étape : Calculer la projection oblique O;
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On définit O; la projection oblique donnée par
Oi =Y;/u,W,, (B-8)

ot Yy/u, est la projection de I'espace ligne de Y sur I'espace ligne de Uy
et WZ =[U, Y,
Cette matrice est obtenue par la décomposition RQ du [U; W, Y,]*

Uy Ry O 0 Qf
Wp = R21 R22 0 g s (B . 9)
Yy Rsi Rsx Rss Q?{

I1 est prouvé dans (Van Overschee et De Moor (1996)) que
O; = RuxRL,W,,. (B.10)
ou R;Q représente la pseudo inverse de Rjs.

e Deuxiéme étape : Estimer les matrices d’é¢tat A et C.

Pour cette étape, on commence par une décomposition en valeur singuliére

T
o=t wi[3 4]

B.11
— Ul Sl ‘/1T7 ( )
=IXy.
Ainsi, on détermine T'; et T';-
L, =08 , ot =Ul. (B.12)
Il est a noter que LT, =0.
A partir de T';, on estime les matrices A et C
C = les ¢ premicres lignes de f‘h,
P & i (B.13)

A = (T)}(Ty),
ol (f,)b et (f‘z)t représentent la matrice T'; sans les ¢ derniéres lignes et les £
premieres lignes, respectivement.
e Troisiéme étape : Estimer les matrices d’état B et D.

A partir de la deuxiéme équation entrée-sortie du systéme (B.7), on constate
que
Y, =T} HU;. (B.14)
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Ainsi,
YUl =T} H,. (B.15)

Pour simplifier les notations, la partie gauche de I’équation précédente sera
notée N et T'; par £

[-/\/0 Ny -/\/;—1}:[/30 Ly - £¢—1]

D 0 -0
CB D -0

.|l caB B ... 0 (B.16)
CA 2B CA3B ... D

Afin de déterminer B et f), cette équation peut étre reformulée comme suit

Lo Ly - Lio Li
ﬁ/—/’o £1 £2 s »Ci—l X
.1 — ;CQ ,Cg s X X
f N (B.17)
Nies Li1 X -+ X X

y I Oy, 1:7
Oci-nyxe, Tioy| [Bi]”
Une démonstration bien détaillée de cet algorithme est donnée dans (Van
Overschee et De Moor, 1996, Chapter 2).

B.2 Rappel sur l'algorithme N4S5SID : cas 2D

Dans cette section, on considére un modeéle causal, récursif et séparable en
dénominateur. Ce modéle est caractérisé par la représentation d’état suivante

Xt e = X"+ 1,k) = Aix"(1, k) + Asx"(1, k) + Biu(l, k),
X =X (Lk+1) = +Ax"(1, k) + Bou(l, k), (B.18)
yir =y, k) = Aix"(1, k) + Aox"(1, k) + Du(l, k),

oul € {0..N,} etk € {0..N;}, Ay € Rm*™n Ay € R Ay € R™*™ B €
R>Xm By € R™*™m Cp € R*™ Cy € R™ et D € R™,

L’algorithme N4S1D pour les systémes 2D est une extension d’un algorithme
1D présenté par Van Overschee et De Moor (1996). En se basant sur le dé-
veloppement introduit dans la section précédente, Ramos et al. (2011) ont
proposé cette technique. L’idée principale de cet algorithme est de transfor-
mer le systéme sous une forme similaire & celle présentée dans (B.7).
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Pour présenter cet algorithme, on commence par introduire les matrices fu-
tures et passées d’état pour k = {0,1..., Ny} et N, = 2i + j — 2.

h h v h h h  h h
Xp (k) = [%,k Ty g o wjfl?k} , Xf (k)) = [xzk Tit1,k o xz‘ﬂ'ﬂ,k] )
v v v v v v
ok Tik - Ti-1k ik Titrk o Tirj-1k
v v v v v v
§ N . " Titi,k Tiv2k - Tigsk
Xpk) =1 C | Xp(R) =
v’ ) : v v v ’ v
TP g e T o Toi-1,k T2ik - T2idj-2,k

De méme, on définit les matrices futures et passées des données entrées-sorties
par

Uk ULk - Uj—1k Yo,k Y1,k - Yj—1,k
b Uy UK - Uj k b Y1, Y2,k - Yj.k
Ulk) = S A0 e R
Ui—1,k Uik - Uitj—2.k Yi—1,k Yi,k - Yitj—2,k
Uik  Witl,k - Witj—1,k Yik Yi+1l,k - Yitj—1,k
L Uit1,k Wit2k - Uitj,k h Yi+1,k Yi+2,k - Yitj,k
Up(k) = , Yi(k) =
Ui—1k Uik - U2it+j—2.k Y2i—1,k Y2ik - Y2itj—2,k
(B.20)
Définissons les matrices finales futures et passées d’état vertical par
X)) = [X50) X5(1) = Xp(No) |, b= [XFO) XFQ) - XF(ND ], (B.21)

et les matrices finales futures et passées d’état horizontal par
XZ = [X}(0) Xp(1) - Xp(N) ], X}} = [ X}(0) XF(1) - XF(ND)]. (B.22)

Les matrices finales futures et passées d’entrée horizontale sont données par

UR©O) Ur) ... UR(IN) URO) Up) ... Up(Ny)
Ut = U3 (0) - : Uﬁ@—l) U= HOR : U?@—l) . (B.23)
- UR) - ur()

et les matrices finales futures et passées de sortie horizontale sont présentées
par

Y, =[wono...pan],  Yi=[pevio..ovpen]. o (B.24)
Similairement au cas 1D, mais avec des matrices plus compliquées, on déter-
mine les relations suivantes

h _ phxch hyth _ phyeh h ~ho Ay TR
Y, =T/X) + H'U) = TVX] + [Hy G7°C°|U7,
Yh = rgfx’; + HU} = rgx? + [HY Ghrorul, (B.25)
X} = A\X) 4+ AjUT = A{XD + [CF @1°CYUY,
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avec
h T T i—1yr] T hv i1 i—2

r! =[ef (@A)T e (@ATHT] L el =AM, ATA, - A,

cY = [Ii ®By L;@A4By -+ L;® Aiv‘ile} , Cl =|AT'By AT?By - By,
Cs D
C1Az Cy C1B; D

G'}IL'*U = |: : : . ’ H'}IL" = . . .

ClAi._2A2 ClAi._SAz Cy ClA'i.*QBl ClA’i'*3B1 ... D

(B.26)
Une démonstration détaillée dans (Ramos et al. (2011)) explique bien le dé-
marche pour obtenir le systéme (B.25).
L’algorithme N4SID 2D peut se résumer en 4 étapes :

e Premiére étape : Calculer la projection oblique Y}‘ / U?WZ = O

La projection oblique, associée au variable O, peut étre calculée en utilisant
la décomposition RQ du [U} U} Y] Y§|”

U} Ru 0 0][Qf
W;’L; = |Ry Ry O , (B.27)
Yf Rs31 Rap Rss Qg
h
ol WZ = [gﬁ]
Ainsi,
OF = R3RL,W!. (B.28)

e Deuxiéme étape : Estimer les matrices d’état A; et C].

La décomposition en valeur singuliére du matrice O} permet de calculer T'.
En effet,

o=t [3 1]

0 of V]
11 B.29
= U5} 57 VlT. ( )
——
£
Ainsi, l'estimation de C et A; est donnée par
Cy = les ¢ premicres lignes de f‘h,

ou (I'M), et (I'"), présentent la matrice T sans les ¢ derniéres lignes et les ¢
premiéres lignes, respectivement.
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e Troisiéme étape : Estimer les matrices d’état By et D.

Cette étape consiste en premier lieu a calculer la matrice H, puis extraire
H" et enfin calculer B; et D.
La matrice H = [H% G%”C”} est déterminée a partir de la décomposition

RQ (B.27)
H!' = (R31 — Ry R}, Ro1) Ry (B.31)
Ainsi, on peut calculer les deux blocs H? et GAC?. 1l est prouvé dans (Ramos

et al. (2011)) que (I?)* = (U,)* . D’on, on calcule

N = [T IY S — Gre Ul (mi + 1 :md, )| [US(L : mi, )],

B.32
—[Lo Ly -+ L] HM, (.32
ou m =m(Ny;+1).
Cette matrice M peut étre réarrangée de la maniére suivante
Lo Ly -+ Lio Lig
:;\\[/’0 ,Cl £2 s £i,1 X
_1 —| Ly L3 -+ X X
f S (B.33)
Nies Liy X -+ X X

Oé(i—l)xéh I‘zhfl B ’
ou I'! | représente la matrice I sans le bloc C; A",
Cette équation est linéaire par rapport a D et B; et elle pourra étre résolue
par les moindres carrés.

e Quatrieme étape : Estimer les matrices d’état Ay, By, Cs et Cy.

Déterminons la matrice GJ*C” = [G1 G, --- Gy,| & partir de H'. Ainsi,
on extrait les m colonnes de chaque matrices GGy, et construisons la matrice

G

G=[Gi(:;1:m) Ga(:;,1:m) -+ Gpn(,1:m)],
C[omg oy my,
i n, ’ (B.34)
[m ks g Ry,
Tt ACY, ’
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A l'aide des paramétres de Markov hY (i= 1, 2,..., N;) , on construit la matrice

de Hankel
h11) hg . hl])\/tfz#l e hi]]\/t
hy hg - h,l]]Vt*’L.+2
HZNt == hg hz U h,l]}Vt—l—Q—g
G T 9
S, O VT
_ 1 v v
e I:U”UU’U] |:O O:| |:(‘/;)J_)T:| I
=U,S2 Sz V!,
\A’J\V_/
rry C}J\/t
Ainsi,

N C, ]
= 2
[(Ff A4

é}({t = [BQ A4B2 e AQ/I_IBA )

ou (I'?), est la matrice I'V sans les ¢ dernicres lignes.
L’estimation de Ay, Ay, Bs et Cy est donnée par

Cy = les ¢ premiéres lignes de f‘f,
A4 = (f‘f)lt(f;))h
A2 = (I‘?flﬁj—-.ihfl,Nt(éK/t)Tv

- . Ay
By = les m premicres colonnes de C7,,

ou (T'Y); est la matrice I'Y sans les ¢ premiéres lignes.

(B.35)

(B.36)

(B.37)
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ABSTRACT

In this manuscript, a special attention is paid to the identification of dy-
namic systems whose behavior is governed by partial differential equations
(PDE). To achieve this, two identification algorithms are proposed. The first
is an equation-error algorithm based on reinitialized partial moments whose
function is to make the terms of partial derivatives disappear. The parame-
ters of the resulting model can then be estimated by a least squares type
approach. This method requires the selection of a synthesis parameter and a
large number of sensors distributed over the entire geometry of the studied
system. A study of the optimal choice of the synthesis parameters as well as
of the influence of the number and distribution of the sensors is conducted on
a numerical example. The second algorithm is associated to the PDE that can
be presented by a Roesser model. Throughout this model, a fractional linear
formulation is proposed and an output-error algorithm is exploited to esti-
mate the model parameters. The initialization of this algorithm is achieved
thanks to the results provided by the first algorithm. Finally, the efficiency
of the two proposed approaches is shown through a numerical example of
co-current heat exchanger.

Keywords : Partial differential equation; Parametric estimation; Reini-
tialized partial moment ; Rosser model ; Linear fractional representation.






RESUME

Dans ce manuscrit, une attention particuliére est accordée a l'identifica-
tion des systemes dynamiques dont le comportement est régi par des équations
aux dérivées partielles (EDP). Afin d’atteindre cet objectif, deux algorithmes
d’identification sont proposés. Le premier est un algorithme a erreur d’équa-
tion basé sur les moments partiels réinitialisés qui permettent de faire dis-
paraitre les termes de dérivées partielles. Les parameétres du modéle obtenu
peuvent alors étre estimés par des approches de type moindres carrés. Cette
méthode nécessite le choix d’un parameétre de synthése ainsi qu'un nombre
important de capteurs répartis sur toute la géométrie du systéeme étudié. Une
étude du choix optimal du paramétre de synthése ainsi que de l'influence du
nombre et de la répartition des capteurs est menée sur un exemple numé-
rique. Le second algorithme est propre aux EDP pouvant étre décrites par
un modéle de Roesser. Dans ce cas, une formulation linéaire fractionnaire est
proposée et un algorithme a erreur de sortie est mis en ceuvre pour estimer les
parameétres du modele. L’initialisation de cet algorithme est réalisée grace aux
résultats fournis par le premier algorithme. Finalement, I'efficacité des deux
approches proposées est montrée au travers un exemple numérique d’échan-
geur de chaleur & co-courant.

Mots clés : Equation aux dérivées partielles; Estimation paramétrique;
Moment partiel réinitialisé ; Modéle de Roesser ; Représentation linéaire frac-
tionnaire.



