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1 Introduction

L’objet de ce mémoire est la construction d’une surface de Riemann Y (I") appelée
courbe modulaire comme étant le quotient du demi-plan de Poincaré H sous l’action
homographique d’un sous-groupe I' d’indice fini de SLy(Z). Cette surface n’étant pas
compacte on rajoutera des points appelés pointes ou cusps pour obtenir une surface
compacte X (I') appelée courbe modulaire compactifiée ou, en fonction du contexte,
simplement courbe modulaire. On pourra ainsi s’intéresser au genre de cette surface
pour obtenir une formule exprimant ce genre en fonction de I'indice de I';, du nombre de
points I'-elliptiques de H et du nombre de pointes. On appliquera ensuite cette formule
aux surfaces X (I'(N)) et X (I'o(INV)) associées aux sous groupes de congruences ['( V) et

[o(N) et on pourra exprimer le genre de ces surfaces directement en fonction de I'entier
N.

2 Rappels et notations

2.1 Rappels sur les surfaces de Riemann

Définition 2.1.1. Soit X est un espace topologique, on appelle carte de X tout homéomorphisme
w:U =V ou U est un ouvert de X etV un ouvert de C. L’ouvert U est alors appelé
le domaine de la carte .

Définition 2.1.2. Une carte ¢ : U — V est dite centrée en P € X si P € U et
p(P) =0.

Remarque 2.1.1. Soit ¢ : U — V wune carte de X et Uy C U un ouwvert, alors
i, Uy = @(Ur) est une carte de X. On dit que @\, est une sous-carte de X.

Définition 2.1.3. Soit p, : Uy — Vi et py : Uy — V5 deux cartes de X. On dit que ¢
et @y sont compatibles si soit Uy N Us = ) soit oy 0 7+ 01 (U NUs) — 0o(Uy N US),
ainsi que son inverse, sont holomorphes.

Définition 2.1.4. Un atlas A est un ensemble de cartes de X compatibles deux a deux
telles que leurs domaines recouvrent X.

Remarque 2.1.2. Soit A = {p; : U; = V;} un atlas de X et'Y un ouvert de X alors

l’ensemble Ay = {Qpi\YﬂUi Y NU; = pi(Y N UZ)} de sous-cartes de X est un atlas sur
Y.

Définition 2.1.5. Deuzx atlas A et B sont équivalents si chaque carte de A est compa-
tible avec toutes les cartes de B.

Définition 2.1.6. Une structure complexe sur X est une classe d’équivalence d’atlas
sur X.

Définition 2.1.7. Une surface de Riemann X est un espace topologique connexe, séparé
muni d’une structure complezxe.



Définition 2.1.8. Soit f : X — Y wune application entre deux surfaces de Riemann,
on dit que f est holomorphe en P € X s’il existe une carte (Uy, 1) de X avec P € Uy
et une carte (U, @) de Y avec f(P) € U, telle que la composée oy o f o ot soit
holomorphe en ¢1(P). De maniére équivalente, puisque les cartes sont compatibles, f
est holomorphe en P € X si et seulement si pour toute carte (Uy, 1) de X avec P € Uy
et (Uy, 02) de'Y avec f(P) € Uy, la composée gy 0 fop! est holomorphe en ¢, (P). Si
W est un ouvert de X, on dit que f est holomorphe sur W si elle est holomorphe en
tout point de W, en particulier f est holomorphe si elle est holomorphe sur X.

Proposition 2.1.1. Soit f : X — Y une application non constante entre deuz surfaces
de Riemann et W un ouvert de X. Si f est holomorphe sur W alors en tout point P € W
il existe un unique entier m > 1 tel que pour toute carte (Us, o) deY centrée en f(P) il
existe une carte (Uy,¢1) de X centrée en P telle que Vz € p1(Uy), ga0 fop;t(2) = 2™.

Démonstration. Soit ¢y : Uy — V5 une carte de Y centrée en f(P), d’apres la remarque
2.1.2 on peut trouver une carte ¢ : U — V centrée en P telle que U C W. L’application
f est donc holomorphe sur U et ainsi ¢ o f o ¢! est holomorphe sur 'ouvert V c C
contenant 0. De plus, puisque X est connexe, f est non constante sur U. On pose
T = py0 fo¢ ! alors puisque T(0) = 0 et T n’est pas constante il existe un disque
ouvert D centré en 0 tel que 'on puisse écrire Vz € D, T(z) = 2™S(z) avec S une
application holomorphe sur D, S(0) # 0 et m > 1 l'ordre de T" en 0 (cf. [7] p.251).
Puisque S(0) # 0 et S est holomorphe sur D il existe un disque ouvert D’ C D centré
en 0 tel que S ne s’annule pas sur D’. Il existe donc une fonction R holomorphe sur
D' telle que Vz € D', R(2)™ = S(z) (cf. [7] p.319). On pose Vz € D', n(z) = zR(z),
on a alors T'(z) = (n(2))™, n est holomorphe sur D’ et ' (0) = R(0) # 0 donc d’apres
le théoreme d’inversion locale (cf. [7] p.257) il existe un voisinage V, ouvert de 0 tel
que 1 : Vo — n(Vy) soit biholomorphe. On pose U; = ¢~ 1(Vp) et ¢ = no ¢ alors
01 : Uy — p1(Ur) = n(Vp) est une carte de X centrée en P compatible avec ¢. De plus
on a

Vz € p1(Uy), pao fopr(2) =0 fogtonl(2)
=T(n""(2))
= ()"

:Zm

L’unicité vient du fait que si I'on peut écrire 5 o f o ;' (2) = 2™ alors tous les
points proches de f(P) possedent exactement m antécédents proches de P donc m
dépend uniquement des propriétés de f autour de P. O

Définition 2.1.9. L’entier m est appelé la multiplicité de f en P et est noté mult;(P).

Proposition 2.1.2. Soit f : X =Y et g:Y — Z deux applications non constantes
entre surfaces de Riemann. Soit P € X, si f est holomorphe sur un ouvert W contenant
P et g holomorphe sur un ouvert W' tel que f(W) C W' alors go f est holomorphe sur
W et multyor(P) = multy(P) x mult,(f(P)).

Démonstration. On pose m = mult,(f(P)) et n = mult;(P). Soit (Us, p2) une carte
centrée en g(f(P)) de Z alors il existe une carte (Uy, 1) de Y centrée en f(P) telle que
Vz € o1 (Uy), pa0go@;t(2) = 2™ La carte (U, @) est centrée en f(P) donc il existe
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une carte (Us, p3) de X centrée en P telle que Vz € p3(Us), @10 f 0wz (2) = 2. Ainsi
VZ € @3([]3),

2090 fops!(z) =¢r0gopi'opiofop;!(z)
= r0g0p; (2"

— znm

donc multyf(P) = nm O

Proposition 2.1.3. Soit f : X — Y wune application non constante holomorphe
entre deux surfaces de Riemann compactes et soit y € Y alors la quantité d,(f) =
Zpef,l(y) mult;(P) est constante et ne dépend pas de y. La quantité d,(f) est appelée
le degré de f que l'on note deg(f).

L’idée de la preuve (cf. [4],p.47) est de montrer que 'application ¢ : Y — N telle que
¢(y) = dy(f) est localement constante on aura alors que ¢ est constante par connexité
de Y.

3 Construction des courbes modulaires Y (I') et X (I')

3.1 Action de SLy(Z) sur le demi-plan de Poincaré
Définition 3.1.1. On appelle demi-plan de Poincaré l'ensemble HH = {z € C,(z) > 0}.

On rappelle que SLy(Z) et ses sous-groupes sont tous des sous-groupes discrets de
SLy(R). Dans la suite SLy(Z) sera noté I'(1) et I' désignera un sous-groupe de I'(1)
d’indice fini.

Proposition 3.1.1. Le groupe I' agit continuement sur H par ’action homographique

I'x H— H
a b az+b
Z 'H —_—
c d)’ cz+d
Démonstration. Soit z € H alors

(\(az + b) _ (ad —bc)3(2)
Nevd T lcz + d|?

>0

!/ /

Deplus [.z=zetsiy= (CCL 2) elety = (CCL, Z,) e I" alors

(ad" + b))z + ab' + bd’
(ca’ 4+ dd)z + b + dd’

()2 =

et
a(a'z +0)+b(cz+d) (ad' + b )z + ab + bd'

(v.2) = = = (vy).2
7-(72) cldz+V)+ddz+d) (ca +dd)z+ b + dd’ ()

. . P . . . A RN . aerb
Puisque que I' est discret et que I'application de H dans lui méme qui a z associe £
est continue, 'action de I' sur H est continue.
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On notera I'\H I’ensemble quotient des orbites pour l'action homographique de I"
sur H, 7 : I' — ['\H la projection canonique, I, = Stabr(z) le stabilisateur de z sous
laction de T et Z(I') = 'N {£1} le centre de T'.

Définition 3.1.2. On appelle domaine fondamental de I' un ouvert connexe D de H
tel que D ne posséde pas deux points I'-équivalent pour l'action homographique et tel
que la restriction de mp a D soit surjective.

On trouvera la preuve des deux propositions suivantes dans [2] p.32

Proposition 3.1.2. On pose S = (? _01), T = ((1) 1) et p = exp(2iw/6) on a

a)Stabp(l)(i) = {:l:], :|:S}
b)Stabr)(p) = {1, £TS, £(TS)*}
¢)Stabr1)(p®) = {£I,£ST, £(ST)*}

Proposition 3.1.3. L'ensemble D = {z € H, |2| > 1,-1/2 < R(z) < 1/2} est un do-
maine fondamental pour T'(1) (cf figure 1) et deux points z et z' de D sont T'(1)-
équivalent si et seulement si |z| =1 et 2/ = Sz ou R(z) = £1/2 et 2/ = Tz. De plus si

z € D et Stabrqy(z) # {£I} alors z € {i, p, p*}.
Définition 3.1.3. Une matrice v € SLy(Z) est dite elliptique si |Tr ()| < 2.

Définition 3.1.4. Un élément z € H est un point I'-elliptique si son stabilisateur sous
I' contient une matrice elliptique.

Proposition 3.1.4. Un point z appartenant a H est I'(1)-elliptique si et seulement si
il est T'(1)-équivalent a i ou a p.

Démonstration. Soit z un point I'(1)-elliptique alors il existe une matrice elliptique 7,
tel que z = 7.z. De plus il existe 2 dans la cloture du domaine fondamental D tel
que z = vz’ donc vy 'v.y € T'... Puisque v, # +I, I,y # {£I} et donc, d’apres la
proposition 3.1.3, 2’ € {7, p, p*} et ainsi z est ['(1)-équivalent & ¢ ou & p. Inversement
pour tout v € I'(1) on a (ySy~1)vyi = i et (YT'Sy H)yp = vp et puisque S et T'S sont
elliptiques il en est de méme de YT'Sy~! et TSy~ O

Proposition 3.1.5. Soit z € H un point I'-elliptique. Si z est I'(1)-équivalent a i alors
I./Z(T) est fini, cyclique d’ordre 2 et si z est I'(1)-équivalent a p, le groupe I, /Z (")
est fini, cyclique d’ordre 3.

Démonstration. Supposons que z = yi avec v, € I'(1) alors I', C v Stabp)(i)y; ' =
{ +1, £S5y 1}. Puisque z est un point [-elliptique v, Sv; " ou —v,.57; ! sont dans T,
donc I',/Z(T") = {7, 71571_1} et puisque (y1.97;1)? = —1, I, /Z(T') est fini et cyclique
d’ordre 2. De méme si z = ;p puisque Stabra)(p) = {£I,£T'S,£(T'S)*} et (T'S)* =
—TS on a que I', /Z(T") est fini et cyclique d’ordre 3. O




3.2 Topologie et structure complexe sur I'\H

On munit désormais I'\H de la topologie quotient, c’est-a-~dire que U est un ouvert
de T'\H si et seulement si 7' (U) est un ouvert de H. On souhaite montrer que T'\H
est une surface de Riemann appelée courbe modulaire et notée Y (I'), pour cela on va
montrer que la topologie quotient est séparée et définir une structure complexe.

Définition 3.2.1. Soit G un groupe agissant sur un espace topologique X , l’action de G
sur X est dite proprement discontinue si pour tout x ety dans X il existe un voisinage
Ve de x et un voisinage V, de y tel que 'ensemble {g € G,gV, NV, # 0} est fini.

Proposition 3.2.1. Soit I' un sous groupe de I'(1) on a

a) Yz € H, Stabr(x)est un sous-groupe fini.

b) Va € H, il existe un voisinage U qui vérifie : v € Tet U N~yU # () < ~v € Stabp(x)

c)Vx,y € H tels que x et y ne soient pas dans la méme I'-orbite , il existe U voisinage de x
et Vvoisinage dey tel queVy € T,V N~yU = 0.

Démonstration. a) Puisque que I est discret, I'action de I" sur H est proprement discon-
tinue (cf[5] p.17) donc il existe un voisinage V, de z tel que 'ensemble {y € T, V, N7V, # 0}
est fini. On a alors Stabr(z) C {y € ', V, NV, # 0} < cc.
b) On peut écrire

{yel,Van Vo #0} ={n,1<i<n}

avec
{7i,1 <i<n}nStabr(z) = {7,...7s}

Pour chaque ¢ > s on choisit deux voisinages disjoints V; de x et W; de ~;z et on pose

U=V, () (Viny ‘W)

i>S

On a alors pour ¢ > s, ;U C W; et U C V; et U est un voisinage ouvert de x car c’est
une intersection finie d’ouverts d’ou le résultat puisque V; et W; sont disjoints.

¢) On choisit V,, voisinage de z et V, voisinage de y tels que {y € I, V,, N4V, # 0} est
fini on peut alors écrire {y € I', V,, N7V, # 0} = {7;, 1 <14 < n}. Puisque z et y ne sont
pas sur la méme orbite y;x # y on peut donc choisir deux voisinages disjoints U; de ~;x
et V; de y. On pose

U=V, () %'Us V=V, [V
1<i<n 1<i<n

Alors U et V sont des voisinages ouverts respectivement de x et de y et Vy € I', Ay UNV =
0. m

Proposition 3.2.2. L’espace topologique I'\H est connezxe et séparé.

Démonstration. T'\H est connexe car H est connexe. Soit z et y dans H qui ne sont pas

[-équivalents alors d’apres la proposition 3.2.1c) il existe U voisinage ouvert de = et V

voisinage ouvert de y tels que Vy € T,V N~yU = () donc 7r(U) et 7p(V) sont disjoints

et ouverts car mp ' (7 (U)) = U U est un ouvert de H et de méme pour 7 (V). O
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On va maintenant définir des cartes sur I'\H. Soit a = 7r(z) € I'\H alors d’apres
la proposition 3.2.1.b il existe V un voisinage de zy tel que VNV # 0 & ~ €
Stabr(zp). On pose U = 7p(V), alors 7' (U) = U,er 7V donc U est ouvert. On a
de plus U, ep 7V = i/ (7il'5)V. D’apres la proposition 3.1.3 soit Stabr(zo) C {£I},
soit zg est ['(1)-équivalent a ¢ ou a p et donc, d’apres les propositions 3.1.4 et 3.3.9,
[-elliptique. On va donc distinguer ces trois cas disjoints pour construire des cartes
centrées en a.

Proposition 3.2.3. Si Stabr(z0) C {£I}, la restriction mr : V. — U définit un
homéomorphisme d’inverse noté 1,

Démonstration. Si wr(x) = 7p(y) avec z et y dans V alors x = yy et donc VN~V # ()
ce qui implique v € T, donc v = £1 et © = y. Ainsi 7 : V — 7 (V) est bijective, de
plus par définition 7 est continue et est ouverte car si O est un ouvert inclus dans V'
alors 7 (7 (0)) NV = JYO NV est un ouvert de V. O

Dans le cas ou Stabr(zyg) C {£I} on choisira (U,1,) comme carte locale en a.
Supposons maintenant que zg est I'-elliptique.

Lemme 3.2.1. Si zy € H, on note D(0,1) le disque ouvert unité alors l'application

A:H — D(0,1)

Z— 20
Z

2 — 2y
est bi-holomorphe.
Démonstration. L’application A est bien définie car

s lz—zl  (Rz—Rz)? + (Sz — Vz)?
Clr— 22 (R —Rz)? 4 (Sz + Sz)?

AGZ)] <1

On considere 'application

A D(0,1) — H

RN ZZ20 — R0
z—1
A~! est bien définie car S(A7!(2)) = %ﬁf'% > 0, de plus Vz € H, A}(\(2)) = z et
Vz € D(0,1), A\(A71(2)) = 2. Ainsi A est bijective d’inverse A™! et il est clair qu’elles
sont toutes les deux holomorphes. O

Proposition 3.2.4. Si zy est I'(1)-équivalent a i alors il existe un voisinage U, C U
de a et Vi de O tel que 'application

¢a : Uy — Vi
mr(z) — (A(2))?

est un homémorphisme.



Démonstration. On note W, le disque ouvert de centre 0 de rayon r > 0 et I',, le
stabilisateur de zq sous I'. Puisque () = 0 il existe un 7 > 0 tel que A™*(W,) C V. On
pose U, = mr(A~H(W,.)), alors U, est un voisinage de a inclus dans U. Le stabilisateur I,

est un sous-groupe de SLy(7Z) donc si on identifie A & la matrice <1 _2_0) € GLy(C),
—Zp

A, A1 est un sous groupe de GLy(C) . De plus ce sous-groupe agit sur D(0,1) via
(A2 2) — (AYA™H)z. Pour v € T',, fixé on considere 'application

fy:D(0,1) — D(0,1)
2 — AMyAT 1z

alors f est bi-holomorphe de réciproque

f1:D(0,1) — D(0,1)
2 — My

De plus f,(0) = fv_l(O) = 0, en appliquant le lemme de Schwarz a f, et a f,y_1 on a
|fy(2)] = |2| et fy(2) = exp(2i0(7))z avec 0 < 6(y) < 7. Montrons que 0(y) € FZ.
D’apres la proposition 3.1.5 T',, /Z(T") est cyclique d’ordre 2, de générateur noté 7g.
Puisque f_, = f, il suffit de vérifier que 6(1) et 6(7,) sont dans 5Z. Si on se donne
z # 0,0ona fi(z) = zdonc 0(I) = 0 et 2 = fa(2) = [, 0 f,(2) = exp(4if(70))z
donc exp(4if(y0)) = 1 et O(y) € Z. Ainsi Vy € I, f, est une rotation de centre
0 et d’angle 27k/2 avec k € Z. Puisque f, est une rotation, A™'(W,) est stable sous
I'action de T, et W, est stable sous 'action de A[,,A~t. Puisque V N~V # 0 =
v € I, Uy est homéomorphe a T';,\\""(W,) via 71 : 7p(z) — 7, (2). De plus
I, \A"'(W,) est homéomorphe & A, A""\W, via 1y : 7, (2) — map, a-1(Az). On
considere 'application

n3 2 AL, A N\W, — W
m(w) — w?

L’application w — w? de W, dans W,2 est surjective, ouverte et invariante par rotation

de centre 0 et d’angle 27k/2 de plus si w? = w3 alors |wi| = |ws| et Arg(w,) =
Arg(wq)+2k7 /2 donc I'application ns définit un homéomorphisme. En posant Vo = W2,
on a ¢, =13 01nyon donc ¢, est un homéomorphisme. [

Dans le cas ou zy est I'(1)-équivalent a ¢ on choisira (U,, ¢,) comme carte centrée
en a.

Proposition 3.2.5. Si zy est I'(1)-équivalent a p alors il existe un voisinage U, C U
de a et Vy de O tel que l'application

Yo Us — Wy
mr(z) — (M(2))?

est un homémorphisme.

Démonstration. On reprend la démonstration précédente en sachant que I',,/Z(I") est
cyclique d’ordre 3, on aura alors f, est une rotation de centre 0 et d’angle 2k7 /3. O
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Dans le cas ou zq est I'(1)-équivalent a p on choisira (U,, ¢) comme carte centrée en
a.

Proposition 3.2.6. L’ensemble A = {4, ¢a, pa,a € I'/H} est un atlas sur Y (I")

Démonstration. Puisque les domaines des cartes de A recouvrent Y (I') il reste a montrer
que ses cartes sont compatibles. Soit a = mr(21) et b = 7 (29), on note Uy = np(V7) et
Uy = 7r(V3). On suppose U; N Uy # (. Montrons que 1, et 1, sont compatibles. On
pose [ = ot 1 ) (U NUy) C V3 — (U NUy) C Va. On pose Wy = 1, (U NUS)
et Wy = ¢,(Uy N Us) alors Wy est un ouvert inclus dans V; et Wy est un ouvert inclus
dans V5. Si 2z € W, alors il existe 2 € W, tel que Z = 2/ et donc 2/ = ~,z. Ainsi
f(2) = Yy ot (z) = vy o ¥ (¥a(2)) = n(2) = ¥u(?') = ¥(122) = 7:2. Montrons
que f est holomorphe sur toutes les composantes connexes de W; qui sont des ouverts
dans W on aura alors que f est holomorphe sur W . Soit C' une telle composante
connexe, on pose C’ = f(C) alors, puisque f est continue et ouverte, C’ est connexe et
ouvert dans Ws,. Or C' C Wfl(Ul NUy) C 7TF_1(U1) = U'yEF Wi = Ui (1il'2) V1 avec v
les représentants des classes de I'/T,,. Puisque C’ est connexe il existe un ;, tel que
C" C %Iy Vi C g {£I} V1. Donc si z € C alors f(z) = 7,2 = £7;,2" = 74,2 avec
z € V] et ainsi 'yi;lvz eI',, donc vy, = £, et f(z) = 7i,2. Ainsi f est holomorphe sur
C'. Pour la compatibilité des autres cartes cf [5].

]
Proposition 3.2.7. La surface Y (I') n’est pas compacte.

Démonstration. Commengons par montrer que Y (I'(1)) n’est pas compacte (cf figure
1). D’apres la propostion 3.1.3 Y(I'(1)) est homéomorphe via la projection 7y a
I’ensemble

D' =DU{zeCRz=1/2,32>SptU{z€C,|z] =1,0 <Rz < RNp,Jz >0} ou D
est le domaine fondamental de I'(1). Puisque D’ n’est pas compacte, Y (I'(1)) n’est
pas compacte. D’apres le théoreme de factorisation il existe une unique application
surjective f: Y(I') — Y(I'(1)) tel que le diagramme suivant commute :

(1)

H——=Y(I'(1))

5

Y(T)

On a alors Vz € H, f(z") = 2'W. Si U est un ouvert de Y/(I'(1)) alors 7' (f~1(U)) =
Wlf(ll)(U ) donc f est continue et puisque la topologie sur Y (I'(1)) est séparée Y (I') n’est
pas compacte car sinon Y (I'(1)) = f(Y(I')) serait compacte. O

3.3 Topologie et structure complexe sur ['\H*

Pour rendre compacte Y (I') on va ajouter des points & H qu’on appelera des pointes
(ou cusps) et dans la suite une pointe pourra désigné un point ou son orbite selon le
contexte. On pose H* = HUP!(Q) = HU QU {oo}. On identifie géométriquement le
point oo au point 700 et on étend 'action de I' sur H a H* de la maniere suivante :

a b\ [ % sic#0 a b\ [ e osirg=t
(c d)oo_{oo sic=0 et (c d)r_{oo SiT:_Td sireQ
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On va maintenant étendre la topologie de H en une topologie sur H* qui sera séparée :
- les voisinages des points z de H sont ceux donnés par la topologie usuelle de C.
- Un systeme fondamental de voisinages de oo est donné par les demi-plans :
{z € H,Sz > M} U {icc}, M > 0.
- Un systeme fondamental de voisinages de r € Q est donné par les C'U {r} ou C' est
un disque ouvert contenu dans H et tangent en r a ’axe réel.

Proposition 3.3.1. L’action de I' sur H* est continue.

Démonstration. D’apres la proposition 3.1.1 il reste a vérifier que pour tout

7= CCL 2) € T Papplication z — vz est continue sur Q U {oo}. On fixe un tel  en

supposant ¢ # 0 alors dans ce cas si Vyy = {z € H,3z > M} on a

(\.
~1 _ H 3(2) M
v (Vi) {z € Tzt dP >

qui est le disque ouvert de H de rayon 1/(2Mc?) tangent en —d/c, en effet

3(2)/|cz +d|* > M < M(*S(2)? + AR(2)? + 2edR(2) + d*) — 3(2) < 0

2dR(z)  d&*  S(2) 1 1

Cx 2 R 2 s\ -

& S+ R+ c * 2 M * (2Mc?)? < (2Mc?)?
—d VRN 1

(:)lz_(T—FQMc?)| = (2Mc?)?
d ' 1

& d(z,— !

¢ * 2]\/[02) < (2Me?)

De plus si U, = C, U {q} est un voisinage de ¢ € Q avec C, de rayon r et ¢ # ¢ alors,
puisque qu'une homographie préserve les cercles, 7~ 1(U,) = U, avec ¢ = 77 'q et si
q = 2 alors v '(Uy) = Vijare2 U {00} O

Proposition 3.3.2. L’action de ['(1) sur les pointes est transitive et l'application
mray - DU{oo} — T(1)\H*, ot D est le domaine fondamental de I'(1), est surjective.

, . . a b
Démonstration. Si - € Q avec m An =1 alors 0 —m 2 = 00 avec —a et —b des
coefficients de Bezout de m et n. Ainsi I'action sur les pointes est bien transitive donc
si z est une pointe alors z = . O

On note désormais X (I') = I'\H* que 'on munit de la topologie quotient. On appelle
courbe modulaire compactifiée la surface de Riemann X (I").

Proposition 3.3.3. L’espace topologique X (') est conneze et séparé.

Démonstration. Puisque H* est connexe pour la topologie définie plus haut il en est
de méme pour X (I'). Soit © = 7p(21) et y = mr(z2), puisque la topologie sur Y (I') est
séparée il reste a examiner le cas z; et zo sont deux pointes et le cas z; est une pointe
et zo € H (cf [5] p.27).

O
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Proposition 3.3.4. La surface X (I') est compacte.

Démonstration. Puisque I' est d’indice fini m on peut écrire I'(1) = |_| ['v;. On pose
i=1

alors D' = |JI" | 7:(DU{00}) avec D le domaine fondamental de I'(1). Puisque DU{oo}

est compacte et 'action de I'(1) sur H* est continue D’ est compacte. Soit z € X(I)

alors il existe 2/ € D U {oco} tel que z = vz’ avec v € T'(1). Il existe alors 1 < i < m

tel que v € I'y; et donc z est [-équivalent & un élément de D’. Ainsi 7mp(D') = X (T') et

puisque 7 est continue et que la topologie sur X (I') est séparée, X (I') est compacte. [

On va maintenant définir une structure complexe sur X (I'), puisque X (I') = Y/(I')
mr({cusps}) il reste a définir des cartes centrées en a € mr({cusps}). Soit a = mr(zp)
avec zg = QU {oo} tel que o2y =00, 0 € I'(1) .

Proposition 3.3.5. Il existe un voisinage U, de a et un entier h € N* qui dépend de
a tel que lapplication suivante définisse un homéomorphisme

Na : Uy — D(0, e~ 4/
() — { exp(2imoz/h) z # z

0 zZ =2

Démonstration. On a oI, ;o= C Stabr()(c0) = {£T™,m € Z} donc

ol o7}

W C {Tm,mEZ}

Ce dernier groupe étant cyclique il existe un entier h > 0 tel que

ol 07!

NEYe ={(T")",meZ}

Puisque I" est d’indice fini il contient une puissance non nulle de o~'Tc donc h # 0.
Ainsi
ol ot {£l} = {£T" m € Z}
On pose maintenant V = {z € C, 32z > 2}U{oo}, V' = 07 1(V) et U, = (V") alors
U, et un voisinage de a. Montrons maintenant que V N~V # () & v € T', Supposons

que vz € Vavecz e Vet y= (Z Z) e I' alors
3(z) 1 1
2<S =
=902 = 5 aE S s S A

donc ¢ = 0 et v = £7™ donc v € I'y,. Pour l'autre implication il suffit de remarquer
que I(T™z) = J(z). Ainsi puisque o~ *Stabp(1y(00)o C Stabrg)(z) on a

VNV £0 &~ el

Puisque ol',,07! C {j:Thm, m € Z}, V7 est stable sous l'action de I',, et V est stable
sous l'action de oT',,0~!. Comme dans la démonstration de la proposition 3.1.1, U, est

12



homéomorphe via n; & T',,/V’ qui est homéomorphe & oT',,0~1/V via ny. On considere
maintenant I'application

n:V — D(0,e 4/

L { exp(2inz/h) z # oo
0 Z =00

Alors 7 est surjective et n(c7y,,0712) = n(z) si v,, € I',,, donc n induit une application
n3 : ol.,071/V — D(0,e*/"). De plus n3 est injective et 1 est continue et ouverte
pour la topologie de H* donc 03 définit un homéomorphisme et on alors n, = n3on o
est un homéomorphisme. O]

Proposition 3.3.6. L’ensemble B =AU{n,,a € nr({cusps})} est un atlas sur X(I').

Démonstration. D’apres la proposition 3.2.6 il reste a montrer que chaque cartes de
B qui ne sont pas dans A sont compatibles entre elles et avec chaque cartes de A
(cf[5]). O]

Proposition 3.3.7. Soit mr : H* — X (I') lapplication quotient qui a un élément de
H* associe son orbite sous I', alors mr est holomorphe sur l"ouvert H.

Démonstration. Soit zp € H si I',, C Z(I') alors il existe un voisinage V' de z, et une
carte 1 : mp (V) — V tel que Y orr(z) = 2z pour tout z dans V. Ainsi 7 est holomorphe
en zp. De méme si 2y est un point elliptique alors il existe une carte ¢ : U — V avec
U C mp(V) tel que ¢ omp(2) = (A(2))™ et z — (A(2))™ est holomorphe en z. O

exp(2imoz/h) z # z
0 zZ =2
Uapplication wr n’est pas holomorphe sur les cusps.

Remarque 3.3.1. Puisque z — n’est pas holomorphe en z,

Proposition 3.3.8. Soit z € H, Si z est I'(1)-équivalent a i alors multy. ., (2) = 2, si

z est I'(1)-équivalent @ p alors multy., (z) =3 sinon multy,(2) = 1.

Démonstration. Par définition de la structure complexe sur Y (I'), il existe une carte ¢
centrée en 7p(1)(2) tel que sur un voisinage de z on puisse écrire ¢ o mp(py(w) = (A(w))™,
avec m = 2 si z est ['(1)-équivalent & i et m = 3 si z est I'(1)-équivalent a p, et
¢ o mpay(w) = w si z n'est pas elliptique. O

Proposition 3.3.9. Soit z € H un point I'(1)-elliptique, sont équivalents :

i) z estI'-elliptique
)T £ 2(T)
i11) mult,.(z) # 1

Démonstration. Montrons que i) < ii). La matrice £ n’est pas elliptique d’ou la
premiere implication, maintenant si I, # Z(I') alors il existe v € I,y # £ tel que
vz = z. Si z est I'(1)-équivalent a i alors il existe 7, € I'(1) tel que 117 = z et donc
Yty € Stabray (i) — {£1} = {£S}. Puisque Tr(y) = Tr(y; 'ym) et |Tr(£S)| < 2,
7 est elliptique. De méme si z est I'(1)-équivalent a p puisque Stabrq)(p)\{£I} =
{&£TS, +(TS)?}.
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Montrons maintenant que i) < 4ii). Si I', = Z(I") alors par définition de la structure
complexe sur X (I') il existe une carte (U, ¢) avec mr(z) € U tel que sur un voisinage
de z on puisse écrire p o 7 o [de(w) = w donc mult,.(z) = 1. Maintenant si I', # Z(T")
alors z est I'-elliptique et par définition de la structure complexe sur X (T") il existe une
carte (U, ) avec mr(z) € U telle que sur un voisinage de z on puisse écrire

w—z)m

w—z

pomr(w) = (

avec m = 2 ou m = 3, donc mult,.(z) =m # 1. O

4 Genre des courbes modulaires X (I')

4.1 Genre d’une surface de Riemann et triangulation
Dans ce qui suit X désignera une surface de Riemann compacte.

Proposition 4.1.1 (cf [4]). Tout surface de Riemann compacte est homéomorphe a un
tore a g trous, g > 0 étant unique.

Définition 4.1.1. On appelle genre d’une surface de Riemann compacte l’entier g.

Définition 4.1.2. Une triangulation de X est une décomposition de X en sous-ensembles
fermés qui sont chacun homéomorphes a un triangle tels que deux triangles sont soit
disjoints soit s’intersectent en un seul coté ou bien en un seul sommet.

Définition 4.1.3. Soit X une surface de Riemann compacte avec une triangulation
qui comporte V- sommets, E cotés et F et faces. On appelle caractéristique d’Euler le
nombre x(X)=V — E+ F.

Proposition 4.1.2 (cf[4] p.51). La caractéristique d’Euler ne dépend pas de la trian-
gulation choisie et l'on a x(X) =2 — 2g.

4.2 Calcul du genre de la surface X (I'(1))
Proposition 4.2.1. La surface X(I'(1)) est de genre nul.

Démonstration. On calcule le genre g de X (I'(1)) par triangulation. D’apres la propo-
sition 3.3.2, ’ensemble

DU{zeC,Rz=1/2,32>p}U{z € C,|z| =1,0 < Rz < Rp, Tz > 0} U {0}

est homéomorphe via 71y a X (I'(1)) ot D est le domaine fondamental de I'(1) sur H
donc X (I'(1)) est homéomorphe a la surface S obtenue par recollement, symétriquement
par rapport a l’axe imaginaire, des cotés opposés b et des cotés a de la figure 2. On
peut trianguler cette surface en se donnant un point zp € D, 0 < (zp) < 1/2 et en la
décomposant en quatre triangles (cf figure 2) :

Triangle 1 : (7,100, p)
Triangle 2 : (7,100, 2)
Triangle 3 : (1, 2o, p)

Triangle 4 : (ioo, 2o, p)
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FIGURE 2 —

On a alors 2 —2g = x(S) =4 —-6+4 =2 donc g = 0.
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4.3 Formule sur le genre de la surface X(I)

(1)
{£1}

et T Uimage de T' dans T(1), alors lindice [F(l) :f} est égal a m si —I € I' et m/2
sinon.

Proposition 4.3.1. Soit I' un sous-groupe de I'(1) d’indice fini m. On note I'(1) =

Démonstration. On note M = {£I} et py la projection canonique de I'(1) dans M et
I\I'(1) Pensemble des classes & droite de I'(1) suivant le sous-groupe I' . On considere
I'ensemble E = {MTy,v € I'(1)} et 'application

\ r1) —
par(y) = MF’V

Puisque MT'y; = MT'vy, si et seulement si I'y; = £, f est bien définie et bijective.
Le sous groupe I' est d’indice fini m donc on peut écrire I'(1) = | |I*| I'y; avec 7; €
['(1), on a alors F = {MTy;,1 <i<m}. Ainsi I'indice [m : f] est fini et est égal
au cardinal de E. Si —1 € I' alors MI'y; = MTI'v, si et seulement si ['y; = 'y
donc Card £ = m. Maintenant supposons que —I n’appartient pas a [' on a alors
Iy, NT(—7;) = 0 donc chaque v; et son opposé représentent deux classes distinctes. Si
on fixe 1 <7 < m et qu'on se donne un 1 < j < m avec j # i et tel que I'y; # I'(—v;)
alors I'(—v;) ¢ {I'y,['(—v;)}. Ainsi m est pair et en réindexant les ; on peut écrire
a1 = |_|m/2 [y; U T(—~;). Puisque MTy; = MT, si et seulement si I'y; = +1s,
Card £ = m/2. O

Soit mp@1y (resp mr) I'application quotient qui a un élément de H* associe son orbite
sous I'(1) (resp I'). D’apres le théoréme de factorisation il existe une unique application
f:X() — X(['(1)) telle que le diagramme suivant commute :

B —2 X (D(1)
X()

On a alors Vz € H*, f(z') = 2'M) en particulier z est une pointe si et seulement si
f(Z) = o (cf proposition 3.3.2).

Proposition 4.3.2. Soit I' un sous-groupe de I'(1) d’indice fini m. L’application quo-
tient f : X(T') — X(I'(1)) est non constante et holomorphe.

Démonstration. L’action de I'(1) sur H* n’est pas transitive donc f n’est pas constante.
Soit 2o € H, on pose a = mr(2g) et b = mr(1)(20) supposons que zy n’est pas [-elliptique
alors si zy n’est pas I'(1)-elliptique il existe une carte 1, de X (I'(1)) et ¥, de X(T') tel
que sur un voisinage de zy on puisse écrire ¥y, 0 f o, (2) = z et si z est '(1)-elliptique
on pourra écrire ¢ o f o .1 (2) = (A(2))™. De méme si z, est [-elliptique on pourra
écrire sur un voisinage de 0, ¢ o f o ¢, !(z) = 2. Enfin si 2y est une pointe on pourra
éerire my o f o L(z) = M. O
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On a vu que 7p n’est pas holomorphe sur les pointes (cf remarque 3.3.1) seulement
puisque f est holomorphe sur X (I') on peut parler de multiplicité de f en tout point de
X(I'). La proposition suivante exprime la multiplicité de f en fonction des multiplicités
de mp(1) et r sur les points qui ne sont pas des cusps.

Proposition 4.3.3. Soit I' un sous-groupe de I'(1) d’indice fini m, on a la formule

Vz € H, multy.,(2) = mult;(Z5) x multy, (2)

Démonstration. D’apres la proposition 3.3.7 7 est holomorphe sur 'ouvert H, f est
holomorphe sur 7r(H) qui est ouvert car 7' (7p(H)) = H et fomr = mpy done d’apres
la proposition 2.1.2 on a la formule Vz € H, mult,_ (2) = mult;(z") x mult,.(z). O

(1)

Théoréme 4.3.1. Soit I un sous-groupe de I'(1) d’indice fini m. On note

to = le nombre de points I'-elliptiques, inéquivalents et de multiplicité 2 pour mp
w3 = le nombre de points I'-elliptiques, inéquivalents et de multiplicité 3 pour

loo = le nombre de cusp I'-inéquivalents.

Alors le genre de X (T') est donné par

14+ m/12 — po /4 — ps /3 — peo/2 si—1 €T
ol 14+ m/24 — pe/4 — p3/3 — o2 sinon

Démonstration. En utilisant la formule de Riemann-Hurwitz (cf.[4] p.52) avec 1'appli-
cation quotient f : X(I') — X (I'(1)) on a

g(X (D)) = g(X(D(1))) +1—deg(/) + 5 > (multy(P) ~ 1)
PeX(T)
La surface X (I'(1)) est de genre 0 donc
g(X (1)) = 1 — deg(/) + % S (mlty(P) — 1)
Pex(r)

Calculons maintenant le dernier terme de cette somme :

S (multy(P)—1)= Y (multg(P)—1)+ Y (multy(P)-1)

PeX(T) Pernp(H) Penp({cusp})
= > (multg(P)—1)+ > multy(P)— Card(mr({cusp}))
Perp(H) Pef-1(x)
= Y (multg(P) — 1) + deg(f) — pioc
PGTK‘F(H)

Soit z € H qui n’est pas un point I'(1)-elliptique, alors d’apres la proposition 3.3.8
multwm)(z) = 1 ce qui implique d’aprés la proposition 4.3.3 que mult;(z") = 1. Ainsi
ZPGWF(H) (mUItf(P) - 1) = ZPEWF({points I'(1)-elliptique}) (mUItf(P) - 1)
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D’apres la proposition 3.1.4, z € H est un point I'(1)-elliptique <> 2" € {mrq) (i), mra)(p) },
donc

> (multy(P)—1) = > (mult;(P)—1)+ > (mult;(P)—1)

Perr({points I'(1)-elliptique}) Pef-1(7) Pef=1(p)

Si 2" = "W alors multy,, (z) = multy,, (i) = 2 donc d’apreés la proposition 4.3.3
soit mult;(z') = 1 et mult,.(2) = 2, soit mult;(z") = 2 et mult,.(z) = 1, il s’ensuit
d’apres la proposition 3.3.9 que

6 = f710) N [rr({z € H, mult,.(2) = 2}) Umr({z € H, mult,.(z) = 1})]

D’apres la proposition 3.3.9, un point de multiplicité 2 pour 7r est I'-elliptique donc il
y a po points qui vérifient le premier cas. Ainsi

deg(f Z mult s (P
Pef=1(i)

= pis + 2 x Card({P € f~'(i), mult;(P) = 2})
Ainsi

> (multy(P) — 1) = (2 - 1) x Card({P € f7'(i), mult;(P) = 2})
Pef=1(i)
= (deg(f) — p2)/2

"W comme multy,, (p) = 3, on a

De méme si 27D = p

S (multy(P) ~ 1) = (3~ 1) x ((des(f) ~ 1)/3) = - (des(f) — )

Pef=1(p)

En résumé

9= 1 deg(s) + 5 | 3(dous) = ) + 5 (deglf) = ) + deglF) —

=1+ deg(f)/12 — p2/4 — p3/3 — poo/2

On fixe zp € H un point qui n’est pas I'(1)-elliptique ce qui implique que Vz' €
f1 (%), mult;(z") = 1. Ainsi deg(f) = Card(f~!(%)). On note M = {£I} et on
considere I'application g : % — f71(%) induite par la surjection g : T'(1) — f~1(%)
telle que g(y) = mr(720). On a le diagramme suivant ot pys est la projection canonique

de I'(1) dans S8

On note maintenant I'(1) = %, I' = pu(T) et on considere T\I'(1) 'ensemble des

classes a droite de I'(1) suivant le sous-groupe I' et on note m son indice. Puisque
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g(1) = g(72) si 72 € £y on peut considérer I'application § : T\I'(1) — f~ (%)
telle que §(Tpar(11)) = G(par(71)). Elle est surjective puisque § est surjective et si
mr(7120) = mr(7220) dans f1(%) alors il existe v € T tel que Y220 = ¥(V120) = Y71 20
donc zy = 75, 'y71 20 clest & dire v, 9y € Stabrq)(2o) donc 5 'y = +I. Ainsi
pr(2) = par(y11) = pa(7)par(11) done Pppr(v1) = par(y2) et g est bijective ce qui
implique que m = Card(f (%)) = deg(f). D’apres la proposition 4.3.1 m est égal & m
i —I appartient a I' et & m/2 sinon d’ou le résultat. m

5 Application aux surfaces X(N) et Xy(N)

Dans ce qui suit, on notera ¢ l'indicatrice d’Euler et a A b le PGCD de a et b.

5.1 Sous-groupes de congruence de SLy(Z)

Définition 5.1.1. Soit N un entier plus grand que 1, on appelle N-ieme sous groupe
principale de congruence le sous groupe, noté I'(N), de I'(1) formé des classes de ma-
trices congrues modulo N a la matrice identité, c’est a dire [’ensemble

F(N):{(Z Z)el“(l),azdzl mod (N),c=b=0 mod(N)}

p’-1

Proposition 5.1.1. Le groupe SLy(Z/NZ) est fini de cardinal N* H 5
p

p|N

Démonstration. Pour les détails de la démonstration on pourra regarder [5] p.105 : En
écrivant N = []p;* il suffit de prouver les quatre résultats suivants :

1) GLy(Z/NZ) = | [ GL2(Z /i Z)
2) |GLy(Z/pZ)| = (p* = D) (p* — p)
) 4

)

|
3) |GLy(Z/p'Z)] = (") (»* = D(»* — p)
4) |GLy(Z/p"Z)| = o(p") |SL2(Z/pZ))|
m
Proposition 5.1.2. Soit N > 1, le sous-groupe principale de congruence I'(N) est
2
-1
normal et d’indice fini égal @ N* H p -
p

p|N

Démonstration. On vérifie facilement que Vyy € T(N),Vy € ['(1), yxvy7x- € (V). On
considere maintenant l'application

Ay : (1) = SLy(Z/NZ)
v AN
alors Ay est un morphisme de groupe de noyau I'(N). Montrons qu’il est surjectif,

on se donne A = (Z Z) € Ms(Z) tel que det A = 1[N]. 1l existe alors k € Z tel que
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ad—bc— Nk = 1. D’apres le théoreme chinois il existe n € Z tel que pour tout p premier
qui divise ¢ mais pas N on ait n = (1 —d)N~' mod (p) et pour p qui divise ¢ et N on
ait n =0 mod (p). Il en découle que ¢ A d+ nN = 1, et en remplacant d par d + nN
on peut supposer que ¢ A d = 1. Il existe alors u,v € Z tel que k = uc + vd, on pose

maintenant B = (a _CUN b +dUN) . On a alors det B = ad—bc— N(vd+cu) = 1 donc

2
—1
B € T'(1) et Ay(B) = A. Ainsi —]i,)) >~ SLy(Z/NZ) et |SLo(Z/NZ)| = Nsnpp2
pIN

donc [I'(1) : T NBHp O
pIN

Définition 5.1.2. On appelle sous-groupe de congruence un sous-groupe de I'(1) qui
contient le sous-groupe I'(N) pour au moins un entier N.

a b

Proposition 5.1.3. L’ensemble T'y(N) = {( . d > el(1),c=0 mod (N)} est un

1
sous-groupe de congruence d’indice fini égal a NH Zi
pIN b
Démonstration. 11 est claire que I'(N) C I'g(N), considérons 'application
fiTo(NAI(1) — An(To(N))\SL2(Z/NZ)
Lo(N)y = An(To(N))An(7)
qui provient du diagramme commutatif suivant :

AN

(1) SL,(Z/NZ)

Tro(N) i TA(To (V) i
f
Lo(N\L(1) == An(T'o(N))\SL2(Z/NZ)
f est bien défine car si y; € ['o(IN)7, alors, puisque Ay est un morphisme de groupe,
f(To(N)y1) = f(To(IN)y2). L’application f est surjective car Ay est surjective et si

f(To(N)y1) = f(To(N)72) alors An(71) = An(70)An(72) = An(7072) done y1(y072) " €
ker Ay C I'g(N). Ainsi I'g(N)y1 = [o(N)7y2 et f est bijective donc

F(1): Tu(N)] = [SLa(2/NE) (D)) = B
I est facile de voir que Ay([o(N)) = {(8 azil) ,a € (Z/NZ)*,b € Z/NZ} donc
IAN(To(N))| = Np(N) = N x NH]%. Ainsi
pIN

N3 T, w P
M) s To()] = NIHTT G
PN p pIN
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On va maintenant essayer de trouver des représentants des classes a gauche de
I'ensemble I'y(N)\I'(1) qui serviront a déterminer le nombre de points elliptiques. Dans
la suite p désigne un nombre premier et r un entier supérieur ou égal a 1.

Proposition 5.1.4. Supposons que N = p" alors ’ensemble
Ay ={(c,d) e N* x N*, e ANd=1,d|N,0 < ¢ < N/d}
1 1
est fini de cardinal prﬂi = Nl_‘[Jli = [[(1) : To(N)].
p p
pIN

Démonstration. Pour d|p” fixé on a p” possibilités pour ¢ si d = 1 et si d = p’ on a
©(p"~") possibilités pour c. Ainsi

PPF1

Al =97+ 3o =p T =
=1

]

Proposition 5.1.5. Pour chaque couple (¢,d) de Ay on fize deux entiers a et b tels
que ad — bc =1, on a alors

Démonstration. On va montrer que ces représentants sont inéquivalents par multiplica-
tion a gauche par des éléments de I'y(p”) puis que leur nombre est exactement 1'indice

de T'o(p"). Soit (¢,d) € Ay et (¢,d") € Ay, supposons qu’il existe (kgr g) e To(p")

et k € Z tels que
a B\ [(a b\ [(d ¥V
kp v) \c d) \cd d

on a alors d = kp'b+vyd et d = —kp"t + ad’ d’ou d|d’ et d'|d donc d = d’. On a
également ¢’ = kp"a + yc donc on peut écrire

()= ()= o) (%)
(%)= (5 o) () = () = ()

Ainsi ¢ — ¢ = k(p"/d) donc ¢ = ¢ mod (p"/d) et puisque 0 < ¢, <p"/donac="/.

!/ /
De la méme maniére on montre que si ZZ, 2, € Cci 2) Lo(p") alors (c,d) = (¢, d').
D’apres le proposition précédente |A,-| = [I'(1) : Io(p")] d’ott le résultat. O

Remarque 5.1.1. Les représentants définis plus haut sont aussi inéquivalents pour un
entier N > 0 quelconque. Dans le Shimura [8] p.25 il est dit que |Ax| = N[, 22

pIN p
et ainsi que la proposition précédente se généralise pour un entier N > 0 quelconque
ce qui est fauzr car par exemple pour N = 6 on remarque que |Ag| = 11 mais que
[D(1) : To(6)] = 6T, 25+ = 12
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Plutot que d’essayer de corriger cette erreur et de trouver des représentants pour N
quelconque on se contentera de supposer que N est une puissance d’'un nombre premier
puis on contournera le probleme en utilisant la décomposition N = [, p;* (cf le résultat
suivant et la démonstration de la proposition 5.3.3).

Proposition 5.1.6. Soit N =[], p;*, lapplication

¢ To (N\T(1) — [ To (r)\L(1)
Lo (N)y+— (To (1) 75 -+ s To (0") )
est bijective

Démonstration. Puisque I'g (N) C T'o(p;"), Iapplication ¢ est bien définie. Suppo-
sons ¢(To (N) 1) = ¢(Tg (N)v2) alors 1951 € Ny (pf) = T (N) donc Iy (N) 7, =
[y (N) 2 et ¢ est injective. On a de plus

T r 6P ] =TI P )] = [T = ) o ()
donc ¢ est bijective. O

Dans la suite on notera X (N) la surface X(I'(N)) et Xo(N) la surface X (I'o(N)).

5.2 Genre de la surface X (V)

Lemme 5.2.1. Soit G un groupe agissant transitivement sur un ensemble X et H
un sous-groupe normal de G d’indice fini. Soit xo € X, on note Gy = Stabg(xg) et
G : H]

Hy = Staby(xo), alors le nombre d’orbites de l'action de H sur X est —————.
[GO . Ho]

Démonstration. Puisque H est normal et d’indice fini dans G, Hy est normal et d’indice
fini dans Gy (en effet Hy = Go N H). On note H\X l’ensemble des orbites de ’action
de H sur X, pg : G — % et pp, : Go — % les projections canoniques. On a alors le
diagramme suivant :

Go— pr(Go)
PHOi ~
o
Go
Hop

Si ﬁ?{(Q()Ho) = ﬁ}/](l()Ho) alors goH = loH donc golal e HN GO = HO et goH() = loH().
Ainsi py est bijective et py(Gp) est un groupe fini d’ordre [Gy : Ho]. On note < g—g
I’ensemble des classes a gauche de % suivant le sous-groupe py(Gy) et on considere

I’application
G Gy
I 7' H,
(9H)pr(Go) — orby (gzo)

— H\X
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Montrons que f est bien définie et bijective. Elle est bien définie car si (g1 H)pn(Go) =
(92H)pu(Gy) alors il existe h € H et go € Gy tels que go = hgigo on a alors gazg =
hg1goxo = hgixo = h(g170) et ainsi orby(g129) = orby(gaxg). Puisque G agit transiti-
vement sur X, f est surjective. Enfin si orbg(g129) = orby(g2z) alors il existe h € H
tel que g17g = hgexo donc gy = gy 'hgs appartient & Gy et, puisque H est normal,
9oH = g190H = g1HgoH d’ou (g1H)pu(Go) = (92H)pu(Go) et f est injective. Ainsi
d’apres la formule des indices

G : H| G : H|

= Gl ™ G R
[
0 stN <2
Proposition 5.2.1. On a g(X(N)) =< 14 N2 (N -6) Hp2 —1 siN > 9
24 v p?

Démonstration. Montrons qu'il n’existe pas de point I'(N)-elliptique, on aura alors
pe = ps = 0. S'il existe v € T'(N) matrice elliptique avec vz = z , z € H, alors d’apres
la proposition 3.1.4 z est ['(1)-équivalent a i ou a p donc v est conjuguée a une matrice
du stabilisateur de 2 ou p or d’apres la proposition 3.1.2 aucun élément différent de
+1 de ces deux stabilisateurs n’appartient a I'(N) qui est un sous groupe normal donc
7 ¢ T(N).

Déterminons maintenant le nombre po, de cusps I'(IV)-inéquivalents en utilisant le
lemme 5.2.1. On prend G = % et H = % I'image de I'(N) dans G, X = {cusp}
et kg = oo. Le groupe I'(1) agit transitivement sur X donc G agit transitivement sur
X par l'action g.z = gx. On note G, = Stabg(c0) et H,, = Stabg(co). Puisque que
['(N) est normal, H est normal, de plus d’apres la proposition 4.3.1 H est d’indice fini.

Montrons que [Gw : Hy] = N, pour cela on pose M = {£I} et A,, = ( (1) T ) . On
sait déja que Stabrg)(00) = {+A,,, m € Z} et donc Stabr(y)(00) = {+ A, m € Z, N|m}.
Maintenant si +A4,, € Stabrg)(co) alors il existe 0 < k < N — 1 tel que kY = m" et
I'on a £A,, = Ay £ Ay avec £A,,_; € Stabpy)(00). De plus si Ay = Ay = A, avec
mY =0et 0<k,k'<N—1alors k¥ = k£ m donc k¥’ = k. Ainsi

N—-1
Stabp(l)(oo) = |_| A Stabp(N)(oo)
k=0
Cette égalité modulo M donne
N-1
Goo = | |(AxM)H,
k=0

et donc l'indice de H,, dans G est N. On a ainsi d’apres le lemme 5.2.1

|G : H] |G : H]

Hoo =16 H N
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c’est a dire, puisque [G : H] est égal a [I'(1) : I'(V)]/2 si N > 2 et [I'(1) : I'(V)] sinon,

3 siN =2

) Ngpr-1
Hoo 7H p2 siN > 2
p|N

On obtient alors le résultat en appliquant le théoreme 4.3.1 .

On pourra se reporter a 'exemple 5.3.1 pour quelques valeurs de g(X(V)).

5.3 Genre de la surface X(V)

Soit p un nombre premier, on définit deux nombres ¢, et 7, de la maniere suivante :

0 sip=3 mod (4) 0 sip=2 mod (3)
ep=14q 1 sip=2 etn, =4 1 sip=3
2 sip=1 mod (4) 2 sip=1 mod (3)

Lemme 5.3.1. Soit p un nombre premier impair, r € N* et a € Z tels que p ne divise
pas a. Si a est un carré modulo p™ alors a est un carré modulo p*™.

Démonstration. Soit x une racine carrée de a modulo p™ alors p™|a — x*. Puisque p
.. . . 2
ne divise pas a, = est inversible dans Z/p™Z, on peut donc poser y = (23:)_1‘1])_—,;’5 et

2m —

x' =z +yp™ alors 22 = 2? 4 2xyp™ + y*p*™ = 22 + 2zyp™ = a mod (p*™) donc a est
un carré modulo p*™. O

Lemme 5.3.2. Soit p un nombre premier impair, r € N* et a € Z tels que p ne divise
pas a. Le nombre de racine du polynome X?* — a dans Z/p"Z est le méme que dans
Z/pZ. De plus ce polynome n’admet aucune racine double dans Z/p"Z ni dans Z/pZ

Démonstration. Si X2 — a avait une racine double x alors (X? —a)’(x) = 0 donc 2z = 0
et puisque 2 est inversible x = 0 d’ot @ = 0 et p|a ce qui est faux par hypothese.
Maintenant si a est un carré modulo p” alors c’est un carré modulo p®, pour tout
1 < s <retsiaest un carré modulo p alors d’apres le lemme précédent c’est un carré
modulo pzk pour tout k € Z. Puisqu’il existe k tel que » < 2%, a est un carré modulo
p. 0

Proposition 5.3.1. Soit r un entier supérieur ou égal a 1 alors, dans Z/p"Z, le po-
lynome X? + 1 admet exactement €, racines si 4 ne divise pas p" et 0 racine sinon. De
plus si p > 2 le polynome X? + 3 admet eractement n, racines si 9 ne divise pas p" et
0 racine sinon.

Démonstration. Si p > 2 alors —1 est un carré modulo p si et seulement si p = 1
mod (4) (cf [6] p.75). D’apres le lemme précédent X? + 1 n’a pas de racine double
donc le nombre de racine dans Z/pZ est €, qui est, d’apres le lemme précédent, aussi
le nombre de racine dans Z/p"Z. Maintenant si p = 2, X%+ 1 a une unique racine dans
Z/pZ quiest 1, et six? +1 =0 mod (2") alors 2 = —1 mod (4) et 2> =1 mod (4)
car 2|z — 1 implique 4|(z + 1)(z — 1) = 2? — 1. Puisque 1 # —1 mod (4), X?> + 1 n’a
pas de racine dans Z/2"Z si r > 1.
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On s’intéresse maintenant au polynome X2 + 3. Si p = 3 alors X2 + 3 a une unique
racine dans Z/3Z qui est 0 et n’a aucune racine dans Z/3"Z, r > 1 car si 2> +3 = 0
mod (3") alors 22 = —3 mod (9) et 2 =0 mod (9) en effet z =0 mod (3) implique
22 =0 mod (9) et 22 +3 =0 mod (3") implique z*> + 3 =0 mod (3). Si p > 3 alors
d’apres le théoreme de réciprocité quadratique (cf [1] p.166) on a

-G0-{G o
p p/\p (*71) (2)  sinon 3
ol pour un entier a et un nombre premier p

a 0 sia=0
(—) =< 1 siaestun carré dans Z/pZ
—1 sinon

est le symbole de Legendre. Ainsi, puisque p est un carré dans Z/37Z si et seulement si
p=1 mod (3) et que X% + 3 n’a pas de racine double, on a que le polynome X2 + 3
admet 7, racines dans Z/pZ et aussi dans Z/p"Z d’apres le lemme précédent. ]

Proposition 5.3.2. Soit r un entier supérieur ou égal a 1 alors, dans Z/p"Z, le po-
lynome X? — X + 1 admet exactement n, racines si 9 ne divise pas p" et 0 racine
sinon.

Démonstration. Regardons en premier le cas p = 2 : le polynome X2 — X + 1 n’a pas
de racine dans Z/2Z ce qui implique qu’il n’en a pas non plus dans Z/2"7Z. Supposons
p > 2 alors le discriminant de X? — X 4 1 est —3, on a donc

—3 est un carré dans Z/p"Z < 3x € Z/p"7Z tel que — 3 =
SXP-X+1=(X-2"1+2)(X-2"11-2))
SX - X+1=(X—1)(X — 1)

< X? — X 41 a au moins une racine

Ainsi si —3 # 0 est un carré dans Z/p"Z alors X? — X + 1 a deux racines distinctes,
si —3 = 0 il a une unique racine double et si —3 n’est pas un carré il a aucune racine.
Puisque —3 = 0 si et seulement si p” = 3 on obtient le résultat d’apres la proposition
précédente. O

Proposition 5.3.3. Le nombre py de points I'o(N)-elliptiques, inéquivalents et de mul-
tiplicité 2 est donné par

0 siN=0 mod (4)
Ho = Hep sinon

pIN
Démonstration. Supposons d’abord que N = p”. On rappelle que (cf proposition 5.1.5)
1) = |_| [o(N) (Z Z) avec Ay = {(¢,d) e N* x N* ¢ Ad=1,d|N,0 < ¢ < N/d}
(Cvd)eAN
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a et b étant fixés pour chaque (¢, d). On pose alors

Vied) = (CCL 2) et Ey(N) = {points I'¢(V) -elliptiques, inéquivalents et de multiplicité 2}

Montrons que l'on a Ey(N) = {fy(c,l)i,O <c< N, +1=0 mod (N)} Soit z € Fy
alors il existe vy € T'o(IV) tel que z = vz et, puisque z est en particulier I'(1)-elliptique
de multiplicité 2, z = v avec 11 € I'(1), d’ot 71 'yom € Stabr() (i) donc v 'yom €
{£S}. I existe (c,d) € An tel que v € I'o(N)Y(ca donc yea £ SV(_c,ld) € I'g(N)
c’est-a-dire (2 + 1)
ac+bd —(a*+b
(02 +d* —(ac+ bd)) € To(N)
d’ou
>+ d*=0 mod (N)
Montrons que d = 1 : Pour cela supposons qu’il existe un nombre premier p qui divise d
alors ¢ =0 mod (p) donc p|c impossible car cAd = 1. On a donc ¢*+1 =0 mod (N),
0 <c< N et Yea = Ve done z € To(N)yenyi et z est I'g(IV)-équivalent a 7 1)i.
Inversement si ¢? +1 =0 mod (N) alors

Ve € To(N) et Yen Sy Vet = Ve

D’apres la proposition 3.3.8 (. 1yi est de multiplicité 2 pour 7p(;) donc d’apres la propo-
sition 4.3.3 y(,1)¢ est de multiplicité 1 ou 2 pour mpy(ny mais Y. 1)i est ['o(IV)-elliptique
donc d’apres la proposition 3.3.9 sa multiplicité est différente de 1. Maintenant si
Yier, 1)t = Y0V (e1)t avec 0 < ¢i,c5 < N tel que ¢ +1 =0 mod (N) et 3+1 =0
mod (N) alors ’7(2}1)707(@,1) € Stabp()(i) et donc ¢; = ¢ mod (N) ou ¢jco +1 =0
mod (V). On obtient alors dans les deux cas ¢; = ¢ mod (V) et donc ¢; = ¢ et ainsi
les points (.,1)? sont inéquivalents sous I'y(V).

Ainsi d’apres la proposition 5.3.1 on a :

0 sipP=0 mod (4)
€, Sinon

pia = |Es(N)| = [{c € N",c < N,*+1=0 mod (N)}|:{

On va maintenant se ramener au cas ou IV est quelconque pour cela on suppose que

n
N = Hp: et on pose
i=1

£ Bo(N) — [] Bato)

Ol Y; = Y(e,d) €St le représentant de la classe de v modulo I'g(p;’). Vérifions que f est
bien définie et bijective : si yyi = i avec 9 € T'o(N) C Lo(p;*) alors si v = M;y;
avec M; € To(p}?) on a M, '~yo My = ~yi donc i € Ey(pl') et v = Y(e:,1)- Maintenant
supposons que f(yi) = f(v'i) alors 7y, 1)1 = Y, i donc ¢; = ¢; et puisque d’apres
la proposition 5.1.6 ¢ est injective v = 4/ modulo I'o(N) donc vi = ~'i. Enfin si on
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se donne v, 1y € Do(pj*), 1 <@ < navec ¢ +1 =0 mod (p;’) alors, puisque ¢ est
surjective(cf proposition 5.1.6), il existe v € I'(1) tel que v = (1) modulo I'y(p;*) ce
qui implique, puisque *y(ci,l)S'y(;il’l) € To(pi"), que vSy~ ' € M, To(p)") = o(N). Ainsi
i € Ey(N) et f est surjective. On a donc |Ey(N)| = [[i—, |E2(p;")| d’ou le résultat.

[

Lemme 5.3.3. Soit ¢; et ¢y deuz entiers tels que 0 < c1,co < N, ci —c;+1=0
mod (N) et c3 —cy +1=0 mod (N) alors ¢; = ¢y si cica —ca+1 =0 mod (N) ou
c10a —2co +1 =0 mod (N).

Démonstration. Si N = 2 ou N = 3 la vérification se fait facilement, on peut donc
supposer N > 3. Si un nombre premier p diviserait N et ¢; alors, puisque ¢ —c¢;+1 =0
mod (N), on aurait 1 = 0 mod (p) ce qui est impossible donc co A N = 1, de méme
¢y AN = 1. On peut donc supposer que ¢; et ¢, appartiennent a (Z/NZ)*. Supposons
que ¢ n’est pas congru a ¢, modulo N alors ¢y et ¢y sont les deux racines distinctes du
polynomes X2 — X + 1 dans le corps (Z/NZ)* donc cico =1 mod (N) et ¢; + ¢y =1
mod () (relation coefficients-racines). Dans le cas ot ¢jc — o + 1 =0 mod (V) on
obtient ¢ =2 mod (N) et ¢; = —1 mod (V) donc 3 =0 mod (N) ce qui implique
N < 3 et dans le cas ou ¢ica — 2¢o + 1 = 0 mod (N), on obtient ¢ = 1 mod (N)
et ¢4 = 0 mod (N) donc 1 = 0 mod (N), dans les deux cas on obtient donc une
contradiction. Ainsi ¢; est congru a ¢ modulo N et puisque 0 < ¢1,c0 < N, ¢; = co. [

Proposition 5.3.4. Le nombre uz de points I'o(N)-elliptiques, inéquivalents et de mul-
tiplicité 3 est donné par

0 siN=0 mod (9)
M3 = an sinon

p|N

Démonstration. De méme que pour la démonstration de la proposition 5.3.3 on suppose
en premier que N = p". Montrons que 'on a

E3(N) = {%ep?,0<c < N,* —c+1=0 mod (N)}, si on se donne z € FE3(N)
alors il existe vy € T'o(IV) tel que z = vz et, puisque z est en particulier I'(1)-elliptique
de multiplicité 3, z = y1p? avec 1 € I'(1), d’ott 77 071 € Stabr(1)(p?) donc 77 vom €
{£ST, +(ST)?}. On a 7, 'yom1 # £(ST)? car sinon |Tr(yo)| = |Tr(£(ST)?)| =2 > 2.
Il existe (c,d) € Ay tel que 1 € I'o(N)v(c,ay donc 7(C7d)ST7(_C’1d) € I'o(N) c’est-a-dire

(ac—l— b(d—c) ad+ b(d—Db)

N2 2 —
A4 d—ed cd—f—d(d—b))EFO(N)douc +d*—cd=0 mod (N)

Montrons que d = 1 : Pour cela supposons qu’il existe un nombre premier p qui divise
d alors ¢ = 0 mod (p) donc p|c impossible car cAd = 1. On a donc ¢*> —c+1 =0
mod (N), 0 < ¢ < N et Y = Y1) donc z € Do(N)ye1)p* et z est Io(N)-équivalent
& V()P

Inversement si ¢ — c+1=0 mod (N) alors

YenySTYeny € To(N) et ey STV 1 Vend” = Venp’

D’aprés la proposition 3.3.8 7 1)p* est de multiplicité 3 pour 7y donc d’apres la
proposition 4.3.3 7(.1)p? est de multiplicité 1 ou 3 pour 7y (n) mais y(e1)p? est To(N)-
elliptique donc d’apres la proposition 3.3.9 sa multiplicité est différente de 1. Maintenant
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S Y )P® = Y0V enp” avee 0 < ¢, < N tels que ¢ —¢; +1 = 0 mod (N) et
2 —c;+1=0 mod (N) alors 7(_0,11)707(02,1) € Stabp)(p?) et donc ¢; = ¢; mod (N)
oucicg—c1+1=0 mod (N) ou ciea —2¢;+1 =0 mod (N). D’apres le lemme 5.3.3
on a c¢; = ¢ et ainsi les points 7 1) p* sont inéquivalents sous T'o(V).

Ainsi d’apres la proposition 5.3.2 on a :

sip" =0 mod (9)

0
_ _ * 2 — _
ps = |Es(N)|=[{ceN",c< N, —c+1=0 mod(N)}|—{np <inon

De la méme maniere que dans la démonstration de la proposition 5.3.3 on a

(V)| = [T 1B (o)

d’ou le résultat. O

Lemme 5.3.4. Soit N =[[,p}*, on a

T

S wdn (N/d) =D e =)

d|N,d>0 p|N s=0

Démonstration. On pose v(N) =3,y 40 P(dA(N/d)). Montrons que v est multiplica-
tive, soit n et m deux entiers premier entre eux alors si d;|n et dy|m on a (dy A (n/dy)) A
(do N (m/dy)) = 1et (dy A (n/dy)) x (da A(m/ds)) = didy N\ (nm/didy) donce, puisque ¢
est multiplicative, on a ¢(d; A (n/dy))e(ds A (m/ds)) = @(dids A (nm/dydz)). De plus
{dinm} = {d;|n} . {d2|m} donc v(n)v(m) = v(nm). De plus v(p") = >_._, p(pmnsr=2))
donc v(N) = Hp\N v(p") = Hpuv > im0 p(pminer), u

Proposition 5.3.5. Le nombre py, de cusps T'o(N)-inéquivalents est donné par

foo = > p(d A (N/d))

d|N,d>0

Démonstration. On pose E,, = {cusps I'o(N)-inéquivalent} , I'n, = Stabp(co) et
FCo(N\I'(1)/Too = {T0(N)'w,v € I'(1)} 'ensemble des classes doubles. On considere
I’application

[ To(NT(1)/Tog — 7y (v ({cusps})
Lo (N)V oo — () (700)

[ est bien définie car si 71 € T'o(N)y2I'os alors vy (7100) = mrg(ay(7200). De plus
f est surjective car I'(1) agit transitivement sur les cusps et f est injective car si
Y7100 = Y200 alors v, "yev1 € T et donc v € To(N)y1 . Ainsi

froo = Card(To(N)\I'(1)/T's)
On considére maintenant ’ensemble

My = {(m,n),PGCD(m,n, N) =1} C Z/NZ x Z/NZ
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et on définit de la maniere suivante une relation d’équivalence sur cet ensemble :

(@,¢) ~ (a',@) < (a',&) = £(ma + ne,m~'¢), m € (Z/NZ)*, n € Z/NZ

Puisque Z/NZ = HZ/p:iZ on a |My| =[],y |Mp| et comme

i=1
mAN=1&Vp|N, mAp" =1

on a
My /)~ =] 1Mp/ ~|
pIN
Calculons maintenant |M,/ ~|. Montrons que si (a,¢) € M, alors il existe un unique
0 <s <rtel que (a,c) ~ (x,p°). SiaAp" # 1 alors c Ap” =1 et en prenant n = 0
et m=c'ona (ac)~ (ca,1). SiaAp"=1et cAp" # 1 alors (a,¢) ~ (s CA D).
L’unicité vient du fait que si p** = p2m+kp" avec m Ap" = 1 et 51 > sy alors p*~*2|m
donc s; —s9 = 0. Ainsi il suffit de regarder les classes des éléments (a, p*) avec 0 < s < r.
Supposons s > 0 alors a A p” = 1 et montrons que

(@,p°) ~ (@,p°) ©a=d mod (pmnsr=9)

Si +p° = mp® + kp” et £a’ = am + np® + jp" alors en divisant la premiere égalité par
p’onad = a(l —kp™*) +np® + jp’ ce qui implique que a = o’ mod (p™"=T=9)),
Inversement si a = a’ mod (p™*>7~%)) en prenant (m,n) = (@'a"*,0) si s > r — s et
(m,n) = (1, “;S“') sis<r—sona(a,p*) ~ (a,p*). Puisque si s = 0 les éléments (a, 1)

minsr=9))  Ainsi

sont tous dans la méme classe on a |M,r/ ~| =>""_ »(p
’MN/ ~ ‘ _ H Z (P(pmin(s,rfs))
p|N s=0

et donc d’apres le lemme précédent

(My/~ 1= D wldA(N/d)

d|N,d>0

Dans la démonstration de la proposition 5.1.2 on a pu voir que si PGCD(a, ¢, N) =1
alors il existe n € Z tel que a A (¢ +nN) = 1 donc 'application

g: (1) — My
(CCL 2) — (@, ¢)

est surjective. Supposons maintenant que v; = YpY2Veo avec

_fadV _fa b [ a B B 1 =
71_(0/ d/>erla ’72_(0 d)erly IYO_(ICN 6>€F07 ’Yoo_j:(o 1)€Foo

Puisque ad =1 mod (N), on a

(d',c) = +(aa + B¢, 6¢) = £(aa + Be, a o)



Ainsi g induit une application surjective § : I'o(N)\I'(1)/T'sc —> My/ ~. Montrons
que g est injective, on garde les mémes notations et on suppose que (a, c) ~ (a’, ') dans
M. Montrons pour cela que le polynéme P(X) = ¢/ X + ¢’d — cd’ admet une racine
dans Z/NZ car en prenant

_(—ad + (ax+b) —d'(ax +b) + al/ (1 —x
o = P(x) —d(cx+d)+cb ) " 0 1

on aura alors que YV1Veo = Y2- 91 ¢c AN = 1 alors ¢ AN = 1 et P a une racine
dans Z/NZ. Maintenant si ¢ AN # 1, en écrivant N =[]y p" on a (a,c) ~ (a',c)
dans My. Si ¢ Ap" # 1 on pose ¢ = p°K’ avec K' A p" = 1 alors ¢ = p°K et

=ad — bc = ad — bKp® = d'd — V' K'p® donc p®lad — d'd’ et puisque a' = ma + cn
mod (p") on a p®la(d —md'). Ainsi puisque p* Aa = 1 on peut écrire d —md' = Ap* d’on
P(X) = K'p*(mK'X + \) et puisque m et K’ sont premiers avec p”, P a au moins une
racine dans Z/p"Z et donc P a au moins une racine dans Z/NZ.

Ainsi :

oo = Card(To(N\D(1)/Toc) = [My/ ~ | = S old A (N/d))

d|N,d>0
O

Proposition 5 3.6. Le genre de XO( ) est nul et pour N > 2 le genre de Xo(N) est

1+ NHp+1 SICE Z(,p(d/\(N/d)) si 4[N

p|N p\N d|N,d>0
1 p+1 1 1 .
1+ —=N]||—-- — = N N
+ 75 11 . 4Hep 5 > @ldA(N/d)) si 9|
pIN p|N d|N,d>0
Q(XO(N)): ] ] 1
p+ .
1+—N —_ = N N
+ 75 II 3 > e(d A (N/d)) si 36|
p d|N,d>0

1 p+1 1 1 1 .
1—|—ENH——ZHGP—§ 5 Z e(d N (N/d)) sinon

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le théoreme 4.3.1 en utilisant les propositions 5.1.3,
5.3.3, 5.3.4 et 5.3.5. O
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Exemple 5.3.1. On peut calculer quelques valeurs de g(X(N)) et g(Xo(N)) :

N aX@®) [ (K@)
1.5 0 0
6 1 0
7 3 0
8 5 0
9 10 0
10 13 0
11 26 1
12 25 0
13 50 0
14 49 1
15 73 1
16 &1 0
17 133 1
18 109 0
19 196 1
20 169 1
21 241 1
22 241 2
23 375 2
24 289 2
25 476 1
26 421 2
27 568 1
28 529 2
29 806 2
30 577 3
31 1001 2

TABLE 1 — Valeurs du genre de g(X(V)) et g(Xo(N)) pour 1 < N < 31
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