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Introduction générale

On se place sur un corps K algébriquement clos de caractéristique nulle. Par algebre de
Lie algébrique g, nous entendons une algebre de Lie qui soit 'algebre de Lie d'un groupe
algébrique affine connexe G sur K. Depuis les travaux de Kirillov (voir [11] et [12]), il est bien
connu que la représentation co-adjointe de G dans g* joue un role important en théorie des
représentations. Une forme linéaire g € g* est dite réguliere si son orbite coadjointe G.g est
de dimension maximale ou si, de maniere équivalente, son stabilisateur g(g) est de dimension
minimale. L’indice d'une algebre de Lie g n’est autre que la dimension du stabilisateur d’une
forme linéaire réguliere. Une algebre de Lie est dite stable si elle possede une forme linéaire
g € g* admettant un voisinage pour la topologie de Zariski dans lequel les stabilisateurs de la
représentation co-adjointe de g de deux éléments de ce voisinage sont conjugués par le groupe
adjoint connexe. Une telle forme est dite stable. La notion de stabilité a été introduite par
Kosmann et Sternberg dans [13]. Il est clair que les formes linéaires stables sont régulieres.
Ainsi, I’étude des formes linéaires stables intervient dans le probleme de calcul de 'indice qui a
été introduit par Dixmier dans [5] pour son importance dans la théorie des représentations et
celle des invariants. Dans [16], Tauvel et Yu ont caractérisé d'une maniére purement algébrique

les formes linéaires stables :

Lemme 1. Si g est une algébre de Lie algébrique et si g € g*
g est stable si et seulement si [g,9(g)] N g(g) = {0},

ot g(g) désigne le stabilisateur de la forme linéaire g dans g.

Beaucoup d’algebres de Lie sont stables. Par exemple, les sous-algebres de Borel d’une al-

gebre de Lie simple sont toutes stables. En effet, Tauvel et Yu ont construit dans [16] a 'aide
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des cascades de Kostant (voir chapitre 3) une forme linéaire sur une sous-algebre de Borel d'une
algebre de Lie simple dont le stabilisateur est inclus dans une sous-algebre de Cartan et il est

clair d’apres la caractérisation précédente qu’une telle forme est stable.

Définition Une forme linéaire g € g* est dit de type réductif si le quotient G(g)/Z du stabi-
lisateur G(g) C G de g pour 'action coadjointe par le centre Z de G est un groupe réductif.

Lorsque K = R, un probleme classique est de décrire le dual unitaire G de G, i.e, les classes
d’équivalences des représentations unitaires irréductibles de G. Dans ce contexte, les orbites
coadjointes jouent un role important comme l'illustre la célebre "méthode des orbites" de Ki-
rillov (voir [11] et [12]). Si la méthode des orbites ne permet pas de décrire tout le dual unitaire
d’un groupe de Lie algébrique ou presque algébrique, elle permet d’en construire une partie qui
supporte la mesure de Plancherel. En particulier, les représentations unitaires irréductibles de
carré intégrable sont associées a des orbites coadjointes de type réductif (voir [6], [7] et [1]).
C’est la raison pour laquelle, Duflo, Khalgui et Torasso ont introduit et étudié la classe des
algebres de Lie quasi-réductives (voir[8]) : une algebre de Lie est dite quasi-réductive si elle
possede une forme linéaire de type réductif. De maniere équivalente cela revient a demander
qu’elle posséde une forme linéaire g € g* dont I'image du stabilisateur g(g) par la représen-
tation adjointe soit une sous-algebre réductive de l'algebre de Lie gl(g) des endomorphismes
linéaires de g. De nombreuses classes intéressantes d’algebres de Lie sont quasi-réductives : les
algebres de Lie réductives et beaucoup de leurs sous-algebres paraboliques (voir ci-apres), les
sous-algebres de Borel d'une algebre de Lie simple d’apres un résultat de Kostant (Kostant [14],

non publié, voir [10]), etc.

Si g est une algebre de Lie quasi-réductive, on a le résultat suivant :

Lemme 2. (voir par exemple [8]) Si g est une algébre de Lie quasi-réductive, ['ensemble des
formes linéaires régquliéres de type réductif sur g est l’ensemble des formes linéaires stables, et

c’est un ouvert dense de g*.

En particulier, toute algebre de Lie quasi-réductive posséde une forme linéaire stable. Ce-
pendant, il existe des algebres de Lie stables qui ne sont pas quasi-réductives (voir exemple 11
dans le chapitre 1). Se pose la question de savoir, si pour certaines classes particulieres d’al-

gebres de Lie non réductives, il y a équivalence entre ces deux notions.

Une sous-algebre biparabolique d’une algebre de Lie semi-simple est l'intersection de deux
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sous-algebres paraboliques dont la somme est ’algebre de Lie ambiante. Plus généralement, les
sous-algebres biparaboliques forment une classe treés intéressante (incluant la classe des sous-
algebres paraboliques et de Levi) d’algebres de Lie qui ne sont pas toutes réductives. Dans
[15, Conjecture 5.6(ii)], Panyushev conjecture que si une sous-algebre biparabolique est stable,
alors son stabilisateur générique est un tore. Cette conjecture peut étre reformulée ainsi : une
sous-algebre de Lie biparabolique est stable si et seulement si elle est quasi-réductive. Pour le cas
des sous-algebres paraboliques, cette conjecture a été énoncée également dans [8, Introduction]
sous forme d’une question.

Les sous-algebres biparaboliques des algebres de Lie simples de type A et C' sont toutes quasi-
réductives (voir [15]). D’autre part, dans [16] Tauvel et Yu ont donné l’exemple d’une sous-
algebre parabolique de s0(8) qui n’admet aucune forme linéaire stable. C’est une conséquence
de cet exemple que les sous-algebres biparaboliques des algebres de Lie simples des autres types
ne sont pas toutes quasi-réductives. En fait, dans [8], Duflo, Khalgui et Torasso ont caractérisé
les sous-algebres paraboliques des algebres de Lie so(n, K) qui sont quasi-réductives, tandis que
dans [4] Baur et Moreau ont fait de méme pour les sous-algebres paraboliques des algebres de
Lie simples de type exceptionnel.

Une forme linéaire g € g* est dite fortement réguliere si elle est réguliere, auquel cas g(g) est
une algebre de Lie commutative d’apres Duflo-Vergne (voir [9]), et si de plus le tore j,, unique
facteur réductif de g(g), est de dimension maximale lorsque g parcourt I’ensemble des formes
régulieres. Les j,, pour g fortement réguliere sont les sous-algebres de Cartan-Duflo de g. Elles
sont toutes conjuguées par le groupe adjoint connexe et leur dimension commune est le rang

de g.

Le résultat principal de cette theése est le théoréme suivant :

Théoreme 3. Une sous-algebre parabolique d’une algebre de Lie simple est stable si et seule-

ment si elle est quasi-réductive.

Pour établir ce résultat, on commence par montrer que si j est une sous-algebre de Cartan-
Duflo de g, g est stable si et seulement si le centralisateur g’ de j dans g est stable (voir 15).
Compte tenu des résultats obtenus par Panyushev pour les cas de type A et C, il suffit de
montrer le théoreme pour les sous-algebres paraboliques des algebres de Lie orthogonales et des
algebres de Lie simples de type exceptionnel.

Si g est une sous-algebre de Lie parabolique et j C g est une sous-algebre de Cartan-Duflo,
on vérifie que g est le produit direct d’'un tore et de sous-algébres paraboliques de rang nul.

On se ramene donc a démontrer ce théoréeme pour les sous-algebres paraboliques de rang nul,
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pour lesquelles les stabilisateurs de la représentation coadjointe sont génériquement unipotents.
Les démonstrations sont différentes d’'une part dans le cas des sous-algebres paraboliques des
algebres de Lie orthogonales et d’autre part dans celui des sous-algebres paraboliques des al-

gebres de Lie simples exceptionnelles.

Dans le chapitre 2 (voir également [2]), grace aux résultats de [8], nous étudions le premier
cas. Au passage, nous montrons également qu'une sous-algebre de Lie de gl(n, K) qui stabilise
une forme bilinéaire alternée de rang maximal et un drapeau en position générique est stable

si et seulement si elle est quasi-réductive.

Soit E/ un espace vectoriel de dimension ¢ > 3 sur K muni d’une forme bilinéaire symétrique
non dégénérée B. On désigne par so(FE) l'algebre de Lie du groupe orthogonal correspondant.
Soit ¥ ={{0} =W ECWVigVWg. GV CV,=V}un drapeau de sous-espaces isotropes
de F avec r = dim V' > 1. On désigne par py la sous-algebre de Lie de so(E) constituée des
endomorphismes de E stabilisant le drapeau ¥ : c’est une sous-algebre parabolique de so(F)

et les sous-algebres paraboliques de so(E) sont toutes obtenues ainsi.

En se basant sur le théoreme 29 de [8], on montre que lalgebre de Lie py est de rang nul
si et seulement si le drapeau ¥ vérifie la condition :

(%) pour 1 < i < ¢t — 1 entre deux sous-espaces consécutifs V; et V;;; le saut de dimension
est 2 g’ils sont tous deux de dimension impaire et 1 sinon, et (¢, r) vérifie 'une des conditions

suivantes :

(a) g€ {2r,2r+1}.
(b) 7 est impair et ¢ = 2r+ 2.

(1)

Les algebres py pour ¥ vérifiant la condition (*) ont une structure particulierement simple et
des calculs astucieux permettent d’en déterminer le stabilisateur d’'une forme linéaire générique

et de conclure en utilisant le lemme 1.

Dans le chapitre 3 (voir également [3]), grace aux résultats de [4], nous étudions le deuxieme

cas. On renvoie a [17] et [4] pour les concepts généraux utilisés :

Soient g une algebre de Lie semi-simple sur K, h une sous-algebre de Cartan de g et A le

systéme de racines du couple (g,h). On fixe une base Il de A (que I'on notera Ap), et on



Introduction générale

désigne par Af; (resp. Ap) 'ensemble des racines positives (resp. négatives) associé. Si a € Ay,

g“ est le sous-espace radiciel associé a . On pose

nt = Zga7 bt — b @ nt.

aeAﬁ

Pour IT' une partie de II, on désigne par p;}, la sous-algebre de g engendrée par b* et les g~
a € II' : c’est une sous-algebre parabolique de g et toutes les sous-algebres paraboliques de g

sont a conjugaison preés obtenues ainsi.

Une algebre de Lie algébrique g est dite de Frobenius s’il existe une forme linéaire g € g*
telle que g(g) = {0}. De maniere équivalente, cela revient a demander que ’espace dual g* de g
admette une orbite coadjointe ouverte. Lorsque g est de type G, Fy, £ ou Eg, la sous-algebre
de Borel associée est une algebre de Frobenius. Dans ce cas, on ramene 1’étude de la stabilité
au cas connexe (la notion de connexité est relative au diagramme de Dynkin) qui nous sera

utile pour la suite, a 'aide du résultat suivant :

Proposition 4. Soient g une algébre de Lie simple exceptionnelle et II', 11" deux parties non
liées de 11, i.e. v est orthogonal a 3, pour tout (o, ) € II' x I1"”. On suppose que la sous-algébre

de Borel b C g est de Frobenius. Si py, g est stable alors pfy, et pih, le sont.

Pour ce qui concerne les sous-algebres paraboliques minimales dans le cas considéré, la
démonstration du théoreme 3 se base sur un lemme qui nous a été suggéré par Duflo dont

I'enoncé est le suivant :

Lemme 5. Soit g une algébre de Lie algébrique et b C g une sous-algébre algébrique. On
suppose que b est une algébre de Frobenius et que dimg/b = 1. Soit A € b* une forme réguliére

et h € b l'unique élément tel que h.A\ = —X. Alors si adg/sh = Id, g n’est pas stable.

Notons ici que les sous-algebres paraboliques minimales considérées sont d’indice 1 et de
rang nul.
Le cas Fjg est le seul cas pour lequel la sous-algebre de Borel associée n’est pas une algebre de
Frobenius. D’apres [4], p/ est 'unique sous-algebre parabolique minimale non quasi-réductive.
Un calcul direct permet de calculer le stabilisateur d'une forme linéaire générique dans (p;,)*

et de conclure en utlisant le lemme 1.
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Pour ce qui concerne les sous-algebres paraboliques non minimales, on ramene 1'étude de la
stabilité de ces sous-algebres au méme probleme pour des paraboliques d’une algebre de Lie
simple orthogonale ou bien d’une algebre de Lie simple exceptionnelle de type Ey, k = 6,7 (voir
démonstration de la proposition 16). Ainsi et compte tenu des résultats du chapitre 2, le cas
E; se déduit du cas Fg puis le cas Eyg du cas Ex.

Compte tenu de ce qui précede et des résultats de [4] concernant la classification des sous-
algebres paraboliques des algebres de Lie simples exceptionnelles qui sont quasi-réductives, la
démonstration du théoreme 3 dans le cas des sous-algebres paraboliques non minimales se base

sur le résultat suivant :

Proposition 6. Soient g une algébre de Lie simple exceptionnelle de type Eg et II' = {ay, as, as,
g, a6} (resp Il = {aq, az, aq, as, a6}) une partie de I1. Alors la sous-algébre parabolique pi,

est non stable.

Enfin, on donne des exemples permettant au lecteur d’illustrer la démonstration du théo-
reme précédent dans ce dernier cas. Notons qu’on peut utiliser des calculs explicites effectués

avec le logiciel GAP4 pour vérifier quelques résultats dans ce chapitre.

Nous espérons pouvoir étudier la question de la stabilité pour les sous-algebres biparaboliques

(qui ne sont pas des paraboliques) des algebres de Lie simples, qui reste ouverte.
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Chapitre I

Définitions et résultats généraux

1 Définitions - Préliminaires

Dans toute la suite et sauf mention du contraire, K désigne un corps algébriquement clos de
caractéristique nulle. Les algebres de Lie considérées sont définies et de dimension finie sur K.
Soit g une algebre de Lie algébrique et G un groupe de Lie algébrique affine connexe d’algebre
de Lie g. On munit g*, I'espace dual de g, des actions coadjointes de g et de G. Etant donnée
une forme linéaire g € g*, on note g(g) son stabilisateur dans g. On identifie g(g)/3, ou 3 désigne

le centre de g, avec son image dans gl(g).

1.1 Indice d’une algebre de Lie

Soient g une algebre de Lie, g* son dual. On fait opérer g dans g* au moyen de la représen-

tation coadjointe. Ainsi, si X,Y € get g € g*, on a
(X.9)(Y) = g([Y, X]).
Avec les notations précédentes, on définit une forme bilinéaire alternée ®, sur g par :
Py (X,Y) = g([X,Y]).
Le noyau de @, est égal a g(g). L’entier
ind (g) = inf{dim g(g); g € ¢"}

est appelé l'indice de g.
L’indice de g est donc la dimension minimale des stabilisateurs dans g d’un élément de g* pour

'action coadjointe. Il a été introduit par Dixmier dans [4] pour son importance dans la théorie
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des représentations et la théorie des orbites. Le probleme du calcul de I'indice apparait égale-
ment dans la théorie des invariants. En effet, si g est I'algebre de Lie algébrique d’un groupe
algébrique G, l'indice de g est le degré de transcendance du corps des fractions rationnelles

G-invariantes sur g*.

Remarque Lorsque g est une algebre de Lie réductive, g et g* sont isomorphes et 1'indice de
g est égal au rang de g. L’étude de l'indice n’a donc d’intérét que pour les algebres de Lie
non réductives. Il y a au moins deux grandes familles de sous-algebres non réductives d’une
algebre de Lie semi-simple dont on cherche a étudier I'indice : a) les sous-algebres paraboliques
et "assimilées" ( radical unipotent, sous-algebres biparaboliques, etc) ; b) les centralisateurs d'un
élément nilpotent. Des résultats concernant les algebres de type a) ont été obtenus par Tauvel
et Yu (voir [19]), Dvorsky (voir [9]), Dergachev et Kirillov (voir [3]), Elashvili (voir [10]) et
Panyushev (voir [15]), etc. Concernant les algebres de type b) voir par exemple [14], [16], [21].

Définition Une forme linéaire g € g* est dite réguliere si son orbite coadjointe G.g est de
dimension maximale ou si, de maniere équivalente, son stabilisateur g(g) est de dimension

minimale.

Remarque - Une forme linéaire g € g* est réguliere si la dimension de son stabilisateur dans
g pour l'action coadjointe est égale a l'indice de g.

- Si g € g* est réguliere, son stabilisateur g(g) est algébrique abélienne (voir [8]).

- Il est bien connu que I'ensemble g;,, des ¢léments réguliers de g* est un ouvert de Zariski non

vide de g* (voir par exemple [19]).

1.2 Formes fortement régulieres

Définition Soit g une algebre de Lie algébrique et G un groupe algébrique d’algebre de Lie g.
Une forme linéaire g € g* est dite fortement réguliere si elle est réguliére, auquel cas g(g) est
une algebre de Lie commutative (voir [8]), et si de plus le tore j,, unique facteur réductif de

9(g), est de dimension maximale lorsque g parcourt I’ensemble des formes réguliéres.

Cette définition est due a Duflo (voir [6]).

Remarque Il est bien connu que '’ensemble des formes fortement régulieres, noté g, est un
ouvert de Zariski G-invariant non vide de g*.
Les tores jg, g € g, sont appelés les sous-algebres de Cartan-Duflo de g. IIs sont deux a deux

conjugués sous l'action du groupe adjoint connexe de g.
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I.3 Algebres de Lie quasi-réductives

Les deux résultats de la remarque précédente sont énoncés sans démonstration dans [5] (pour

la démonstration voir [2]).

Définition Soit g une algebre de Lie algébrique sur K. On appelle rang de g sur K et on note

rangg la dimension commune de ses sous-algebres de Cartan-Duflo.

Si G est un groupe algébrique affine, on note par “G son radical unipotent, “g l'algebre de
Lie de “G. Rappelons que G admet une décomposition dite de Levi : il existe un sous-groupe
réductif de R C G, appelé sous-groupe de Levi de G, dont la classe de conjugaison modulo
G est uniquement déterminée, tel que G = R “G. Au niveau des algebres de Lie, on a la
décomposition de Levi g =t @ “g. On dit que v est un facteur réductif de g et que “g est son

radical unipotent.

Soit g une algebre de Lie algébrique sur K, n un idéal de g contenu dans “g, g € g* une
forme linéaire fortement réguliere, n la restriction de g a n, b le stabilisateur de n dans g et h

la restriction de g sur b.

Lemme 2. (Voir [6, 1.16]) On garde les notations précédentes. Alors, on a
(i) exp(n(n)).g = g + (b +n)*.

(i) b(h) = a(g) + n(n).

3 Algebres de Lie quasi-réductives

Rappelons que le corps K est algébriquement clos de caractéristique nulle.

3.1 Définitions

Si G est un groupe algébrique, on désigne par Z; ou plus simplement Z le centralisateur
dans G de 'algebre de Lie g. L’algebre de Lie de Z est le centre 3 de 'algebre de Lie g de G .

Définition Soit g une algebre de Lie algébrique. Une forme linéaire g € g* est dite de type

réductif si le radical unipotent de g(g) est central dans g.

Définition Une algebre de Lie algébrique g est dite quasi-réductive si elle possede une forme

linéaire g € g* qui soit de type réductif.

Remarque Soit g une algebre de Lie algébrique et 3 son centre. Comme 3 C g(g) pour tout

g € g*, une forme linéaire g € g* est de type réductif si et seulement si “(g(g)) = “3 et, dans ce

11
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cas, g(g) possede un unique facteur réductif, que I'on note v,.

Si une forme linéaire g est de type réductif, il en est de méme de toutes celles qui sont contenues
dans son orbite sous 'action coadjointe de G : I'orbite sous G d’une telle forme est dite de type
réductif.

On voit alors qu’une forme linéaire g € g* est de type réductif si et seulement si I'une des

propriétés équivalentes suivantes est vérifiée :

G(g)/ Z est réductif ,
9(g)/3 est réductive ,

(
“(G(g)) C
“(g9(g)) C 3,

(L.1)

ou avec les notations précédentes, “(G(g)) désigne le radical unipotent du stabilisateur G(g)

et Z le centralisateur de g dans G.

La notion de quasi-réductivité a été introduite et étudiée par Duflo, Khalgui et Torasso (voir
[7]) pour son importance dans la théorie des représentations. C’est un fait expérimental que
I’étude des formes linéaires de type réductif intervient dans la théorie des représentations. Par
exemple, lorsque K = R toute représentation unitaire irréductible de carré intégrable est asso-
ciée a une orbite coadjointe de type réductif (voir [6]).

Si g est une algebre de Lie algébrique , on désigne par g7, le sous-ensemble de g* constitué des

formes linéaires de type réductif.

Remarque Si g est réductive, 0 € g* est de type réductif et vty = g. De plus si I'on identifie g
et g* au moyen d’une forme bilinéaire symétrique non dégénérée invariante, les formes de type
réductif (resp. régulieres de type réductif) sont celles qui s’identifient aux éléments semi-simples

(resp. semi-simples réguliers de g).

Lemme 4. (Voir [7]) Soit g une algébre de Lie algébrique quasi-réductive et 3 son centre. Alors :
(i) L’ensemble des formes fortement réguliéres sur g est l’ensemble des g € g* telles que g(g) =
i@ “3, avec j un tore. En particulier, l'ouvert de Zariski g; est contenu dans g;.,-

(ii) L’ensemble des formes fortement régulieres est égal a l'ensemble des formes réguliéres de
type réductif.

(iii) Si g € gk, tout tore maximal de g(g) est une sous-algébre de Cartan-Duflo de g.

Lemme 5. (Voir [7]) Soit g une algébre de Lie algébrique. Les assertions suivantes sont équi-

valentes :

12



1.6 Algebres de Lie stables

(i) L’algébre de Lie g est quasi-réductive.

(ii) Il existe g € g* une forme réguliére et de type réductif.

Remarque Si g est une algebre de Lie quasi-réductive, les formes fortement régulieres sont de

type réductif, on voit donc que g est quasi-réductive si et seulement si ind g = rang g + dim "3

5.1 Exemples

Dans ce numéro, nous donnons quelques exemples d’algebres de Lie quasi-réductives et de
formes de type réductif pour illustrer ces deux notions :
- Une algebre de Lie algébrique réductive g est quasi-réductive (voir la remarque 3.1).
- Soit V' un espace vectoriel de dimension finie sur K muni d’une forme symplectique B et by
I’algebre de Heisenberg construite sur V : hy = V @ Kz, 3 = “3 = Kz est le centre de by
et si v,w € V, leur crochet est donné par [v,w] = B(v,w) z. Alors hy est une algebre de Lie
quasi-réductive, les formes linéaires de type réductif sont celles dont la restriction au centre est
non nulle et pour toute forme linéaire de type réductif ¢, on a t, = 0.
- Toute algebre de Lie algébrique préhomogene (i.e. qui possede une forme linéaire g € g* telle
que g(g) = 34) est quasi-réductive. C’est clair que dans ce cas les formes linéaires de type ré-

ductif sont celles qui sont régulieres et de plus elles sont toutes fortement régulieres.

6 Algebres de Lie stables

Soient g une algebre de Lie, g* son dual. Si a est un sous-espace vectoriel de g, on note a*t

son orthogonal dans g*.

6.1 Caractérisation algébrique des formes linéaires stables

Soient Autg le groupe des automorphismes de g et L un sous-groupe algébrique de Autg,
d’algebre de Lie [. Le groupe L opere rationellement sur g et g*. Pour a € L, f € g* et z € g,
on a a.f(r) = f(a'(x)). La différentielle de cette opération définit une action de I sur g*;
si X €l,ona (X.f)(x) = —f(X(x)). Si L contient le groupe adjoint algébrique de g, alors
adgg C |, donc g(f) C I(f).

13
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Définition On dit que f € g* est L-stable s’il existe un voisinage W de f dans g* tel que,
pour tout g € W, les stabilisateurs g(f) et g(g) soient L-conjugués. Si L est le groupe adjoint
algébrique de g (resp. si L = Autg), une forme L-stable est dite stable (resp. faiblement stable).

Définition Une algebre de Lie g est dite "stable" si elle admet une forme linéaire stable.

La notion de stabilité a été introduite par Kosmann et Sternberg dans [12]. Il est clair qu'une
forme linéaire stable est réguliere. Ainsi, I'étude des formes linéaires stables intervient dans le

probléme de calcul de I'indice (voir par exemple [19]).

Théoréme 7. (voir [20]) Soit | € g*.

(i) Sig est ad-algébrique, f est stable si et seulement si g, g(f)] Ng(f) = {0}.

(ii) Si[g,a(f)]Na(f)={0}, f est L-stable pour tout sous-groupe algébrique de Autg vérifiant
adgg C Lie(L), ou Lie(L) désigne l'algébre de Lie du groupe L, donc en particulier si L contient
le groupe adjoint algébrique de g.

Remarque Le résultat précédent est établi dans [12] d’'une maniere différente.

Remarque Si g est une algebre de Lie algébrique, elle est ad-algébrique. Ainsi, I’assertion (i)
du théoréme précédent est une caractérisation des formes linéaires stables dans le cas algébrique.
De plus, il est clair d’apres cette caractérisation que lorsque ’algebre de Lie est stable, I’ensemble

des formes linéaires stables, que 'on note g, est un ouvert de Zariski non vide de g*.

7.1 Exemples

- Les sous-algebres de Borel d’une algebre de Lie simple sont toutes stables. En effet, Tauvel
et Yu (voir [18]) ont construit a I’aide des cascades de Kostant (voir chapitre 3) une forme
linéaire sur une sous-algebre de Borel d’une algebre de Lie simple dont le stabilisateur est inclus
dans une sous-algebre de Cartan et il est clair d’apres la caractérisation précédente qu'une telle
forme est stable.

- L’algebre de Lie g = 50(2) & K? est une algebre de Lie stable (voir ci-apres).

Remarque Beaucoup d’algebres de Lie unipotentes ne sont pas quasi-réductives, mais le pre-

mier exemple d’algebre de Lie unipotente non stable est donné dans [12].
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1.8 Relation entre la stabilité et la quasi-réductivé

8 Relation entre la stabilité et la quasi-réductivé

Lemme 9. Une forme linéaire g € g est réguliere de type réductif si, et seulement si, la

sous-algébre g(g)/3 est un tore de gl(g).

Démonstration. Si g(g)/3 est un tore de gl(g), on a [g,g(g9)] Ng(g) = {0} de sorte que, compte
tenu de l'assertion (i) du théoréme 7, g est une forme linéaire stable sur g et donc elle est
réguliere. De plus, il est clair que g est de type réductif.

Réciproquement, si g est réguliere et de type réductif, alors la sous-algebre g(g) est commuta-
tive, d’apres [8]. Il est alors bien connu (voir par exemple [20, Théoreme 20.5.10]) que I'image de
9(g)/3 dans gl(g) par la représentation adjointe de g est une sous-algebre réductive si, et seule-
ment si, elle est formée d’éléments semi-simples. Ainsi, g(g)/3 est une sous-algebre commutative

et formée d’éléments semi-simples. D’ou le résultat. O

Lemme 10. (voir par exemple [7]) Si g est une algébre de Lie quasi-réductive, [’ensemble des
formes linéaires réquliéres de type réductif sur g est l’ensemble des formes linéaires stables, et

c’est un ouvert dense de g*.
En particulier, une algebre de Lie quasi-réductive posseéde une forme linéaire stable.

Remarque IL résulte des assertions (i) et (ii) du lemme 4 que si g est une algebre de Lie quasi-
réductive, I’ensemble des formes fortement régulieres est exactement I’ensemble des g € g* telles
que g(g) =)@ “3, avec j un tore et 3 le centre de g. Il est alors clair que ces formes linéaires sont
stables. Par suite, il résulte que toute algebre de Lie quasi-réductive est stable. Cependant, il

existe des algebres de Lie stables qui ne sont pas quasi-réductives.

Exemple 11. Voici un exemple d’algébre de Lie stable qui n’admet aucune forme linéaire de
type réductif.
Soit g lalgébre de Lie produit semi-direct de s0(2) par K? de sorte que g = s0(2) ® K2, le

crochet étant donné par
[t WHv,zWH+d =t W' —zWo, t,z€K, v, v € K%

0 1
ot $50(2) = KW, avec W = Lo ) On vérifie aisément que le centre de g est trivial. Par
suite, g est quasi-réductive si et seulement st indg = rangg.

Soit g € g*, n la restriction de g au radical unipotent *g = K? de g. On suppose que n # 0.
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Alors, on a X = tW +wv € g(g) si et seulement si pour tout z € K et v’ € K2, (n,t Wa' —
z W) =0.

Faisant z = 0, on voit que si X € g(g), alors pour tout v' € K2, on a
t (n, Wa'y =0.
1l suit alors de ce qui précede que
X =t W+wveg(g) siet seulement sit =0 et (n,z W) =0 pour tout z € K.

Par suite, g(g) = (W.n)* C “g. Ceci montre que l’algébre de Lie g est non quasi-réductive.
D’autre part, soit O = {n € (“g)*/(n,e1)*+ (n, e3)?® # 0}, avec (e1, e2) la base canonique de K?.
On vérifie aisément que O est un ouvert de Zariski non vide. Sin, n’ € O, il existe k € SO(2)

tel que k.Kn = Kn'. Ceci montre que g est stable.

Remarque - Toutes les sous-algebres de Borel d’une algebre de Lie simple sont quasi-réductives
(Kostant [13], non publié, voir [11]).

- Les sous-algebres paraboliques d’une algebre de Lie simple s de type A et C' sont quasi-
réductives d’apres un résultat de Panyushev (voir [17]). Par contre, ceci n’est plus vrai pour les
sous-algebres paraboliques pour s = so(n,K) avec n > 7. D’une part, Panyushev dans [17] et
Dvorsky dans [9] présentent de nombreux exemples de sous-algebres paraboliques de so(n, K)
qui sont quasi-réductives. D’autre part, Tauvel et Yu dans [19] ont montré qu’il existe des sous-
algebres paraboliques de so(n,K) qui ne sont pas quasi-réductives. Récemment, Duflo, Khalgui
et Torasso ont donné une caractérisation des sous-algebres de Lie paraboliques de so(n,K)
qui sont quasi-réductives (voir [7]). De plus, les sous-algebres paraboliques d’une algebre de
Lie simple exceptionnelle s ne sont pas toujours quasi-réductives. Dans [1], Baur et Moreau ont
terminé la classification des sous-algebres paraboliques quasi-réductives dans le cas des algebres

de Lie simples.

12 Conjecture de Panyushev

On dit que I'action coadjointe de 1'algebre de Lie g dans g*, qu’on note (g : g*), admet un
stabilisateur générique stationnaire s’il existe un ouvert 2 C g* tel que, pour tout g, f € €2, les

stabilsateurs g(f) et g(g) soient conjugués sous l'action de G. Le stabilisateur g(g), pour g € €2,
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1.14 Réduction au cas de rang nul

est dit stabilisateur générique stationnaire. Dans son article "An extension of Rais’ theorem and

seaweed subalgebras of simple Lie algebras", Panyushev conjecture le résultat suivant :

Conjecture 13. Soient s une algebre de Lie simple et g une sous-algebre biparabolique de s.
Alors
Si Uaction (g : g*) admet un stabilisateur générique stationnaire, alors ce stabilisateur est un

tore.

Comme toute algebre de Lie quasi-réductive admet une forme linéaire stable dont le stabil-
sateur est un tore modulo son centre. On peut alors reformuler cette conjecture comme suit :une

sous-algebre de Lie biparabolique est stable si et seulement si elle est quasi-réductive.

Remarque - Plus généralement, les sous-algebres biparaboliques forment une classe tres inté-
ressante (incluant la classe des sous-algebres paraboliques et de Levi) d’algebres de Lie qui ne
sont pas toutes réductives.

- Dans [7], Duflo, Khalgui et Torasso, ont posé également la question de savoir I’équivalence
entre la stabilité et la quasi-réductivité dans le cas des sous-algebres paraboliques d’une algebre

de Lie simple.

14 Reéduction au cas de rang nul

Nous allons maintenant énoncer le résultat suivant qui permet de ramener ’étude de la

stabilité des algebres de Lie algébriques aux algebres de Lie algébriques de rangnul.

Soit j une sous-algebre de Cartan-Duflo de g. On a g = ¢ @ [j, g], ou g désigne le centrali-
sateur de j dans g. On identifie le dual de 'algébre de Lie g’ & I'orthogonal de [j, g] dans g* qui

n’est autre que g*, 'ensemble des point fixes de j dans g*.

Proposition 15. Soit g une algébre de Lie algébrique, j une sous-algébre de Cartan-Duflo de

g et g le centralisateur de j dans g. Alors
g est stable si et seulement si g est stable .

Démonstration. Soit g une algebre de Lie algébrique admettant des formes stables. Alors I'en-
semble g% des formes stables est un ouvert de Zariski non vide. Par suite, g: N g’ est un ouvert

de Zariski non vide, ou g est 'ouvert de Zariski des formes fortement régulieres.
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Soit g € gX N g’ et j C g(g) le facteur réductif de g(g). Alors g € g* et g est une forme stable
dans g¥. En effet :

g(9) =alg) et [g,9(9)] C [g,8(9)].

Réciproquement, soit j C g une sous-algebre de Cartan-Duflo de g et supposons que g' admette
des formes stables. Alors (g*), N g* est un ouvert de Zariski non vide de g¥. Soit g € (g7),Ng:.

Alors on a

a(9) N g, 8(9)] = al9) N [g.9(9)) = alg) N [¢, a(g)] = {0},

de sorte que g est stable pour g. D’ou la proposition O

Corollaire 16. Soit maintenant g"' C @ lidéal orthogonal de j pour la forme (X,Y) —
tr(XY). Alors ¢ = j @ g et il est clair que g € g* est une forme stable si et seulement si
g = glga est une forme stable pour gh'.

1l suit de ce qui précéde que
g est stable si et seulement si g"' est stable

Remarque Comme g"! est de rang nul , on se raméne donc & étudier la stabilité pour les

algebres de Lie de rang nul.
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Chapitre 11

Stabilité pour le cas des sous-algebres
paraboliques des algebres de Lie simples

classiques

1 Cas des algebres de Lie ty

On garde les notations du chapitre précédent. Rappelons le résultat suivant pour la stabilité

et qui nous sera utile pour la suite :

Lemme 2. Soit f un élément de g*. Si g est une algébre de Lie algébrique,
[ est stable si et seulement si [g,9(f)] Na(f) = {0}.

Dans [1], Duflo, Khalgui et Torasso constatent que la classification des sous-algebres para-
boliques quasi-réductives des algebres de Lie simples classiques se rameéne a determiner parmi
les algebres de Lie qui stabilisent une forme bilinéaire alternée de rang maximal et un drapeau
en position générique, celles qui sont quasi-réductives. Le but de ce numéro est de caractériser
parmi ces sous-algebres celles qui sont stables.

Soit V' un espace vectoriel de dimension finie sur K et soit

V={0} =W e¢VicVhe. Ve Vi=V}
un drapeau de V. On désigne par qy la sous-algebre parabolique de gl(V') constituée des
endomorphismes qui laissent invariant ¥ et par Qy le sous-groupe algébrique connexe de
GL(V) d’algebre de Lie qy.

Définition Soient V' un espace vectoriel non nul de dimension finie sur K, ¥ = {{0} =V, &
igeVeG - @ Vg &V, =V} un drapeau de V et € une forme bilinéaire alternée sur

V. On dit que le drapeau 7 est générique relativement a £ ou que la forme £ est générique
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relativement a 7/, si pour 1 < ¢ < ¢, la restriction de £ a V; est de rang maximum, & savoir
2[5 dim V;], et Vilg NV;_y = {0} on V;-L& désigne l'orthogonal de V; dans V' relativement a &.

Définition Soient V' un espace vectoriel non nul de dimension finie sur K, b = (eq, ..., e,) une
base de V' et

V=0 =V CVigG S Vi G Vi=V)
un drapeau de V. On dit que la base b est adaptée au drapeau ¥, si pour tout 1 < ¢ < ¢t

I'espace V; est engendré par la famille (ey, ..., eqimv;)-

Lemme 3. (Voir [1, Lemme 4.2.1]) Soit V' un espace vectoriel de dimension finie sur K et
YV ={{0}=Vo ViV G ---GCV,.y &V, =V} un drapeau de V. Alors

(i) une forme £ € /\2 V* est générique relativement a V', si et seulement s’il existe une base
€1,...,e de V adaptée au drapeau ¥ telle que, notant ej,... e} la base duale, on ait & =
D 1<oi<r €3i1 N €3

(ii) ’ensemble des formes bilinéaires alternées & sur V' qui sont génériques relativement a ¥

est une orbite ouverte sous l'action de Qy dans /\2 V.

Définition Soit ¥ = {{0} =V, G Vi € Vo G --- € Viy &€ Vi = V} un drapeau. On note
h = h(¥) le nombre d’indices i tels que 1 < i <t — 1 et dimV; et dim V4, soient tous deux
impairs. On dit que le drapeau ¥ vérifie la propriété &, si deux espaces consécutifs de la suite

¥ ne peuvent étre tous deux de dimension impaire, c’est a dire h(¥) = 0.

Définition Soit ¥ = {{0} =V, Vi ¢ Vo & --- C Vi1 &V, =V} un drapeau de V. On
dit que le drapeau ¥ vérifie la condition (x), si, pour 1 < i < ¢ — 1, entre deux sous-espaces
consécutifs V; et V;, le saut de dimension est 2 s’ils sont tous deux de dimension impaire et 1

sinon.

Soit V' un espace vectoriel de dimension finie sur K muni dune forme bilinéaire alternée £ de rang
maximal. On désigne par gl(V)(§) 'annulateur de £ dans gl(V). Lorsque £ est symplectique,
gl(V) (&) est noté sp(V, €) ou simplement sp(V') et c’est I'algebre de Lie du groupe symplectique
correspondant. On se donne un drapeau ¥ de V générique relativement a £ et on désigne par
ty la sous-algebre de Lie de gl(V)(&) constituée des endomorphismes stabilisant ¥ qui est aussi

la sous-algebre de Lie qy (&) de gy stabilisant & .

Proposition 4. (Voir[l, Proposition 5.3.1]) Soit V' un espace vectoriel de dimension finie sur
K muni d’une forme bilinéaire alternée & de rang mazimal et ¥ = {{0} = Vo C V1 &€ Vo &
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II.1 Cas des algebres de Lie ty

o G Vi & Vi =V} un drapeau générique relativement a &.
(a) Supposons que dim V' est pair, de sorte que & est symplectique. Alors,

(i) on a ind(ty) = Zﬁzl[%(dimVi —dim V;_1)],

(ii) la dimension du radical unipotent d’un stabilisateur générique

de la représentation coadjointe de ty est h(V'),

(iii) ’algébre de Lie vy est quasi-réductive si et seulement si le drapeau ¥ vérifie la propriété
.
(b) Supposons que dim V' est impair et désignons par ¥’ le drapeau du sous-espace Vi_1 obtenu
en supprimant l’espace V' du drapeau V. Alors,

(iv) on a

S A(dimV; —dim V)] -1 sidimV,_, < dimV —1,

1
ind(ry) = t ? . . . .
Yoisals(dimV; —dimVi_1)] +1  sidimV,_; =dimV —1,

(v) La dimension du radical unipotent d’un stabilisateur générique de la représentation co-
adjointe de vy est h(¥").
(vi) L’algebre de Lie vy est quasi-réductive si et seulement si le drapeau V' vérifie la propriété

L.

Remarque Soit V' un espace vectoriel de dimension finie sur K muni d'une forme bilinéaire
alternée ¢ de rang maximal et
V={0}=WeVigh§s Vi1 V,=V}

un drapeau générique relativement a &.

Supposons qu’il existe un sous-espace V; du drapeau 7 tel que dim V; soit pair. Alors £ induit
une forme symplectique sur le sous-espace U = V; de sorte que V' est somme directe de U et
de son orthogonal W relativement & £. On désigne par % (resp. #') le drapeau Z = {{0} =
VWeVighG GV GVi=U} (resp. # = {{0} =Wo G W, = Vi NW G --- GV =
Vie, MW G oo ¢ Wiy = W ). Comme ¥ est générique relativement a &, il est clair que %
(resp. # ) est générique relativement a |y (resp.£|w ). Par suite, la sous-algebre vy s’identifie
au produit direct vty X vy . En particulier, vy est quasi-réductive (resp.stable) si et seulement

si ty et ty le sont. De plus, on a
indvy = indty + indry et rangry = rangty + rangty.

D’autre part, ¥ vérifie la condition (x) si et seulement s'il en est de méme de % et de #'.
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Proposition 5. Soit V' un espace vectoriel de dimension finie sur K muni d’une forme bilinéaire
alternée £ de rang maximal et
V={0}=WeVicVe -GV, GV, =V}
un drapeau de V' générique relativement a &.
Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) vy est de rang nul.

(ii) ¥ vérifie la condition (x) et si dim V' est impair, il en est de méme de dim V;_;.

Démonstration. D’apres la remarque précédente, on se ramene a démontrer la proposition dans

I'un des cas suivants :

—dimV est pair ,t > 2 et pour 1 <i <t —1,dimV; est un nombre impair ,

— dim V; impair pour 1 < <'t.

On pose dimV; = 2p; +1,1 < i < t—1et aq = dimV; —dimV,_{, 1 < i < t. Alors
a; = 2p; + 1 =2q; + 1 est impair et a; = 2(p; — pi—1) = 2(¢; + 1), 2 < i <t — 1 est pair.
On se place dans le premier cas et on pose dim V; = 2p;. Alors a; = 2(py — pi—1) — 1 =2¢q; + 1

est impair. D’apres la proposition 4,

t
rangty = E Q-
i=1

Ainsi, ty est de rang nul si et seulement si ¢; = 0 pour tout 1 < ¢ < . D’ou la proposition dans ce
cas. On se place dans le deuxieme cas. On pose dim V' = 2p,+1. Alors a; = 2(py—pi—1) = 2(q:+1)

est pair. D’aprées la proposition 4, on a

t
rangry = E Q-
i=1

La proposition est alors claire dans ce cas. O

Théoréeme 6. Soit V' un espace vectoriel de dimension finie sur K muni d’une forme bilinéaire

alternée £ de rang maximal et
V={0=WeVicWhe -GV G Vi=V}

un drapeau générique relativement a .

Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
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II.1 Cas des algebres de Lie ty

(i) vy admet une forme linéaire stable.

(ii) vy est quasi-réductive.

Démonstration. Seule I'implication (i) = (ii) mérite démonstration. D’apres la remarque pré-
cédente, on se ramene au cas ol aucun des éléments du drapeau ¥, a l'exception de {0} et
V, est de dimension paire. On pose d = dimV et dimV; = 2p; + 1, 1 <4 < ¢, p, = [4]. On
choisit une base ey,...,eq de V adaptée au drapeau 7 et telle que { = Z1§z’gpt €51 N\ €3 et
on pose W; = Kegy, |13 ® Kegp, 14 B -+ & Kegp,, 1 <i <t (on convient que py = —1). Alors
les W;, 1 <i <'t, sont des sous-espaces symplectiques deux a deux orthogonaux et il suit de [1,
lemme 26 et paragraphes 5.4, 5.5] que les sous-algebres de Cartan de [[,.,., sp(W;) sont des
sous-algebres de Cartan-Duflo de ty. o

Soit donc j une sous-algébre de Cartan de [[,,., sp(W;). Le sous-espaces V? de V' constitué des
vecteurs j-invariants n’est autre que (@1931/[;1»)1. On consideére gl(V?) comme une sous-algebre
de gl(V) en identifiant un élément X € gl(V?) avec I'endomorphisme linéaire de V agissant
comme X dans V0 et trivialement dans son supplémentaire @;<;<,W;. Alors, on vérifie que le
commutant de j dans gl(V') est j @ gl(V?). Il est alors clair que v, = j @ tyo, ot ¥ est la trace
du drapeau ¥ sur le sous-espace V.

D’autre part, remarquons que & = £|yo est de rang maximal et ¥ est en position générique
par rapport a &y (i.e tyo est de méme type que ty ). Compte tenu de la proposition 15 et comme
tyo est de rang nul, on se rameéne a traiter le cas de rang nul pour ty.

Il s’agit donc de montrer que si rangry est nul et indty est strictement positif, alors vy n’admet
pas de forme stable.

Compte tenu de ce qui précede, il suffit d’étudier les deux cas suivants :

(a) dimV = 2p, p > 2 et dimV; = 2i — 1 pour tout 1 < i < ¢t — 1 de sorte que ¥ =
Ho} =V cVi g VoG- GV, G V,iy =V} On choisit une base (ey, ..., es,) de V adaptée
au drapeau 7 telle que V; = Ke; @ -+ @ Keg; 1, 1 <j<pet =37 €5 4 Aes;. Onnote
(Eij)1<ij<2p la base de gl(V') canoniquement associée a la base (ey, ..., ey,) de V.

Dans ces conditions, il résulte de [1, 5.4] que

g=ty =l dny, (I1.1)
ou
p
L, = PKH;, (I1.2)
j=1
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avec
Hj = Esj195-1 — Eajaj,

est un facteur réductif de vy, commutatif dans ce cas, et

p p—1
vy = PKZ e (PKD),
Jj=1 J=1

avec

Zj=2E5 195 et T; = Eyj_19j40 + Eaji19),

est le radical unipotent de vy, également commutatif dans ce cas.

On a alors :

[Hj, Z)] = 2017

[Hj, Th) = 01T + 011 Tja = (050 + 0040)Th

Soit g € g*. On pose n = g|u,, 9(Z;) = ¢; et g(T;) = 75.
Supposons que H§:1 ¢; # 0. Alors, on a

g(n) =ny et g(g) = ny(9).

(11.3)

Par suite et compte tenu du lemme 2, on a Ny.g = g+ ny, ot Ny désigne le radical unipotent

du sous-groupe algébrique connexe Ry de GL(V') d’algebre de Lie ty. Ainsi, on peut supposer

que gli, = 0.
Soit

P p—1

i=1 i=1
On a

(Hy, X]| =227, + 1,17,

(Hi, X| =222+ t,T; +ti1Ti—1, 2<i<p-—1,

[Hp, X] = 2Zpr + tpflTpfl.
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Alors, on a X € ny(g) si et seulement si :

2C1z1 +11t1 =0
2Gzi +miti+Tioatioi =0, 2<i<p-—1
2Cp~7«p + Tpfltpfl =0.

On en déduit que
p—1
a(9) = P KW,
i=1
avec

7,1 1 7,1
— N(=Zi+ —Z;1) = Eoi_19 Eoii19i — —(—Fo;_19
5 (Cz + G +1) 2i—1,2i+2 T £2it12 5 <Cz 2i—1,2i T

Soit H =>"_| H,. Alors, on a

Wi=1;
Git1

(H,Z)] =22, et [H,T)]=2T,

et donc

Il en résulte que

[9,0(9)] Ng(g) # {0}.

Eoit10i12)-

Compte tenu du lemme 2 et du fait que g est générique, il résulte que g n’admet pas de forme

linéaire stable.

(b) dimV = 2p+ 1, p > 2 et dimV; = 2i — 1 pour tout 1 < ¢ < ¢t — 1 de sorte que
Y ={{0 =V ecWVeWg. - ¢V, ¢V, =V} On choisit une base (ey,...,ep1) de
V adaptée au drapeau ¥ telle que Vj = Ke; @- - -®Keg; 1, 1 <j<pt+leté =37 €5 ;Aes;.

Dans ces conditions et compte tenu de [1, 5.6], les matrices des éléments de vy dans la base

e1,...,eypq1 sont de la forme :
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ag zn 0 0

0O —a; 0 0 O

0 t1 a 2z 0 to
0O 0 0 —ay 0 O
0 0 0 ty as 23
0O 0 0 0 0 -—as

ap—1  Zp—1 0 t,-1 O
0 —ap1 0 O 0
0 tp—1  Qp 2 0
0 0 0 —a, O
0 0 0 t, apn

On voit alors que si 'on pose V' =Ke; @ - - - @& Keg,, et
V={} =W eV =VigV =gV =V, gV, =V}

€|y est symplectique et ¥ est en position générique par rapport a £|y tandis que
ty =y Dy (H4)

ou ly = by ®KH,; est un facteur réductif de vy qui est un tore dans ce cas, et ny = ny KT,

son radical unipotent, avec
Hy1 = Eopr1p1 et Ty = Eppr2p. (IL.5)
Dans ce cas, on a les crochets supplémentaires
[Hp41,2;] =0 1<j<p  [Hp,Tj]=01<j<p-—-1

[H;,Ty) = 05T, 1 <5 <p ,[Hy1, T, =T,

Soit g une forme fortement régulieére sur g = ty. On pose n = gla,, G = g(Z;) et 75 = g(T3).
Supposons que 7, H§:1 ¢; # 0. Alors, on a g(n) = ny de sorte que, compte tenu du lemme 2,
Ny.g = g +ny, ou Ny désigne le radical unipotent du sous-groupe algébrique connexe Ry de

GL(V) d’algebre de Lie ty, et qu’on peut supposer que g, = 0.
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D’autre part, si X = >0 22, + > 1, /1, on a

[Hy, X] =227, + T}
(H;, X =222+t 1T +t1;, 2<i<p,
[HpH,X] = tpr

Il s’ensuit que X € g(g) = ny(g) si et seulement si

2C121 + 1ty =0,
2@21 + Tifltz;l + Titi = O, 2 < 1 < P — 1
Tplp = 0,

On en déduit que g(g) = @"—, KW;, avec

7 1 1
5 (C Zi + o —Ziv1) = Eoi19i40 + Eoi10i —

Si H=Y"""H; ona

1
( Eoi 12 + —FE9i112i42).

Wi=T,—
Cz Cz-i—l

2

[H,W;] =2W,; pour 1 <i<p-—1.

Par suite, on a

[9,0(9)] Na(g) # {0}

Comme g est générique, ceci achéve la démonstration dans ce cas. n

7 Réduction au cas de rang nul pour les sous-algeébres

paraboliques d’une algebre de Lie orthogonale

Le but de ce numéro est de ramener I'étude de la stabilité au cas de rang nul pour les sous-

algebres paraboliques et qui nous sera utile pour la suite :

Soit ' un espace vectoriel de dimension finie sur K muni d’une forme bilinéaire symétrique
non dégénérée B. On désigne par so(F) l'algebre de Lie du groupe orthogonal correspondant.
Soit ¥ ={{0} =Vo GV G VoG- C Vi1 &V, =V} un drapeau de sous-espaces totalement
isotropes de E avec dimV' > 1. On désigne par py la sous-algebre de Lie de so(FE) constituée
des endomorphismes de E stabilisant le drapeau ¥ : c¢’est une sous-algebre parabolique de

s50(E) et les sous-algebres paraboliques de so(E) sont toutes obtenues ainsi.
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Soit maintenant g = py. Supposons que g ne soit pas quasi-réductive et donc que rangg < indg.
On cherche a savoir si g admet ou non des formes stables.
Soit j une sous-algebre de Cartan-Duflo de g et Il ’ensemble des poids non nuls de j dans F.
Si a € ITU {0}, on note E“ le sous-espace poids correspondant. Si « € II, —«a € II, de plus E®
et E~% sont des sous-espaces totalement isotropes mis en dualité par B. Si «, 5 € II sont tels
que a + B # 0, alors E* et E° sont orthogonaux.
Soit ITT C II une partie telle que I = ITT ITII~ ou II~ = —1II*.
Alors, on a

so(E) =s0(E%) x [] al(E).

a€ellt

Pour a € TTU {0}, soit #* le drapeau de E® dont les éléments sont ceux de U N E*, U € ¥

rangés dans I'ordre strictement croissant, auxquels on adjoint £ si a # 0. Alors, on a

g’ = pyo X H gy
a€llt
ou avec les notations du numéro précédent gy« désigne la sous-algeébre parabolique de gl(E®)
qui stabilise le drapeau ¥ . D’autre part, d’aprés Panyushev (voir [2]) les sous-algébres parabo-
liques gy« sont stables. Il s’ensuit que g' admet des formes stables si et seulement si pyo admet
des formes stables. Or d’apres le corollaire 16 et comme son centre est trivial, pyo est de rang
nul. Ainsi et compte tenu de la proposition 15, pour démontrer ’équivalence entre la quasi-
réductivité et la stabilité dans le cas considéré, on se rameéne a montrer que les sous-algebres

paraboliques de so(F) qui sont de rang nul et d’indice strictement positif ne sont pas stables.

8 Stabilité des sous-algebres paraboliques de so(F)

Dans ce numéro, on va étudier la stabilité des sous-algebres paraboliques des algebres de Lie
orthogonales. Exactement, on va montrer 'assertion (ii) de la conjecture de Panyushev [2,

conjecture 5.6] pour le cas des sous-algebres paraboliques d’une algebre de Lie orthogonale.

Théoréme 9. (Voir [1, 5.15]) Soit E un espace vectoriel de dimension q¢ > 3 sur K muni d’une
forme bilinéaire symétrique non dégénérée B, ¥ ={{0} =V GV Vo & ---C Vi1 GV, =
V'} un drapeau de sous-espaces isotropes de E avec r = dim'V > 1. On note ¥ le drapeau tel

que V' =V \{V'}, sir est impair égal a %, et V' =V, sinon.

30



I1.8 Stabilité des sous-algébres paraboliques de so(FE)

(i) On a les formules suivantes pour l'indice de la sous-algébre parabolique py :

’ (4] —r+ ZE:J%(dim Vi —dim V;_,)] si r est pair,

(L] —r+ Zle[%(dim‘/} —dimV;_1)] sir est impair, et r < 4,

ind (py) = Zzzl[%(dim‘/z’ —dimV;_4)] -1 si r est impair, r = % et
dimV, ; <r—1,

i [3(dim V; — dim V)] + 1 si T est impair, r = & et
dimV,_i =r—1.

\

(ii) La dimension du radical unipotent d’un stabilisateur générique de la représentation coad-
jointe de py est h(V").

i) L’algebre de Lie py est quasi-réductive si et seulement si le drapeau V' vérifie la propriété
g p

L.

Proposition 10. Soit ¥ = {{0} =V, ¢ Vi1 C Vo & - & Vioy © Vi =V} un drapeau de
sous-espaces isotropes de F et py la sous-algébre parabolique qui stabilise le drapeau V. On pose
g=dimFE et r=dimV. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) py est de rang nul.

(ii) La condition (%) est satisfaite par ¥V et (q,r) vérifie 'une des conditions suivantes :

(a) g€ {2r,2r+ 1}.

(IL6)
(b) 7 est impair et g = 2r+ 2.

Démonstration. : Remarquons tout d’abord que 'algebre de Lie py est de rang nul si et seule-
ment si le nombre A(¥”) est égal a I'indice de py. D’apres le théoréme 9, il suffit de considérer

les cas suivants :

On suppose que dim V' = r est pair de sorte que ¥’ = #. Dans ce cas, on a

ind(py) = (2] =+ 3 [ (dim V = dim Viy).
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Par suite, on a
t
. .14 L. .
rangpy = 0 si et seulement si [5] —r=0et g [i(dlm‘/} —dim V)] = h(¥).
i=1

Ainsi, py est de rang nul si et seulement si g € {2r,2r + 1} et le drapeau ¥ vérifie la condition

().

On suppose que dimV = r est impair et r < % de sorte que ¥’/ = ¥#. Dans ce cas, on

NI

L

ind(py) = (L] =7+ 3 [ (dim Vi — dim V).

Par suite, on a

-1 1
rangpy = 0 si et seulement si [q 5 |]—r=0et Z[E(dimVi —dimV;_1)] = h(¥).
i=1

Ainsi, py est de rang nul si et seulement si ¢ € {2r + 1,2r + 2} et le drapeau ¥ vérifie la

condition (x).

On suppose maintenant que dim V' = r est impair, 7 = . Dans ces conditions et compte

tenu du théoreéme 9, on a

ind(py ) Z;J%(dim‘/z‘ —dimV, 4)]—1 sidimV, ; <r—1,
mn =
P S B(dimV; —dim V)] + 1 sidim Vi =7 — 1.

La proposition est alors claire dans ce cas. [

On garde les notations de 7. Si w,v € E, on définit I’élément u Ap v de s0(E) en posant,
pour z € E :
uApv(z) = B(z,u)v — B(z,v)u.

Il existe une unique application linéaire Ap : EQFE +— so(E) telle que Ag(u®v) = uAgv, laquelle
passe au quotient en un isomorphisme d’espaces vectoriels de A?E sur so(E). Plus généralement,
si V, W sont des sous-espaces de E tels que VNI = {0}, Ap induit un isomorphisme d’espaces
vectoriels de A2V ( resp. V ® W ) sur un sous-espace de 50(F) noté ALV (resp. VAgW).
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Si uy,us,v1,v9 € E, on a

[u1 A v1,us Ap Vo] =B(uy, us)vy Ag va + B(uy,v2)us Ap vy (IL7)
+ B(vl,ug)ul Ap U2 + B('Ul, Uz)ul AB Us.

On munit so(F) de la forme bilinéaire symétrique non dégénérée et invariante L(X,Y) =
—%T’I’XY. Siuy, ug,v1,v9 € F, 0n a

L(uy Ap vy, us Ag vy) = det ( Blur, up) - Blw, vs) ) .
B(vi,us) B(vy,v9)

Soit V' un sous-espace isotrope non nul de E et W un supplémentaire dans E de I'orthogonal

V45 de V pour B. Alors B induit une dualité entre V et W, la restriction de Ba F = (VoW )ts

est non dégénérée et ona E =V @ F @ W de sorte que V2 = V @ F. On identifie les algebres

de Lie gl(V') et so(F') & des sous-algebres de Lie de s0(FE) de la maniére suivante :

-si X € gl(V), on I'étend en un élément encore noté X de so(FE) en décidant que X;p = 0 et,

siy e W, X.y est 'élément de W tel que
B(X.z,y)+ B(x,X.y) =0,z €V,

- si X € s0(F), on I'étend en un élément encore noté X de so(E) en décidant que X|p1 = 0.
De plus, si X € gl(V), Y € s0(F),u € F,v,v € V,ona

(X, uAgv]=uAg X,

YuApo,
0,
(X, vAp V] =XvAgv +vAg X0,

(IL.8)

]
Y, u Ap v
Y, v Ap 0]

]

- La forme L permet d’identifier APV* (vep.(F Ag V)*) avec ABW (resp.F Ap V).

Le théoreme suivant est le résultat principal de ce travail.

Théoreme 11. Soit E un espace vectoriel de dimension finie ¢ > 3 sur K muni d’une forme
bilinéaire symétrique B non dégénérée et ¥V = {{0} =Vo C VI C Vo G- C V1 G Vi=V}un
drapeau de sous-espaces isotropes de E avec dimV > 1. On note py la sous-algébre parabolique
de 50(E) qui stabilise le drapeau ¥V . Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) py admet une forme linéaire stable.
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(i) py est quasi-réductive.

Démonstration. On pose g = py et dimV = r. D’apres 7, on peut supposer que 'algebre de
Lie py est de rang nul c’est a dire que ¥ vérifie la condition (x) et (g, r) vérifie (I1.6). Il s’agit
de montrer que si I'indice de py est strictement positif, alors py n’admet pas de formes stables.
On garde les notations précédentes et on commence par étudier un cas particulier : on suppose
que t > 2 et pour 1 < i < t—1, dimV; est impair avec dimV; = 2i — 1, de sorte que
Y ={{0}=WcVigVGg -GV, G V.u =V} avect =p+1letre{2p2p+1}.
D’apres [1, 5.15], on a

) vy sir =dimV est pair ou F' =0,
qy X s0(F) @®ny  sir=dimV est impair et F' # 0.

avec ny = F AV @ 3v, 3v = AV (le centre de ny), ol ny est un idéal unipotent de g et qy
la sous-algebre parabolique de gl(V') qui stabilise le drapeau 7.

Soit ¢ une forme linéaire générique sur g et n (resp. £) sa restriction a ny (resp. 3y). Par
relativement au drapeau 7. On choisit une base eq,...,e, de V adaptée au drapeau 7 telle
que, notant ej,...,e; la base duale, on ait { = ), ... €5 1 Aeb. On identifie F' et F* au
moyen de la forme bilinéaire symétrique non dégénériéeiinduite par la restriction a F' de celle
de B. Compte tenu des numéros 5.16, 5.18 et 5.19 de [1], on peut supposer que n|ps,y = 0 si
r est pair ou F'=0et n =&+ u* Ae}, avec u € F non isotrope, si r est impair et £ # 0. On
note (Ejj)1<ij<r la base de gl(V) telle que E;j(ex) = 6 €, 1 <k <.

Soit ty la sous-algebre de Lie de qy qui stabilise la forme bilinéaire ¢ sur V. Compte tenu
des formules (11.2), (11.3) et (I1.5) de la démonstration du théoréeme 6 dont on reprend les

notations, on a
ty = ly ®ny. (Hg>

avec )
S P s—

ly = PKH; et ny = (P KZ;) & (PKT),
j=1 j=1 j=1

ous=psir=2pets=p+1sir=2p+1.

34



I1.8 Stabilité des sous-algébres paraboliques de so(FE)

Alors

p s—1
my = (@ KS;) & (@ KE3i2i41) @ ( EB KE;;), (11.10)
i=1 i—1 j>itl
ou
Si = Fai—12i—1 + Fa 2,

est un supplémentaire de vy dans qy.

D’une part et compte tenu des numéros 5.16 et 5.18 de [1], sir =2p ou F' =0, on a
h:=g(n) =ty ®jy.
D’autre part et compte tenu du numéro 5.19 de [1], sir =2p+ 1 et F #0, on a
h:=g(n) =ty ®ty ®ny(n),

ot V' =Key@---®Ke,, V' = ({0} = Vi G W =Vi GV = Vo G- G V) =V, G Vi, = V'}
le drapeau obtenu en remplagant I'espace V par V' (¢|y est symplectique et #” est en position
générique par rapport a &|v), tyr = K(T), — u Ag eap—1) et ny(n) = F Ap egpi1 @ 3v. De plus,
onabh+ny =1ty &K, Dny.

Quitte alors a translater g par un élément de exp ny, on peut supposer que, compte tenu du

lemme 2, g|n, = 0 dans les deux cas traités.

SRR

supposer que [[7_; ¢; # 0 si 7 est pair et 7, [[V_; (; # 0 si r est impair. Soit A = g|,,. Dans ces
conditions et compte tenu de la démonstration du théoreme 6, on peut également supposer que
gli, = Ali, = 0. De plus et comme A\ est générique, il suit des calculs de la démonstration du

théoreme 6 que
p—1
'C'y/(/\) = @KWk,
k=1
avec

T 1 1
. (—Eok—106 + —Eopi10k42), 1 <k<p—1

Wi = Eop—12k4+2 + Eopq12r — =
2 C Crr1

Avec ces hypotheses sur la forme linéaire g et ces notations, nous allons démontrer les deux

lemmes qui suivent.

35



Chapitre II. Stabilité pour le cas des sous-algebres paraboliques des algébres de
Lie simples classiques

Lemme 12. On suppose que r = 2p ou F = 0. Alors, on a

(i) a(g) = @i: KC%, avec

1 1
Cr =Wy + 577@(@%—1 N eg), — €gp41 N €2pt2) + §Ck+1€2k—1 N €egpyo + §Ck€2k N €2p41.

(ii) [g,9(9)] Ng(g) # {0},

Démonstration. Rappelons que 'on a g|w, = g|, = 0.
Considérons, pour 1 < k < p — 1, les vecteurs C}, avec
1 1 1
Cr =W+ 57k (e2x—1 A €2, — a1 A €apya) + §Ck+1 €ak—1 N\ €ap12 + éCk €2k N €k 41
Remarquons tout d’abord que Cj € h(h) =ty () ® 3v avec h = g|y, de sorte que
Cy € g(g) si et seulement si (g, [Cy,Y]) =0, VY € my.

Compte tenu de (/7.10), on a

<ga [S],CkD:O, 1§]§p7
Cr € g(g) si et seulement si (g, [E2j2i+1,Ckl) =0, 1<j<s-—1,
<g,[Ei,j,Ck]>:0, 2<it+l<y<r.

D’une part, on a
1
[Sj, Crl = 0k ; (Bok—12k+2 — Eokt1.96 + T €251 A €95 + 5@k+1 €ok—1 /\ 2542

1
+ 5% o A €ak41) + Okt1,5(—Eok—12k+2 + Eokt1,96 — Tk €2k41 A €2k12

1
+ §Ck+1 €21 N\ €apo + §Ck ok N €2541)

= 5]{73' (—Tk + T €21 A er) + (5]@4_1’]' (Tk — Tk €2k+1 N €2k+2) mod(myx + ker(n)),

de sorte que, compte tenu de nos hypotheses sur la forme linéaire g,

(9,155, Ck]) =0, pour tout 1 < j <p.
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D’autre part, on a

Tk 1
[Ej2i+1, Ck] = 0k—1,;(Eok—22k+2 — EEQk—Q,Qk + 5 Tk €2k—2 N ey,
k

1
+ §Ck+1 €ak—2 N €akt2) + O j(—Eott1 ok+1 + Eog ok

Tk Tk
+ -

2y, 2Ck+1
+ Opr1;(—Eok—2.2k+3 +

Eojokt2 — §Tk o N €2542)

FEok12k41 —
Tk
2Ck+1
= 0k ;(H — Hg41) mod(my + ker(n)).

Eok+1,2k+3)

Comme on a g(Hyy1) = g(Hy) = 0, il suit de nos hypotheses sur la forme linéaire g, que

(g, [E2j2i+1,Ckl) =0, pour tout 1 <j <s—1.

Enfin, pour calculer le crochet [E; ;, Cy] avec 2 <i+41 < j < r, on distingue suivant la parité
dezvetj:
(i) Pour i =2l et j =20" avec [+ 1 <!',on a

Tk
2Ck+1

1
+ 3 Ok (T €2k—1 A €91 + Ci e A €gpr1)

1
+ 5 Okt1.0(—Tk €241 A €21 + (1 €251 N €2)

1 1
= 5k,l(5k+1,l’(_§ L1 + 5 Crt1 €261 A €gx) mod(my + ker(n)),

Tk
2Ck

[Eaor, k] = Ops1,0(—Fok—100 + Eokr121) + 01 (—Eogs120 + = Fok—1.01)

de sorte que
(g, [Faar,Ck]) =0, pour tout 1 <1<

(ii) Pouri=2let j =24+ 1avec 1 <[ <!, ona
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Tk
[Ea01 41, Cr) = Opq1,0(—Eog—1,0011 + % Eokt1.2041)
k+1
Tk
+ 01 (—Eogy1,2041 + fEQk—l,Zl/-‘rl)
k

Tk 1 1
+ 010 (B okt — = Eopor + = T e A €ar, + = (i1 €21 A €9542)
2k, 2 2
Tk
+ Ok (Ba ok — 22k+2 — = Tk €21 N €k + = Cp €ax A €9).
2Ck+1 2 2

Remarquons que, pour 1 <1 <, [Eyor41,Ck] € ker(n) + my de sorte que

(9, [Baors1, Cr]) = 0.

(ili) Pouri =20+ 1let j=2"avec 1 <[+ 1<, ona
1
[Eoy1,00, Ci) = 5 Ok (T €2k—1 A €141 + G €241 N €2k41)

1

+ 3 Ok, (=T €2k1 A €211 + Coy1 €251 A €2141).

On voit donc que, pour 1 <[+ 1 <, [Eyor11,Ck] € ker(n). Par suite

(9, [Baror+1, Ci]) = 0.

(iv) Pour i =2l+1let j=2I'+1avec0 <l <[ ona

Tk

[E21+1,2z'+1> Ck] = 5k71,l/(E2l+1,2k+2 - _QC E21+1,2k + 5 Tk €241 /\ €2k
k

1
+ 3 Crt1 €2141 A €242) + O i (Borg o6 —
1
~ 5Tk €141 N\ €gp2 — 5 Ck €a141 N €2i)
1

1
= 5k71,15k,l’<_ k— = Ck €2k—1 AN er) mOd(ﬂlﬂy + ker(n)),
2 2

Tk
2Ck+1

Eort1,2k42

de sorte que, compte tenu de nos hypotheses sur la forme linéaire g,

(g, [Fars1.20+1,Ck]) = 0 pour tout 0 <1 <.
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Par suite, pour 1 <k <p-—1,on a
(9,[Cr, Y]) =0V Y €g.

On a donc
Cr € g(g) pour tout 1 <k <p-—1.

D’autre part, remarquons que la famille {Cy, 1 < k < p — 1} est une famille libre de g(g). De
plus, comme dim(g(g)) = h(¥) = p— 1, cette famille est maximale et donc elle forme une base

de g(g). On a donc
p—1
a(9) = EPKC:.
k=1
On pose Ry = Eak—19k-1 + Eokr126+1. On a Ry, € g et

[Ri,Ci) = Crpour 1 <k <p—1,

ceci montre alors que [g,g(g)] Ng(g) # {0} de sorte que, compte tenu du lemme 2 et du fait

que la forme linéaire g est générique, g = py est non stable . n

Lemme 13. On suppose que dimV = 2p + 1 et F # {0}. Ici dim F € {1,2}, ¥ = {{0} =
VoeWVieVaG -GV, G Vo =V}ietn=¢§+u" Aey,,y, avec u € F non isotrope. On

rappelle les vecteurs Cy, du lemme 12. Alors, on a

(i) g(9) = B KC, @ KD,, avec

T, 1 1
Dp = Tp —uAp €2p—1 — TpU Np €op+1 — f Zp + 5 Tp €2p—1 AN €2p + 5 Cp €2p VAN €2p+1-
P

(i) [g,8(9)] N alg) # {0}.
Démonstration. Rappelons dans ce cas que 'on a glm, = glso(r) = g[t, = 0.
Remarquons tout d’abord que dans ce cas les vecteurs ('} appartiennent a h. De plus, on

(9,[Cr. Y]) =0, VY €ty et [Cy,s0(F)] =0.
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D’autre part et compte tenu des calculs du cas précédent, on a
<g) [Ok,YD = Oa VY € My,

de sorte que (g, [Ck, Y]) = 0 pour tout ¥ € g. On a donc C}, € g(g).

Considérons le vecteur D), avec

T, 1
Dp = Tp — U /Np €op—1 — THU Np €op+1 — ﬁ Zp + §Tp €ap—1 A €2p + 5@’62}7 N €2p+1-
P
Remarquons tout d’abord que D, € b de sorte que
<97 [DP7Y]>:Oa VY €y,
D, € g(g) si et seulement si ¢ (g,[D,,Y]) =0, VY € so(F),
(9,[Dp, Y]) =0, VY €my.

Compte tenu de (/1.9), on a

(g, [Dp,vy]) = 0si et seulement si < (g,[T},D,]) =0, 1<j<p,

On a, pour 1 < j < p+1,

T, — Tpu Ap €gp+1 mod(ker(n)) sij=p+1,
[Hj, Dy} = T, — 2 Z, mod(ker(n)) sij=p,
0 sij<p—2.

De plus, pour 1 < j < p, on vérifie aisément que

0 mod(ker(n)) sij=p,
[Dp, Z;] = { .
sinon ,
et
0 mod(ker(n)) sij=pouj=p-—1,
[Dp, T;] = { .
sinon,
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de sorte que, compte tenu de nos hypotheses sur la forme linéaire g,

(g,[D,,Y]) =0, pour tout Y € ty.

De plus, il est clair que, pour tout Y € so(F'), ona [Y, D,| € ker(n) de sorte que (g, [D,, s0(F)]) =

{0}.

Par suite et compte tenu de (I1.10), on a D, € g(g) si et seulement si

<97 [SjaDpD:Oa pour 1 < 5 <p,
(9, [Enjoj+1, Dpl)y =0, pour 1 <j <p,
(9,[Eij,Dpl) =0, pour 2<i+1<j<2p+1.

D’une part, on a

1S, D,] = { —T, + Tpeap—1 A\p €z, mod(ker(n)) sij=np,
i Hpl =

si ] S p—= 17
de sorte que, pour 1 < k < p,
(9,155, Dp]) = 0.
D’autre part, on a
Eapap = Eapr12p+1 + 5 Eap-12p41 mod(ker(n)) si j = p,

[E9j2j+1, Dp) = —2% Esp_2 9, mod(ker(n)) sij=p-—1,
0 sig<p-—2.

Comme FEopop — Fopyiopr1 € by +my et By 9pi1, Bop29, € my, on voit alors que, pour
1<j<p,

(9, [Ej2j4+1, Dpl) = 0.
Enfin, pour calculer le crochet [E; ;, D,] avec 2 < i+ 1 < j < 2p+ 1, on distingue suivant la
parité de 7 et j.
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(i) Pour i =2k et j = 2" avec k' +1 <1’ < p, on a

[Eopr o1, Dy = { _% Tp €2k N\ €2p—1 + % Cp €arr A €gpr1 = 0 mod(ker(n)) sil =p,
K ) p -

0 sinon,

de sorte que
<97 [EQk’Ql’a Dp]) =0.

(ii) Pour i =2k et j =2I'+1avec 1 <k <I'<p,ona

1 s oq/
Ele72p —Tp U AB €ok’ — 3 Cp ()% VAN €2p sil = D,
— i 1 s
[EZk:’,Ql/—i-lv Dp] = —Uu /\B Eok! — ﬁ EQk/,Qp -+ ) Tp () A\ €2p sill = p— ]_,
0 sinon.

Remarquons que [Eoy oy 41, Dp] € my + ker(n) de sorte que

(9, [Bow 241, Dpl) = 0.
(iii) Pour i = 2k’ +1et j =2 avec 1 <K +1<I' < p, on a

1 1 <7/
E D)= —35 Tp Carp1 Neap 1+ 5 Gp oy Negpyr  sil=p,
2k 1,21, Dp| = .
0 sinon.

On voit alors que
Omod(ker(n)) sil =p,
0 sinon,

(Eorr+1,01, Dp| = {

de sorte que
(9, [Barr 1,20, Dpl) = 0.

(iv) Pour i =2k"+1et j=2I'+1avec0 <k <" <p,ona

1 s/
Eorry10p — Tp U AB €apr1 — 5 Gp Capry1 N €gy sil'=p,
_ T 1 T
[Eorr10041, Dp] = ¢ —u Ap egpry1 — 36 Lorriop + 5 TpCarir Aegy i I'=p-1,
0 sinon.

Par suite, on a les résultats suivants :
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-Pourl’<p—1,0ona
[Eokrs1,2041, Dp] = 0.

-Pour!’=p—1,0na
[Eopr+101+1, Dp| € my + ker(n).

-Pourl!=pet k' <p-—1
[Boprs1,01+1, Dp| € my + ker(n).

-Pour!’=petk’=p—1,0ona

[(Eokrs1,00+1, Dp| = Eop_19p — Tp W A €2p_1 — 5 Cp €2p—1 /\ €2y

1 1
= Z, — 5 (p €2p—1 A e, mod(ker(n)).

Compte tenu de nos hypotheses sur la forme linéaire g, il suit que
(g, [Farrs12041,Dp)) =0, 0< K <l <p.
D’apres ce qui précede, on voit que
(9,[Dp,Y]) =0, pour tout Y € g.

On a donc D, € g(g).

Remarquons que la famille {Cy,1 < k < p —1,D,} est une famille libre de g(g). De plus,
comme dim(g(g)) = h(?") = p, cette famille est maximale et donc elle forme une base de g(g).

On a donc
p—1

0(9) = PKC, KD,
k=1

On pose Ry = Eak—125-1 + Eopy126+1- On a R, € g pour tout 1 <k <petona
[Ri, C] = C, 1<E<p—1let [vaDp] =D,

de sorte que [g,9(g)] Ng(g) # {0}. Ceci montre alors que, compte tenu du lemme 2 et du fait

que la forme linéaire g est générique, g = py est non stable. n

Pour achever la démonstration du théoreme, on considere le cas ou (g, r) vérifie (I1.6) et

le drapeau ¥ vérifie la condition (x) sans que les sous-espaces V; du drapeau soient tous de
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dimension impaire pour 1 <7 <t — 1. On reprend les notations des cas précédents.

Soit donc g = py avec ¥ = {{0} =V Vi &€ Vo & - & V,.y &V, =V} un drapeau
de sous-espaces isotropes vérifiant la condition (%) et (¢,r) la condition (I7.6). En particulier
dim F' <2 et si dim F' = 2, r = dim V' est impair.

Onag=(qy xs0(F)) ®ny avec ny = F AV @3y et 3y = ALV,

Soit g € g* générique. On peut supposer que & = g|,, € ALV* est générique relativement a
des numéros 5.16, 5.18 et 5.19 de [1], on peut supposer que n = gl,, = nge si r est pair et
n =n¢ + [ Aey, avec | € F* non isotrope, si r est impair.

Soit kg =0 < ky < -+ < kg1 < ks =t ceux des indices j € 0,...,t tels que dim V} soit pair ou
j=t.Pour1l<i<s, onpose W; =V, N V,i_i et on désigne par ¥; la trace du drapeau ¥ sur
le sous-espace W;. Ona V = @®;_,W,.

Soit ¥ C ¥ le sous-drapeau constitué des espaces V,, 0 <i < s. On a

ar = [[an ® “a;
i=1
ol qy; désigne la sous-algebre parabolique de gl(WW;) qui stabilise le drapeau 7; et “q le radical

unipotent de la sous-algebre parabolique q;. Comme

ty + Ny si r est pair ou F' =0,
f) +ny = . . .
tyr @ KT, +ny  sirest impair et F' # 0.

et exp(ny(n)).g = g + (h +ny)*, on peut supposer que glug, = 0.

On pose § = s, si ' = 0 ou r est pair, et § = s — 1, si F # 0 et r est impair. On consi-

dere les sous-algebres de Lie de g, g; = gy @ jw,, pour 1 <1 < Set, si F'# 0 et r est impair,

gs = qy, X s0(F) @ ny, (en convenant que ny, = F Ag Wy @ 3w.). Enfin, on note g; = ¢
1 <i<s. Alors, on a

gi)

§=0:9 (HCIV]) S 4y ® F AV & (BraWi Ap Wi) @ (8 A3 W), 1 <i <3,
J#i
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et si ' # 0 et r est impair, on a

g=0:D (H 47;) @ "7 ® (Bj<sF Ng W;) @ (@t Wi Ap W) @ (@jcs AR W),
i<s
En regardant les crochets de g; avec les différents autres sous-espaces apparaissant dans cette
décomposition de g en somme directe, on peut montrer que g;(g;) C g(g).
Compte tenu de nos hypotheses, il existe deux sous-espaces consécutifs du drapeau ¥ qui sont
tous deux de dimension impaire. Ainsi I'une au moins des g; n’est pas stable d’apres le cas

précédent. Comme g,(g;) C g(g), il résulte alors du lemme 2 que g n’est pas stable. O

Remarque On garde les notations précédentes. Comme la forme linéaire g est générique, il
existe un ouvert de Zariski U G-invariant contenant g. Ainsi et comme g € “q};, ol “q}; désigne
l'orthogonal de “q; dans g*, U N “q;~ est un ouvert de Zariski non vide de “q? Soit ¢ la
projection de "q; dans g. Comme (U N “q) est un ouvert de Zariski non vide de gf, on
voit alors que g; = g|y, est générique. Ainsi et compte tenu du cas précédent, on a une formule
explicite pour le stabilisateur g;(g;).

Lorsque g est de rang nul, en utilisant le résultat qui donne l'indice de g et des g; dans le
théoréme 9, on déduit que g(g) = @;9:(¢g;). Comme on a déterminé explicitement g;(g;) dans
le cas précédent, on a alors une formule explicite pour le stabilisateur d’une forme linéaire

générique.
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Chapitre II. Stabilité pour le cas des sous-algebres paraboliques des algébres de
Lie simples classiques
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Chapitre 111

Stabilité pour Le cas des sous-algebres
paraboliques des algebres de Lie simples

exceptionnelles

1 Notations et rappels

Dans cette partie, on renvoie a [8] et [2] pour les concepts généraux utilisés.
Soient g une algebre de Lie semi-simple sur K, G son groupe adjoint, K sa forme de Killing, b
une sous-algebre de Cartan de g, et A le systéme de racines du couple (g, h). On fixe une base
IT de A (que l'on notera Ap), et on désigne par A} (resp. A;;) I'ensemble des racines positives
(resp. négatives) associé. Pour toute partie II" de II, on note ZIT" (resp. NII') I'ensemble des

combinaisons linéaires a coefficients dans Z (resp. dans N) des éléments de II'. On pose
AH’ == AH N ZH/, Aﬂ, = AH N NH/ = AE N AH’-

Si a € Aq, g% est le sous-espace radiciel associé a o. On pose

n:t: Z ga7 bi:h@ni.

aEAﬁ

Soit {ha,« € II; 24, € A} une base de Chevalley et {h},a € II; 2%, € A} la base duale
associée.

On a alors (cf [8], 20.6)

-g=b®P,cr 8 =bDn" &n” avec dimg, = 1.

- Sia, 3 € An, alors [ga, 95] = Garts-

- 80, 8-a] = Kha, a(hy) = 2.
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Chapitre III. Stabilité pour Le cas des sous-algebres paraboliques des algébres de
Lie simples exceptionnelles

Soit S une partie de II. Par récurrence sur le cardinal de S, on définit un sous-ensemble J£(S)
de 'ensemble des parties de S de la maniere suivante (la notion de connexité est relative au
diagramme de Dynkin) :

(i) 2 (0) = 0.

(i) Si Sy, Ss...S, sont les composantes connexes de S, on a :
H(S) = (S)U ..U (S,)
(iii) Si S est connexe, alors :
H(S) ={StuH ({a € Si(a,e5) = 0}),

£g étant la plus grande racines de Ag et (a,ed) = a(he,).
Cette construction est due a Kostant (voir [5] et [6]).

On a les résultats suivant :

Lemme 2. (voir [8, ch.40])

i) Tout K € 2 (S) est une partie connexe de I1.

ii) St K, K' € #(S), alors ou K C K', ou K' C K, ou K et K’ sont des parties disjointes de
S telles que a+ ¢ A si v € Ak et f € Agr.

iii) {ex; K € A (S)} est un ensemble de racines deuz a deux fortement orthogonales de Ap.

Conservons les notations précédentes. Si K € J# (II), on pose

' ={a € K;(a,e)) >0}, ag = Z g%
ael'K

Lemme 3. (voir [8, ch.40])
Soient K, K' € # (1), a, B € TX, et vy € TK'.
(i) On a TE = AT\{6 € A%; (5,e})) = 0}.
(ii) L’ensemble Af; est réunion disjointe des " pour K" € J (11), et agn est une algébre de
Heisenberg, de centre g=x" .
(iii) Sia+ 5 € Ay, on a a+ 5 = ek.
(iv) Sia+~ € Ap, alors ou K C K' et a+~v €T, ou K' C K et a+~ € TK.

On note kyy le cardinal de J(IT) qui ne dépend que de g. On donne dans le tableau ci-
dessous la valeur de kr pour les différents types d’algebres de Lie simples. Si 7 est un nombre

rationnel, [r| désigne sa partie entieére.
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II1.1 Notations et rappels

kn| A | B |G| Dy | Eg | Er | Es | Fy | G

Tableau III.1 — kg pour les différents types d’algébres de Lie simples.

Pour IT" une partie de II, on note &1 'ensemble des racines e, avec K € JZ (II') et on note
kr son cardinal.

On décrit ci-dessous & dans le cas des algebres de Lie simples classiques :

0y (e oy _y {ky

C — iy Sy

B > 2

én ={ei =1+ 2a; + -+ 2y, i pair, i <} U{e; = ay, ¢ impair,1 < (}

[ ey (8 iy

Oy, L8 C——— o i—{F = 1]

én={ei=20;+ -+ 201+ oy, i <=1} U{ep = ay}
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Chapitre III. Stabilité pour Le cas des sous-algebres paraboliques des algébres de

Lie simples exceptionnelles

LIy 4,

"
L

g1

dn={ei=a; 1+20;+ -+ 200 9+ ap 1+ ay, ipair,i <l —1}U{e; = oy, @ impair, i <
g} U {5@ = Oég}

ary ¥ 9
O—O— == —Q/

0

o —1

dn={ei=a;i1+20;+ - +2ap 9+ a1 +ay ipair, i<l—1U {g = a4, ¢ impair , i <
(YU {epm1 = ap—g + o1 + g}

Figl : &, dans le cas classique.

On décrit ci-dessous &1; dans le cas des algebres de Lie simples exceptionnelles qui nous sera

utile pour la suite :

éaﬂ = {61 = 32, €y — 10}
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II1.1 Notations et rappels

(| B it k3 Org

Fy : O—O =S0—o0

Er = {€1 = 2342, €5 = 0122, €3 = 0120, ¢4 = 0100}

£ty g 1y s g
Eg C & & o O
g

Er ={e1= 12321 , e = 11111 , e = 01110 , 4 = 00100 }

2 0 0 0

0 g kg fxe g (kn

Ey &, C 8 Q G &
a3 ()

& ={e1 = 234321 , e = 012221 , e3 = 012100 , €4 = 000001 ,€e5 = 000000 , €5 =
2 1 1 0 1

010000 , ez = 000100 }

¥y g g iy (rg (s (¥R

TR i3 {}

3 :'_: iy -._F:I
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Chapitre III. Stabilité pour Le cas des sous-algebres paraboliques des algébres de
Lie simples exceptionnelles

& ={e1 = 2465432 , €2 = 2343210 , e3 = 0122210 , €4 = 0121000 ,€e5 = 000000 , €5 =
3 2 1 1 1

0000010 , ez = 0100000 , es = 0001000 }
0 0 0

Fig2 : &, dans le cas exceptionnel.

4 Caractérisation des sous-algebres paraboliques en terme

de systeme de racines

On garde les notations précédentes et on désigne par pj}, la sous-algebre de g engendrée
par b™ et les g=%, o € II' : ¢’est une sous-algebre parabolique de g et toutes les sous-algebres
paraboliques de g sont a conjugaison pres obtenues ainsi. On note py;, la sous-algebre parabolique
opposée & pj,, i.e, la sous-algébre engendrée par b~ = h@n~ et les g%, a € II'. Si II' = {a}, on
note pﬁ, plus simplement p=. On a b* = p(j)t.

Si v € g et a est une sous-algebre de g, on note ¢, la forme linéaire sur a définie par ¢, (x) =
K (v,z) pour tout = € a. Si g = pj,, Vapplication v — ¢, induit un isomorphisme d’espaces
vectoriels de p, sur (pi)*.

Soient I, IT"” deux parties de II. On note qr 177 I'intersection de deux sous-algebres paraboliques
p et py.. La sous-algebre qv v est dite sous-algebre biparabolique associée a I’ et II”. En
particulier, lorsque II' = II ou II"” = II, qup ;1# est une sous-algebre parabolique.

On note Erp v (resp. Eqr) le sous-espace de h* engendré par {ex, K € ¢ (II') U (I1")} (resp.
{ex, K € 2 (1I')}). Ainsi, dim Ey v = kv + kpr — dim(E N By ). D’apres [4], on a

ind qm o = (rang g —dim EH/,H”) + (kn/ + kg — dim EH’,H“)- (IIIl)

Remarque D’apres (I11.1), on a ind pjj, = 0 si et seulement si Eyy N Ey = {0} et kyy + ky =
rang g.

Définition Soient IT', TT” deux parties de II. On dit que IT" est non liée a I1” si a est orthogonal
a (3, pour tout (o, 5) € II" x 11",

Pour une racine positive o, on note K («) l'unique élément L € (1) tel que e, — a € Af.
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II1.4 Caractérisation des sous-algébres paraboliques en terme de systeme de
racines

Définition On dit que deux parties non liées II" et II" vérifient la condition () si :
K@) £ Ki(8) ¥ (0, 8) € I x IT".

Remarque La condition (k) est toujours vérifiée si rang g = k.

Lemme 5. (Voir [8, Proposition 40.6.3]) Soit m C n* wun idéal de b*. On pose u~ =

> ke T-ex- Alors la B-orbite de (¢~ |w) est ouverte dans m* ou B désigne le sous-groupe
de Borel d’algébre de Lie bT.

Lemme 6. (Voir [7]) Soient g une algébre de Lie semi-simple, rg(g) son rang, ky le cardinal
de H# () et b une sous-algébre de Borel de g. Alors

(i) L’espace b* contient un élément stable.

(7i) L’indice de b est égal rg(g) — k.

Soit IT" une partie de II. On note nﬁ, =@.cat 9% Ona Py = lwdmyy,, avec [y = honl, dny,
H/

un facteur réductif de pjy, et mf, = @, Af\A* g% son radical unipotent. On note gy 'algebre
HI

dérivée de I et 3(l) son centre. D’apres le lemme précédent, on peut choisir w’ € Iy tel que la

forme linéaire ¢,, soit réguliere sur pf,, avec w = w' + ug, et ug, = > ZT_¢,. On note
Kex (ID\# (1)
s’ I'image de pj,(¢,) par la projection de py, sur son algebre dérivée gy @ my;, parallélement

a 3(I). Enfin, on note I' 'intersection de 3(I) avec N ker ek
Kex (I)\ (1)
Avec ces hypotheses et ces notations, on a le résultat suivant :

Lemme 7. (Voir [2, Lemme 2.9]) Soit Il une partie de I1. Alors

(i) ind pjy, = dims’ + dim l".

(ii) Soit 11" C I tel que II' et 11" ne sont pas liées et vérifient (x). On a [§', plu ] C piy et
u(ls’ proun) = {0}

Remarque Soient II',[1” deux parties non liées de II. Alors, Erynrn = Ew o + Env . Ainsi

et compte tenu de la formule (I77.1), on a
ind p{ v = ind pfy, + ind pf, — (rang g + ky — 2dim(Ep n N Epe o). (111.2)

Proposition 8. Soient g une algébre de Lie simple exceptionnelle et II', 11" deux parties non

lies de I1. On suppose que rang g = ky. Si pi o est stable alors pfl, et pih, le sont.

Démonstration. On garde les notations précédentes. D’apres le lemme 5, il existe f € (pﬁ,un,,)*

stable telle que f,+ = ¢, avec w = w' + ug, et la forme linéaire ¢, est réguliere dans (pj,)*.
1’
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Chapitre III. Stabilité pour Le cas des sous-algebres paraboliques des algébres de
Lie simples exceptionnelles

Comme rang g = kyy (ie. 'ensemble des ex, K € J(II) forme une base de h*), il vient avec
les notations du lemme 7 que ' = {0} et s’ = p{i,(¢w). En effet, si h € ', on a d’'une part

ex(h) = 0 pour tout K € # (II)\# (II') puisque h € N ker €. D’autre part, le
Kex (\ (IT')
fait que h € 3(l) implique que ex(h) = 0 pour tout K € J# (II'). Ceci montre alors que

h€ () kerex = {0}. Ainsi et compte tenu du lemme 7, on a pf,(¢w) C prron~(f). Par
Keu (I1)
suite et comme la forme linéaire f est stable, il résulte du lemme 2 que la forme linéaire ,, est

stable sur pj,. D’ou la proposition. O
Les paragraphes qui suivent sont essentiellement consacrés a la démonstration du

Théoreme 9. Une sous-algebre parabolique d’une algébre de Lie simple de type exceptionnel

est stable si et seulement si elle est quasi-réductive.

10 Cas des sous-algebres paraboliques minimales

Dans la suite g désigne une algebre de Lie simple de type exceptionnel. On numérote les
racines de II comme dans le premier paragraphe. Compte tenu de la proposition précédente,
dans le cas ou rang g = kpy, i.e. g non de type FEg, ’étude de la stabilité des sous-algebres para-
boliques pj, se raméne au cas ou Il est connexe. On commence par le cas ou pj;, est minimale,

i.e I est un singleton.

Définition Une algebre de Lie algébrique g est dite de Frobenius s’il existe une forme linéaire

g € g* telle que g(g) = {0}.

De maniere équivalente, cela revient a demander que 'espace dual g* de g admette une orbite

coadjointe ouverte.

Proposition 11. Soit p une sous-algébre parabolique minimale d’une algébre de Lie simple
exceptionnelle de type Go, Fy, E7, Eg. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) p admet une forme linéaire stable.

(ii) p est quasi-réductive.
Démonstration. On commence par le lemme suivant qui nous a été suggéré par Duflo :

Lemme 12. Soit g une algébre de Lie algébrique et b C g une sous-algébre algébrique. On
suppose que b est une algébre de Frobenius et que dim g/b = 1. Soit A € b* une forme réguliére

et h € b l'unique élément tel que h.A\ = —X. Alors si adg/sh = Id, g n’est pas stable.
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II1.10 Cas des sous-algebres paraboliques minimales

Démonstration. Supposons que g est stable. Alors il existe une forme linéaire g stable telle
que glp = A. Soit = € g(g) non nul. On a g(g) = Kz et g = b @ g(g). Comme h.A = —\ et
adgeh = Id, il résulte que h.g = —g de sorte que [h, z].g = 0. Par suite, on a [h, x| = = et donc
a(g9) N{g(g),g] # {0}. Ceci et compte tenu du lemme 2 contredit le fait que la forme linéaire g
est stable. O

Soient p une sous-algebre parabolique minimale et non quasi-réductive d’une algebre de Lie
simple exceptionnelle de type Ga, Fy, E7, Eg et b C p une sous-algebre de Borel. D’apres le

lemme 6, b est une algebre de Frobenius et A = >, () T, st une forme réguliere sur b

€K
([7, théo 2.7]). L’élément h tel que h.A = —\ est semi-simple et vérifie ex(h) = 1 pour tout
K € 2 (Il). D’apres le lemme précédent, il nous suffit de vérifier que ad,,h = Id. Cela résulte
des calculs qui suivent.

Pour Gq, on a &1 = {3aq + 209,01} et donc h = h,, + hy,. D’autre part et d’apres [2],
pe, = b @ Kw_,, est 'unique parabolique minimale non quasi-réductive et on a ay(h) = —1.
Pour Fj, on a {&1 = 201 + 3as + 4az + 2ay, an + 203 + 20y, e + 23, 0} et donc h =
ha, + 3hay + 2hay + ha,. D’autre part et d’apres [2], p! = b @ Kz_,, est 'unique parabolique
minimale non quasi-réductive et on a a;(h) = —1.

Pour E;, on a &y = {201 + 2an + 3az + 4oy + 3as + 206 + ag, an + ag + 20y + 2a5 + 206 +
ar, ag+az+ 204+ as, ag, ag, az, as t et done h = hy, + gha2 +3hay +4he, + %h% +2has + %hm.
D’autre part et d’apres [2], pf, pl et pjé‘e sont les sous-algebres paraboliques minimales non
quasi-réductives. On a a;(h) = au(h) = ag(h) = —1.

Pour Eg, on a &1 = {201 + 3as + 4as + 6ay + Sas + dag + 3ar + 2as, 201 + 200 + 3az +
day + 3as + 206 + a7, ag + ag + 20y + 205 + 206 + g, an + as + 204 + @, 7, 0, a3, a5 et
donc h = 2h,, + 4hay, + Shay + Tha, + 6hay + 4hag + 3ha, + hag. D’autre part et d’apres [2],
PSP, pe, et pl sont les sous-algebres paraboliques minimales non quasi-réductives et on a
aj(h) = ayg(h) = ag(h) = ag(h) = —1. O

Remarque Lorsque 'algebre de Lie simple g est de type B,, ou Dy,, la sous-algebre de Bo-
rel associée est une algebre de Frobenius. Ainsi, on peut utiliser également le lemme 12 pour
démontrer 1’équivalence entre la stabilité et la quasi-réductivité dans le cas des sous-algebres
paraboliques minimales :

On reprend les exemples de rangnul et d’indice 1 en dimension 7 et 8 :
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Chapitre III. Stabilité pour Le cas des sous-algebres paraboliques des algébres de
Lie simples exceptionnelles

Ici 6 = {aq + 203 + 2a3, a1, s} (voir Figl) et donc h = hq, + ha, + ha,. D’apres [3] pf est
I'unique sous-algebre parabolique minimale non quasi-réductive dans le cas considéré. Comme

as(h) = —1, il suit du lemme 12 que la sous-algebre p}  est non stable.

E3

Ici 811 = {1 4+ 200 + ag + ay, aq, as, ay } (voir Figl) et donc h = hy, + hay + has + ha, . D’apres
3] p, est 'unique sous-algebre parabolique minimale non quasi-réductive dans ce cas. Comme
az(h) = —1, il suit du lemme 12 que la sous-algebre p; est non stable.

Ce qui précede et compte tenu des résultats trouvés dans le chapitre 2 est une autre démons-

tration du théoreme 11 dans le cas considéré.

Dans le cas de Ej, la sous-algebre de Borel n’est pas une algebre de Frobenius.

Proposition 13. Soient g une algébre de Lie simple exceptionnelle de type Fg et p une sous-

algebre parabolique minimale de g. Alors p est stable si et seulement si elle est quasi-réductive.

Démonstration. D’apres les résultats de [2], p/ = b ® Ko, ® Kr_,, ® m{ est I'unique sous-
algebre parabolique minimale non quasi-réductive. On suppose que pf est stable. D’apres le
et um = ZK@;{(H) T_ep, telle que gow]p?;Q soit une forme linéaire stable. Comme oy € FEy, il
vient que [b(p,-),w] = [Nxexm ker ex, w] = {0} de sorte que b*(p,-) C v}, (pw). D'autre
part et d’apres (/11.1), on a indpf, =indb™ + 1. Ainsi b™(¢,-) est un hyperplan de pZ (©w).

Avec ces hypotheses, on vérifie par un calcul direct que

pi(pw) =Ke® (] kerex,

Kex (1)
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I111.14 Cas des sous-algebres paraboliques non minimales

avec
2 2
T = Toy + Taztastas T LTartas+astastas — an2+a3+2a4+a5 - X$,a2
2 2
- an1+a2+a3+2a4+a5+ag - an1+a2+2a3+2o¢4+2o¢5+a6 (IIIS)
2

+ XOQ(h)ma1+az+2a3+3a4+2a5+a6 — Loy +2a2+2a3+30u+2a5 406

Soit y = (Zlha1+ha2+a3ha3+3ha4—|—(4—a3)ha5+(—a1+2)ha6—%Ozz(h)l‘_(m avec (ay,az) € (K)2.
On ay € pl, et [y, x] = z, contredisant le fait que la forme linéaire ¢,, est stable. Ainsi p, est

non stable. O

Remarque Compte tenu de la proposition 8 et des résultats dans [2], on a une équivalence
entre la stabilité et la quasi-réductivité pour le cas des sous-algebres paraboliques d'une algebre

de Lie simple exceptionnelle de type Gs et F}.

14 Cas des sous-algebres paraboliques non minimales

On commence par le cas des sous-algebres paraboliques d'une algebre de Lie exceptionnelle

de type Eg qui nous sera utile pour la suite :

Remarque D’apres [2], les sous-algebres paraboliques piq,iurr, avec II' une partie de II non
liée & {an}, sont toutes non quasi-réductives. Remarquons tout d’abord que Kff(as) # Kii (5)
pour tout 5 € II'. Ceci et compte tenu du lemme 7, montre que I’élément x de (I11.3) est
dans le stabilisateur d'une forme linéaire générique f € (piamyumr)* telle que f |p§2 = g, avec
W= h+ ATay + 1Ty + D gy T—exc» 1 € . Ainsi et compte tenu de la démonstration de la
proposition 13, il résulte que les sous-algebres paraboliques pya,yumr, avec II' une partie de II

non liée & {ay}, sont toutes non stables.

D’apres les résultats de [2] et compte tenu de la remarque précédente, pour montrer 1’équivalence
entre la stabilité et la quasi-réductivité dans le cas des sous-algebres paraboliques d’une algebre

de Lie de type g, il suffit de prouver que pia, as,as,04,06) €6 P{ar,a0,00,05,06) SONt non stables.

Proposition 15. Soient g une algébre de Lie simple exceptionnelle de type Eg et 1" = {a, o, ag,
ag, a6t (resp Il = {ay, g, au, a5, a6}) une partie de 11. Alors la sous-algébre parabolique py,

est non stable.
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Chapitre III. Stabilité pour Le cas des sous-algebres paraboliques des algébres de
Lie simples exceptionnelles

Démonstration. Par symétrie du diagramme de Dynkin, il suffit de traiter le cas II" = {ay, ag, ag,
ay, o }. D’apres la formule (111.1), pj{al anasa) OST UDE algebre de Frobenius qui est de codi-

mension 1 dans pjj,. D’apres 8], f= >z} + >, x* ., est une forme linéaire
Keor (1) Lext ({or,a2,a3,04})

réguliere sur p?alm wsa)- S0t alors 7 I'unique élément de p?al w0} bl QUE N1 f = — fL6l6-
ment h est semi-simple et vérifie ex(h) = 1 pour tout K € J#(II) et e, (h) = —1 pour tout
L e # ({an,an, a3, a4}). Ainsi, on a b = ha, +hay +hos +3ha, +3has +hag. Comme ag(h) = —1,

il résulte du lemme 12 que la sous-algebre parabolique Pia; as,a5,04,06) €5t nON stable. O

Proposition 16. Soient g une algébre de Lie simple exceptionnelle de type E;, Eg et p une
sous-algébre parabolique non minimale de g. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) p admet une forme linéaire stable.

(ii) p est quasi-réductive.

Démonstration. Soient g une algebre de Lie simple exceptionnelle de type F,, avec n = 7,8, p
une sous-algebre parabolique non minimale de g, j une sous-algebre de Cartan-Duflo de p et
b une sous-algebre de Cartan de g contenant j. On a dimj > 0 (voir [2]),j Ch C p C g et
g=ho (@aGA,ah:O ga)-

Soit 3ai = {h N (Naj—o ker @)} qui n’est autre que le centre de g'. Ainsi, on a

gj:3A1@91@92€B---@gk7

ol les g;, pour 1 < i < k, sont des algebres de Lie simples puisque 1'algébre de Lie g est
réductive. Ainsi, on a p' = 3,1 @ p"' avec p! produit direct des sous-algebres paraboliques
p=p Ng des g;, 1 <I<k. Comme la sous-algebre p est non quasi-réductive, au moins I'une
de ces paraboliques est non nulle et non quasi-réductive. C’est une parabolique d'une algebre
de Lie simple orthogonale ou bien d'une algebre de Lie simple exceptionnelle de type Ej avec
k < n — 1. Compte tenu de [1], toutes les paraboliques non quasi-réductives d'une algebre de
Lie simple orthogonale sont non stables. Le cas E7 se déduit donc du cas Fg puis le cas Ejy
du cas F;. Ceci montre que p' est non stable. Compte tenu de la proposition 15 du premier

chapitre , p est non stable. Ceci acheve la démonstration du théoreme 9. O

Exemple Nous allons donner deux exemples permettant au lecteur d’illustrer la démonstra-
tion de la proposition précédente.
- On prend pour g l'algebre de Lie simple exceptionnelle de type E; et la sous-algebre para-

bolique p = p?al as.0q)- D APIES 2], p est de rang 1. La forme linéaire f = > uc »qp 25, +

K
*

x + %, est réguliere sur p (voir [8]). Ici on a j = K (24, + 2_a;) C g(f) de sorte que

—Q1—a3—0y
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j est une sous-algebre de Cartan-Duflo de p. On vérifie que

P RTSTITETS DR AL TN

aEA;,

avec
' ={f1 = az, B2 = a1 + az + au, B3 = a5, s = ag, b5 = a7, f6 = a2 + a3 + 24 + a5},

et

b le sous-espace de b engendré par les h,, a € IT'.

Remarquons que p"' = b & (3° ¢ At Kzo) @ Kz_q,—as-a, €st une sous-algebre parabolique
minimale d’une algebre de Lie orthogonale de type Dg associée a la racine (5 (qui est non
quasi-réductive d’apres [3] et donc non stable d’apres [1]) dont le graphe de Dynkin associé est

le suivant :

b

£X4 Xk f.'l_lf::.///
|F' _'l F
L i o

1+ a9+ g \“

g

3 + ka3 + 2oeg + o

- On prend pour g l'algebre de Lie simple exceptionnelle de type Eg et la sous-algebre parabo-
lique p = P}, 4, a4+ Dans ce cas ph! = bﬂ’@(zaeAg, Kzo) K2 o) —as—as, I = {1 = ag, f2 =
g+ ag + 204 + as, f3 = a7, By = ag, B5 = as, B = a1 + a3 + ay, Br = a} est une sous-algebre
parabolique minimale d’une algebre de Lie simple exceptionnelle de type E; associée a la racine
B (qui est non quasi-réductive d’apres [2] et donc non stable d’apres ce qui précede) dont le

graphe de Dynkin associé est le suivant
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CFg iy s ey ko
T P i Ll i
o L, ki L L)

CEq kg T kg

oo + g + 2004 + o

Remarque Soient 7/, 7" deux parties de w. On suppose que 7" C 7’ et # (7)) C (7). Alors,
on a

(o est stable si et seulement si p, est stable .

En effet, comme % (7') C # (), on a dim E,» , = dim E v + (kr — k) de sorte que, compte
tenu de la formule (/71.1), ind quv . = ind pt, + (k; — ko). D’aprés le lemme 5 et avec les
notations de la section 3, on peut choisir w' € L tel que ¢, |,+ (resp. pulq,, ) soit

une forme linéaire réguliere sur p?, (resp. sur ¢~ ). Par suite, on montre que g (pu) =

/

7T Kext (m)\A (n")
pl, si et seulement si la forme linéaire ¢, est de type réductif sur g, .. Ce résultat est énoncé

P (P ) > K he, de sorte que la forme linéaire ¢, ,— est de type réductif sur

sous forme d’un théoreme dit de transitivité (voir [2, Théoreme 2.1 |). De plus, on peut vérifier
que

p;/(ﬁpwqu* ) N [p;’r—"(@wuru* )v p;!'_”] = qﬂ”ﬂr’(@w’) N [qw”,ﬂ’(SDw’)v qﬂ'”ﬂrl]'

Ceci montre que ¢, - est une forme linéaire stable sur pl, si et seulement la forme linéaire
Yy est stable sur qﬂu,ﬂfw.

D’apres [2] et dans le cas ou I'algebre de Lie est de type E7, la sous-algebre parabolique pya, a5 a6}
est non quasi-réductive. Soient 7’ = {ay4, a5, a6} et " = {ag, a3, a4, a5, a5, 7). On a bien
7" C et H(n') C A (m). De plus, on a g = Khy, @ p, ol p désigne la sous-algebre

parabolique d’'une algebre de Lie orthogonale de type Dg qui stabilise le drapeau suivant
V={0}=WeVigVheV=V}

avec dim V) = 1, dim Vo, = 5 et dim V3 = dim V' = 6. Remarquons que la sous-algebre parabo-
lique p contient deux sous-espace consécutifs qui sont tous deux de dimension impaire et que
ay est 'unique racine simple tel que (aq,€},) = ay(he,) > 0. Cette sous-algebre parabolique

est non quasi-réductive d’apres [3] et donc elle est non stable d’apres [1]. Ceci et compte tenu
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de ce qui précede, montre que la sous-algébre parabolique p7, est non stable. On obtient ainsi

une autre démonstration de la proposition précédente dans le cas considéré.

Compte tenu des résultats trouvés dans [2] concernant la classification des sous-algebres pa-
raboliques des algebres de Lie simples exceptionnelles qui sont quasi-réductives et de ce qui

précede, on a le résultat suivant :

Théoréme 17. On suppose que l'algébre de Lie g de type Go, Fy, E7, Ex. Soit II' une partie de
IT et p; la sous-algébre parabolique associée.

(i) Si g est de type Ga, alors py, est stable si et seulement si 11 est différent de {w}.

(ii) Si g est de type Fy, alors p, est stable si et seulement toute composante connezxe de 11 est
différente de {a}.

(iii) Si g est de type Er, alors pfy est stable si et seulement toute composante conneze de I1' est

différente des sous-ensembles {a1}, {au}, {as}, {1, as, au}, {au, as, ag} et {aq, as, ay, as, ag}

(iv) Si g est de type Fs, alors pfy est stable si et seulement toute composante connexe de 1T est
différente des sous-ensembles {1}, {au}, {as}, {as}, {a1, a3, as}, {aq, a5, a6}, {as, ar, as},

{&1,04370447045;046}; {044,04570667047,048} et {0417043,04470657%,0477048}-

Soit g une algebre de Lie exceptionnelle telle que rang g = k,, i.e g n’est pas de type Eg.

On décrit dans le tableau ci-apres les parties connexes IT' C II telles que p;, est non stable

Type Fa:

' Cc1

{1}

{oa}

Type E7 : | {ag}

{a1, a3, a4}

{ag, a5, a6}

{a1, a3, 04,05, 6}

n’ c1l

{a1}

{oa}

{a6}

{asg}

Type Eg : | {a1, a3, as}

{ag, a5, a6}

{a6, a7, a8}
{a1,a3, 04,05, a6}
{oa, a5, a6, a7, ag}
{1, 03, a4, 5, a6, a7, ag}

Tableau IIT.2 — Les parties connexes I C II pour laquelle la sous-algebre parabolique p;;, est non stable

L’algebre de Lie de type Fj est la seule algebre de Lie de type exceptionnel pour laquelle

on ne peut pas ramener ’étude de la stabilité d’une sous-algebre parabolique pry au cas ou
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IT" est connexe. On décrit dans le tableau ci-apres les différentes parties IT" C II telles que la

sous-algebre parabolique associée p;, est non stable

II" C 11

{a2}

{a1, a2}, {az, a6}

{a3, a2}, {a2, a5}

{a1, a2, a5}, {az, a3, a6}
{a1,a2,a6}

{a2, a3, a5}

{o1, a2, a3}, {az, a5, a6}

{a1, a2, a3, a5}, {a2, a3, a5, a}
{a1,a2,a3,a6}, {a2,a1,a5, a6}
{a1,a2,a3,a5, a6}
{a1,a2,a3, a4, 06}, {@1,22,04, a5, a6}

Type Eg :

Tableau II1.3 — Les parties I’ C II pour laquelle la sous-algebre parabolique pi;, associée est non stable.

18 Présentation des calculs avec GAP4

On reprend le cas de la sous-algebre parabolique p? dans G,. Soit u~ I’élément de p défini

par
u = Z T = X 301-200 + Xoayy 9= wp(u).
Kex (T0)

D’apres la démonstration du [7, theo 2.9 |, g est un élément stable de (b)*. Supposons que
'ensemble (p/ )% des formes linéaires stables sur p,; soit non vide. Il existe donc f € (p/ )% tel
que fjp soit réguliere sur b. On peut alors supposer f de la forme f = ¢, avec v = A X, +u~,
ou A € K.

SiA#0,onapl(f) =Kz, avec
T = Xocl + H1X2o¢1+a2 + H’2X3a1+2042 + MSX—aza

ou 1, fe, i3 sont des scalaires non nuls (dépendant, par exemple, du choix d’une base de Che-

valley de g).

Grace a GAP4, on peut vérifier le calcul du stabilisateur pf (f) et son intersection avec le
crochet [pf . pt (f)] afin de vérifier la stabilité de la forme linéaire f.

La démarche générale est la suivante : on définit I’algebre de Lie L dans laquelle on veut
travailler grace a la commande "SimpleLieAlgebra', on définit un systeme de racines "Root-
System', un systeme de racines positives correspondant "PositiveRoots" puis des systemes de
vecteurs positifs et négatifs associés "PositiveRootVectors" et "NegativeRootVectors'. La com-

mande "CanonicalGenerators' donne une base de la sous-algebre de Cartan. On peut désormais
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faire des calculs dans I'algebre de Lie L.

Pour définir la sous-algebre parabolique P := p{}, et ces générateurs, on utilise les commandes
"Concatenation" et "Subalgebra'. La commande "List(Basis(P))" donne une base de la sous-algebre
parabolique P, que 'on note bP. Ensuite, on définit I'’élément v = u~ + A x,, de py,. Notons ici
que GAP4 n’est pas adapté au calcul formel (il faut donner donc une valeur pour \). Les étapes
suivantes permettent de calculer le stabilisateur de f = ¢, dans P : On calcule tout d’abord
I'espace V' engendré par les crochets v * bP[i], pour i = 1, ...,dp, dp désigne la dimension de la
sous-algebre parabolique P. On obtient I'orthogonal K de 'espace V' pour la forme de Killig
avec la commande "KappaPerp'. Ainsi, le stabilisateur de f sur P, que I’on note S, n’est autre
que 'intersection de K et P. La commande "List(Basis(S))" donne une base du stabilisateur S.
Pour vérifier la stabilité de la forme linéaire f, on définit tout d’abord ’espace W engendré par
les crochets des éléments de la base du stabilisateur S par les éléments de bP, on calcule ensuite
'intersection de W avec S par la commande "Intersection(W,S)", que I'on note A. Alors, si A
est un espace de dimension 0 "vector space of dimension 0 over rationals', la forme linéaire f
est stable sinon elle est non stable.

> L :=SimpleLieAlgebra('G",2,Rationals) ;

< Lie algebra of dimension 14 over rationals >

> R :=RootSystem(L) ;

< root system of rank 2 >

> x :=PositiveRoot Vectors(R) ;

[v.1,v.2,0v.3,v.4,0v.5,0.6]

> y :=NegativeRoot Vectors(R) ;

[v.7,0.8,0.9,0v.10,v.11,v.12]

> g :=CanonicalGenerators(R) ;

[[v.1,0.2], [v.7,0.8], [v.13, v.14]]

> h=g[3];

[v.13, v.14]

> gP := Concatenation(g[1], h,y[2]);

[v.1,0.2,0.13,v.14, v.8]

> P :=Subalgebra(L,gP);

<Lie algebra over rationals, with 5 generators>

> dp :=Dimension(P) ;

9

>a:=1;;A:=2;;

> u2:=ax*xy[6] + axyl[l];; ul := XA xx[2];;v :=ul+u2;
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2%x0.2+v.7+0v.12

> bP :=List(Basis(P)) ;

[v.1,0.2,0.13,v.14,v.8,v.3,v.4,v.5,v.6]

> [ :=[];; foriin[l..dp|dol]i] := v * bP[i]; od;; ;

[(2)*v.34+ (—1)*x0v.13, (=1) *v.11, (6) * 0.2+ (2) * 0.7, (—4) * 0.2+ (—1) x 0.7+ v.12,0.9+ (2) *
v.14, (=3)%v.24v.10, (—=2)*v.34+ (—1)*v.9, (—1) *v.4+ (—2) *v.6 + 0.8, (—1) % v. 13+ (—2) *xv.14]
> V :=Subspace(L,]) ; ;K :=KappaPerp(L,V) ;

<vector space of dimension 5 over Rationals>

> S :=Intersection(K,P);

<vector space of dimension 1 over Rationals>

> bS := List(Basis(S)) ;

w1+ (=1)*vd+ (—1)*xv.6+ (—1) * v.8]

> J :=[];;for i in [1..dp] do J[i] :=bP[i|*bS[1];0d;;J;

(3) * v.5,v.3 4+ (—=1) xv.14,(2) x v.1 + (=1) xvd + (=3) *v.8,(=1) * v.1 4+ (=1) x v.6 + (2) *
v.8,v.5,v.1+ (2) xv.d+ (—3) *v.6,(3) xv.5,0xv.1,(—1) * v.5]

> W :=Subspace(L,J) ;

<vector space over Rationals, with 9 generators>

> A :=Intersection(S,W);

<vector space of dimension 1 over Rationals>

Vérification :

- v.1 correspond au vecteur X,,.

- v.4 correspond au vecteur Xon, +q,-

- 0.6 correspond au vecteur Xsu, +2a,-

- v.8 correspond au vecteur X_,,.

Le sous-espace A n’est autre que [pf , p7 (f)]NpZ,(f). Comme la dimension de A est non nulle,
on en déduit, compte tenu du lemme 2, que la forme linéaire f n’est pas stable. Par suite, la

sous-algebre parabolique p

est non stable.

Cas de sous-algébre parabolique p dans E7 :
> L :=SimpleLieAlgebra("E",7,Rationals) ;

< Lie algebra of dimension 133 over rationals >

> R :=RootSystem(L) ;

< root system of rank 7 >

> x :=PositiveRootVectors(R) ;

[v.1,v.2,0.3,v.4,0.5,0.6,v.7,0.8,0.9,0.10,v.11,v.12,v.13,v.14, v.15, v.16,
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v.17,v.18,v.19,v.20, v.21,v.22, v.23,v.24,v.25, V.26, v.27,v.28,v.29,v.30, v.31,
v.32,v.33,v.34,v.35,v.36,v.37,v.38, v.39, v.40,v.41,v.42, v.43, v.44, v.45, v.46,
v.47,v.48,v.49,v.50,v.51,v.52,v.53, v.54, v.55, V.56, V.57, v.58, v.59,

v.60,v.61,v.62, v.63]

> y :=NegativeRootVectors(R) ;
[v.64,v.65,v.66,v.67,v.68,v.69,v.70,v.71,v.72,v.73,v.74,v.75,v.76, v.77, V.78,
v.79,v.80,v.81,v.82,v.83, v.84, v.85, v.86, v.87, v.88, v.89, v.90, v.91, v.92, v.93,
v.94,0.95,v.96,v.97,v.98,v.99, v.100, v.101, v.102, v.103, v.104, v.105, v.106,

v.107,v.108,v.109, v.110, v.111,v.112,v.113, v.114, v.115, v.116, v.117, v.118,

v.119,0.120, v.121,v.122,v.123, v.124, v.125, v.126]

> g :=CanonicalGenerators(R) ;

[[v.1,v.2,0v.3,v.4,0.5,v.6,v.7], [v.64,v.65,v.66,v.67,v.68, v.69, v.70]

,[0.127,0.128,0.129,v.130, v.131, v.132, v.133]]

> h = g[3];

[0.127,0.128,v.129,v.130, v.131,v.132, v.133]

> gP := Concatenation(g[1], h,y[1]);
[v.1,v.2,0.3,v.4,v.5,0.6,v.7,0v.127,v.128,v.129, v.130, v.131, v.132, v.133, v.64]

> P :=Subalgebra(L,gP);

<Lie algebra over rationals, with 15 generators>

> dp :=Dimension(P);

71

>a:=1;;A:=3;;

> u2 := axy[63]+axy[49]+axy[28]+ax*y[7]|+axy[2]+axy[3]+a*y[5] ;; ul := Axx[1]; ;v :=ul+u2;
(3) *xv.1+v.65 4+ v.66 + v.68 + v.70 + v.91 + v.112 + v.126

> bP :=List(Basis(P)) ;
[v.1,v.2,0.3,v.4,v.5,0.6,v.7,0.127,v.128,v.129, v.130, v.131, v.132, v.133,
v.64,0.8,v.9,v.10,v.15,v.11,v.14,v.12,v.16, v.17,v.22, v.21,v.13, v.18,
v.23,v.24,v.29,v.27,v.19,v.25,v.30, v.31, v.36, v.34, v.20, v.26, v.33, v.39,
v.28,v.35,v.41,v.32,v.38,v.44,v.40, v.45, v.43, v.48,v.49, v.52, V.37, v.42,
v.47,v.46,v.51,v.55,v.50, v.54, v.57,v.59, v.53,v.56, v.58, v.60, v.61, v.62, v.63]

> [ :=[];; foriin[l..dp|dol]i] := v % bP[i]; od;; ;

[0.125, (—1) % v.128, (=3) * v.8 + (—1) * v.129,v.85, (—1) *v.131,v.108, (—1) * v.133, (—6) *x v.1 +
(—1)%v.66+ (—1)*v.91 4 (—1) *v.112+v.126, (2) *v.65, (3) *v.1+ (2) % v.66, (—1) xv.65+ (—1) *
v.664(—1)*v.68+0v.91, (2)%v.68, (—1) *v.68+ (—1) *v.704+ (—1) *v.91+0.112, (2) % v.70, (—1) *
.71+ (=1)%v.95+(—1)%v.1154+(3)*v.127, v.1+(—1)*v.124, (—1)*v.4+(—1)*v.80, (—1) xv.4+
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(=3)*v.14+(—1)*0v.79, (—1)*v.94(—1) *v.10+(—3) *v.20+0v.74, v.4+ (—1) *v.78,v.123, (—1) *
0.640.104,v.94(—1)*v.11+0.73,v. 104+ (= 1) *v. 11+ (=3)*xv.2140.72, v. 154 (—1) xv. 16+ (—1) *
0174+ (=3)*v.26+ (—1) *v.67,v.14+ (—1) xv.121,v.6 4+ (—1) *v.103,v.99, (—1) x v.18 + (—1) *
0.94, (—1)%v.184(—3)*v.27+(—1)%v.93, (—1)*v.234(—1)*v.244(—3)*v.33+v.88,v.119, v.12+
(—1)*v.134+(—1)%v.98, v.184+(—1)%v.92, v.23+(—1)*v.254v.87, v.24+(—1) %v.254(—3) *v.34+
0.86,v.294 (—1)*v.30+ (—1) *v.31 + (=3) % v.39 4 (—1) % v.81,v.27+ (—1) *v.116, (—1) *v.14 +
0.122,0.20+ (—1) *v.214+(—1)*v.120, (—1) *v.27+0v.117,v.334 (—1) *v.34+ (—1) *v.113, (—3) *
0.32+(—1)*v.128 4+ (—1) *v.1294 (—2) *v.1304+ (—1)*v.131, (= 1) *v.6 4+ (—3) *v.384+v.82, (—1)*
0134+ 0.354+ (=3) *v.44+ (—1) % v.75,v.1 +v.118, (—1) xv.114, v.38 + v.109, v.12 4+ v.35 4 (—3) *
v.43 + v.76,v.19 + v.40 + v.41 4+ (=3) * v.48 + (—1) * v.69,v.38 + v.110,v.43 + v.44 + (—1) *
0.105, (—3) #0524+ (—1) #0.128+ (— 1) #0.129+ (—2) #0130+ (—2) %0. 131 + (—2) #v.132+ (— 1) *
0133, 0.1 +0.100, (—1) % 0.8+ (—1) %0.32+ (—1) %0115, (—1) % 0.38 + 0. 111, 0.42 + (—1) *v.44 +
(—1)%v.106,v.42+ (—1) *v.43 4+ (—1) *v.107, v.46 +v.47+ (—1) % v.48 4 v.101, (—1) x 0.8+ (—1) *
0.524(—1)%v.95, (—1)*%v.2740.102, (—1)*v.34+v.50+(—1)*v.96, (—1)*v.14+v.89, (—1)*v.21+
v.57+(—1)%v.83,v.33+0v.50+0.97,v.39+v.53+v.54+(—1)*v.90, v.20+v.57+v.84, v.26 +v.58+
v.59+(—1)*v.77,0.324+0v.524v.71, (—1)*v.374+(—1)*v.554v.61+(3) ¥v.63+ (—1) xv.64, (—2)*
0127 4 (—2) % 0.128 + (—3) % 0.129 + (—4) % 0.130 + (—3) % 0.131 + (=2) %0132 + (—1) * v.133]
> V :=Subspace(L,]) ; ;K :=KappaPerp(L,V) ;

<vector space of dimension 62 over Rationals>

> S :=Intersection(K,P);

<vector space of dimension 1 over Rationals>

> bS := List(Basis(S)) ;

(0.3 4+v.28 4+ (2/3) % v.37 + v.49 + (2/3) * v.55 + (—2/3) * v.61 + (—1) * v.63 + (—2/3) * v.64]
> J :=[];;for i in [1..dp] do J[i] :=bPJi|*bS[1];0d;;J;

(=) %084 (—1)*v.324+ (—1) *v.52+ (—2/3) *0v.127, 0% v.1, (—2/3) *v.62, v.10+ (2/3) *v.57, 0 *
v.1,v.354(2/3)*xv.42,0%v.1, (—1)*v.3+ (—1) *0v.28 + (—1) % v.49+ (—1) % v.63 4 (4/3) xv.64, 0 *
v.1, (2)%v.34(2/3)%v.37+(2/3)*v.55+(2/3)%v.614+(—2/3)*v.64, (—1)*v.34+v.284(—2/3)*v.55+
(—2/3)%v.61,0%0v.1, (—1)*v.28+(—2/3) *v.37+0v.49+ (2/3) xv.55,0%v.1, (—1) *v.62, (—2/3) *
v.34v.37+0v.554+(2/3) %v.63, v.154 (—2/3)*v.58, 0%v.1, 0%v.1,v.174+(2/3) *v.59, (—2/3) *xv.10+
v.57, (—=1) % v.40+ (—2/3) xv.46,v.22 4+ (—2/3) *v.60,0xv.1,0 % v.1, (—2/3) * v.17 +v.59, v.41 +
(2/3) % v.47,v.24 + (2/3) *v.50,v.29 4+ (—2/3) * v.53,0 % v.1,0 * v.1, (—2/3) * v.24 + v.50, (—1) *
v.45 + (—=2/3) * v.51,v.31 + (2/3) * v.54,v.36 + (—2/3) * v.56,0 * v.1,0 * v.1,(—2/3) * v.31 +
v.54, (=2/3) *v.15+ (—1) *v.58, (—2/3) *v.22 4 (—1) % v.60, (—2/3) ¥ v.29+ (—1) *v.53, (—2/3) *
v.36 + (—1) * v.56, (—2/3) * v.62,0 * v.1,0 *x v.1,(—2/3) * v.28 + v.37 + (—1) * v.61 + (2/3) *
v.63, (—2/3) *v.354+v.42, (—2/3) *v.414+0v.47,0%v.1,0%v.1, (—2/3) *v.40+v.46, (—2/3) * v.45+
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v.51,(—2/3) %v.62, (—2/3) *v.49+v.55+ (—1) *v.61+ (2/3) *v.63,v.62,0%v.1,0%v.1,0%v.1,0*
v.1,v.62,0%v.1,0%0v.1,0%v.1,0%v.1,0%v.1,0x0v.1,0%v.1,0%v.1, (—1) *0.62,0xv.1, (2/3) * v.62]
> W :=Subspace(L,J) ;

<vector space over Rationals, with 71 generators>

> A :=Intersection(S,W);

<vector space of dimension 1 over Rationals>.

Vérification du calcul effectué dans la démonstration de la proposition 13 :
> L :=SimpleLieAlgebra("E",6,Rationals) ;

< Lie algebra of dimension 78 over rationals >

> R :=RootSystem(L) ;

< root system of rank 6 >

> x :=PositiveRootVectors(R) ;
[v.1,v.2,0.3,v.4,v.5,v.6,v.7,0.8,v.9,v.10,v.11,v.12,v.13, v.14,v.15, v.16, v.17,
v.18,v.19,v.20,v.21,v.22,v.23,v.24, v.25, v.26,v.27,v.28,v.29, v.30, v.31, v.32,
v.33,0v.34,v.35, v.36]

> y :=NegativeRootVectors(R) ;
[0.37,0.38,v.39,0.40, v.41,v.42,v.43, v.44,v.45,v.46, v.47, v.48,v.49, v.50, v.51,
v.52,v.53,v.54, v.55,v.56, v.57,v.58, v.59, v.60, v.61, v.62, v.63, v.64, v.65, V.66,
v.67,0.68,v.69,v.70,v.71,v.72]

> g :=CanonicalGenerators(R) ;

[[v.1,v.2,v.3,v.4,v.5,v.6], [v.37,0.38,v.39, v.40,v.41, v.42],
[0.73,v.74,0.75,0.76,v.77,v.78]]

> h=g[3];

[0.73,v.74,v.75,v.76,v.77,v.78|

> gP := Concatenation(g[1], h,y[2]) ;
[v.1,v.2,0.3,v.4,0.5,0.6,v.73,v.74,v.75,v.76,v.77,v.78, v.3§]

> P :=Subalgebra(L,gP);

<Lie algebra over rationals, with 13 generators>

> dp :=Dimension(P);
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>a:=1;;A:=3;;u=53;

> ud :=ax*h[l]+axh[2] +ax*h[3] +axh[4] + a* h[5] + a * h[6];;u3 := a * y[36] + a * y[23] +
a*y[15] + a*xyl4];;

> u2 = Axz[2];; ul = pxy2];; wi=ul +u2 +u3+ud;;

> bP :=List(Basis(P)) ;
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[v.1,v.2,0.3,v.4,v.5,v.6,v.73,v.74,v.75,v.76,v.77,v.78,v.38,v.7,v.8,v.9, v.13,
v.10,0.12,v.11,v.14,v.15,v.19,v.18, v.16, v.20, v.21, v.25, v.23, v.17,v.22, v.27,
v.24,v.28,v.26,v.30,v.31, v.33,v.29, v.32, v.34, v.35, v.306]

> [:=[];; foriin[l..dp|dol[i] := w = bP]i]; od; ; [;

[0.14(=1)*v.57,0.240.714(=2)*v.74, (—1)*v.46, (—1)*v.4+(—3) xv.84+(—1)*v.76,v.45, v.6+
v.54, (=1)%x0v.514+v.59, (—6) *v.2+ (4) *v.38+ (—1) *v.40+ (—1) % v.514 (= 1) xv.59+v.72, (—1) *
v.4040v.51, (3) xv.2+ (—2) *v.38 4+ (2) xv.40, (—1) *v.404v.51, (—1) *v.51 +v.59, (—1) * v.38 +
(=) xvd4d + (=1) xv.55 + (—=1) *v.63 + (3) * v.74, 0.7+ (—=1) * v.52,v.2 + (=2) x v.4d + (—1) *
0.70,0.34+ (=1) % 0.9+ (=3) *v.13+ (—1)*v.41, (—2) *v.9+v.69, (—1) xv.5+ (—1) *v.10+ (—3) *
v.14 4+ 0.39,0.7+ (=3) * v.17 + (—1) *v.47,v.11 + v.48, (—2) * v.10 + v.68, (—1) * v.15 + (—3) *
019+ (1) % 0. 75+ (=1) % v.76 + (—1) *v.77, 0.2+ (=2) x v.15+ (—1) * v.66, v.1 + (—=3) x v.22 +
(—1)%v.42, (—=1) % v. 11+ (=3) *v.20 + v.43, (—2) * v.16 + v.20 + (—1) * v.65, (—1) * v.6 + (—3) *
v.254+0.37,(=2)%v.21 +v.25+v.62,v.23+ (=3) % v.27T+ (—1) % v.734+ (—1) % v.75+ (= 1) *v.76 +
(—1) %077+ (=1) % v.78, (—=2) xv.12 4+ v.17 + (—1) xv.67, (—2) * v.18 +v.22 + v.64,v.2 + (—2) *
0234 (2) *v.27+ (—1) *v.60,v.8 + V.19 + (—1) x V.24 + v.63,v.25 4+ (—1) * v.58,v.22 + (—1) *
v.61,v.840v.274+0v.30+0v.55, (—1) *v.20+v.53,v.14+v.33+ (—1) *v.49, (—1) *v.17+v.56, v.13+
v.32 4 (—1) *v.50,v.19 + v.27 + v.34 + v.44,v.24 + v.30 + v.34 + (3) * v.36 + (—1) * v.38, (2) *
v.35 +0.36 + (—1) x 0. 73+ (=2) * v.74 + (—=2) * v.75 + (—3) * V.76 + (—2) * v.77 + (—1) * v.78]
> V :=Subspace(L,]) ; ;K :=KappaPerp(L,V) ;

<vector space of dimension 37 over Rationals>

> S :=Intersection(K,P);

<vector space of dimension 3 over Rationals>

> bS := List(Basis(S)) ;

[v.4+0v.15+0v.234 (—2/3) xv.24+ (—=2/3) *v.30 + (—2/3) * v.34 + (2/3) x v.35 + (—1) * v.36 +
(—2/3) % v.38,v.73 4+ (—1) * v.78,v.75 + (—1) * v.77].

Ici
() kerex =K(v.73+ (=1) % v.78) & K(v.75 + (—1) % v.77)
KeJ (IT)
= K(hm - hOéG) D K(hag - has)

et

=04+ 0154+ 023+ (=2/3) xv.24 + (—2/3) x v.30 + (—2/3) * v.34+
(2/3) xv.35+ (—1) x v.36 + (—2/3) * v.38.
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v.4 correspond au vecteur X,,.

v.15 correspond au
v.23 correspond au
v.24 correspond au
v.30 correspond au
v.34 correspond au
v.35 correspond au
v.36 correspond au

v.35 correspond au

vecteur Xosta,+as-

vecteur Xa1+a3+0t4+a5+a6'
vecteur Xo,tas+2a4+as-
vecteur Xo, +astas+2a4-+as-+as-
vecteur Xa1+0z2+20z3+20z4+2045+a6'

vecteur Xo, as+2as+304+205-+a-

vecteur Xal +2a2+2a3+3aa+2as5+ae

vecteur X_,,.
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Soit K un corps algébriquement clos de caractéristique nulle. Il est bien connu, d’aprés un résultat de Duflo,
Khalgui et Torasso, qu'une algebre de Lie algébrique quasi-réductive (définie sur K) est stable. La réciproque
est fausse en général. Se pose la question de savoir, si pour certaines classes particulieres d’algebres de Lie
non réductives, il y a équivalence entre ces deux notions. Plus généralement, les sous-algebres biparaboliques
forment une classe trés intéressante (incluant la classe des sous-algebres paraboliques et de Levi) d’algebres de
Lie qui ne sont pas toutes réductives. Panyushev conjecture que si une sous-algebre biparabolique est stable,
alors son stabilisateur générique est un tore. Cette conjecture peut étre reformulée ainsi : une sous-algéebre de
Lie biparabolique est stable si et seulement si elle est quasi-réductive. Compte tenu des résultats obtenus par ce
dernier pour le cas des sous-algébres paraboliques d’une algebre de Lie simple de type A et C, on donne dans
cette thése une réponse positive a cette conjecture pour la classe des sous-algebres paraboliques d’une algebre
de Lie simple. Au passage, nous montrons également qu’une sous-algebre de Lie de gl(n,K) qui stabilise une
forme bilinéaire alternée de rang maximal et un drapeau en position générique est stable si et seulement si elle

est quasi-réductive.

Mots clés : Algebre de Lie simple, sous-algebres paraboliques, indice d’une algebre de Lie, forme linéaire régu-

liere, algebre de Lie quasi-réductivite, algebre de Lie stable.

Let K be an algebraically closed field of characteristic 0. It is well known by work of Duflo, Khalgui and Torasso
that any quasi-reductive algebraic Lie algebra (defined over K) is stable. However, there are stable Lie algebras
which are not quasi-reductive. This raises the question, if for some particular class of non-reductive Lie algebras,
there is equivalence between stability and quasi-reductivity. More generally, biparabolic subalgebras form a very
interesting class (including the class of parabolic subalgebras and of Levi subalgebras) of non-reductive Lie
algebras. It was conjectured by Panyushev that these two notions are equivalent for biparabolic subalgebras of
a reductive Lie algebra. In this thesis, we give by considering the results of Panyushev for parabolic subalgebras
of simple Lie algebra of type A and C a positive answer to this conjecture in the case of parabolic subalgebras.
In passing, we prove that these two notions are equivalent for certain subalgebras of gl(n, K) which stabilize an

alternating bilinear form of maximal rank and a flag in generic position.

Keywords : Simple Lie algebras, parabolic Lie algebras, index, regular linear forms, quasi-reductive Lie algebras,

stable Lie algebras.
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